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Uvod

Téma diplomové prace Retézové Zlomky a nekteré typy kvadratickych diofantickyjch rovnic
jsem si zvolila s vizi moznosti prohloubeni mych dosavadnich znalosti v oblasti diofantic-
kych rovnic. Jde o rovnice, které fesime pouze v oboru celych ¢isel.

S terminem diofantické rovnice jsem se seznamila v pribéhu mého bakalaiského studia
na pedagogické fakulté Zapadoceské univerzity v rdmci predmétu Elementarni algebra,
vzimnim semestru akademického roku 2017/2018. Tehdy jsme se zabyvali linearnimi dio-
fantickymi rovnicemi o dvou neznamych ve tvaru ax + by = c.

P1i zadani rovnice ¢i slovni ulohy, kterd vedla na feSeni diofantické rovnice, jsme vzdy
nejprve fesili otazku, zda je zadana rovnice feSitelné, tedy zda je splnéna nutna a zaroven
postacujici podminka feSitelnosti rovnice. Dan& podminka konstatuje, ze nejvétsi spolecny
délitel D koeficientii a, b musi délit i celé ¢islo c. Pokud rovnice feSeni méla, nabizela
senam pro stanoveni hledanych uspofadanych celo¢iselnych dvojic [z, y] Fada metod: ex-
perimentalni metoda ,,pokus — omyl“, grafické feseni, metoda s uzitim Euklidova algoritmu
nebo kongruence a metoda vyjadieni ¢lenu s nejmensim koeficientem.

Ackoliv jsem se vSak s terminem diofantické rovnice poprvé setkala az béhem studia
vysokoskolské matematiky, samotné rovnice jsem fteSila bez mého védomi po cely Zivot.
Resi ji totiz nevédomky po celém svété dennodenné miliardy lidi v rdmci platby v hotovosti,
pii hledani vhodnych minci a bankovek pro zaplaceni dané ¢astky.

S jednou diofantickou rovnici jsme se také setkali jiz na druhém stupni zakladni skoly.
S kvadratickou rovnici o tfech neznamych, ktera se mnoha lidem zapsala do paméti na cely
sivot. A o které rovnici tedy vlastné mluvime? Re€ je o rovnici ve tvaru a2 + b% = ¢2, jez
jeuvadéna v ucebnicich matematiky pro osmé ro¢niky v ramci Pythagorovy véty. S feSenim
jinych diofantickych rovnic kromé fesiteli matematickych olympiad bézni zaci zakladnich
a stiednich skol do styku neprichézi.

Napada mé tak otazka, zda tomu tak bylo vzdy, nebo zda se nékdy tfeba jen na krét-
kou dobu vyskytla v prubéhu historie skolstvi éra, za niz se s danou problematikou zaci
bézné potykali mnohem vice. J& osobné jsem se s feSenim jiné kvadratické diofantické
rovnice kromé jiz zminéné Pythagorovy rovnice nikdy nesetkala. Pokud vSak tedy dove-
deme pomeérné snadno vyfesit linearni diofantické rovnice, je v nagich silach vyftesit i dalsi
diofantické rovnice druhého stupné? Existuji matematické véty, s jejichZ znalosti bychom
je dovedli vyftesit, aniz bychom nevyuzili matematickych programu? Existuji vubec pro-
gramy, které dovedou tyto rovnice feSit? A kdy se vlastné diofantické rovnice v myslich
matematikt zrodily a obohatily tak ocean definic, vét a rovnic? Kdo byl onen muz, jehoz

jméno nesou? Cilem mé diplomové préce je nalézt odpovédi na dané otazky a s jejich



znalosti tak proniknout do nami prozatim neprobiddané oblasti matematiky.



1 Retézové zlomky

1.1 Zakladni terminologie
Definice 1.1.1 (racionalni &islo)

Kazdé cislo, které l1ze zapsat jako podil dvou ¢isel a, b, kde a je délencem z oboru celych
¢isel a b je délitelem z oboru ¢isel pfirozenych, je ¢islo racionalni.

Z vyse uvedené definice je zjevné, ze kazdé desetinné ¢islo ¢i ¢islo s nekonecnym peri-
odickym rozvojem lze zapsat ve tvaru zlomku. Se zlomky i s desetinnymi ¢isly se poprvé

seznamuji zaci jiz béhem prvniho stupné zakladnich gkol.

Definice 1.1.2 (Fet&zovy zlomek)

Méjme vyraz ve tvaru

U1

uy + Vg ) (1)
Ug + U3
ug+ ———
Us + ...
kde u; a v; pro j € 1,2,...,n ndlezi oboru redlnych ¢i komplexnich ¢isel, nebo jsou

funkcemi jedné ¢i vice proménnych. Dany vyraz s prvky u; a v; nazyvame Fetézovy
zlomek. |9, s. 60] Cisly uq,us...u, rozumime neiplné podily nebo prvky fetézového zlomku.
[46, s. 6]

V literature se prevazné zapisuji fetézové zlomky vypisem n-prvku v hranaté zavorce,
pti¢em7 prvni prvek nese index nula, tj. [ug, ui, us, ug, . .., u,]. My je vSak budeme zapiso-
vat pomoci kulaté zdvorky a prvky dle definice 1.1.2 budeme indexovat mnozinou kladnych
celych ¢isel neboli ¢isly nalezejici N, tedy oboru pfirozenych ¢isel neobsahujici nulu. Tudiz
je budeme zapisovat jako uspofadanou n-tici ¢isel (uq,ug, us ..., u,). [46, s. 10]

Pro vytvoteni piehledu celistvé terminologie fetézovych zlomku si uvedme odborné
pojmoslovi v ramci jejich rozifazeni. V zavislosti na poc¢tu netplnych podili rozliSujeme
fetézové zlomky na konecné a nekonecné. Konecné tetézové zlomky maji konecény pocet
nedplnych podilt, nekonecné tetézové zlomky maji netplnych podili nekone¢né mnoho.
[9, s. 60-61]



Definice 1.1.3 (koneény pravidelny Fetézovy zlomek)

Kone¢ny tetézovy zlomek ve tvaru

Uy +

1
Us + ...+ —
u?’l

kde je kazdy citatel roven jedné a kazdy jmenovatel nélezi oboru pfirozenych ¢isel, nazy-
vame pravidelnym.

Piseme: fetézovy zlomek je pravidelny < u; € No,u(l1+j) e NAv; =1, € 1,2,...,n.
[46, s. 6]

Dle definic v literatufe neni netuplny podil u; pravidelného fetézového zlomku striktné
vymezen ur¢itou spocetnou mnozinou. Pavel Vit ve své knize [46] zminuje, ze v definici
pravidelného tetézového zlomku ¢asto dochéazi k predpokladu nélezitosti netplného podilu
up mnoziné celych ¢isel. Nicméné pro nase ucely se zfetelem k néplni této diplomové prace
jsme si jej v definici 1.1.3 mohli dovolit omezit na uzsi spo¢etnou mnozinu. Necht tedy
dle definice 1.1.3 netplnym podilem v, rozumime prvek fetézového zlomku nalezejici oboru
prirozenych ¢isel véetné nuly, tzn. u; € N.

Ptiblizme si nyni nové nabyty pojem konecny pravidelny fetézovij zlomek v konkrétnich
prikladech.

Priklad 1.1.1

Prevedte fetézovy zlomek do zakladniho tvaru:

1
3+

Reseni

1. Dle definice 1.1.3 ma dany fetézovy zlomek ¢tyfi neaplné podily (uq,us, us, uy):
u = 3;us = 1; ug = 3, ug = 2. Upravu fetézového zlomku zapotneme soutem

netiplného podilu uz se zlomkem 1/uy, tzv. se tedy zaméfime na vyraz 3 + % Nacez



se ekvivalentni Gpravou zbavime slozeného zlomku ve jmenovateli.

1 1 1
2 2
. 2
2. Upravime jmenovatel 1+?.
3 ! =3 !
7 7

3. Slozeny zlomek ekvivalentni pravou prevedeme do zékladniho tvaru a posléze jiz

dané s¢itance se¢teme.

V nésledujicich ptikladech upravime fetézové zlomky obdobnymi kroky.

Priklad 1.1.2

Prevedte fetézovy zlomek do zakladniho tvaru:

1
1
2+1+—1
1
4 _
tg
Reseni:
1 B 1 B 1 11 1 26
1 - 1 1 1 21 — 73 ~ 73
2+ 2+ 2+ 2+ oy LT3
1+ ! 1+1 1+5 26 26 26
1 21 21 21
iyl 21 21 21



Priklad 1.1.3

Prevedte fetézovy zlomek do zakladniho tvaru:

1
2+ 1
2+—1
1+1—1
+5
Reseni:
1 1 1 1 1
2+ 1 :2+—1:2+—1:2+ 1 =2+ 6 =
2+—1 2+—1 2+—5 2+ﬁ 2+ﬁ
1+ —- 1+ = 14+ = —
141 0 6 6
5) 5)

1
T T g T8 T2s T a8

Uvodni piiklady by jisté mohli zvladnout v rameci uéiva zakladnich matematickych
operaci se zlomky i zaci zakladnich skol, pro které neni matematika jen jednim z fady
povinnych predméti, nybrz je pro né jistou zélibou ¢i jakymsi rébusem, v némz je nutno
dopatrat se kyzeného vysledku. Pozorni ¢tenéfi si jisté vSimli, Ze jsme postupnou tpra-
vou vSech vySe Fesenych konecnych pravidelnych fetézovych zlomku vzdy dovedli dospét
ke splnéni zadani prikladi, tzn. k jejich pfevedeni na zlomky v zékladnim tvaru, kdy jsou
¢itatel s jmenovatelem nesoudélnymi ¢isly. Tento poznatek vSak neni platny pro jakykoliv
fetézovy zlomek, ponévadz zlomek v zakladnim tvaru lze ziskat pouze prevodem konec-

vvvvvv

do zadkladntho tvaru pfevést nedokézali.

Véta 1.1.1

Upravami kone¢ného pravidelného retézového zlomku ziskdme zlomek v zakladnim tvaru.

Dikaz véty 1.1.1 je proveden v druhé podkapitole Chin¢inovy knihy [25].

Po uvedeni terminologie fetézovych zlomki plynule pfejdéme do druhé podkapitoly,
v niz se seznamime s dalsim matematickym terminem, jez nis bude provazet v priibéhu

feSeni piikladi paté a Sesté kapitoly.



1.2 SbliZzené zlomky fetézovych zlomku

Jak je jiz z nadzvu druhé podkapitoly patrné, budeme se nyni zabyvat tzv. sbliZengmi
zlomky. Sblizené zlomky jsou nedilnou soucasti feSeni kvadratické diofantické rovnice ne-
souci nazev Pellova rovnice, jez je stézejnim bodem této diplomové prace. Jak najit ony
nam prozatim nezndmé sblizené zlomky fetézovych zlomki si prozradime v nadchézejicim

prikladu.

Priklad 1.2.1

Navratme se k fetézovému zlomku (3, 1, 3, 2) z piikladu 1.1.1:
1
3+ 1—1
T
2
Nejprve si jednotlivé ¢asti zlomku opét oznacime indexovanou proménnou u (uy, ug, us, ),

tzv. si vypiSeme netiplné podily:

U =35 ug = 1; ug = 3; uy = 2

Poté prepiSeme netplny podil u; do zlomku, ktery posléze oznacime jako podil pro-
ménnych A; /By :

Uy Al
U = — = —
"Y1 B
g_3_4A
1 By

Nésledné ziskame ekvivalentnimi dpravami druhy podil proménnych A,/Bs seétenim
s¢itanci fetézového zlomku uy 4+ 1/uy . Posléze ziskdame podil A3/ Bj z fetézového zlomku
obsahujici prvni t¥i prvky fetézového zlomku, tj. uy, us, ug a nakonec zlomek A,/ B, obsa-
hujici vSechny prvky, tj. uy, us, us, us.

Pro nalezeni zlomka Ay /By, A3/ Bs, Ay/ By vyuzijeme kromé bézné metody, na niz jsme
zvykli, také algoritmus uzity na sedmé strané Vitovy knihy [46]. Nam zndma bézna metoda

pro nas bude zpétnou kontrolou.

1. Ziskani zlomku A,/ Bs.

a) Uziti algoritmu:



b) Uziti bézné metody:

4 A,

3+-=34+1=4=-=—"

+ + 1 B,

2. Ziskani zlomku Aj/Bs.
(a) Uziti algoritmu:
1 UiUoU3 + U + Usg AS
et i ugus + 1 " B,
Uy + — 2U3 3
Uus

1 3-1-3+3+3 946 15 A

3 = st
Tl 13+1 341 4 B
+_
3
(b) Uziti bézné metody:
1 1 315 Ay
34— =34+ =3+-="=22
EUPE R B S R >
3 3
3. Ziskani zlomku A,/ By.
(a) Uziti algoritmu:
- 1 _ UgUgUzly + Urtg + Uty + ugug + 1 é
! 1 UgU3U4 + U + Uy By
Uy + 1
U3+—
Uy
gy L 313243143241 1843464641 34 _ A
L4 o 1-3-24+1+2 B 6+1+2 9 B
1
34 =
+2
(b) Uziti bézné metody:
1 1 1 1 7T 34 A
34 ——— =34+ ——=3+——==3+-=3+-=—=2"
1 1 2 9 9 9 B,
1+ 1+ = 1+ 2 -
3+1 ‘ 7 7
2 2



Ziskané zlomky ve tvaru A;/Bi, Ay/ By, A3/ Bs, A4/ By jsou nami hledané sblizené zlomky.

A, 3 ;
B 1
Ay
2 _34-_2_4
B, °t171
A3_3 1 15
Bs 1~ 4
1 _
*3
A, 1 34
_:3_|_ —_
1
By It 7
3 _
*3

Pro nalezeni ¢itateli a jmenovateli sblizenych zlomku A;/B; , kde j > 3 A j € N,
tzn. pro nalezeni sblizenych zlomku fetézového zlomku o tfech a vice prvcich, muzeme
rovnéz vyuzit vztahy vyplyvajici z nadchazejici véty, jejiz diikaz je uveden ve tieti kapitole

prvni ¢asti zvané Raciondlni ¢isla Vitovy knihy [46].
Véta 1.2.1
Necht jsou dany sblizené zlomky A;/B; , kde j > 3Aj € N, fetézového zlomku (uy, ug, ug . . ., uy,).

Potom plati:

Aj = ujAj,l + Aj72 (3)

Bj =u;B;j 1 + Bj_» (4)

[46, s. 24]

Uzitim vztahii uvedenych ve vété 1.2.1 si nalezeni tietiho a ¢tvrtého sblizeného zlomku

z piikladu 1.2.1 znatelné usnadnime.

By 4

A3:U3.A2+A1—>A3:3-4+3:15 A3_15
BgIU3.BQ+Bl—>Bgz3.1+1:4

Ay=tg Ag+ Ay > Ay =2.15+4=34 }A4 34

Bi—=u,.Bs+By > B,=2.4+41=9 (B 9

10



V této chvili nas jiz matematici vyslovenim pojmu retezovy zlomek z miry jisté nevy-
vedou. Nejenze se ndm vmziku zobrazi v hlavé predstava onoho zlomku, ale dokdzeme jej
iprevést do zédkladniho tvaru, a dokonce k nému nalézt i nalezejici sbliZené zlomky.

Abychom ov§em neusnuli na vaviinech, navratme se ve svych vzpominkach do skolnich
lavic. Existenci moznosti navzajem ekvivalentniho pfevodu mezi zlomkem a desetinnym
¢islem jsme jiz obeznameni z vyukovych hodin matematiky povinné skolni dochazky. Na-
bizi se tedy otazka, zda bychom mohli prevadét na desetinné cisla i konecné pravidelné
retézové zlomky, jimiz jsme se doposud zabyvali, ¢ nikoliv. Pro odpovéd nahlédnéme

do druhé kapitoly.
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2 Zapis kladnych racionalnich cisel ve tvaru retézového

zlomku

2.1 Cela ¢ast cisla

Abychom dokézali zapsat kladné racionalni ¢islo ve tvaru fetézového zlomku, je nutné
zavést pojem celd ¢dst ¢isla. S timto pojmem se mnozi z nés jisté seznamili v ivodu pro-
blematiky matematické analyzy ¢i algebry. Ti, kterym se dany pojem nevybavuje, nebo
se s nim dosud nesetkali, si vSak rozhodné nemusi zoufat, nebot se jedna o velmi banalni
zalezitost. Vzdyt se souslovim ,cela ¢ast” prichazeji do styku dennodenné i malé déti, napr.
kdyz zbude posledni kus dortu a rodice jim sdéli, Ze se pfece musi rozdélit anesnist jej cely
samy. Nebo kdyz se vas zeptam: , Kolik kolobézek mohu mit, kdyz mam k dispozici 21 kole-
cek?”, bleskurychle odpovite: ,Samoziejmé jen 10 kolobézek a jedno kolecko zbude.“ Nebot
pro jezdéni potiebujeme celou kolobézku, s jednim koleckem bychom daleko nedojeli...

Pokud tedy budeme chtit celou ¢ast kladného realného ¢isla, nebudou nés zajimat ¢isla
za desetinnou ¢arkou. Neboli pro celou ¢ast kladného realného ¢isla bude platit nerovnost
[z] < z, kde [z] je cela ¢ast ¢isla x. Napiiklad celou ¢asti ¢isla 1,125 je 1 a celou ¢asti
iracionalniho ¢isla m je 3. Pro celou ¢ast zaporného realného ¢isla plati téZz nerovnost
[z] < x, 7z Gehoz v8ak plyne, Ze na rozdil od celé ¢asti ¢isel kladnych nestaci pouze odstranit
¢isla za desetinnou Carkou, nybrz bude rovna zapornému celému cislu, které bude mensi
nebo rovno redlnému ¢islu x.

Pojem celd cdast c¢isla ovsem nesmime zaménit s pojmy dolni celd cdst c¢isla a horni
celd c¢dst c¢isla, s nimiz se mohli mnozi z vas setkat béhem studia matematiky ¢i infor-
matiky v rdmci oboru programovani. Dolni celou ¢asti realného ¢isla je nejveétsi celé ¢islo,
jenz je mensi nebo rovno z, tzn. plati nerovnost|x| < x. Horni celou ¢asti ¢isla x je nejmensi
celé &islo, jez je vétsi nebo rovno x, tzn. plati nerovnost [x] > x. V programovacim jazyku
se pro jejich zapis uzivaji piikazy obsahujici slova floor a ceil. |24, 26, 37] Kuptikladu v pro-
gramovém systému LaTeX zapisujeme dolni celou ¢ast ¢isla piikazem \floor{ <argument >}
ahorni celou ¢ast prikazem \ceil{ <argument>}. [16, s. 98] V piikazech (tj. tagy) znackova-
ciho jazyka HTML pro tvorbu webovych stranek uzivame znak & (tzn. &ceil a &floor). |18,
s. 865] Samoziejmé se téZ nabizi moznost bézného aritmetického zaokrouhleni, pro které
se v programovacim jazyku uplatiiuje piikaz obsahujici slovo round. 26, 37, 24] Aviak dany
pripad je omezen z hlediska pravidla aritmetického zaokrouhlovani, tj. naptiklad pti feSeni
¢isla 1,3 bude ptikaz obsahujici slovo round k uzitku pouze v piipadé potieby nalezeni

jeho celé ¢asti ¢i dolni celé ¢asti, nikoliv vSak horni celé ¢asti.

12



Definice 2.1.1 (cela ¢ast ¢isla)

,Nejvetsi celé ¢islo neprevysujici realné ¢islo x se nazyva cela €ast €isla = a znadi se [z].

¢
Znamené to, ze [z] je to (jediné) celé Eislo splimjici nerovnosti [z] < x < [z]+ 1. [21, 5. 229]

Pro lepsi predstavu si nerovnost z definice zobrazme na ¢iselné ose.

| l 1
1 1 I

x] < x < [x] +1

Obrazek 2.1: Definice celé ¢asti ¢isla

Priklad 2.1.1

Naleznéte a zobrazte na ¢iselné ose celou ¢ast ¢isla:

a)x=1,6
b) x=-1,4
Reseni:

a) Pro celou ¢ast ¢isla © = 1,6 musi dle definice 2.1.1 platit nerovnosti:
[z] <z <[z]+1

a zaroven plati: [x] € Z. Musime odstranit ¢islo za desetinnou ¢arkou, tzn. éislo 6, které
je na misté desetin. Cela ¢ast ¢isla o = 1,6 je tedy ¢&islo 1, piSeme: [z] = 1. Pro kontrolu
dosadme do rovnice:

[1,6] < 1,6 < [1,6] +1

1<1,6<1+1
1<1,6<2

Dosazenim [x] = 1 a néslednymi ekvivalentnimi tipravami jsme ziskali platné nerovnosti

asplnili tak nutnou podminku pro [z]. ReSeni si nyni muzeme zobrazit na ¢iselné ose.

| 1 | |
I 1 I I

0 < [16] < 16 < [L6]+1
[ I

1 1+1
I
2

Obrazek 2.2: Reeni piikladu 2.1.1 a)
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b) Pro celou ¢ast ¢isla © = —1, 4 musi dle definice 2.1.1 platit nerovnosti: [z] < z < [x]+
1 a zaroven plati: [x] € Z. Opét musime odstranit ¢islo za desetinnou ¢arkou, tzn. &islo 4,
které je na misté desetin. S ohledem na nutnou podminku z definice vSak cela ¢ast ¢isla x =

—1,4 nebude ¢&islo -1, nybrz ¢islo -2, piseme: [x] = —2. Pro kontrolu dosadme do rovnice:

1,4 < -1,4<[-1,4+1
—2< —1,4<-2+1
—2< —1,4<—1

Dosazenim [z] = —2 a néaslednymi ekvivalentnimi dpravami jsme ziskali platné nerov-
nosti, a splnili tak nutnou podminku pro [z]. ReSeni si nyni mizeme zobrazit na ¢iselné
ose.

l l ]
1 1 1

[-14] < -14 < [-14]+1 < 0
Il

-2 -2+1
I
-1

Obrazek 2.3: ReSeni piikladu 2.1.1 b)

V zajmu nabyti dostate¢nych védomosti nezbytné nutnych pro zapsani kladnych raci-
onalnich ¢isel ve tvaru fetézového zlomku je pro nas nezbytnou nutnosti definovat pojem

lomend cast c¢isla.

Definice 2.1.2 (lomena &ast ¢isla)

Cislo, jehoz sectenim s celou ¢asti ¢isla [z] vyjadiime redlné ¢islo x, se nazyva lomena

¢ast ¢isla x. Lomenou ¢ast ¢isla x budeme znacit x. PiSeme:x = [z] + z. [46, s. 11]

2.2 Vyjadreni pomoci netplnych podila

Definici 2.1.2 jsme dospéli k dosazeni znalosti potifebného zbyvajicitho pojmu, ¢imz jsme
zdolali posledni pfekazku bréanici k poznéni zptsobu zapsani kladnych racionélnich ¢isel
ve tvaru fetézového zlomku. K onomu kyzenému rozvoji nasich matematickych schopnosti
nam mize pomoci docilit napiiklad Pavel Vit zcela dostacujicim podrobnym popisem
vesvé knize [46], v némz jsou uplatnény tii zakladni pojmy z jiz vySe uvedenych definic,
tj. netiplné podily (definice 1.1.2), cela ¢ast €isla (definice 2.1.1) a lomena ¢ast ¢&isla
(definice 2.1.2).
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,Bud dano kladné racionalni ¢islo z,z ¢ N. Polozme u; = [z],
pak plati
1
r=1u+ )
21
kde z; > 1,2, € Q. Odtud plyne
1
T = .
r — Uy

Pro x, cely postup opakujeme. Definujeme tedy ¢islo

r — Uy
a Cislo
1
Ty = ——.
? {o1}
Pak plati
1
T = U + )
X2

kde z9 > 1,29 € Q. Z posledniho vztahu dostavame:

1

€U1—U2'

To =

a opét definujeme podobnym zpiisobem ¢isla us, x3, ug, Ty, . . .

(10)

Postup se zastavi, jakmile je nékteré x,,_; celé ¢islo; pak je u, = [x,_1] posledni prvek

fetézového zlomku racionalniho ¢isla z. [46, s. 12-13]
Vitiv postup nyni aplikujme v nasledujicim ptikladu.

Priiklad 2.2.1

Vyjadiete racionalni ¢islo 34/9 ve tvaru fetézového zlomku.

Resent:

1. Nejprve si vyjadfime prvni netplny podil uy:

ulz[a:]:[%} _3
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1 .
2. Pro ziskani ¢isla x; dosadime u; do rovnosti x = u; + — , viz nasledujici tpravy:

1
34 1
=3+ |(-3
g =3+ [(=3)
34 1
—_— _3=_"_
9 T
34 27 1
9 9 1
T_1l|n
9_$1 Z
9
.
177

I
1
Ty = Ug + —
L2
9 1
=14+ — |(-1
S =1+ — (D)
9 1
Z_1=_=_
7 i)
9 7
7 7_ZE2
2_1 )
7_132 2
7
oy =~
279
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5. Vyjadiime tfeti netplny podil us:

6. Pro ziskani ¢isla x3 postupujeme obdobné jako v druhém a ¢tvrtém kroku, viz na-

sledujici apravy:

1
To = Uz + —
L3
7 1
Z=3+— |(-3
5=3+— -3
7 1
- —3=—
2 I3
T 6
2 2 x4
1_1 XT3
_xg 1
2
I3—2

7. Jelikoz ¢islo x5 nélezi oboru celych ¢isel, uy bude poslednim netdplnym podilem ra-

34
cionalniho ¢isla 9 tedy plati:
ug = [x3] = [2] =2
Nyni jen sta¢i dosadit ziskané nedplné podily do vyrazu (uq,us,us,us) nebo do tvaru

fetézovému zlomku.

34 1
T =013 =3+ ———

Pozornym ¢tenaiam jisté neuniklo, Ze jsme racionélni ¢islo 34/9 ziskali upravou retézo-
vého zlomku jiz v ivodnim piikladu podkapitoly 1.1. Vysledny fetézovy zlomek se shoduje
se zadanim tohoto piikladu, ¢imz jsme ovérili, Zze jsme se v prubéhu feseni nedopustili

chyby.
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2.3 Vyjadreni pomoci Euklidova algoritmu

Dalsi moznou alternativou zjisténi prvku fetézového zlomku je uplatnéni Euklidova al-
goritmu, jehoZ nejcastéji uzivanou nejelementarnéjsi a nejznaméjsi funkei je nalezeni nej-
vétsiho spoleéného délitele dvou ¢isel. S danou problematikou jsou studenti obeznameni
v elementarni algebfe.

Ptestoze ramcovy vzdélavaci program pro zékladni vzdélavani Eukliduv algoritmus
nezahrnuje, mohl by byt zaifazen pro nadané 7aky se specidlnimi vzdélavacimi potiebami
jako prohloubeni uciva délitelnosti prirozenych cisel v rdmci o¢ekédvaného vystupu hleddns

nejvetsiho spolecného délitele.

Véta 2.3.1

,Ke kazdé usporadané dvojici celych ¢isel (a,b), kde b # 0, existuje pravé jedna takova

usporadana dvojice celych ¢isel (uq,7), Ze plati
a=bu +1r, 0<r <|[bl.

Cislu uy Fikdme nedplny podil (pro v, = 0 je to ,uplny® podil), &slu 7, zbytek.
[46,s. 17];

P1i ¢teni uvedené véty by se jisté fada jedinci chtéla zeptat, jak najit dle tohoto
algoritmu v8echny netplné podily. Odpovéd na jejich otdzku neni nikterak slozita. Pokud
bude zbytek r; rizny od nuly, aplikujeme dany algoritmus na ¢isla (b, 1), tzn. bude platit
rovnost b = rus +re, pii¢emz plati 0 < ry < |ry|. Jestlize bude zbytek ry té7 rizny od nuly,
uzijeme algoritmus na dvojici ¢isel (r1,72). Vypocet dokonéime ve chvili, kdy bude zbytek
r, nulovy.

Nez piejdeme k vyjadfeni kladného racionélniho ¢isla ve tvaru fetézového zlomku,
pripomeiime si vyfesenim jednoho piikladu, jak najit nejvétsitho spolecného délitele dvou

¢isel pravé pomoci Euklidova algoritmu.

Priklad 2.3.1

Naleznéte nejvétsiho spole¢ného délitele D(738,558).

ResSeni:

Priklad vytesime uzitim Euklidova algoritmu dle véty 2.3.1.
a=buy +r — 738 =558-1+ 180
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b=rius +1ry — 558 =180 -3 + 18

ri=rous+1r3 — 180 =18-10+0

Cislo 18 je nejvétsim spoletnym délitelem ¢isel 738 a 558, piseme D(738,558) = 18.

Priklad 2.3.2

Vyjadrete racionalni ¢islo 34/9 ve tvaru fetézového zlomku pomoci Euklidova algoritmu.
Regeni:

1. Ackoliv nemame dle zadani najit nejvétsiho spole¢ného délitele D(34,9), budeme
postupovat analogicky. V feSeném algoritmu si vSechna u a k nim piislusné cisla
vyznac¢ime modrou barvou.

a=bu;+7r —534=9-3+7

b:T1UQ+T2—>9:7'1+2
ri=rouz+rg—7=2-3+1

7’2:7“3U4+7“4—>2:1-2+0

2. Nejvétsim spole¢nym délitelem D(34,9) je tedy ¢islo 1. VypiSme nyni v8echny rov-

nosti pro barevné vyznacené u vychazejici z 1):
ur = 3y us = lyuz = 3;uq = 2.

Vypsana ¢isla jsou ndmi hledanymi nedplnymi podily:

34

N = (u17u27u37u4) = (371a372) =3+

9 1

L+ —

3 _
+2
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Vysvétleni:

7 Euklidova algoritmu lze vypsat tyto rovnosti:

34+ 9 =23(zb.7)

9+ 9=1(zb.2)
7+2=3(zb.1)
2+ 1=2(zb.0)

Vsimnéme si, Ze vSechna u jsou algoritmem postupné ziskané podily.
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3 Zapis druhych odmocnin ve tvaru retézového zlomku

3.1 Historie

A7 dosud jsme plachtili v klidnych vodach oboru racionalnich ¢isel. Nastala chvile prozkou-
mat nami prozatim neprobadané oblasti ¢isel iracionalnich, konkrétné druhych odmocnin,
na které se v této diplomové préaci zaméiime, nebot budou v nasledujicich kapitolach ne-
dilnou soucasti diofantickych rovnic, a zodpovédét si tak nékolik otazek. Kupfikladu kdy
byly prvky z daného ¢iselného oboru ¢lovékem poprvé vyuzity ¢i jak dlouho poté lidé pro-
zieli a objevili existenci nekonec¢ného desetinného neperiodického rozvoje. Pro zodpovézeni
téchto otazek musime proplout fekou ¢asu do davné minulosti, do dob, z nichz se docho-
valy zaznamy dokazujici uzivini druhych odmocnin spadajicich do oboru iracionalnich
¢isel jiz pred tisici lety.

Nachazime se v tetim tisicileti pred Kristem ve Starovékém Egypté, v obdobi zvaném
Stara rise za vlady Dzosera, panovnika tieti dynastie, jenz nechal postavit prvni pyramidu
na svété. [13] Zdejsim staviteliim slouzi k vymérovani tycky, jejichz délky jsou v poméru
1: /5. [28, s. 21] Ackoliv matematika neni samostatnym védnim oborem, pro vystavbu
pyramid jsou slozité matematické formule nezbytnosti. I v jednadvacatém stoleti po Kristu
zustava existence téchto staveb zdhadou.

Nyni se posuneme po c¢asové ose na jih Mezopotdmie, do prvni poloviny osmnactého
stoleti pfed Kristem, tedy do obdobi vlady Chammurapiho, nejvyznamnéjsitho panovnika
Starobabylonské fise. Kdekomu z nés je zndmy onen Chammurapiho zakonik, jehoZ nej-
proslulejsim zakonem je zakon odplaty ,,0ko za oko, zub za zub“. AvSak védomi o rozsahu
matematickych znalosti zdejSich obyvatel maji pfevazné jen lidé, ktefi se rozhodli vénovat
studiu vysokoskolské matematiky. Rozhodné nesmime opomijet jejich vypocty opirajiciseo
Pythagorovu vétu. Vétu, jez je pojmenovana po clovéku, ktery se narodi za vice nez 1100
let. Vétu, s niz lze téz ziskat druhé odmocniny piirozenych ¢isel, jako tomu bylo v Egypté.
128, s. 27]

Pted névratem do jednadvacatého stoleti naseho letopoc¢tu jesté na chvili zakotvéme
v antickém f{ecku, zhruba na prelomu Sestého a patého stoleti pred Kristem. Do dnesniho
dne zdejsi myslitelé pokladali vSechny libovolné tsecky za souméritelné, coz znamena,
ze délky kazdé dvojice tsecek lze vyjadiit v poméru dvou prirozenych ¢isel. Pythagorejci
dnes poprvé objevili existenci nesoumértitelnosti, ¢imz nastava prvni krize matematiky
aobjev iracionalnich &isel. [4, s. 13-16] Cisel, kterd jiz nelze vyjadiit jako podil proménnych
a/b, kde a nalezi oboru celych ¢isel a b oboru ¢isel pfirozenych. Druhé odmocniny piiro-
zenych ¢isel, které nelze zcela vyéislit a nalézt tak jejich konec¢nou periodicitu. Recti ma-

tematici se objevem nesouméfitelnosti najednou ocitaji v novém neznidmém svété, v némz
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vSechny jejich dosavadni matematické znalosti ztratily znenadani hodnotu. Jisté si vétsina
z nich prijde bezradné a bezmocné, nebot veskeré jejich védomosti spadaji pouze do vod
oboru kladnych racionalnich ¢isel.

Nechme nyni f{eky lamat si hlavy nad feSenim svizelného hlavolamu a vratme se
do jednadvacéatého stoleti, prozkoumejme nynéjsi moznosti vyjadieni druhych odmocnin
fadicich se mezi ¢isla iracionalni. Kdybychom méli nutkani dopocitat se posledniho ¢isla
jejich desetinného rozvoje ¢i nalézt jakoukoliv periodu, bylo by to stejné prospésné, jako
bylo bajné Sisyfovo valeni balvanu do kopce. Stéle bychom ¢ekali na okamzik vitézstvi,
ktery by vSak nepfiSel ani s poslednim tlukotem srdce. Jisté vSichni budete souhlasit, Ze
zivot lze promarnit mnohem lépe. Jak tedy ale lidé pocitali s témito ¢isly pred rozmachem
pocetnich stroju, tzv. kalkulatoru? Vychézely jim nepiresné vysledky vlivem zaokrouhlo-
vani v priubéhu vypoctu, nebo se odmocniny staly pomyslnymi konstantami? Neboli 1ze
fict, 7e se spokojili, feknéme napiiklad s vysledkem 50+/3 — 17+/7+/137

Moznéa vas prekvapi skute¢nost vypovidajici o znalostech zaku stfednich skol, kteii jiz
v devatenactém stoleti s pomoci tzv. periodickijch pravidelnijch retézovyjch zlomki dokazali
tyto odmocniny ,obelstit. Diikazem tohoto tvrzeni je ucebnice [43|, ktera byla vydana
roku 1879.

Ma-li se¢ éfslo irracionalni proméniti v Fetézec, jest postup
obdebny

Predevéim se vyhledd nejvetsi celistvé cislo e, kterdd jest co
drubi edmocnina v daném é&fsle a obsaieno, takie jest pak
Va—e

1

na to utini se jmenovatel prevratné hodnoty druhé éasti racionalnim,
tedy

Ya=¢+

1 ‘ @3 4= \-rl 'll 3
Va=—e " & =0 T A s =a b —e,

kde# znadi a, celistvé éfslo, které v tomto podilu jest obsakeno; a
totéz provadi se podobné & drubou édsti pravé strany ddle, takie se
postupné obdrii

b Ya-+e Va=—c

[ = ] — o ot

— = Gy ——i o, = g = Oy o

Ya—e¢ J\: L P.] L e L “
0y _ Yotg Va—e,

Yo—o et b e e T L

Obréazek 3.1: U¢ebnice z roku 1879 [18, s. 141]
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Obrazek 3.2: U¢ebnice z roku 1879 [18, s. 142]

3.2 Zakladni terminologie
Definice 3.2.1 (iracionalni é&islo)
Kazdé realné ¢islo, které nenalezi oboru racionalnich cisel, je éislo iraciondlni.

Jak jiz bylo fe¢eno, druhé odmocniny lze vyjadrit pomoci tzv. periodickych pravidel-
nych fetézovych zlomki. S ohledem na pojem periodické je dozajista patrné, ze se jedna
o zlomky nekone¢né, nebot maji vzhledem k existenci periody nekone¢né mnoho prvki. V
matematice rozliSujeme periodické pravidelné fetézové zlomky na ryze periodické a neryze
periodické. 25, s. 93] U ryze periodickych za¢ina zpravidla perioda jiz od prvniho prvku
u1, kdezto u neryze periodickych zac¢ina od libovolného n-tého prvku w, pro n > 2.

V literatufe se téz mizeme setkat s obdobnym rozdélenim i u desetinnych zlomkii, tj.
ryze periodické a neryze periodické desetinné zlomky. |41, s. 53|

Druhé odmocniny jsou vzdy vyjadieny zlomky neryze periodickymi. Presto si vSak s

ohledem na uceleni terminologie definujme oba terminy.
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Definice 3.2.2 (ryze periodicky pravidelny fetézovy zlomek)

Pravidelny fetézovy zlomek s k-prvkovou periodou ve tvaru

1
up + 1 )
U2 + 1
ot I
Uk—1 + 1
U + 1
U+ —
Uy + ...
kde k£ € N a prvky fetézového zlomku wuq, ..., ui_1,ur_k tvori periodu, nazyvame ryze

periodickym. Piseme: pravidelny fetézovy zlomek je ryze periodicky.
& (ur, ug, - up—1, ug), kde u; € No, upy; e Nk e N, je1,2,... k—1,k. [14, s. 33;
46, s. 88-89)]

Definice 3.2.3 (neryze periodicky pravidelny fetézovy zlomek)

Pravidelny fetézovy zlomek s (n — k)-prvkovou periodou ve tvaru

U +

Uy + —————
Uk+1+...

kde £k € N a prvky fetézového zlomku wuy.q...,u, tvori periodu, nazyvame neryze
periodickym.

PiSeme: pravidelny fetézovy zlomek je neryze periodicky
= (Ul, e Uk, U1y - - - un),
kde uy € No, u14; ENAKkeNEk+1<n,je{l,....kk+1,...,n}. |25, s. 93

Usporadanou skupinou k prvki (uq, us, ..., u,) rozumime tzv. piedperiodu a skupinou
(n—k) prvki (ugi1, ..., u,) rozumime periodu neryze periodického Fetézového zlomku. [46,
s. 107]

Pomoci takto definovaného fetézového zlomku je mozné vyjadrit napiiklad druhou

odmocninu rovnosti
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tzn. plati rovnost v/2 = (1,2). [46, s. 69]

3.3 Algoritmus reSeni

V nasledujicich ptikladech si vyjadiime nékolik druhych odmocnin. Postupovat budeme

analogicky jako u piikladu 2.2.1 v podkapitole 2.2.

Priklad 3.3.1

Vyjadii iracionalni ¢islo v/5 ve tvaru fetézového zlomku.

Reseni

1. Prvni neaplny podil u; je roven celé ¢asti v/5:

w = [z] = [V5] =2

1
2. Netplny podil u; dosadime do rovnosti x = u; + — , z niz ziskdme x, viz nasledujici
T
upravy:
1
VE=2+— [(-2)

1

1 T
Vi—2=— |2
I \/5—2

N S S
VE-2 [VEr2

x1=V/5 + 2

3. Vyjadiime druhy netplny podil us:

uy = 1] = [V5+2] =4
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1
4. Prepiseme indexy v rovnosti x = u; +— a nalezneme c¢islo s, viz nasledujici tpravy:

1 T
Vo= L |2
T2 \/5—2

1 VB2
CVE—2 | V542

$2=\/§—|—2

X2

JelikoZ plati rovnost z; = x5 = v/5 + 2, dalsi netuplné podily budou rovny u,. Hledanym
zlomkem je tedy zlomek (2,4) s jednoprvkovou periodou, tzn. plati rovnost v/5 = (2,4).

Priklad 3.3.2

Vyjadii iraciondlni ¢islo 1/10 ve tvaru fetézového zlomku.

Reseni:

1. Prvni netplny podil u; je roven celé ¢asti v/10:

uy = [z] = [V10] = 3

. 1 . .
2. Netplny podil uidosadime do rovnosti x = uy + — , z niz ziskdme x,, viz nasledujici
T

1
V10=3+— |-3

T

1 T
\/E_?):_ —1
T V10 -3

1 V10 + 3
xr, = .
YTV/10-3 | VI0+3

1 =Vv10+3

ipravy:
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3. Vyjadiime druhy netaplny podil us:

uy = [71] = [V10+3] = 6

. . 1 . .
4. PrepiSeme indexy v rovnosti z = u; +— a nalezneme ¢islo x5, viz nasledujici apravy:

1
V1I0+3=6+— |—6
X2
w/10_3_i T2
Ty | V10 -3

1 VI0+3
Ty = :
T V/10-3 | V10 +3

$2:\/E+3

Jelikoz opét plati rovnost 1 = xo = v/ 10 4 3, periodu jsme jiz nasli. Hledanym zlomkem

je tedy zlomek (3,6) s jednoprvkovou periodou, tzn. plati rovnost v/10 = (3,6).

Priklad 3.3.3

Vyjadii iracionalni ¢islo v/7 ve tvaru fetézového zlomku.

ResSeni:

1. Prvni neaplny podil u; je roven celé ¢asti v/7:

w = o] = [V7) =2

1
2. Netplny podil u; dosadime do rovnosti x = uy + —, z niz ziskdme x, viz nasledujici
T
upravy:
1
Vi=2+—= |2

X1

1 T
Vi-2=— | —
1 \/7—2

1 VT +2
VT=2 | VT+2




. V41
PTVT-1 | VTl

3(V7+1)

ST
VT+1
To = 9

5. Jelikoz x1 # x5, nebude se tentokrat jednat o zlomek s jednoprvkovou periodou.

Jsme tak nuceni vyjadrit tieti netplny podil ug, tj.:

VT+1

2

=1

Uus = [ZL‘Q] =

6. Pro ziskani ¢isla x3 postupujeme obdobné jako v druhém a ¢tvrtém kroku, viz na-

sledujici apravy:
1
To = U3 + —
T3
7T+1
VTl L
2 T3
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Vitl 1 ’ 273
2 T3 \/7— 1
e 2 V7+1

VT | VTl

2(V7+1)
T3 = ——7—

6

VT+1
T3 =
3
7. Vyjadiime ¢tvrty netplny podil uy:

VT+1

8. Analogicky dle pfedchozich kroki nalezneme ¢islo x4, viz nésledujici apravy

1
$3—U4+_
Ty
1
Vitl 1
3 Ty
Vitl 1
3 _1174
V-2 1 | 3y
3 Xy \/7—2
3 | VT2
TVT 2 [ VT2
3(VT7+2)
T4 —
3
I4:ﬁ+2

9. Vyjadiime paty netplny podil us:
us = [ea] = [V7+ 2] = 4
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10. Analogicky dle pfedchozich krokii nalezneme ¢islo xs:

$4:U5+—
Us

1
Vi+2=4+— |4

Ts

1 T
Vi—2=— | ———
s \/7—2

1 VT+2
VT2 | VT+2

VT2
3

Ts

Ty

Cislo x5 je rovno ¢islu x1, tzn. periodu tvoii ¢tyfi nedplné podily us, us, ug, us. Druhou
odmocninu ze sedmi je tedy mozné vyjadrit pravidelnym retézovym zlomek s ¢tyiprvkovou
periodou, tzn. plati rovnost /7 = (2, 1114).

Pokud se podivame na vysledny fetézovy zlomek prozatim posledniho ptikladu, snadno
postiehneme vztah mezi prvky u; a us. Neboli je platné tvrzeni, Ze je posledni prvek peri-
ody dvojnasobkem prvniho prvku uy, ¢imz jsme objevili novou vlastnost danych retézovych
zlomkii.

Dale si zpétné prohlédnéme vSechny dosud vyjadiené druhé odmocniny:
V5 = (2,4), V10 = (3,6), V7 = (2, 1114).

Jejich porovnanim zjistime, 7e perioda vSech ziskanych zlomki vzdy pocinala prvkem
Us. Zvidavi ¢tenafi by mohli nahlédnutim do Vitovy knihy Retézové zlomky [19], v ni7 je
uvedena tabulka 43 fetézovych zlomku pro N < 50, zjistit, Ze i periody vSech téchto perio-
dickych fetézovych zlomi pociné téz prvkem us. Je nutné podotknout, zZe dana vlastnost se
vztahuje na vSechny periodické fetézové zlomky vyjadiujici druhé odmocniny piirozenych

¢isel.
Definice 3.3.1 (kvadratické iracionality)

+VH

C
Vsgechna iracionalni ¢isla ve tvaru —D kde C, D e ZAVH €1 (tzn. H neni kvadra-

tem piirozeného ¢isla) nazyvame kvadratické iracionality. [14, s. 35; 46, s. 91]
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Véta 3.3.1

Pro tetézovy zlomek kvadratické iracionality v H, kde H € NAH neni kvadratem pfiroze-

ného ¢isla, plati rovnost
\/ﬁ = (uly Uz, U3,y . . ., U3, U2, 2“1)
|46, s. 98]

Dikaz véty 3.3.1 je uveden ve dvanacté kapitole Vitovy knihy Retézové zlomky [46, s.
99-102].

3.4 Lagrangeova véta

Nadesel ¢as vratit se zpét do antického Recka a zodpovedst si, jak se zdejsi Pythagorejci s
prvni krizi matematiky vyporéadali. Nesouméftitelnost zapticinila rozvraceni jejich presvéd-
¢eni o vzajemném vztahu mezi ¢isly a geometrickymi veli¢inami. Theodoros z Kyrény (asi
460 az 399 pr.n.l.) [4, s. 8] nasel zpiisob, jak zkonstruovat druhé odmocniny ptirozenych
cisel od v/2 az po V/17. [36, s. 27| Jisty Archytas z Tarentu (asi 428 az 365 pi.n.l.) [4, s.
8| zjistil, Ze jsou iracionalni vSechny ¢iselné vyrazy ve tvaru \/m |36, s. 28], poté
prisel jeho zak Eudoxos z Knidu (asi 408 az 355 p¥.n.l.) [4, s. 8] s teorii proporci. |36, s.
28] Postupem ¢asu doslo k rozvoji fecké geometrie, k rozmachu eukleidovskych tloh a téz
ke vzniku tloh, které Fukleidovymi konstrukcemi vyftesit nelze.

V prubéhu historie matematiky bylo vymysleno mnoho zpiisobi, jak se k numerickym
hodnotam kvadratickych iracionalit co s nejpfesnéjsi aproximaci priblizit, kuptikladu lze
uzit metodu tecen ¢i Newtonovu metodu. Pielom v problematice vyjadieni kvadratickych
iracionalit vSak nastal az s velmi vyznamnou Lagrangeovou vétou. Dana véta konsta-
tuje, Ze pro vSechny druhé odmocniny z oboru iracionalit lze nalézt periodicky pravidelny
retézovy zlomek. Cili nam jiz nebude ¢init problém vyjadfit nezavisle na kalkulatoru ja-
koukoliv druhou odmocninu v koneéném tvaru s velmi presnym raciondlnim ptiblizenim.
Diikaz Lagrangerovy véty je proveden v tfinacté kapitole Vitovy knihy [46] nebo v desaté
podkapitole Chinc¢inovy knihy [25].

Véta 3.4.1 (Lagrangeova véta)

+ VH

wKazdou kvadratickou iracionalitu, tj. vyraz tvaru ———— (kde C, D jsou cela ¢isla,
#H nenulové piirozené &islo takové, ze VH je iracionalni ¢islo) lze vyjadiit periodickym
fetézovym zlomkem. Kazdy periodicky zlomek je hodnota néjaké kvadratické iracionality.”
[14, s. 35]
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Priiklad 3.4.1

Uprav iracionalni ¢islo v/47 do tvaru fetézového zlomku.

Reseni:

1. Prvni netplny podil u; je roven celé ¢asti v/47:

uy = [x] = [V47] = 6

. 1 . .
2. Netplny podil uidosadime do rovnosti x = uy + — , z niz ziskdme x,, viz nasledujici
T

ipravy:

1
VAT =6+ — |6

T

1 T
\/E_ﬁz_ —1
T VAT — 6

1 VAT + 6
xr, = .
YTVAT—6 | VAT 46

VAT + 6
T

3. Vyjadiime druhy netplny podil us:

VAT +6

11

uy = [11] = =1

1
4. PiepiSeme indexy v rovnosti x = u; +— a nalezneme ¢islo xo, viz nasledujici apravy:
I

1
T = Uy + —
X2

VAT +6 1
—+:1+_ |1

11 )
VAT + 6 1
11 I

VAT—5 1 11z,
11 Ty | VAT =5
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Ut VAT +5
2TV —5) | VAT +5

11(V/47 + 5)

Tog — ———————

22

VAT +5
===

X2

5. Vyjadiime tieti netplny podil us:

VAT +5

2

=5

uz = [z5] =

6. Pro uceni ¢isla x3 postupujeme obdobné jako v druhém a ¢tvrtém kroku, viz nésle-

dujici apravy:
Ty = Uz + —

T3
47+ 5 1
VATHS o 1
2 x3
VAT+5 1
2 N T3
%E—5_'1‘ 23
2 T3 | VAT =5
2 VAT +5
Ty = .
T VAT -5 | VAT 5
2(\47 + 5)
Ty = ———————
22
o VAT
T
7. Vyjadiitme ¢tvrty netaplny podil wuy:
VAT + 5
va =l =T =

8. Analogicky dle pfedchozich krokii nalezneme ¢islo x4, viz néasledujici apravy:

1
T3 = Ug + —
Ty
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VAT+5 1

1+— |—-1
11 +l’4 ‘
VAT+S 1
11 _.134

VAT—6 1 11z,
11 x4 | V4T —6

11 VAT + 6
Ty = .
YT —6 | VAT +6

11(v/47 + 6)

Ty = ————F——

11
$4=\/4—7+6

9. Vyjadiime paty netuplny podil us:

us = (4] = [VAT 4 6] = 12

Stejné jako v pfedchozim piikladu ma hledany prvek étyiprvkovou periodu. Dle véty 3.3.1
¢islo x5 jiz vyjadfovat nemusime, nebot je prvek wus roven dvojnasobku wuq, tzn. plati
rovnost us = 2u;. Zaroven se potvrdila o¢ekavana symetri¢nost, kterou jsme zaznamenali
rovnosti uy = uy (viz 3. a 7. krok FeSeni). ReSenim tohoto piikladu je tedy rovnost v/47 =
(w1, ug, ug, ug, 2uy )= (6,1,5,1,12)= (6,15112).

V nadchézejici kapitole si nejprve nadefinujeme matematicky pojem kongruence spa-
dajici do elementérni algebry. Cilem je pochopeni toho, co ndm chtéji matematici sdélit
ovztahu dvou c¢isel, nazvou-li je kongruentnimi. Ctvrtou kapitolu této diplomové préace
poté nasledné zavr$ime linearni kongruenci, pfi jejimz TeSeni dospéjeme k dalsimu moz-

nému uziti fetézovych zlomki.
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4 Kongruence

4.1 Uvedeni do problematiky
Definice 4.1.1 (kongruence)

Je dano prirozené ¢islo m, které mé& minimélné dva rizné délitele. Pro kazdou dvojici
celych &isel a, b, jejichz rozdil je délitelny danym &islem m, tj. m|(a — b), plati tvrzeni, ze
a je kongruentni s b podle modulo m.

Piseme:Va,b € Z,m e NAm > 2:a = b(modm) < m|(a —b). [10, s. 29|

Pro piiblizeni nové definovaného pojmu budeme v néasledujicim piikladu pracovat misto

proménnych a, b s numerickymi hodnotami.

Priklad 4.1.1

Naleznéte nejmensi mozné modulo m:
a)proa=T7ab=2
b)proa=11ab=9
c)proa=—-10ab=-3

Reseni:
a) Pokud je a =7 a b = 2, modulo m ziskdame dosazenim do definice 4.1.1:

a=T7b=2meNAmM>2:7=2modm) <= m|(7— 2)

Pro piehlednost si z definice ekvivalenci prepiSme:

7 = 2(modm) < ml5.
Dle pravé strany ekvivalence je hledané modulo m délitelné péti. Regenim je proto
m = 9.

b) Pokud je a = 11 a b = 9, modulo m ziskime dosazenim do definice 4.1.1:

a=11,=9,meNAm >2:11 =9(modm) < m|(11 —9)
Pro piehlednost si z definice ekvivalenci prepiSme:
11 = 9(mod m) < m|2.
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Dle pravé strany ekvivalence je hledané modulo m délitelné dvéma. Regenim je proto

m = 2.

¢) Pokud je a = —10 a b = —3, modulo m ziskime dosazenim do definice 4.1.1:

a=-10,b=-3meNAmMm>2:-10= —3(modm) & m|[—10 — (-3)].

Pro ptehlednost si z definice pfepisme ekvivalenci:

—10 = —3(modm) <= m|(-7).

Dle pravé strany ekvivalence je hledané modulo m délitelné minus sedmi. Ackoliv je

délitel zaporny, modulo m bude vzhledem k definici opét kladné. Regenfm je proto

m="1.

Prestoze si jiz dovedeme pomoci definice najit modulo m, stale jsme prozatim nenalezli
k pojmu kongruence slovo, které by vystihlo hlavni myslenku této matematické operace.
Abychom jej objevili, musime v ziskanych feSenich najit jejich kontinuitu. Pro usnadnéni

si je vSechna vypiSme.

7 = 2(modm) < m|5

¢)a=—-10,b=—-3:

—10 = —3(modm) < m|(—7)
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m="7

V zadéni a) bylo modulo m rovno péti, vS§imnéme si, Ze vyjde jak po déleni 7/5, tak i po
déleni 2/5 netplny podil se zbytkem rovnym dvéma. V zadani b) bylo modulo m rovno
dvéma, pokud opét vydélime proménné a,b, tzn. vypolteme 11/2 a 9/2, oba netplné
podily budou se zbytkem jedna. Stejny zbytek po déleni vyjde i v zadani ¢). Objevili jsme
tak touzebnou kontinuitu a tim i vyznam kongruence. Pokud je zbytek po déleni modulo

m u dvou riznych ¢isel stejny, fekneme, Ze jsou tato ¢isla kongruentni.

Priklad 4.1.2

Naleznéte zbytek po déleni 1512 ¢islem 26.

Reseni:

152 = 225

15* = 17(mod 26) |?

15* = 17%*(mod 26)

15* = 3(mod 26) |*

15'% = 3*(mod 26)

15'% = 3(mod 26) |

15''? = 37(mod 26)

15" = 3(mod 26)

Zbytkem po déleni 1512 &islem 26 je ¢islo 3.
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4.2 ResSeni linearni kongruence uzitim retézovych zlomki
Definice 4.2.1 (linearni kongruence o jedné neznamé)

Je dana dvojice celych ¢isel a, b a prirozené ¢islo m, které ma minimélné dva ruzné délitele.
Linearni kongruenci o jedné neznamé x je kongruence ax = b(modm), kde dané ¢islem
m neni délitelem celého ¢isla a, tj. mfa.
Pigeme: Ya,b € Z,m e NAm >2Am¢ta:ar =bmodm). |21, s. 188]

Vsimnéme si, 7e jiz nebudeme TeSit vztah dvou ¢isel nybrz rovnici s nezndmou z,
coz je klicovy rozdil mezi matematickymi pojmy kongruence (definice 4.1.1) a linearni
kongruence. Navazme na piedchozi podkapitolu a uvédomme si, Ze matematicky zapis
ax = b(modm) ¢te korektné kazdy matematik jako az je kongruentni s b podle modulo
m. PTicemz po déleni ax a b modulo m ziskdme stejny zbytek.

Dtive nez zac¢neme feSit konkrétni priklady linearni kongruence, popiSme si postupné
kroky, diky nimz se prodereme k hledané numerické hodnoté neznamé z. Nejprve po-
tfebujeme vyjadrit sblizené zlomky podilu m/a, k ¢emuz vyuZijeme znalosti ziskané v
podkapitole 2.3. Poté si vSechny jmenovatele spolu s citateli sblizenych zlomki véetné

vSech netplnych podili zapiSeme do piehledné tabulky.

Tabulka 4.1: Tabulka proménnych u;,A;,B;

U1l U2 us
Ay | Ay | Ay
B, | By | Bs

Nésledné uzijeme vétu 4.2.1, jiz uvadi véetné diukazu Pavel Vit ve své knize |46, s.
32-33, s. 129-130]

Véta 4.2.1

Regent kongruence ve tvaru ax = b(modm) je rovno
a)prox €0,1,...,m—1vyrazu x = (—1)""'A4,_;(modm),
b) proxz ¢ 0,1,...,m — 1 vyrazu xg = z+mt, kde t € Z.

7 uvedené véty je zjevné, ze z vyjadfenych sblizenych zlomku budeme potiebovat
jmenovatel A,_1, kde hodnota n uvadi pocet neaplnych podila spolu se zminiovanymi sbli-
zenymi zlomky. I piesto si v8ak vyjadime skutecné vSechny sblizené zlomky, abychom tak
pracovali s vétsim prehledem a neudélali zbyte¢nou chybu. Po vyteSeni linedrni kongruence

si své vypocty ovéfime zkouskou.
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Priiklad 4.2.1

Vyteste kongruenci 21z = 13(mod 83).

Reseni:

1) Uzitim Euklidova algoritmu ziskime netuplné podily zlomku 83/21.

m=au;+1r; —83=21-3+20
a=ruy+r,—21=20-1+1

ry=rus+r3—20=1-204+0
Néami hledané neuplné podily zlomku 83/21 jsou tedy: u; = 3,us = 1, uz = 20.

83
—=(3,1,20
21 (3:1,20)

2) Ze ziskanych neuplnych podila vyjadiime tii sblizené zlomky.

U1 Al%?) 3 Al

U = — = — _ —_ = —

T 1B 1 B
1 U1U2+1 A2 1 3-14+1 4 AQ
U1+U2 U2 B2 +1 1 1 BQ

A3:’U,3A2+A1%A3:204+3:83 A3 83
= 2 =
Bs 21

BgZU3BQ—|—B1—>33:201+1:21

3) Jmenovatele spolu s ¢itateli sblizenych zlomka véetné netaplnych podilia zapiSseme do

tabulky 4.1.

Tabulka 4.2: Tabulka proménnych wu;,A;,B; zlomku 83/21

311120
314183
111121
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4) Nyni uzijeme vétu 4.2.1, tzn. vyjadiime x z vyrazu z = (—1)""'A,,_;(mod m).

r = (—1)*45b (mod m)

r=4-13(mod83)

x = 52 (mod 83)

Dle véty 4.2.1 je x = 52 feSenim kongruence 21z = 13(mod 83), tzn. z € 0, 1,. .., 82.
5) Spravnost naseho postupu ovéfime podilem vychazejicim z definice kongruence (definice
4.1.1).
ar —b (21-52)—13

m 83

a:c—b_ 1092 — 13

m 83
a:v—b_ 1079
m 83
—b
ar _ 13
m

Priklad 4.2.2

Vyteste kongruenci 32z = 7(mod 105).

ReSeni:
1) Uzitim Euklidova algoritmu ziskime netiplné podily zlomku 105/32.

m=au; +1r; —100=32-34+9

a=Trus+1r,—32=9-34+5

7'1:7“2U3—|—7“3—>9:5'1+4

ro=T3Us +14 —+d=4-1+1
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re =7r4Us+15 >4=1-440
Nami hledané netplné podily zlomku 105/32 jsou tedy: u; = 3,us = 3,uz = 1,uy =
]_, U5 = 4.
105/32 = (3,3,1,1,4)

2) Ze ziskanych netplnych podila vyjadiime pét sblizenych zlomki.

(A} A1 3 3 Al
U = — = — _ — = —
T 1B 1 B
1 U1U2+1 AQ 3 3-3+1 10 AQ
“ + U2 U2 Bg * 1 3 3 B2

BgZU3BQ+Bl—>Bgzl'3+1:4 B3 4

A4:U4A3+A2—>A4:113+10:23 :>A4 23
B4IU4Bg+BQ—>B4:1'4+3:7 B, 7

A5ZU5A4+A3—>A5:423+13:105 :>A5_105
B5:U5B4+Bg—>B5:47+4:32 B5 32

3) Jmenovatele s ¢itateli sblizenych zlomku véetné netiplnych podili zapiSeme do tabulky
4.1.

Tabulka 4.3: Tabulka proménnych w;,A;,B; zlomku 105/32

313111 4
311013 |23 | 105
113 14|71 32

4) Nyni uzijeme vétu 4.2.1, tzn. vyjadiime x z vyrazu z = (—1)""'A,,_;(mod m).

r = (—1)*A4b (mod m)

r =23 -7 (mod 105)
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x = 161 (mod 105)

5) Vzhledem ke skutecnosti, ze nalezené x nenédlezi mnozing0, 1,..., m — 1, FeSenim bude

xo, které obdrzime z vyrazu xo = x + mt, kde t € Z.

2o = 161 + 105 - (—1)

ZEO:56

6) Spravnost naseho postupu ovéfime podilem vychazejicim z definice kongruence (definice
4.1.1).

ar—b  (32-56) — 7
m 105

a:c—b_1792—7

m 105
a:v—b_ 1785
m 105
—b
axr :17
m

42



5 Pellova rovnice

5.1 Diofantické rovnice

Pellova rovnice, o niz druha kapitola pojednava, je specidlnim typem tzv. kvadratické

diofantické rovnice.

Definice 5.1.1 (diofanticka rovnice)

,Diofantickou rovnici o n neznamych se rozumi algebraické rovnice s celo¢iselnymi koefi-

cienty s n neznamymi, které mohou nabyvat pouze celo¢iselnych hodnot.“ |7, s. 42|

Definice 5.1.2 (kvadraticka diofantickd rovnice o dvou neznamych)

,Kvadratickou diofantickou rovnici o dvou neznamych x, y rozumime rovnici
ar?® + bx + cry + dy + ey® = f,

kde a,b,c,d,e, f € Z

ReSenim rovnice je kazda usporadana dvojice [z, y] € Z2 [15, s. 81]

Diofantos, po némz jsou rovnice nazvany, zil v tfetim stoleti naseho letopoctu v Ale-
xandrii ve starovékém Egypté. [11, 13, 32, 40] Diofantos se navzdy zapsal do dé&jin jako
Otec algebry. [11, 12, 32] Polozil zédklady algebry, vyznamné ptispél k teorii ¢isel [32, 40]
a dle dochovanych zdroju byl prvnim, kdo zavedl symboly pro matematické operace a
proménné. [12, 32| Stale mu v8ak chybély symboly pro obecné metody, napf. pro operaci
nasobeni. [12] V nejstarsich dochovanych kopiich jeho nejslavnéjsiho a soucasné nejvy-
znamnéj$iho dila Aritmetika je symbolem nezndmych fecké pismeno sigma s piizvukem ¢’.
[11] Z puvodnich 13 knih Aritmetiky se v Evropé dochovalo pouhych Sest, teprve roku 1968
byly objeveny dalsi 4 knihy v arabském piekladu matematika Qusta ibn Luqa z devatého
stoleti. [40]

V Aritmetice je sepsdno mnoho novych ojedinélych mys$lenek a pozoruhodnych tloh
vCetné zna¢ného poctu zahad dodnes neroziesenych. |28, s. 53| Pojednava o numerickych
feSenich determinovanych i neurcitych rovnic. Neurcité rovnice jsou polynomidlni rov-
nice, v nichz pocet proménnych pievySuje pocet zadanych rovnic. [11, 12, 32] Diofantos
v ulohéch nevyuzival zadné obecné komplexni metody feSeni a zaroven neuvedl postupné
kroky, jimiz se k vysledku dopracoval. [12] A¢koliv se saim Diofantos zabyval vyhradné
pouze kladnymi racionalnimi ¢isly, dnes definujeme diofantickou rovnici jako neurcitou,

jejimz FeSenim jsou ¢isla cela. [11, 12, 40|
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Diofantos fesil jak rovnice prvniho a druhého stupné (tj. linearni a kvadratické), tak
i stuptia vyssich. [40] My svou pozornost zaméfime piedev&im na dva typy kvadratickych

diofantickych rovnic, tj. na Pellovu rovnici a jeji zobecnéni.

5.2 Historie Pellovy rovnice
Definice 5.2.1 (Pellova rovnice)
2 — Hy? =1,

kde x,y ndlezi oboru celych ¢isel a H oboru ¢isel pfirozenych, pricemz neni druhou moc-
ninou.
Piseme: H € NAH # n? kden € N. |5, s. 194]

Pellova rovnice. .. jiz vime, ze jde o jistou kvadratickou diofantickou rovnici. Ale ne-
tusime nic o metodé jejtho feSeni ani o po¢tu moznych feseni. Ma Pellova rovnice vzdy
jen jedno feSeni, nebo nastavaji pfipady, kdy ma feSeni vice? Ci naopak existuji i ta-
kové Pellovy rovnice, které nemaji feSeni zadné? Kdo byl onen muZ, po némz je rovnice
pojmenovana? A zaslouzil se dany muz svymi pracemi o tu ¢est, aby rovnice nesla jeho
jméno?

Opét nastaly otazky, které nas navadéji k navriceni se na palubu lodi, s niz jsme pluli
fekou casu. Jak uz to tak v ocednu definic, vét a rovnic obcas byva, Pell nikdy nebyl
muzem, ktery by se jakkoliv zaslouzil o ptivlastnéni rovnice svym jménem o nic vice nez
jini. Kvadratickou diofantickou rovnici 22 —Hy? = 1 (kde H neni kvadratem a naleZ{ oboru
celych ¢isel) nazval Pellovou Leonard Euler. [47, s. 1] Metodu feSeni v8ak tehdy popsal
matematik lord Brouncker. Pellovi Euler rovnici mylné ptipsal na zékladé studia Wallisovy
algebry, k niz ptispéli oba jmenovani. Pell se sice rovnici zabyval, ale nebyl tim, kdo by
uvedl metody Feseni. [47, s. 2]

Nejcéastéji zminovanou tlohou pracujici s Pellovou rovnici je proslula Archimédova
tiloha o bycich, ktera se zaobira otazkou po¢tu byka a krav ¢tyf barev ve stadu. ,, Uloha se
prevddi na hleddni celociselngch Fefent rovnice t* — 4729494n* = 1. |28, s. 52-53| Pova-
7uji za nezbytné zminit velmi pozoruhodnou skutecnost vypovidajici o relativné kratkém
¢asovém tseku mezi Diofantovym odchodem z naseho svéta a prichodem Archiméda. Ar-
chimédes ze Syrakus, autor zminované tlohy, se dle dostupnych zdroji narodil zfejmé jen
pér let po Diofantové smrti. |28, s. 52]

S tvrzenim konstatujicim, Ze feSeni rovnice 22 — Hy? = 1 jsou celo¢iseln4 a je jich neko-
ne¢né mnoho, piisel jako prvni Pierre de Fermat (1601-1665) [42, s. 105, 244|, francouzsky

pravnik z Toulouse [42, s. 98]. Jeho tvrzeni v8ak bylo dokdzano aZ v druhé poloviné sedm-
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desatych letech 18. stoleti matematikem italsko-francouzského ptivodu, Josephem Louisem
Lagrangem (1736-1813) [42, s. 118, 134; 48, s. 90].

Kdo byl v8ak prvnim feSitelem nasi obecné rovnice? Pro odpovéd musime proplout
¢trnéct stoleti, ¢imz tak sméfujeme do sedmého stoleti po Kristu. Za kym? Za astro-
nomem a ortodoxnim hinduistou [20], ktery se nejvice proslavil sepsanim textu zvaném
Brahma-sphuta-siddhanta. |31; 44, s. 36] Jak je jiz z ndzvu tohoto velkolepého dila vice nez
patrné, jeho autorem je ctihodny Brahmagupta. Ve zminované praci vénoval matematice
nékolik kapitol. [20] Byl to pravé on, kdo zavedl nulu a kdo sepsal pravidla pro aplikaci
aritmetickych operaci v ramci vztahu mezi kladnymi a zapornymi ¢isly (tj. mezi ,majet-
kem* a ,dluhem®). [20; 28, s. 80; 31] V oblasti geometrie nejvice piispél v trigonometrii

[20, 31, 45], déle naptiklad zavedl vzorec pro vypocet obsahu tétivového ¢tyitihelniku, tj.

S = /(s—a)(s—b)(s—c)(s—d)), kde je proménna s rovna poloviné jeho obvodu, tj.
s=(a+b+c+d)/2=0/2.[19,s. 5; 28, s. 82] Ukazal, jak lze nalézt feseni Pellovy rovnici
ve tvaru ax? + 1 = y? pomoci rovnice az? + b = y?. Brahmagupta v3ak vidy nalezl pouze
jedno celo¢iselné feseni. Pozdgjsi Fesitelé, tj. Sripati, Bhaskara II. a Narayana ale objevili,
ze rovnice ma feSeni nekone¢né mnoho. [44, s. 37|

Podrobnéji se jiz historii Pellovy rovnice zabyvat nebudeme. Zvidavi ¢tenaii se mohou
o osudu Pellovy rovnice v myslich ctihodnych indickych matematiki docist v ¢lanku [44].

My se nyni navratme zpét do soucasného stoleti. Zatimco tehdejsi matematici museli
vSe pracné vypocitat, dnes v 21. stoleti jsou pro nas samotna ifeseni mnoha rovnic diky roz-
machu vyvoje v oblasti matematickych programi v ramci informacni technologie pouhou
banalitou. OvSem matematickym programim se budeme vénovat az v posledni kapitole.
Nyni se zaméifme na pochopeni postupu, s nim tfeSeni Pellovy rovnice ziskAme bez sebe-
mens$i pomoci jakéhokoliv programu. Pro zpétnou kontrolu nasich teSeni se mohou ¢tenari
prozatim obratit k vy¢tu celociselnych feseni, kterd jsou vypsana v mnoha textech. Velkou
oporou se miZze stat napt. kniha [29], v niz jsou v tabulce TABLE X. vypsana celo¢iselna
feSeni pro H = 2 az po H = 1003 |29, s. 437-444].

5.3 Algoritmus reSeni

Dftive nez se za¢neme zabyvat obecnym fesenim Pellovy rovnice, uvédomme si, co lze o
rovnici fici uz nyni. Na prvni pohled je ziejmé, Ze se jedn& o popis hyperboly v kartézské
soustavé soufadnic se stfedem S = [0,0] a hlavnimi vrcholy A = [-1,0], B = [1, 0], které
jsou zarovei trividlnimi feSenimi této diofantické rovnice. Jestlize nalezneme alespoi jednu
dvojici [z,y], kdy z,y € N jsou feSenim rovnice, pak dal$imi feSenimi jsou uspoiadané

dvojice [z, —yl, [—z,y], [-z, —y].
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Tabulka 5.1: Tabulka proménnych u;, A;

Jo>

Bjo

Ul U2 us
Ao | Ay | Ay | A3
BO Al BQ Bg

Dale lze mnohoclen na levé strané rovnice rozlozit podle vzorce a® —b* = (a—b)(a+b):
2 — Hy? = (z — yVH) (z + yVH)

Jelikoz budeme hledat pouze kladné dvojice [z, y| vyhovujici dané rovnici, z nami roz-
lozeného mnohoclenu je patrné, Ze vSechna hledana feSeni zapiSeme jako soucet soutadnice
¢ a soudinu soufadnice y s kvadratickou iracionalitou v/ (definice 1.4.4), tj. z + yv/H.
[5, s. 194]

Prvnim krokem k nalezeni feSeni Pellovy rovnice bude vyjadreni kvadratické iraciona-
lity VH fetézovym zlomkem. Poté uzijeme znalost nabytou jiz v avodu diplomové prace
(viz podkapitola 1.2) ohledné vypoctu sblizenych zlomku A; /B;, , kde jo € Ny. Néasledné si
vytvorime tabulku, jez bude obsahovat vSechny jmenovatele a ¢itatela sblizenych zlomkii,
kde Ag =1 a By = 0 a netplné podily uq,us, ..., u,, kde n € N.

K zjisténi nejmensiho kladného feSeni ndm pak jiz postaci znalost véty uvedené v

nachézejici podkapitole, jiz cituji z Bicanova ¢lanku [2, s. 195].

5.4 Nejmensi kladné rfeSeni
Véta 5.4.1

Necht existuje nekone¢ny Fetézovy zlomek s periodou k prislusny kvadratické iracionalité
VH. Potom je nejmensi kladné feSeni Pellovy rovnice ve tvaru:

a) j = T+ 7VH = Ap + BuVH, pro k sudé,

b) j =T +5VH = Ag + BayVVH, pro k liché.
Priklad 5.4.1

Naleznéte nejmensi kladné feseni rovnice 22 — 10y? = 1.

Reseni:

1) K fetézovému zlomku piislusnému ¢islu v/10 jsme jiz dospéli ve ¢tvrté kapitole v piikladu
3.3.2. Lze proto piimo napsat rovnost v/10 = (3,6) , tzn. do tabulky 4 pozdé&ji zapiseme

dva netuplné podily: u; = 3,us = 6.
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2) Nalezneme prvni dva sblizené zlomky.

U1 Al%?) 3 Al

U = — = — _ — = —

T 1B 1 B
1 U1U2+1 AQ 1 3-6+1 19 AQ
U1+UQ U2 Bg +6 6 6 BQ

3) Jmenovatele s ¢itateli sblizenych zlomku véetné netiplnych podili zapiSeme do tabulky
5.1.

Tabulka 5.2: Tabulka proménnych u;, A, Bj, ¢isla v/10

316
113119
116

4) Nejmensi kladné feSeni nalezneme pomoci véty 5.4.1 f{etézovy zlomek pftislusny ¢islu
v/ 10 mé jednoprvkovou periodou, tj. k = 1. Z uvedené véty tedy uzijeme vyraz uréeny pro

lichou periodu.

j = Aok + BoypVH

j=As+ BovVH
j =19+ 6110

Nejmensim kladnym feSenim rovnice 22 — 10y = 1 je tedy j = 19 + 61/10, odkud
[z, 9] = [19,6].
Priklad 5.4.2

Naleznéte nejmensi kladné feseni rovnice z2 — 7y? = 1.

Reseni:

1) K tetézovému zlomku piislusnému k ¢islu V7 jsme jiz téz dospéli ve ¢tvrté kapitole,
a to v pitkladu 3.3.3 (viz str. 26). Lze tedy piimo napsat rovnost /7—(2,1114), tzn. do
tabulky 4 zapiSeme tentokrat pét neuplnych podilt: uy = 2,us = 1,ug = 1, uq4 = 1, u5 = 4.

2) Nalezneme pét sblizenych zlomkd.
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(751 Al 9 2 Al
Ul = — = — _ - = —
71 B 1 B
1 U1U2—|—1 A2 1 2-1+1 3 A2
u1+—: = — —_ = = —_- = —
U2 U2 B2 1 1 1 BQ
A3:U3A2+A1—>A3:1'3+2:5 :>A3_5
BgZU3B2+B1—)B3:1'1+1:2 BB 2
A4IU4A3+A2—>A4:1'5+3:8 :>A4_8
B4:U4B3+B2—>B4:1'2—|—1:3 B4 3

A5IU5A4+A3—>A5:48+5:37 :}é—g
Bs=usBy+ By — By =4-3+2=14 By 14

3) Jmenovatele s ¢itateli sblizenych zlomku véetné netplnych podili zapiSseme do ta-
bulky 5.1.

Tabulka 5.3: Tabulka proménnych u;, A, Bj, ¢isla VT

211|11|1] 4
112135837
11112314

4) Nejmensi kladné TeSeni nalezneme pomoci véty 5.4.1. Retézovy zlomek prislusny
¢islu /7 ma ¢tyfprvkovou periodou, tj. k = 4. Z uvedené véty tedy uzijeme vyraz uréeny

pro sudou periodu.

j=Ay+ B.WH
j=As+ BiVH
j=8+3V7

Nejmensim kladnym FeSenim rovnice 22 — 7y = 1 je tedy j = 8 4+ 3+/7, odkud [z, 7] =
8, 3].
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5.5 Vsechna kladna reSeni

V této chvili se jesté zaméfme na posledni tskali Pellovy rovnice, tj. zjisténi vSech dalsich
kladnych feSeni. Pro pokofeni tohoto tiskali n4&m budou napomocny dalsi dvé véty, s nimiz
1ze dospét k vysledku dvéma zpisoby. Obé metody feSeni vychazi z Bicanovych vét (véta
5.5.1 a véta 5.5.2) [5, s. 195]. Obé metody vzapéti uzijeme pro jiz feSené rovnice (5.4.1,
5.4.2).

Véta 5.5.1

Necht 7 = T + yVH je nejmensi kladné feSeni Pellovy rovnice, pak 5", kde n € N, jsou
pravé vSechna kladna reSeni této rovnice.

Véta 5.5.2

Necht j =7 + yvHje nejmensi kladné feSeni Pellovy rovnice, pak plati rovnost:

j(n+2) — ij(n—i_l) - jn

Y

kde n € N.

Do vzorce véty 5.5.2 budeme za proménnou T dosazovat Ay ¢ Asgy, tedy celé ¢islo z
nejmensiho kladného feSeni (viz véta 5.4.1). VSechna ziskané feseni dosadime pro piehled-
nost do tabulky, kde zo = Ay = 1,5y = By = 0.

Tabulka 5.4: Tabulka uspofadanych dvojic FeSeni [z, yj,]

To | X1 | T2 | XT3
Yo | Y1 | Y2 | U3

Pfi feSeni nasledujicich piikladi rozdélime tieti a ¢tvrty krok na dvé ¢asti a) a b), kdy

v a) uzijeme vétu 5.5.1 a v b) vétu 5.5.2.

Piiklad 5.5.1

Naleznéte ¢tyfi nejmensi kladn4 FeSeni rovnice z? — 10y? = 1.

Regeni:
1) Nejmensi kladné feseni jsme jiz nalezli v piikladu 5.4.1.

j =19+ 610
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2) Pro dalsi krok vyjadiime ;. K uZiti véty 5.5.1 postaci nejmensi kladné reseni Pellovy
rovnice 7 = 19 + 6+/10.

7 = (19 + 6V/10)"
=1

3) Vyjadiime j2. Pro metodu b) je proménna x rovna Aj, tj. z = A; = 19.

a) K uziti véty 5.5.1 postaci nejmensi kladné feseni Pellovy rovnice j = 19 4 6+/10.

7% = (19 4 61/10)?

42 = 361 + 228v/10 + 360

4% =721 + 228V/10

b) Uzijeme vétu 5.5.2.
j? =2x15 — §°
j2=2-19- (19 4+ 6y/10) — 1
§% =722 422810 — 1
4% =721 + 228v/10

4) Dalsi dvé feSeni najdeme opét umocnénim ¢ dosazenim do vzorce.

a) Dle véty 5.5.1 opét umocnime nejmensi kladné feseni.
7% = (19 + 61/10)3
4% = (19 + 64/10) - (19 + 6+/10)
3% = (721 + 228/10) - (19 + 6+/10)
4% = 13699 + 4 326,/10 + 4 332y/10 + 13680

43 = 27379 4+ 8658+/10

74 = (19 + 61/10)*
§* = (19 4 6,/10)3 - (19 + 61/10)
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74 = (27379 4 8658,/10) - (19 + 61/10)
74 = 520201 + 164 274+/10 + 164 502y/10 + 519 480
74 = 1039681 + 328 776/10

b) Dle véty 5.5.2 najdeme dalsi dvé feseni opét dosazenim do vzorce j"+2) = 2z +1) —

j", pfi¢emz proménné T je stale rovna ¢itateli sblizeného zlomkuA;.
JP=2T5% —
33 =2-19- (721 + 228V/10) — (19 4 64/10)
§% = 27398 4+ 8 6641/10 — 19 — 61/10

43 = 27379 + 8658v/10

jt=2m5° - j?
J4 =219 (27379 + 8658/10) — (721 + 2281/10)
4 = 1040402 + 329 004y/10 — 721 — 228/10
j* = 1039681 + 328 776y/10

5) Nyni jiz vSechny uspotddané dvojice [z,y] pFepiSseme do tabulky 5.4.

Tabulka 5.5: Tabulka uspofadanych dvojic FeSent [x;,, y;,]rovnice 2% — 10y = 1

1119|721 | 27 379 | 1039 681
0| 6 | 228 | 8675 | 328 776

Priklad 5.5.2

Naleznéte ¢ty¥i nejmensi kladné feSeni rovnice 22 — 7y? = 1.
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Regeni:
1) Nejmensi kladné feSeni jsme jiz nalezli v piikladu 5.4.2.
j=8+3V7

2) Pro dalsf krok vyjadiime ;. K uZiti véty 5.5.1 postaci nejmensi kladné feseni Pellovy
rovnice 7 = 8 + 3V7.

j=8+3VT

=1

3) Vyjadiimej2. Pro metodu b) je proménnéa x rovna Ay, tj. x = A, = 8.

a) K uziti véty 5.5.1 postaci nejmensi kladné feSeni Pellovy rovnice j = 8 + 3v/7.
7% = (8 4 3V/7)?
j% = 64+ 48V/7 + 63
42 =127 + 487
b) Uzijeme vétu 5.5.2.
j* =235 — j°
2=2-8-(84+3V7) -1
§2 =128 4487 —1
G2 =127 + 487

4) Dalsi dvé FeSeni najdeme opét umocnénim ¢ dosazenim do vzorce.

a) Dle véty 5.5.1 opét umocnime nejmensi kladné feseni.
72 = (84 3V7)?
7= (8+3V7)?. (8 +3V7)
33 = (127 + 48V/7) . (8 + 3V/7)

43 = 1016 + 381/7 + 384+/7 + 1008
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3 = 2024 + 7657

Gt = (8 +3V7)*
Gt = (8 4+3V7) - (8 +3V7)
G = (2024 + 765V7) - (8 + 3V/7)
j* = 16192 + 6 072V/7 + 6 120v/7 + 16 065

J* = 32257+ 12192V/7

b) Dle véty 5.5.2 najdeme dalsi dvé Feseni opét dosazenim do vzorce j7+2 = 2z !

pricemz proménnd x je stale rovna ¢itateli sblizeného zlomku A;.
.3 . g— .2 .
J° =217 =]

33 =28 (127 + 48V7) — (8 + 3V/7)

§* =2032 4+ 768V7 — 8 — 3V/7

33 = 2024 + 765V/7

jt =235 —

Y =28 (2024 + 765V/7) — (127 + 48v/7)

j* = 32384 + 12240V7 — 127 — 48V/7

j* = 32257 + 12192V/7

5) Nyni jiz v8echny uspotradané dvojice [x,y] pFepiSeme do tabulky 5.4.

23
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Tabulka 5.6: Tabulka usporadanych dvojic Fesent [z, yj,Jrovnicez? — 7y* =1

18127 | 2024 | 32257
03] 48 | 765 | 12192

Doposud jsme si feSeni Pellovy rovnice rozélenili do po sobé jdoucich piikladi. Pojdme
si proto nyni jednu Pellovu rovnici vyfesit celistvé, tzn. od samotného hledéni fetézového

zlomku pfislusného k vH, az po nalezeni vice kladnych teSeni.

Piiklad 5.5.3

Naleznéte §est nejmensgich kladnych FeSeni rovnice x? — 24y? = 1.

Reseni:

1) Vyjadiime /24 ve tvaru fetézového zlomku.
a) Prvni neaplny podil u; je roven celé ¢asti v/24.

w =[] = (V24 =4

1
b) Netplny podil dosadime do rovnosti x = u; + — , z niz ziskdme ;.
T

Val=(+1) -4

X1

1 x
Vo —4— — |t
T | V24 -4

1 V24 + 4
Ty = .
LNy R Y

V2444
==

X

¢) Vyjadiime druhy netiplny podil us.

V24 +4
8

UQZ[(L’l]: =1

d) PfepiSeme indexy v rovnosti x = u; + — a nalezneme &islo 5.
I

o4



ZL‘1:U2+—
X2
V24 +4 1
—+:1+_ |1
8 i)
Va4 1
8 _l'g

8 a1y | V24—4
8 V24 44

:E .
2T A —4 | Va4

8(v24 +4)

Tg — ——————

8
132:\/%4-4

e) Vyjadiime t¥eti netiplny podil us.

ug = [s] = [V24+4] = 8

S ohlédnutim na vétu 3.3.1 jiz nemusime déle pocitat, nebot vime, ze pro vSechny kvad-
ratické iracionality plati rovnost VH = (u1,us, us, . .., us, us, 2u; ). Hledanym zlomkem je
tedy zlomek (4,18) s dvouprvkovou periodou, tj. v/24 = (4, 18). Do tabulky tedy pozdéji
zapiseme tii neaplné podily: vy = 4,us = 1, u3 = 8.

2) Nalezneme tfi sblizené zlomky.

Uq A1 4 4 Al

U = — = — = —- = —

U1 B 1 B
1 U Uy + 1 A2 1 4-1 + 1 5 A2
Ul + _— = = — 4 _ = = —_- = —
U U9 By 1 1 1 By

A3:U3A2+A1—>A3:85+4:44 Ag 44
= 2 =
B3 9

Bs=u3By+ By —+B3=8-14+1=9

3) Jmenovatele s Citateli sblizenych zlomku véetné netplnych podili zapiSseme do ta-
bulky 5.1.
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Tabulka 5.7: Tabulka proménnych u;, A, B, ¢isla V24

J0>

411] 8
1145|444
111} 9

4) Nejmensi kladné TeSeni nalezneme pomoci véty 5.4.1. f{etézovy zlomek prislugny
¢islu v24 ma dvouprvkovou periodou, tj. k& = 2. Z uvedené véty tedy uzijeme vyraz
urc¢eny pro sudou periodu.

j=A,+ BwWH
j=Ay+ BoVH

j=5+1v24
j=5+V24

Nejmensim kladnym fegenim rovnice x2—24y? = 1 je tedy j = 5++/24, odkud [Z,7] = [5, 1].
5) Pro dalsi krok vyjadiime 5°.
K uziti véty 5.5.1 postaci nejmensi kladné fegeni Pellovy rovnice j = 8 + 3v/7.

7° = (8 +3V7)°
P =1

6) Vyjadifme j2. Pro metodu b) je proménna x rovna As, tj. z = Ay = 5.

a) K uziti véty 5.5.1 postac¢i nejmensi kladné feseni Pellovy rovnice j = 5 + v/24.

i* = (5+ V24)°

j% =25+ 10V24 4 24

42 =49 + 10v24

b) Uzijeme vétu 5.5.2.

7 =2mj - j°
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2=2-5-(5+v24) -1

72 =50+10v24 -1

j2 =49 +10v24

7) Dalsi feSeni najdeme opét umocnénim ¢ dosazenim do vzorce.

a) Dle véty 5.5.1 opét umocnime nejmensi kladné feseni.

i* = (5+v24)°
3= (5+V24)3(5 + V24)
7% = (49 + 10v24) (5 + v/24)

§° = 245 4+ 49v/24 + 50v/24 + 240

3% =485 4 99v/24

it = (5 +v24)*
7= (5+V24)%(5 + V24)
5 = (485 + 99v/24) (5 + v/24)
j* = 2425 + 485v/24 + 495v/24 + 2 376

j4 = 4801 + 98024

7° = (5+V24)°

3% = (5 4+ V24)4(5 + V24)

7% = (4801 + 980v/24)(5 + v/24)
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4% = 24005 + 4801v/24 + 4900v/24 + 23520

§° = 47525+ 970124

7%= (5+vV24)°
7%= (5+V24)°(5 + V24)
7% = (47525 + 9701v/24) . (5 + /24)
4% = 237625 4 47525v/24 + 48 505v/24 + 232 824
7% = 470449 + 96 030v/24

b) Dle véty 5.5.2 najdeme dalsi dvé feseni opét dosazenim do vzorce

G2 = 24"t — jn, pFicemZ proménna z je stale rovna ¢itateli sblizeného zlomku A;.

i =2m5
=25 (49 4+ 10v24) — (5 + /24)

4% =490 4+ 100v/24 — 5 — /24

7% = 485 + 99v/24

jt =235~

G*=2-5- (485 4 99v/24) — (49 + 10v/24)

j* = 4850 + 990v/24 — 49 — 10v/24

4% = 4801 + 980v/24
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§° =2zt — 5°

72 =2-5- (4801 + 980v/24) — (485 + 99v/24)

7% = 48010 + 980024 — 485 — 99v/24

7% = 47525 + 970124

j° = 235" — j*

j9 =25 (47525 +9701v/24) — (4801 + 980v/24)

§% = 475250 + 97010v/24 — 4801 — 980+/24

3% = 470449 + 96 030v/24

8) Nyni si jiz vSechny uspofadané dvojice [z,y] dosadime do tabulky 5.4.

Tabulka 5.8: Tabulka uspofadanych dvojic feSent [zj,, y;,Jrovnice 2 — 24y* = 1

15|49 |485 | 4801 | 47525 | 470 449
O[1]10] 99 | 980 | 9701 | 96 030
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6 Zobecnéni Pellova rovnice

6.1 Uvodni terminologie
Definice 6.1.1 (zobecnéna Pellova rovnice)

Zobecnénd Pellova rovnice je neur¢ita (diofantickd) rovnice ve tvaru

? —Hy? = C,

kde H nalezi oboru piirozenych ¢isel, pfic¢emz neni druhou mocninou, a kde C' nélezi
oboru celych ¢isel. Piseme: H € NAH #n* ANC € Z, kde n € N. |6, s. 258-259]

Zatimco nami jiz znama Pellova rovnice 2° — Hy? = 1 mé vidy nekone¢né mnoho
feseni, zobecnéna Pellova rovnice 22 — Hy? = C' méa nékdy nekoneénd mnoho Fegeni, ale
pro nékteré hodnoty C' muze nastat situace, kdy u dané zobecnéné Pellovy rovnice nebude
existovat TeSeni zadné. Déle samoziejmé nesmime opomenout skutecnost, Ze se jedna o
diofantickou rovnici, coz opét vymezuje feSeni pouze na obor celych ¢isel jako tomu bylo u
Pellovy rovnice. Abychom problematice zobecnéné Pellovy rovnice co nejvice porozuméli,
vypiSme si nyni jednotlivd znaceni, ktera musime pro feSeni této rovnice bezpodminecéné
znat. [6, s. 258-259|

Poznamka 1 — znaceni uZita v priibéhu feSeni zobecnéné Pellovy rovnice
e nejmensi kladné feSeni Pellovy rovnice: j = T + JvVH
e inverzni nejmensi kladné fegeni Pellovy rovnice: j=! =7 — y\/ﬁ
e libovolné feSeni zobecnéné Pellovy rovnice: o = x + yvH
e absolutni hodnota feseni a: |a| = |z| + |y|vVH
o levé feseni o : af !
e pravé reSeni «a : o

e série FeSeni rovnice: {a, |aj =1} nebo {aj"}>7, (viz Poznamka 2)

Jak jiz bylo poznamenano, zobecnéna Pellova rovnice miize mit nekone¢né mnoho feSeni
nebo nema feSeni zadné. Pojdme si proto obecné projit vSechny situace, kterd mohou u

feSeni dané rovnice nastat. |6, s. 258|
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Poznamka 2 — druhy feSeni zobecnéné Pellovy rovnice

s N N s

Konec¢né teseni zobecnéné Pellovy rovnice se odviji v zavislosti na feSeni «. Jestlize je
feseni o« = x + yvH

o0

1. nezaporné, pak posloupnosti feSeni rozumime posloupnost {aj"}, ",

2. kladné a levé YeSeni aj7~! je zaporné, pak dvojici posloupnosti feseni {a, |aj '} ",

rozumime sérii feSeni rovnice,

3. nezaporné a zaroven neni kladné, tzv. je alespon jedna soutadnice z dvojice celych
¢isel (z,y) rovna nule, a levé feSeni aj ! je zaporné, pak je sérif feSeni posloupnost
‘n o0

6.2 Algoritmus reSeni

V této chvili, kdy jsme jiz obezndmeni dostateénym kvantem pojmoslovi a vSemi situa-
cemi, které mohou v pribéhu feseni nastat, plynule piejdéme k celistvému feSeni libovolné
zobecnéné Pellovy rovnice. Prvnim krokem feSeni zobecnéné Pellovy rovnice bude nalezeni
nejmenstho kladného feseni Pellovy rovnice (viz véta 5.4.1), ¢imz vyuzijeme nami nabyté
znalosti v predchozi kapitole této diplomové prace. V druhém kroku ndm bude ndpomocna

nésledujici véta 6.2.1, jez byla uvedend Ladislavem Bicanem v ¢lanku [6].

Véta 6.2.1

Necht jsou dany nejmensi kladné feseni Pellovy rovnice ve tvaruj = 7 + yv H a nejmensi

nezaporné feSeni zobecnéné Pellovy rovnice o = x 4+ yvH. Potom plati:

C(z—-1)
< g = 7
a)y < 77 , pro C' > 0,
| C —C(T+1)
<y <y )
b) ,H_Z/_ %Y, , pro C' <0

Dle véty 6.2.1 tedy v druhém kroku nalezneme pro soufadnici y kone¢nou mnozinu
celych ¢isel. Pracovat budeme s numerickymi hodnotami H a C, které vy¢teme ze zadané
zobecnéné Pellovy rovnice, véetné soufadnice z vyjadiené v nejmensim feSenim Pellovy
rovnice, tj. j = T + 7VH.

V nésledujicim kroku vSechna cela ¢isla ze ziskané spocetné mnoziny nalezejici souiad-
nici y postupné dosadime do rovnice o = 2 + yv/H, piiem? oviem musi i proménna
nalezet oboru ¢isel celych. Pokud nebude zadné x nasi podminku splhovat, dana zobecnéna

z

Pellova rovnice nebude mit samoziejmé feSeni zadné. Jestlize budou existovat usporadané

[e.9]

dvojice celo¢iselnych Feseni [z,y], ke kazdému FeSeni utvofime sérii {a, |aj |}, _,, ¢imz

ziskame vSechna nezaporné reseni.
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Priiklad 6.2.1

Vyieste rovnici 22 — 10y? = 27.

Reseni:

1. Nejmensi kladné feSeni Pellovy rovnice 22 —10y? = 1 jsme jiz ziskali v druhé kapitole
v piikladu 5.4.1:
Jj =19+ 6v10, odkud [z, 7] = [19, 6].

2. Dle véty 6.2.1 najdeme mnozinu celych ¢isel pro souradnici y z nerovnosti a), pro

C > 0.

C(z—-1)

Yy <A\ —

2H
y < 27-(19 - 1)

2-10

< [180

Y=V

y<+/24,3<5

3. Pro vSechna y € 1,2, 3,4 vyjadiime x z vyrazu o = x + yv H.

y1:1:>$1:\/27+10y12

I = \/27+1012
.Il:\/ﬁ

Yo = 2 = 1y = /27 + 10y,>
Lo = v27+1022
Ty = V67

Yz = 3 = 13 = /27 + 10y3?
r3 = V27410 3?
ry = V117
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y4:4:>I4:\/27+10y42
xy = V2741042
Ty = V187

Zadné nami vyjadiené x nendlezi oboru celych ¢isel, z ¢ehoz vyplyva, Ze uvedena zobecnéna

Pellova rovnice 2 — 10y? = 27 nema Feseni zadné.

Priklad 6.2.2

Vyfieste rovnici 2% — 10y? = 81.

Reseni

1. Nejmensi kladné feseni Pellovy rovnice 22 —10y? = 1 jsme jiZ ziskali v druhé kapitole
v piikladu 5.4.1:5 = 19 4 6v/10, odkud [z, 7] = [19, 6].

2. Dle véty 6.2.1 najdeme mnozinu celych ¢isel pro y z nerovnosti a), pro C' > 0.

< [C(T—1)
- 2H
) < /81 (19— 1)
2.10
1458
< -
AT
V72,9<9

3. Pro viechna y € 1,2,3,4,5,6,7,8 vyjadiime x z rovnice o = = + yv/H.

y1:1:>I1:\/81+10y%

2, = V81 + 10 - 12

)
Y
)
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xo = V81 + 10 - 22

r9 = V121
To — 11

Y3 = 3 = x3 = /81 + 10y?

r3 = V81410 - 32

y4:4:>$4:\/81+10y2

xy = V81 + 10 - 42

ys =5 = x5 = /81 + 1042

25 = V81 + 10 - 52

x5 = V331

y6=6:>x6:\/81+10y§

rg = V81 + 10 - 62

Tg — \/441
T =21

y7:7:>x7:\/81+1()y$

r7=V81+10-72

x7 = Vo7l
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yg:7:>x8:\/81+10y§

25 = /81 + 10 - 82
x5 = V721

Soufadnice xoa xg nalezi oboru celych ¢isel, tudiz jsme nalezli dvé uspoiradané dvojice
celych &isel [29,1] = [11,2] a [26,y6] = [21, 6]. ReSenim zobecnéné Pellovy rovnice
22 — 10y* = 81 jsou tedy proto vyrazy: a; = 11 + 2v/10 a ap = 21 + 6/10.

4. Utvoifme dvé série {a,|aj '} ", kde a; = 11 + 2v/10, ag = 21 + 6+/10 a inverzni
nejmensi kladné YeSeni Pellovy rovnice je vyraz j—! = 19 — 61/10.

arj ! = (11 + 2v/10)(19 — 6/10)

aj =209 — 6610 + 38v/10 — 120

a1j ! =89 —28V10

st = (21 4 6v/10)(19 — 6v/10)
gt =399 — 126v/10 + 114410 — 360
aj ! =339 — 12V/41
Vyjadfenim obou sérii feseni zobecnéné Pellovy rovnice 22 — 10y? = 81 jsme doséhli viech
kyzenych nezapornych feseni:

o0

{an Janj '}, = {11+ 2v/10,89 - 28V10

n=0

{an.laaj '}y = {21+ 6V10,330 - 12v/41 |
n= n=0
Abychom si uvédomili, jak moc podstatné je v zavislosti na vété 3.3.1 uvédomeéni
si v drubhém kroku feeni, zda je C kladné ¢ zaporné, pojdme si ted vyfeSit rovnici

22 —10y? = C, kde bude celé ¢islo C opacnym ¢islem k C' = 81, tj. rovnici 22 —10y? = —8]1.

Priklad 6.2.3

Vyfieste rovnici 2% — 10y? = —8]1.
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Reseni:

Zkonstatujme si jiz ndmi vypoctené hodnoty, potiebné k ziskani touzeného reseni. Nejmen-
§im Fesenim Pellovy rovnice 22 — 10y? = 1 je vyraz j = 19+ 61/10. Celé ¢islo C je zaporné,

tj. C < 0. Pro nalezeni mnoziny celych ¢isel, které nalezi soutfadnice y, tedy proto uzijeme

< / a:+1

1 —(—81)(19 - 1)
SySV_ 210

1 /1458
1 20

V=8,1<3<y<.72,9<9

Novou mnozinu celych ¢isel, které nalezi soufadnice y, je tedy mnozina 3,4,5,6,7, 8.

z véty 6.2.1 nerovnost b).

ﬁ

oo

—_
)

Zid

Podivame-li se tak nyni vyse na piedchozi piiklad, zjistime, Ze pro vyjadieni vSech fe-
Senf zobecnéné Pellovy rovnice 22—10y? = —81 postadi pouze jedna série FeSent {a, |aj [}~ :
{on o~ }or,y = {21 + 610, 339 — 12V41}
Priklad 6.2.4

Vyfieste rovnici 2% — 7y? = 37.

Reseni:

1. Nejmensi kladné feSeni Pellovy rovnice z? — 7y? = 1 jsme jiz ziskali v paté kapitole
v piikladu 5.4.2:
j =8+ 3V7, odkud [Z,7] = [8, 3].

2. Dle véty 6.2.1 najdeme mnozinu celych ¢isel pro y z nerovnosti a), pro C' > 0.

CE—1)
Yy <A —=
7
378 — 1)
<
y= 9.1



259
14

y<4/18,5 <5

3. Pro viechna y € 1,2, 3,4 vyjadiime x z rovnice o = z + yv/H.

y1:1:>l’1:\/37+7y%

y <

Yo =4 =14 =/37+Ty3

Ty4 = v 149

Soutadnice x5 nalezi oboru celych ¢isel, tudiz jsme nalezli uspofadanou dvojici celych
¢isel [z3,y3] = [10, 3] a Fedenim zobecnéné Pellovy rovnice x? — Ty* = 37 je tedy proto
vyraz a = 10 + 3/7.

4. Utvoiime sérii {a,|aj ™!}, kde a = 10+ 3v7 a j~' =8 — 3V/7.
aj t = (10 + 3V7)(8 + 3V7)

aj ' =80 — 30V7 + 24V7 — 63
aj P =17-6V7

Vyjadienim dané série fegeni zobecnéné Pellovy rovnice 22 — 7y? = 37 jsme dosahli

vSech kyzenych nezdpornych feSent:

{a,laj7'|} =10+ 3V7,17 — 6V7.
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7 Vice o diofantickych rovnicich

7.1 Pythagorejska rovnice

V oceanu definic, vét a rovnic se proudem nese samoziejmé nekoneéné mnoho kvadratic-
kych diofantickych rovnic. V rdmci specidlnich kvadratickych diofantickych rovnic si jesté
nesmime dovolit opomenout homogenni rovnici druhého stupné (tzn. v8echny ¢leny rov-
nice maji druhy stupetl), se kterou pracuji i bézni zéci ve vyukovych hodinach matematiky
v rdmci povinné Skolni dochazky. O zminované rovnici se poprvé dozvidame v ucebnicich
matematiky pro osmé ro¢niky zakladnich $kol pii studiu tzv. Pythagorovy véety. V rdmco-
vém vzdélavacim programu pro zakladni vzdélavani je dand véta uvedena v uc¢ivu zvaném
metrické vlastnosti v roviné.

Stejny tvar jako uvedena Pythagorova véta o pravoihlém trojihelniku ma diofantickd
rovnice zvana pythagorejskd. Vycet jejich feSeni uvadi nasledujici véta. Zvidavi ¢tenéii se

mohou prodrat jejim odvozenim v knize [49, s. 48-51].

Véta 7.1.1
Rovnice a? + b? = ¢® m4 pravé tato celo¢iselna feSeni:
a = t(u? —v?), b = 2tuv, ¢ = t(u® + v?),

kde t,u,v € N a ¢isla u, v jsou nesoudélné s opa¢nou paritou a zaroven u > v. [49, s.
49, 51|

Nékteri se mozna pri ¢teni véty pozastavili nad souslovim ,ruznéa parita“. Abychom
mohli o dvou ¢islech fici, Ze maji riznou paritu, musi byt jedno z danych cisel sudé a
druhé liché. Nejznam&jsim YeSenim rovnice a® + b* = ¢? je trojice ¢isel {3,4,5}. Pro dané
feSeni je u = 2 a v = 1. Danou trojici feSeni jiz znali haperdonapté (tzv. napinaci lan) Zijici
ve starovékém Egypté. Uzivali ji prostfednictvim svazaného lana, které bylo rozdéleno 12
uzly na 12 stejnych aseku, k vytycovani pravych tahlu pii stavbé pyramid a chrami. |39,
50]

My se v8ak nyni navratme ke kvadratickym diofantickym rovnicim o dvou neznamych.
Seznamili jsme se s Pellovou rovnici a jejim zobecnénim. Pro dalsi typy kvadratickych
diofantickych rovnic existuji rizné algoritmy, které v8ak jiz nevyuzivaji pouze Fetézové

zlomky, ale i rizné substituce a jiné matematické operace.
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Obrazek 7.1: Hyperdonapté [50]

7.2 Evoluce diofantickych rovnic

V soucasnosti ramcovy vzdélavaci program dalsi typy kvadratickych diofantickych rov-
nic neobsahuje. Do pocatku 20. stoleti se bézné vyucovaly ve vyssich redlnych skolach a
gymnéaziich. Poté nastala v letech 1908-1910 reforma skolstvi, po niz zbyly v ucebnicich
matematiky pouze linearni diofantické rovnice. Od druhé poloviny 20. stoleti se vSak uz
ani linearni diofantické rovnice v ucebnicich nevyskytuji. [15, s. 81]

V ucebnici [30] se objevuje v pitkladech diofantické rovnice ve tvaru ky = a + bx + cz?.
Dané rovnice je autorem feSena pomoci kvadratickych zbytki modulo m (tj. zbytek po
déleni ¢isla m kvadratem celého ¢isla). [15, s. 84] V ucebnici jsou dale feSeny i diofantické
rovnice ve tvaru ax? + br + cxy + dy + e = f. Rovnice se také objevuji v ufebnici |34].
Podrobny postup jejich FeSeni je v danych ucebnicich uveden. [15, s. 86-87|

Dnes se zaci zédkladnich a stfednich 8kol s diofantickymi rovnicemi mohou setkat jen
v ramci iloh matematické olympiddy. Nékteré tlohy vedouci k feSeni diofantickych tloh

jsou spolu s feSenim uvedeny v ¢lanku [15, s. 87-92].

7.3 Desaty Hilberttiv problém

23. ledna roku 1862 se v pruském Konigsbergu, dnesnim Kaliningradu nalezejicimu Rusku,
u Baltského mote soudci Ottu Hilbertovi a Marii Therese Erdtmann narodil syn. [27, 35]
Chlapec, ktery své vlohy a nadSeni pro matematiku projevil na gymnaziu, kam nastou-
pil roku 1879 do posledniho roc¢niku. Zdejsi ucitelé podporovali jeho originalitu zplisobu

mysleni. [35] Zfejmé tak pravé diky nim naSel David Hilbert sam sebe. Zanicenim pro
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matematiku se soucasné podobal své matce, kterou fascinovala astronomie, prvocisla a
filosofie. [8, 35]

Matematika jej provazela od onoho posledniho ro¢niku gymnézia celym zivotem. Vé-
noval se teorii invarianti, algebraické teorii ¢isel, geometrii, problémiim integralnich rovnic
a ¢ast svého zivota vénoval téz aplikaci matematiky pro druhy velmi vaZzeny piirodovédny
obor, fyziku. [27, 35] 8. srpna roku 1900 pFednasel na svétovém matematickém kongresu
v Pafizi. Prezentoval zde tzv. dvacet tri Hilbertovijch probléma, kterymi pokryl vSechny
vyznamné oblasti matematiky. [8, 23, 27, 35] Desaty problém se zabyval otazkou ohledné
feSitelnosti nasich diofantickych rovnic. |18, 23]

K feSeni linedrnich a kvadratickych diofantickych rovnic o dvou neznamych dospét
dovedeme. Na linearni diofantické rovnice postac¢i najit nejvétsiho spole¢ného délitele, a
pokud ma dané rovnice feSeni, je jich nekone¢né mnoho. Specialni kvadratickd diofanticka
rovnice zvana Pellova rovnice mé feSeni vzdy nekone¢né mnoho. Zobecnéné Pellova rovnice
ma bud nekone¢ny pocet feSeni, anebo zadné. Pro dané rovnice se uplatiuji nam jiz dobie
znamé algoritmy. Staci ale mal&d zména znaménka a ze zobecnéné Pellovy rovnice vznikne
rovnice eliptického typu 22 + Hy? = 1, kde H je piirozené ¢islo nedélitelné étvercem a c
je ¢islo prirozené. Takovato rovnice jiz ziejmé nemiize mit nekonecné mnoho teseni, ale
k jejich nalezeni (pokud vibec existuji) je nutné uzit jiné algoritmy nez ty vyuZivajici
fetézové zlomky.

David Hilbert pfedpokladal, ze univerzéilni postup pro feseni vSech diofantickych rovnic
existovat nebude. Uvedenim desatého problému se tudiz zabyval nalezenim postupu, ktery
by umoznil zjistit pro kazdou diofantickou rovnici s libovolnym poc¢tem proménnych, zda
feSeni ma, ¢ nikoliv. [18, 23]

Zpocatku se sice zdalo, ze by se mohl nalézt postup uplathujici se alespon pro nizsi
stupné rovnic. Na pocatku 20. let vSak jesté matematici neméli dostateéné mnozstvi zna-
losti a prostiedkii, aby mohli existenci daného postupu potvrdit, ¢i naopak vyvratit. [18,
23] Teprve ve tiicatych letech zacali matematici vytvaret pojem algoritmus s jakousi pted-
zveésti vzniku pocitacu. Vytvorili teorii algoritmii a postupem c¢asu se pak zacali od mys-
lenky mozné existence hledaného algoritmu desatého Hilbertova problému odvracet. [18,
23| K feseni problému pfispéli nejvice matematici z Ameriky. [18] Ulohu viak dofesil roku
1970 matematik z Leningradu, nejlepsi fesitel mezinarodni matematické olympiady z roku
1964, Jurij Vladimirovi¢ Matijasevi¢. Dokazal, Ze feSeni desatého Hilbertova problému
skutecné neexistuje. Tedy neexistuje algoritmus, s jehoz pomoci bychom mohli zjistit, zda
je predlozena diofanticka rovnice Fesitelna. |18, 23]

Ackoliv byl Hilbertuv desaty problém pro matematiky svizelny po mnoho desetileti,

prisel Matijasevi¢ s pomérné snadnym dukazem a vyuzil predevsim vlastnosti Fibonacci-
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ovych ¢isel. [18, 23| David Hilbert vSak bohuzel zemftel ve svych 81 letech s védomim
nedofeSeného problému a nikdy se tak o jeho vyfeSeni ruskym matematikem nedozvédél.
18, 27, 35

7.4 ReSeni diofantickych rovnic v souc¢asnosti

Posledni podkapitolou této diplomové prace si spliime slib vy¥éeny v fadcich podkapitoly
5.2. Tedy nahlédnéme do oblasti matematickych programii a kalkulatori, které nAm mohou
byt v soucasnosti napomocny k feseni mnoha tloh.

Velmi dobrym néastrojem nidm muze byt napiiklad program Wolfram Mathematica,
ktery se vyviji ve firmé Wolfram Research. Zakladatelem firmy je jednaSedesatilety Brit
Stephen Wolfram, jak uvedeno na webu http://www.scinet.cz/, si uz jako maly chlapec
vyslouzil od okoli pfezdivku ,maly Einstein“. Pfed rozmachem pocitacu byl jeho cas za-
sycen zajmem o fyziku. Pocitace zacal vyuzivat roku 1973 a za pouhych pét let zacal
pracovat na vyvoji algebraického systému SMP (Symbolic Manipulation Program), ktery
byl uveden na trh roku 1981.

Od roku 1980 se Stephen Wolfram zabyva programy, které se samy vyvijeji. Pomoci
téchto programii by mohl vzniknout matematicky model objektu jakkoliv slozitého. Firma
Wolfram Mathematica byla zalozena roku 1987 a kromé zminovaného programu vyviji
pro védu i jiné aplikace. My si ted pomoci daného programu nejprve vygenerujeme druhé
odmocniny. Poté zaméiime svou pozornost na feSeni kvadratickych diofantickych rovnic a
zobrazeni jejich grafi.

Pro vygenerovani druhych odmocnin ve tvaru fetézového zlomku zvolime prikaz Conti-
nuedFraction. V daném piikazu je nutné zadat presny pocet prvki, které chceme zobrazit.
Hledanou periodu tedy musime vyc¢ist ze zobrazeného vyc¢tu prvki. V obrazku 7.2 byl vzdy
pozadovan vycet 10 prvkii. S ohledem na vétu 3.3.1 nalezneme posledni prvek periody bez

vétsich obtizi.
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File Edit Inset Format Cell Graphics Evaluation Palettes Window Help

+Druhé odmocniny ve tvaru Fetézového zlomkus

ContinuedFraction[Sqrt[5], 10)

2,4,4,4,4,4,4,4,4,4

ContinuedFraction[Sqrt[10], 10]

3,6,6,6,6,6,6,6,6,6

ContinuedFraction[Sqrt[7], 10]

2,1,1,1,4,1,1,1,4,1

ContinuedFraction[Sqrt[47], 10)

6,1,5,1,12,1,5,1,12,1

Obrazek 7.2: Druhé odmocniny ve Wolfram Mathematice

Pro nalezeni teseni kvadratické diofantické rovnice o dvou nezndmych zvolime piikaz
Reduce, v kterém budeme nuceni omezit proménné x,y na uzaviené intervaly. Zkusme si

nap¥. vyfesit zobecnénou rocnici 22 — 10y? = 81,kterou jsme jiz fesili v pitkladu 6.2.2.

File Edit Inset Format Cell Graphics Evaluation Palettes Window Help
# Reduce[x"2 10y"2 81 &R&0<x<1008&0<y<100, {x,y},Integers];s

(x=1188y ==2) || (x =218y =6) || (x =398Ry =12) || (x == 898 y == 28) ;

Reduce[x”2 - 10y~2 = 81 &% 0 < x < 10008&& @ < y < 1000, {x, y}, Integers]
x=1188y =2 x =218y =6 X == 3988y =12 X == 8988&y == 28 x == 17188y == 54 X == 3298%y == 104 X == 759 8& y == 240

solve for {x, y} '~ find instance convert to rules 5 E

Obrézek 7.3: ReSeni rovnice 22 — 10y2 = 81 v programu Wolfram Mathematica

Nz s

Na daném screenshotu muzeme vidét, ze s desetindsobnym rozsifenim intervalu jsme
ziskali pouze o tii uspofadané dvojicelx,y] vice. Nabizi se tedy otazka, jak moc velky
interval bychom museli zadat, abychom ziskali vyrazné vétsi pocet feSeni. Seznamme se
proto s dalsim vypocetnim programem, u néhoz nejsme limitovani nutnou podminkou
zadani urc¢itého intervalu.

Velmi ndpomocnym kalkulatorem pro feseni kvadratickych diofantickych rovnic o dvou
neznamych je také kalkulator zvany Alpertron, ktery je narozdil od Wolframu volné do-
stupny na webové strance [1].

Zakladatelem tohoto kalkulatoru je dvaapadesatilety inzenyr Argentinec Dario Alejan-
dro Alpern, ktery programuje od roku 1983. Na webové strance je volné piistupny program
pracujici s prvocisly a také programy, které vygeneruji na urcity pocet desetinnych mist
¢islo m, log2 a Eulerovo ¢islo e. Také je na webu kupiikladu mnoho procesori, videi a
aplikaci véetné her.

Webové stranky jsou vskutku velmi osobité. Jsou na nich dokonce vyobrazeny dvé

fotografie, na nichz je autor a jeho nejblizsi, tj. milovana Zena a syn. Zaroven je lze moznost
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autorovi napsat a také mu dobrovolné ptispét. VSechny programy a informace jsou volné
dostupné bez jakéhokoliv poplatku, coz je velmi obdivuhodné a srdec¢né. Ctenafim viele
doporucuji, aby na webovou stranku alespon nahlédli a obohatili tak své dny.

My se samoziejmé v tuto chvili zaméiime na vyuziti kalkulatoru (tj. calculadoras) na-
zvaném jako Reseni kvadratické rovnice ve dvou celociselngjch proménngjch (tj. Resolucion
de ecuaciones cuadrdticas en dos variables enteras). Abychom mohli dany kalkulator po-
rovnat s Wolframem, vyfesme v ném stejnou zobecnénou Pellovu rovnici, tj.z? —10y? = 81.

Kalkulator kromé feseni zobrazenych v nadchazejicim obrazku vygeneroval dalsi uspo-

fadané celo¢iselné dvojice feseni [x, yl:
[—21,6], [21, —6], [21, 6], [-21, —6], [-11, 2], [11, —2], [11, 2], [-11, —2].
Dale také vygenereloval 4 rekurentni feSeni:

Tpt1 = 192, + 60y, Ynt+1 = 62, + 19y, 1 = 192, — 60y, & yp+1 = —6x, + 19y,.

Electronics Mathematics Programs Contact ESP

Generic two integer variable equation solver

Alpertron » Programs » Generic two integer variable equation solver

ax?+bxy+cy*+dx+ey+f=0
@ [i ] 4o |
b o e ]o
c |-10 | e |

‘ Solve || Show steps ‘ Help

Digits per group |
x2-10y2-81 =0

x=9
y=0

and also:

x=-9
y=0

Obréazek 7.4: Refeni rovnice 22 — 10y? = 81 v programu Alpertron

Lze tedy fici, Ze je oproti Wolframu, nam kalkulator snaze vygeneruje vice feSeni, aniz
bychom museli zvolit metodu ,,pokus-omyl*.

Nami dosud feSené kvadratické diofantické rovnice mély bud nekone¢né mnoho feSeni,
nebo zadné. Ucelenou problematiku kvadratickych diofantickych rovnic o dvou neznamych
samoziejmé teSit jiz v tuto chvili nebudeme, nebot bychom ji museli vénovat samostat-
nou odbornou praci. Nahlédnéme vsak alespon na jeden dalsi typ kvadratické diofantické
rovnice o dvou neznamych. Konkrétné na rovnici eliptického typu ve tvaru 22 4+ 2y% = 1
a porovnejme ji s rovnici hyperboly ve tvaru z? — 2y? = 1. Obé rovnice si proto graficky

zndzornéme. Opét budeme pracovat s programem Wolfram Mathematica, avsak z diavodu
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jeho nedostupnosti Siroké vefejnosti si zkusme vyjadrit grafy také v Geogebfe, jez je stejné

jako Alpertron volné dostupna na webové strance [22].

File Edit Insert Format Cell Graphics Evaluation Palettes Window Help

= ContourPlot[x*2+2y"2 =1, {x, -1, 1}, {y, -1, 1}, Axes - True, Epilog + {PointSize[@.02], Point[{-1, @}], Point[{1, @}]}]

10 T B

_ oo

Obrazek 7.5: Grafické feseni rovnice 22 + 2y? = 1 v programu Wolfram Mathematica

File Edit Inset Format Cell Graphics Evaluation Palettes Window Help
0= ContourPlot[xA2-2y~2 =1, {x, -20, 20}, {y, -20, 20}, Axes - True,
Epilog » {PointSize([0.02], Point[({3, 2}], Point[{-3, 2}], Point[{-3, -2}], Point[{3, -2}], Point[{17, 12}], Point[{-17, 12}], Point[{-17, -12}],
Point[ {17, -12}]}]

20T

Obrazek 7.6: Grafické feSeni rovnice 22 — 2y? = 1 v programu Wolfram Mathematica
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= GeaGebra

O e+ 2yt =1 : [ 1
B :
Algebra O A = (-1, O) :
@& O B=(10 | B
astroje -2.5 -2 -15 0.5
+
m
-1
Obrazek 7.7: Grafické fedeni rovnice 22 + 2y% = 1 v programu Geogebra
= GeoGebra
O e 2yt =1 ' L 2
] :
aen - @ A=(3.2) :
156
F
@ @ B=(32 ;
Nastroje . 10
@ c=(3-2 :
T : )
Tabulka O D= (3,-2)
© E=(@712 : 20 5 0 5 3
© F=(17.122) :
Q@ G=(17-12) :
G
O H=(@7-12 : /
+

Obrézek 7.8: Grafické feseni rovnice 22 — 2y? = 1 v programu Geogebra

Vsimnéme si, Ze elipsa je uzaviend kuzelosecka. Tedy na uzaviené kiivce musi nutné
existovat kone¢ny pocet usporadanych dvojic feSeni. Zatimco hyperbola mize mit feSeni
nekone¢né mnoho. V zavéru prace jsme se tak tedy jesté seznamili s kvadratickou diofan-
tickou rovnici o dvou neznamych, ktera oproti Pellové rovnici a jejimu zobécnéni, nikdy
nekonec¢né mnoho feseni miit nebude.

ro zajimavost si jesté dané feSené rovnice zobrazme v programu Matlab ve 3D prostoru.

V grafickém teseni rovnic bude prinik roviny o rovnici s elipsoidem ¢i hyperboloidem.
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12+2yz=1

Obrazek 7.9: Grafické feseni rovnice 22 + 2y% = 1 v programu Matlab

x2-2y?=1

=]
-
S
——

AN

Obrazek 7.10: Grafické feSeni rovnice 22 — 2y? = 1 v programu Matlab
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8 Zaveér

Diplomovéa préce si kladla za cil prozkoumat problematiku kvadratickych diofantickych
rovnic o dvou nezndmych.

V praci jsme se zminili o matematikovi, po kterém jsou tyto rovnice pojmenovany. Di-
ofantos, zvany téz otec algebry, vyznamné pfispél k teorii ¢isel a dalsich oblasti matema-
tiky. Jako dikaz muze poslouzit jeho dilo Aritmetika. V rdmci kvadratickych diofantickych
rovnic o dvou neznamych jsme se zabyvali Pellovou rovnici a zobecnénou Pellovou rov-
nici, ¢imz jsme se dostali k rozboru historie zkoumaného tématu, kdy bylo konstatovano,
ze obecné Teseni Pellovy rovnice bylo poprvé provedeno Brahmaguptou v sedmém stoleti
po Kristu.

Naucili jsme se algoritmy feSeni obou zminénych typt specialnich rovnic, a to pomoci
prisluSnych matematickych vét a fetézovych zlomki. Zlomkit, diky nimz byla v jistém
slova smyslu zdoldna prvni krize matematiky, nebot jimi lze vyjadfit druhé odmocniny
spadajici do oboru ¢isel iracionalnich, a to v koneéném tvaru, nebot zde jde o zlomky
periodické. Retézové zlomky jsme té7z vyuzili k feSeni linearni diofantické rovnice o dvou
neznamych a rovnéz i k feSeni linearni kongruence.

Dale jsme dospéli k zjisténi, Ze se kvadratické diofantické rovnice dfive objevovaly
v ucebnicich matematiky pro stiedni readlné skoly a gymnézia az do reformy skolstvi, ktera
probéhla v letech 1908-1910. Oproti tomu se pouze jedna jedinad kvadraticka diofanticka
rovnice zvana pythagorejskd vyucuje v nepiimé formé dodnes s tim, Ze Zaci postiehnou
néktera bézna feseni, jako napi. pythagorejské trojice {3,4,5} ¢ {5,12,13}.

K zavéru prace byl zminén desaty Hilbertiv problém, zaobirajici se otazkou existence
jednotného postupu pro zjisténi, zda existuje feSeni u vSech diofantickych rovnic o libo-
volném stupni s libovolnym pocétem proménnych. Vzapéti jsme zjistili, ze feSeni daného
problému neexistuje. Tudiz u kazdé diofantické rovnice je nutné k objasnéni mozné exis-
tence feseni vyuzit odlisné algoritmy. U nékterych diofantickych rovnic ani nemusime byt
schopni Tici, zda TeSeni existuje.

Posledni podkapitola této diplomové prace byla vénovana matematickym programim
a aplikacim, s jejichz pomoci dovedeme snadno vyjadiit druhé odmocniny spadajici do oboru
iracionalnich ¢isel ve tvaru fetézového zlomku. Zaroven jsme dospéli k faktu, ze diky roz-
machu téchto aplikaci a programi miize ziskat feSeni kvadratickych diofantickych rovnic
o dvou neznamych, které byly stézejnim tématem predkladané prace, prakticky kdokoliv
nehledé na rozsah jeho matematickych dovednosti.

S ohledem postupného napliovani cile, kdy jsme pluli fekou ¢asu napii¢ déjinami, jsme

potkali mnoho zajimavych osobnosti, které vyznamné ptispély k rozvoji matematiky. Zi-
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votu Diofanta z Alexandrie, ktery ve svém dile zanechal odkaz neurcitych rovnic, nékterych
dodnes nedotesenych, jsme se ale nevénovali. O jeho Zivoté se mnoho zaznami nedochovalo
a jedinym vychozim zdrojem jeho zasadnich milniku je Diofantem sepsany epitaf vedouci
k linearn{ diofantické rovnici. ReSenf rovnice nam poskytuje vycet nejvyznamnéjsich oka-
mzikl napfic¢ jeho 84letou cestou zZivotem.

V tuto chvili se proto navratme na palubu lodi, kterd nas naposledy odnese zpét
do tietiho stoleti po Kristu, do starovéké Alexandrie, a vénujme posledni fadky diplomové
prace pravé sloviim tohoto muze.

, Bih mu dopdl, aby byl hochem Sestinu svého Zivota a pridav k této dobé dalsi dva-
ndctinu, ozdobil jeho lice vousem. Po dalsi sedminé prozadril jeho Zivot svetlem manZelstvi,
po dalsich péeti letech pak daroval mu syna. Vsak béda! Sotva ubohé dité dosdhlo poloviny
délky otcova Zivota, netdprosné sudicky vzaly si jej zpét. KdyZ Bih utésil jeho hofe ucenim

o cislech, po dalsich ctyrech letech ukonéil dobu jeho Ziti* |38|
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Resumé

Diplomova prace se zabyva odmocninami a zpisoby usmérhovani zlomki s iracionalnimi
jmenovateli. Text je ¢lenén do sedmi kapitol. V prvni kapitole se sezndmime se zakladni
terminologii fetézovych zlomk a se sblizenymi zlomky tetézovych zlomkii.

V druhé kapitole si definujeme zakladni pojem celé ¢ast ¢isla, bez jehoz znalosti bychom
nedokazali vyTtesit naprostou vétsinu uvedenych piikladi. Déle je zde feSena problematika
vyjadieni kladného racionélniho ¢isla pomoci Euklidova algoritmu a netdplnych podili.

V treti kapitole se dozvidame, jak lidé v pribéhu evoluce matematiky napii¢ historii
pracovali s druhymi odmocninami. Déle jsou zde definovany ryze periodické a neryze
periodické pravidelné fetézové zlomky, nacez jimi vyjadiujeme kvadratické iracionality.

Ctvrta kapitola je vénovana zakladni definici kongruence a vyuziti fetézovych zlomku
pii feSeni linedrni kongruence o jedné neznamé.

V pété a Sesté kapitole se seznamujeme s terminem diofantické rovnice a opét nahléd-
neme do historie, abychom zjistili, kdo byl onen Diofantos. Poté postupné pracujeme se
dvéma specidlnimi typy kvadratickych diofantickych rovnic o dvou neznamych — Pellovou
rovnici a zobecnénou Pellovou rovnici. Zjistime, jaci matematici napii¢ historii dané rov-
nice tesili a jakymi algoritmy lze ziskat uspoifadané celo¢iselné dvojice [x,y]|, které jsou
hledanym fesenim.

V posledni kapitole se dozvidame o dalsi kvadratické diofantické rovnici, o historii
diofantickych rovnic v ramci Skolstvi a o feSeni danych rovnic v soucasnosti pomoci ma-

tematickych aplikaci a programi.
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Resume

This thesis deals with square roots and methods of expressing fractions with surd deno-
minators. The text is divided into 7 chapters. In the first chapter, we introduce the basic
terminology of continued fractions and their convergents.

The second chapter defines the whole part of the number as a term which is a requisite
for solving the majority of the proposed problems. Moreover, the chapter deals with the
determination of positive rational numbers using the Euclidean algorithm and incomplete
quotients.

The third chapter describes how people have been working with the square root during
the evolution of mathematics, defines purely periodic and purely non-periodic regular
continued fractions, and formulates its quadratic irrationality.

The fourth chapter outlines the definition of congruence and utilization of continued
fractions for solving the linear congruence of one unknown.

The two chapters introduce the term of the Diophantine equation and explains who
Diophantus was. Afterwards, we work with two special types of quadratic Diophantine
equations with two unknowns - the Pell equation and the generalized Pell equation. Then
this work goes through the history of the equation, which mathematicians were solving it
and which algorithms they were applied for finding its solutions.

The last chapter presents another quadratic Diophantine equation, including its history
in education, and current solutions of given equations utilizing mathematical programs and

applications.
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