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Abstrakt
Tato prace se zabyva rozkladem polynomii. Ctenaf se zde mtize dozvédét, jaké zptisoby
rozkladli se v matematice vyuzivaji. Krom¢ leh¢ich polynomt v podobé zékladnich

vzorcil pro rozklad na soucin, se kterymi se setkavame jiz na zakladnich Skoléach, se tato

vvvvv

vvvvvv



Uvod

Tato bakalafskd prace se zabyva rozkladem polynomi. Jejim cilem je Ctenaii
ptiblizit, jaké druhy rozkladi mizeme pii praci s polynomy vyuzit. Jedna se predevsim
o0 praci se slozitymi polynomy, kde na prvni pohled neni jejich rozklad jasny. Podrobné
se budu vénovat rozkladu podle Ritterovy véty o polynomialnim rozkladu. Tento
zpusob rozkladu neni v praxi béZny. Ackoliv se jedna o slozity algoritmus, je

pro matematiky velice uzite¢ny. Proto také uvedu i ptiklady, kdy je jeho vyuziti vhodné.

Prace je rozdé€lena do péti kapitol. Prvni kapitolu vyuziji k popisu bézné pouzivanych
rozkladi funkci a ¢tenafi pfipomenu problematiku rozkladu mnohoc¢lenti na soucin. Je
dalezité si tyto typy rozkladi zde uvést, aby si Ctendi uvédomil, v jakém vyznamu
budeme v této bakalarské praci chapat ukol ,rozlozit polynom®. V druhé kapitole
vysvétlim jednotlivé pojmy tykajici se polynomt, Skterymi budu nadale
pracovat, pfipravim pole pro objasnéni nasledujici problematiky. V tieti kapitole se jiz
dostanu K hlavni ¢asti této prace, ¢imZz je uvedeni a vysvétleni Ritterovy véty
o polynomialnim rozkladu. Nasledujici ¢tvrta kapitola bude obsahovat algoritmus
pro vypocet polynomidlniho rozkladu. Posledni kapitola bude vénovana piikladim, kde
budu porovnavat riizné metody vypoctu hodnot polynomil a v tomto ohledu poukazu
na vyuziti rozkladu polynomi. Ctenafi piedstavim program, ve kterém lze provést
rozklad polynomu. V uplném zavéru této kapitoly zminim problematiku vyjadieni
feSeni rovnic v radikdlech a uvedu piiklad, ktery bude ukazovat vyhodu rozkladu

polynomi.



1 Operace s funkcemi a mnohocleny
Existuje mnoho operaci, které Ize s funkcemi i mnohocleny aplikovat. Pro potieby této
prace se zaméeiime pouze na dvé konkrétni operace, jimiz jsou rozklad mnohoclent

na souc¢in a skladani funkci.

1.1 Rozklad mnohoclenii na soucin

V nasledujicich kapitolach budeme hovofit pfedevsim o mnohoclenech. Existuji rizné
typy rozkladi, kterymi lze mnohoclen rozlozit. Jednim z nich je rozklad na soucin.
V této podkapitole tedy budeme rozkladem mit na mysli rozklad na sou¢in mnohocleni.
»Rozkladem mnohoclenu rozumime vyjadfeni daného mnohoclenu jako soucinu
jednodussich, vétsSinou jiz dale nerozlozitelnych, mnohoclenti.” (Pavlicova 2010) Vzdy
musime pifedem védét, vjakém oboru Ccisel se pohybujeme, aby nedoslo

K nesrovnalostem ve vysledcich.

Pro dosahnuti rozkladu mnohoclenu miizeme vyuzit nasledujici metody:

1. Vytykani pred zavorku

V tomto pifipadé musime nalézt spole¢ny mnohoclen pro jednotlivé prvky ptivodniho
mnohoc€lenu a vytknout jej pfed zavorku. Pokud vytkneme ten nejvyssi mozny, proces
je jiz u konce. Jestlize je stdle moznost néjaky mnohoclen vytknout musime tento

proces opakovat az do té doby, kdy tomu jiz neptijde dal.

Priklad 1.1

V tomto piikladé¢ si ndzorn€ ukaZeme, jak by vypadal mnohoclen, ktery upravime

pomoci vytykani pted zavorku. Méjme tedy zadany mnohoclen
9x6 + 18x* — 36x2.
Pokud bychom chtéli postupovat opatrn€ji a vytykat zjednotlivych c¢lent

postupné, mohl by nas§ vypocet vypadat takto:

9x% + 18x* — 36x% = 3x2(3x* + 6x2 — 12) = 3 3x2(x* + 2x% — 4) =
= 9x?(x* + 2x% — 4).



Pokud bychom chtéli vytknout nejvyssi mozny mnohoclen a ziskat vysledek hned

Vv prvnim kroku, nas postup bychom zapsali jako

9x° + 18x* — 36x2% = 9x?(x* + 2x2% — 4).

2. Vzorce

Dalsim zptisobem, jak rozlozit mnohoclen na soucin, je vyuziti vzorcl, které nam
k tomu napomahaji. Tento typ rozkladu ovsem vyzaduje znalost jednotlivych vzorca.

Mezi zakladni vzorce fadime

(A+ B)? = A> + 2AB + B?
(A—B)? = A> — 2AB + B?
A’ —-B?=(A+B)(A—-B).

Dalsimi méné vyuzivanymi, ale piesto velice zdsadnimi vzorci jsou
(A+ B)® = A® +3A*B + 3AB* + B®
(A—B)® =A% —-34°B + 3AB* - B3
A3 + B3 = (A + B)(A%? — AB + B?)

A3 — B3 = (A— B)(4% + AB + B?).

Priklad 1.2

Na piikladu 1.2 si ukdZeme, jak vyuZijeme jeden ze zékladnich vzorct. M&me zadany

mnohoclen

25x* + 40x?% + 16.

Podle vzorce (A + B)? = A? + 2AB + B? miizeme tento mnohoc¢len zapsat jako

soucin dvou stejnych mnohoclenti a vysledek bude vypadat takto:

25x* + 40x2 + 16 = (5x2 + 4)?



3. Kvadraticky trojclen

Kvadraticky trojélen ax? + bx + c lze rozlozit dvéma zpiisoby. Prvnim z nich je feSeni
kvadratické rovnice

ax’>+bx+c=0.

Dulezité je na zacatku pocitani védet, v jakém oboru ¢isel danou rovnici feSime. Obor

¢isel ndm zasadné€ ovlivni prub¢h vypoctu.

Miizeme nejprve zjistit diskriminant D pomoci vzorce

D = b? — 4ac

Nésledné pak vypocitame jednotlivé koteny diky dosazeni do vzorecku

o = -bFVD
127 o4 -

V ptipadé€, ze by se jednalo o obor redlnych Cisel, je nutné nezapomenout, ze D = 0.
Pokud bychom pocitali pfiklad nad télesem komplexnich ¢isel, diskriminant by mohl

nabyvat i zapornych ¢isel. Rozklad trojclenu pak zapiSeme ve tvaru

(x —x1)(x —x3) = 0.

Priklad 1.3.1

Uved’me si konkrétni ptiklad, kde vyuZijeme postup feSeni kvadratické rovnice. Ptiklad

budeme fesit nad télesem realnych ¢isel. Uvazujme rovnici

x24+2x—-63=0.

Diskriminant této rovnice vypocitadme jako

D=22—-4-1-(—63) =4 + 252 = 256.



Jelikoz je spIlnéna podminka D > 0, mohu pokracovat v pocitani a dosadit do vzorecku

pro vypocet jednotlivych kofent.

-2 ++/256

Y2 =70

Nasledné rozdélim rovnost na dvé ¢asti, které me¢ dovedou vysledklim x; a x;.

_—2+16
X, = > =

_—2-16 _
Xy > =

Nalezla jsem kofeny nami zadané rovnice, kterymi jsou ¢isla —9 a 7. Vysledny rozklad

kvadratické troj¢lenu zapiSeme nasledovné:

x+9)(x-7)=0.

[ 24

Casto nam usnadni praci. Nejprve si ujasnime podminky, za kterych tento postup lze

vyuzit. Opét feSime kvadratickou rovnici ve tvaru

ax®>+ bx +c=0.

V tomto ptipadé budeme predpokladat, ze koeficient a bude roven 1. Nasledné si

rovnici piepiSu do tvaru

x2 —(x; + x)x + (x1 - x) =0,

kde

b=x;+x,ac=x"x,.



Vysledkem naSeho snazeni je opét zpétné dosazeni do mnohoc€lenu ve tvaru

(x —x1)(x —x3) = 0.

Priklad 1.3.2

V tomto piikladu uvidime aplikaci druhého postupu pii rozkladani kvadratického

trojélenu. Mé&jme zadanou kvadratickou rovnici

x242x—-63=0

Nasim ukolem je ziskat rozklad kvadratického troj¢lenu na soucin.

x2—=(-9+7x+(-9-7)=0
x+9)x-7)=0

Vysledny soucinovy tvar je u obou postupli totozny, tudiz je na nds, ktery postup

zvolime.

4. Hornerovo schéma

Hlavnim vyznamem vytvofeni Hornerova schématu je snadny vypocet hodnoty
polynomu v daném bodé¢, coz si ukazeme v paté kapitole této prace. OvSem diky nému

muzeme 1 nalézt kofeny rovnic, a to v pfipad¢, Ze hodnota v daném bod¢ bude rovna

vvvvvv

pfipadech, nezZ jsou pouze kvadratické mnohocleny. V nasledujicim ptikladu si ndzorné

ukazeme, jakym zptisobem dosahneme kotenu.

Priklad 1.4
M¢jme zadanou rovnici

x* —4x3 —10x2 + 28x — 15 = 0.}

! MARIK, R. [nedatovano]. Hornerovo schéma. Mendelova univerzita v Brné: Home Page of Robert

Marik. (http://user.mendelu.cz/marik/wiki/pdf/algrce.pdf , 14. 6. 2020).
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Nasim tkolem bude pomoci Hornerova schématu nalézt nulové body této rovnice, diky

kterym pak budeme schopni napsat rozklad polynomu na soucin.

Na prvni pohled neni zcela jasné, jak tento mnohoclen, ktery je normovany (koeficient
¢lenu s nejvyssi mocninou je 1) a jeho koeficienty jsou celd ¢isla, rozlozit na soucin.
Proto budeme zkouSet nékterd celd Ccisla zmnoziny déliteld cisla -15,
tj. D = {£1,+3,+5,+15}. Pokud ma dana rovnice celo¢iselna feseni, mohou to byt
jedingé prvky mnoziny D. Schéma vytvoiime tak, ze do vrchniho fadku napiSeme
koeficienty jednotlivych ¢leni mnohoclenu. V nasem piipadé¢ tedy Cisla
1, -4, -10, 25, -15. Do levého sloupce budeme psat prvky mnoziny D. NaSe schéma

bude vypadat nasledovné:

1 -4 —=10 28 — 15
-1 > 1l -5 - 15 33

1 -5 - 15 33 —48
nasobeni

s¢itani

piepsani

Hodnotu koeficientu u komponentu s nejvyssim stupném piepisi do tretiho fadku (1).
Zéroveti jej prepisi i pod hodnotu druhého koeficientu (-4). Cislo zvolené z mnoziny D
(-1) vzdy vynasobime s hodnotou v druhém ftadku (1). Tento vysledek sefteme
s hodnotou koeficientu, ktery je nad nim (-4) a ziskané ¢islo zaznamename do tfetiho
radku. Toto ¢islo piepiSeme pod dalsi koeficient a postupujeme stejnym zptisobem jako
u toho prvniho. Takto pokracujeme az do konce naseho schématu. Pokud vysledny
soucet je roven 0, jednd se o vhodné zvolené Cislo a mizeme ho nazvat kofenem
rovnice. V piipadé, ze jsme zvolili ¢islo -1, musime fici, Ze se o kofen nejedna, jelikoz

vysledny soucet je roven -48. Volme tedy jiného kandidata z mnoziny D, ¢islo 1.

1 —4 - 10 28 —15
1 1 -3 —-13 15
1 -3 —-13 15 0



Vidime, Ze hodnota, kterou jsme ziskali na konci Hornerova schématu je rovna 0 a tedy
mutizeme hovofit o kofenu naseho mnoho¢lenu x* — 4x3 — 10x? + 28x — 15. Nalezeni

kofenu se nam promitne v uprave nasi rovnice a miizeme ji zapsat jako

(x3 —3x2—13x+ 15)(x — 1) = 0.

Vyraz v levé ¢asti rovnice se sklada ze soué¢inu dvou mnohoclenti, z ¢ehoz jeden jsme
ziskali pravé diky nalezeni kofenu. Mluvime o mnoho¢lenu (x — 1). Druhy mnoho¢len
vytvotime tak, Ze snizime jeho stupent o 1 a koeficienty u jednotlivych ¢lenti se rovnaji
hodnotam tfetiho fadku v nasem schématu. Tato faze naseho postupu je u konce a my
budeme postupovat s rozkladem mnoho¢lenu (x3 — 3x? — 13x + 15) pomoci stejného
algoritmu. Opét zvolim ¢islo z mnoziny D, které by mohlo byt vhodnym kandidatem.

Vyzkousime tedy opét ¢islo 1. Do horniho fadku zapiSeme nové koeficienty.

| 1 -3 -13 15
1 1 -2 -15
1 -2 -15 0

Opét vidime, Ze vysledna hodnota je rovna 0 a 1 je tedy dal§im kofenem rovnice

a rozklad levé strany rovnice na soucin bude vypadat takto:

(x?2 -2x—-15)(x—-1(x—-1) =0.

Jelikoz posledni nerozloZzeny mnohoclen je kvadraticky, tak ho rozlozime pomoci

predchozich metod, ¢imz dojdeme k vysledku

(x+3)(x-5)x-12=0.
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Kofeny rovnice jsou

xl = _3,
xZ = 5,
X3 = 1,

kde koten 1 je dvojnasobnym kotenem.

Tyto zptsoby rozkladu mnohoclenti jsou v matematice bézné a automaticky pouzivané.
Existuje také mnoho dalSich typt rozkladt. Nas ov§em bude zajimat pouze jeden z nich.
K tomu, abychom se do dané problematiky ponofili, si musime je$té¢ ujasnit jednu

ze zakladnich matematickych operaci, kterou je sklddani funkei.

1.2 SloZené funkce

Nez si vyikneme ptfimou definici slozené funkce, pojd'me se podivat na jednoduchy
piiklad, ktery nam pfipomene, jak vypocitame funkéni hodnotu v daném bod¢. Diky
tomu pak miizeme snadnéji porozumét principu skladani funkci.

Piiklad 1.5

Méjme zadanou funkci cos?x. Nasim ukolem bude nalézt funkéni hodnotu v bodé 3.
Nasim prvnim krokem bude dosazeni ¢isla 3 do predpisu funkce, ¢imz dostavdme vyraz

cos?3. V druhé fazi vypoétu se snazime ziskat vyslednou funkéni hodnotu. Tento

proces si rozdélime na dvé ¢asti. V prvni ¢asti nejprve vypocteme hodnotu vyrazu cos3.

cos3 = 0,9986295348

V druhé &asti postupu budeme hodnotu 0,9986295348 umociiovat na druhou. Cimz

dostaneme

0,99862953482 = 0,9972609478.

Mizeme tedy fici, Zze funk&ni hodnota funkce cos?x v bodé 3 je rovna 0,9972609478.
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Pojd'me si tedy definovat, co je to slozena funkce a nasledné si ukazeme, jak tento

pojem souvisi s pfikladem 1.2.

Definice 1.2

M¢jme funkce f a g, kde
f:B =R,
g:A—-R.
a H je oborem hodnot funkce. Je-li H(g) podmnozinou B, pak funkci F ve tvaru
F=fog:A->R

nebo také

F(x) = f(g(x)

nazyvame sloZenou funkci. Tato funkce se skladd z 2 zdkladnich sloZek, jimiZ jsou
puvodni funkce f a g. Funkce f oznacujeme jako vnéjsi slozku (vnéjsi funkci) a funkci

g pak jako slozku vnitini (vnitini funkci). (Brabec — Martan — Rozensky 1989: 92)
Vratme se k ptikladu 1.5 a ukaZme si, jak v tomto ptipad¢ lze chapat funkci jako
slozenou. Mé&li jsme zadanou funkci cos?x. Jako vnitini funkci g oznac¢ime funkei cosx

a jako funkci f vné&jsi funkci x2. SloZeni téchto dvou funkci zapiSeme jako

F =f o g,nebo také jako F(x) = f(g(x)). Cili dostavame
F(x) = x? o cosx = cos?x.

Abychom problematiku sklddani funkci 1épe pochopili, uvedeme si zde jesté jeden

ptiklad.
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Priklad 1.6

M¢jme zadané funkce

f(g)=Vx+5

g(x) = Inx — x°.

Nasim ukolem je aplikovat operaci skladani funkci.

a) F(x)=f(g(x)
F(x) =f(g(x)) =yInx —x5+5

b) G(x) =g(f(x))

G(x) = g(f(x)) =InVx+5—-Vx+ 55

Diky tomuto pifikladu mizeme vidét, ze je velice dulezité, v jakém potadi funkce
skladame. Ackoliv v obou piipadech funkce f i g mély stejnou podobu, tak po jejich
sloZeni v rozdilném potadi se zapis vysledné sloZzené funkce zasadné liSi. Mizeme tedy

fici, ze operace skladani funkci neni komutativni.

Operaci skladani funkci mizeme aplikovat postupné na vice funkci. Nas bude ovSem
zajimat proces opacny a to postupné rozkladani funkci na jednotlivé slozky ¢ili zakladni

elementarni funkce.

Piiklad 1.7

Mgéjme zadany predpis funkce F(x) = sin? (\/m) Rozlozme tuto funkci
na jednotlivé elementarni funkce. V tomto piipadé je vnéjsi funkci funkce f(x) = x?
a vnitini funkci g(x) = sinvx + 3. Miizeme si vimnout, Ze se funkce g(x) je slozena
jesté z jedné funkce, kterou je odmocnina. Tuto funkci zna¢ime h a jeji predpis bude

h(x) = Vx + 3. Funkce F(x) je tedy sloZena z tiech riznych funkci a zapiSeme to

nasledovné:

F(x) = f(g(h(x))) =x2 o sinx o Vx + 3.
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2 Pojmy

V této kapitole si pfipomeneme nékteré zakladni pojmy, které budeme potiebovat
v nasledujicich kapitolach. Také je dulezité ujasnit si, jaké znaCeni budeme
Vv nasledujicich kapitolach vyuzivat, aby nedoslo ke Spatnému pochopeni zapist. Bude
nas zajimat problematika tykajici se polynomu. Pojd’'me si tedy nejprve definovat, co to
vlastné polynom je a nasledné si definujeme pojmy sloZzeny polynom a rozlozitelny

polynom.

2.1 Polynom

Hned na tivod této podkapitoly si pojd’'me uvést definici polynomu

Definice 2.1

,»Polynomem je vzorec ve tvaru
ApX™ + A X"+ o+ agx + ay,

Kde ag, a, ..., a, jsou komplexni ¢isla a x je proménna. Cisla ag, a4, ..., @, nazyvame

koeficienty polynomu.

Hodnota polynomu a,x™ + a,_1x" 1+ -+ a;x + a, vbodé a € Cje komplexni

< s o , . 2
Cislo, které ziskame dosazenim Cisla @ za proménnou x do uvedného vzorce. “

2.2 SloZeny polynom
Na zacatku této kapitoly je dilezité definovat, jaké oznaceni budeme vyuzivat.

Polynomy u(x) budeme chapat jako funkce, a tudiz jejich skladani jako skladani
funkei. Ac¢koliv jsme v definici 2.1 polynomy nadefinovali v oboru komplexnich ¢isel,

budeme se v nasledujicich kapitolach zabyvat polynomy definovanymi pouze v Q[x].

Definice 2.2

Necht u(x),v(x) a w(x) jsou polynomy, jejichz stupen je vétsi nebo roven nule,

definované v Q[x]. Polynom u(x) definovany vyrazem

2 OLSAK P. (2012). BI- Linedrni algebra [prednaska] (Praha: Ceské vysoké uceni technické).
(http://petr.olsak.net/bilin/polynomy4.pdf, 13. 4. 2020)
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u(x) = v(wk))

Nebo také
u(x) =@ o w)(x)

nazveme slozenym polynomem.

Priklad 2.1

V tomto prikladu si uvedeme konkrétni polynom, abychom néazorné vidéli, jak jeho

skladani funguje. Necht’ mame zadany polynom u(x).
u(x) = (x2+5x+2)2—12(x?+5x +2) — 7.

Tento polynom lze prezentovat jako slozeni dvou polynomu v(x) a w(x). Tento fakt

vyjadiime pomoci matematického zapisu skladani.
v(x) =x%2—12x — 7,

w(x) =x? —5x + 2,
u(x) = o w)(x) = (x2 = 5x +2)> —12((x* - 5x +2) — 7.

[ 24

M¢jme tedy polynomy v(x),w(x),y(x),z(x). Slozeny polynom u(x) tedy zapiSeme
jako

u(x) =@ e w oy e z)(x),

neboli

u(x)=v (W (y(z(x)))).

Matematickd operace skladani polynomi ma né¢kolik dutlezitych vlastnosti. Jednou
znich je kupiikladu asociativita. Druhou takovou vlastnosti je fakt, Ze pokud
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pfi skladani dvou polynomi u(x) a v(x), kde v(x) = x, je skladani téchto polynomu
komutativni a je rovno polynomu u(x). Treti vlastnost nam fika, Ze stupen slozeného
polynomu w = (u o v) je roven stupni souéinu polynomd u,v pro u #0 a v # 0.
Vsechny tyto vlastnosti vCetné¢ konkrétnich piikladii si pojd'me ukdzat v nasledujici

véte 2.1.

Véta 2.1

Necht’ jsou dany polynomy u, v, w a jsou definovany v Q[x]. Potom plati

a) Asociativita: UoWow)=(Uov)ow
Priklad 2.1:

Necht’ jsou zadany polynomy u(x), v(x) a w(x).

u(x) =x%+3
v(x) =x2—-3x—-2
wx)=x3+7

Nejprve si ukdZeme, jak bude vypadat sloZzeny polynom, pokud nejprve slozime
polynomy v(x) a w(x) a nasledné az s polynomem u(x). Nas§ vypocet bude vypadat
takto:

y1)=(wo @ow))x)=x?+3) o (x3+7)2-3x3+7)-2) =
=((3+7)?*-3(x*+7) -2 +3=(x®+14x3>+49-3x>-21-2)>+3 =
= (x®+ 11x3 + 26)? + 3 = x12 + 22x° + 173x° + 572x3 + 679.

V druhé casti piikladu si ukazme, jak by vysledny polynom vypadal, pokud bychom
nejprve slozily polynomy u(x) a v(x) a nasledné az s polynomem w(x). V tomto

pfipadé by vypocet vypadal ndsledovné:

y2(0) = (o v) o w)(x) =((x* =3x=2)*+3) o (F*+7) =
=((x3+7)?-3(x3+7)—2)2+3=43=(x*+11x3+26)?2+3 =
16



= x12 +22x° 4+ 173x° + 572x3 + 679.

Vsimnéme si, Ze oba vysledné polynomy y; (x) a y,(x) jsou totozné. Piseme tedy

y1(X) = y,(x)

b) uox=xou=u

Tato vlastnost nam fika, ze skladani dvou polynomu u(x) a v(x), kde v(x) = x, je

Vv tomto piipadé komutativni a vysledny polynom je roven polynomu u(x)

Priklad 2.2:

Zadejme si polynomy u(x) a v(x), pticemz jeden z nich bude roven x.

u(x) =x%+3

v(x) =x

Nejprve se pojdme podivat na situaci, kde fteSime skladdni polynomu u(x)

s polynomem v(x).

wi(x)=(wov)(x) =(x?+3) o (x)=x%2+3

V druhém piipadé obratme potadi polynomu a skladejme polynom v(x) s polynomem

u(x).

w() =W ow(x)=() o x>?+3)=x2+3

Miizeme pozorovat, ze polynomy w;(x) a w,(x) se sob& rovnaji a jsou taktéz rovny

ptavodnimu polynom u(x).

c) Stupen slozeného polynomu w = (u o v) je roven stupni soudinu polynomu

wvprou#0av #0.
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Tuto vlastnost si pojd'me rovnou ilustrovat na prikladu.

Priklad 2.3

V tomto ptikladu si ukazme na konkrétnich polynomech, jak funguje vySe uvedend

vlastnost. Zadejme si tedy dva polynomy u(x) a v(x).

u(x) =x%+3
v(x)=x3+7

Polynom w; (x) vypoctéme tak, Ze vyuzijeme operaci skladani polynomd.

wi(x)=wov)(x) =@W?+3) o x3+7)=(x3+7)2+3=x°+14x3+52

Vysledny polynom w, (x) dosahuje stupné 6. Pojd'me k druhému tkonu, ¢imz je ziskat

soucin polynomu u(x) a v(x).

wy(x) = (x2+3)(x3+7) =x°%+3x3 + 7x? + 21

V tomto piipadé opét pozorujeme, ze stupein polynomu w, (x) je také 6.

Dalsi dilezitou vlastnosti polynomt je, Ze jejich sklddani neni obecné komutativni.

Tento fakt zapiSeme jako

Uov FUV o U

Priklad 2.4

Vyuzijme predeslého piikladu a pracujme se stejnymi polynomy u(x) a v(x). Jiz jsme

taky zjistili, jak bude vypadat, ktery ziskdme sloZzenim u(x) a v(x).

wy (%) = (u o v)(x) = x°+ 14x3 + 52
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Polynom w, (x) ziskdme slozenim naopak polynomu v(x) s polynomem u(x).

wo(X)=(wov)(x)=x3+7) o(x?2+3)=((x2+3)3+7)
=x®+9x* + 27x% + 34

Po porovnani nami vypocitanych vysledki zjistim, Ze se polynomy w;(x) a w,(x)

nerovnaji a piSeme

wy (x) # wy(x).

Existuji ovSem néjaké vyjimky. Tyto pfipady jsou zminény v piikladu 2.6.

2.3 Rozlozitelny polynom
Jiz diive jsme si definovali, slozeny polynom. Vime tedy, Ze abychom mohli oznadit

polynom u(x) za slozeny, tak existuji polynomy v(x) a w(x) a zaroven u(x) je

definovano jako sloZzena funkce ve tvaru

u(x) = viw(x)).

Tento proces jsme si ukazali v Piikladu 2.1.

Vyraz v(w(x)) miZeme také oznacit jako rozklad polynomu u(x) a polynomim v(x)
a w(x) budeme fikat komponenty polynomu u(x). Rozkladem polynomu rozumime

proces hledani v(x) a w(x).

Definice 2.1

Necht’ polynomu u je zintegrity Q[x]. Polynom u nazveme rozlozitelnym, jestlize
existuje kone¢ny pocet polynomt g;(x), ..., gn(x), Z nichz kazdy ma stupenn vétsi nez

jedna, a takovych, ze

U=g¢gy © gn-1 °--° g1, n>1L1 (2.1)

Tato rovnice se nazyva rozkladem polynomu u(x). Jednotlivé polynomy g;(x) se

nazyvaji komponenty rozkladu. Jestlize rozklad polynomu u ve tvaru (2.1)
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neexistuje, pak polynom wu(x) nazveme nerozlozitelnym. Jestlize dosahneme
toho, ze jednotlivé polynomy g;(x) jsou nerozlozitelné, pfedstavuje tvar (2.1) uplny

rozklad polynomu u(x). (Cohen 2003: 181)

Je dulezité zduraznit, Ze komponenty g; z ptedchozi definice musi mit stupen alespon

dva. Napftiklad polynom
w(x) =4x?>+18x +22=(2x+3)?2+3(2x+3) + 4

neni rozlozitelny, jelikoz vnitini funkce, polynom 2x + 3, je pouze linearni. Podminkou
na stupent komponent v rozkladu v definici 2.1 zajistujeme, Ze se budeme zabyvat jen

takovymi rozklady, které jsou v jistém smyslu netrivialni. (Cohen 2003: 182)

V nasledujicim ptikladu si ukaZzeme piipad, kdy se bude jednat o polynom rozlozitelny.

Piiklad 2.5:

Tento ptiklad je pouze ilustracni pro pochopeni vySe zminéné problematiky. Cilem je
rozlozit zadany polynom wu(x). Zatim jes$t€¢ nebylo feceno, jakym principem toho
dosahneme, proto zde pouze naznacime postup, ale podrobnéji se mu budeme vénovat

v dal$ich kapitolach této prace.

u(x) = x8 + 4x7 + 10x° + 16x> + 29x* + 36x3 + 40x? + 24x + 39 =
= (P +x)?2+2(x*+ x))2 +12((x2 +x)2 +2(x2+x)) +39 =
= (x?+12x +39) o (x? + 2x) o (x2 +x) (Cohen 2003: 182)

Zde muzeme vidét, Ze jednotlivé komponenty jsou polynomy stupné dva, a tudiz lze

polynom u(x) oznacit za rozlozitelny.
Rozlozeni polynomu u(x) neni vzdy jednoznacné. Mize nastat piipad, kdy jeho

rozlozeni ma vice variant provedeni, a zdroven v obou piipadech se jednd o jeho

spravné rozlozeni.
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Priklad 2.6°

Na piikladu 2.6 si opét pouze ilustrativné ukédzeme, jak mohou vypadat dva odlisné

rozklady t€hoz zadaného polynomu u(x).

u(x) =x+2x*+x2+1=(x3+2x2+x+1) o (x?)
Polynom u(x) lze také rozlozit takto
u(x) =x+2x*+x2+1=>x3—-x2+1) o (x2+1).

Kazdy rozlozitelny polynom u ma nekone¢né mnoho tvart (2.1). Tato skuteCnost je

zalozena na nasledujici vlastnosti linearnich polynomd. Polynomy f(x) = mx +b
b : i , .. . .
a glx)= % -— kde m # 0, voperaci skladani funkci navzdjem inverznimi

polynomy. Plati totiz
(f e g)(x)=(g ° fHx) =x.

Pokud ma polynom u rozklad ve tvaru u = v o w, pak ma podle véty 2.1 i jiny rozklad

u=@ew)=@Wexeow)=@eo(feglew)=Wef)eo(geow). (22

Na polynomu wu(x) = x® + 2x* + x2 + 1 z ptikladu 2.6 si ukazme, jak se lze od

jednoho rozkladu dostat k rozkladu jinému.

u(x) =x+2x*+x%2+1=
=(x3+2x%24+1) o x?2 =
= (3 +2x2+1) o x 0o x? =
= (@3 +2x2+1) o ((x—1) o (x+1)) o x? =
=((3+2x2+1) o (x—1) o ((x+1) o x?) =
=3—x2+1) o (x2+1) (2.3)

¥ COHEN, J. S. (2003). Computer Algebra and Symbolic Compputation: Mathematical Methods (Natick:
AK Peters), 182
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Pro vypocet rozkladu polynomu jsou dilezité takové rozklady, v nichz ma néktera
komponenta, tj. n€ktery polynom v rozkladu ¢islo 0 jako nulovy bod. V ptikladu 2.6 je
takovym polynomem komponenta x2.

Véta 2.2°

Necht u je rozlozitelny polynom. Pak existuje jeho rozklad
U=vow
kde polynom w(o) je roven 0.

Diikaz véty 2.2°

Piedpokladejme, ze u = v o w. V piipadé, Zze w(x) # 0 zavedeme nové polynomy v’ a

w' tak, aby jejich sloZenim byl opét polynom u a zaroven platilo w'(0) = 0.

v'(x) = v(x + w(0)),
w'(x) = w(x) — w(0).

Naésledné pak mize zapsat, ze w'(0) = 0 a

(W o w)(x) =v'(W(x)) =
=v'(w(x) —w(0)) =
=v(w(x) —w(0) + w(0)) =
= v(w(®) =

= u(x)

Duikaz véty 2.2 si ukaZzme na piikladu.

* COHEN, J. S. (2003). Computer Algebra and Symbolic Compputation: Mathematical Methods (Natick:
AK Peters), 183
> COHEN, J. S. (2003). Computer Algebra and Symbolic Compputation: Mathematical Methods (Natick:
AK Peters), 183
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Priklad 2.7

M¢jme zadany polynom u(x)
x8 + 4x* + 4x? + 2x3 + 4x + 2,
ktery lze rozlozit na polynomy v(x) a w(x)

v(x) =x*+2x+2

w(x) = x3 + 2x.

Piedpokladejme, ze w(x) # 0 a zaved’'me si nové polynomy zmiflované v diikazu véty

2.2 takové, aby platilo w'(0) = 0.

v'(x) = v(x +w(0)) = (x + W(O))2 +2(x+w(0)) +2
w(x) = w(x) —w(0) = x3 + 2x + w(0)

Vzhledem k tomu, ze w'(0) = 0, miizeme psat, Ze
@Wow)x)=((x+0)2+2(x+0)+2) o(x>*+2x+0) =
=@*+2x+2)o(x*+2x) =
=xb +4x* +4x? +2x3 +4x + 2 =

= u(x).

Na tomto ptikladu tedy nazorn€ vidime, jak funguje v praxi dikaz véty 2.2.

3 Ritterova véta o polynomialnim rozkladu
Predpokladejme, ze mame dva rozdilné rozklady polynomu u:

U=V © Up_q ©.. © V3 =Wy © Wypp_1 © .. © Wy,

Ritterova véta o polynomialnim rozkladu popisuje, jaky vztah je mezi témito dvéma

riznymi podobami rozkladu. (Cohen 2003: 183)
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Véta 3.1 (Ritterova véta)®

Méjme polynom u(x) definovany v oboru Q[x].

a) Kazdé dva uplné rozklady polynomuu se skladaji ze stejného poctu
jednotlivych komponent.

b) Az na potadi jsou stupné komponent v rozkladech tejné.

Dtikaz Ritterovy véty o polynomidlnim rozkladu je velice slozity. Jelikoz naro¢nost
tohoto ditkazu je nad rdmec matematické odbornosti této bakalafské prace, nebudeme
jej tedy provadét. Pro Ctenare, ktery by se chtél této problematice vénovat hloubéji, je

W M o M W 7
moznost si dukaz nastudovat v literatufe.

Na rozdil od rozkladu polynomu na soucin ireducibilnich polynom, mohou dva tplné

rozklady polynomu vypadat naprosto odliSné.

Priklad 3.1

1) x6+2x" +x2+1=03+2x% +x+1) o (x?)
2) xS 42t a2+ 1= (2 +1) o (£ +7) 3.1)

Na tomto ptikladu si mizeme v§imnout, Ze ackoliv je kazdy Uplny rozklad jiny, tak pln¢
splnuje vSechny podminky Ritterovy véty. V obou pfipadech se rozklad sklada ze dvou
komponent a zaroven stupen jednoho je roven tfem a druhé dvéma. MiZeme Si
v§imnout, Ze se stupné jednotlivych komponent lisi v jejich potadi, jak jiz bylo uvedeno

v bodu b) Ritterovy véty. (Cohen 2003: 184)

Timto ptikladem jsme ukazali, Ze zplsob rozkladu, je zavisly na vyuziti rtiznych
linedrnich polynomt a polynomt k nim inverznich. S tim jsme se jiz setkali ve vyrazu
(2.2). Pokud bychom chtéli prejit zjednoho upIného rozkladu polynomu

na druhy, mizeme toho docilit vlozenim linearniho polynomu a jeho inverzniho

® COHEN, J. S. (2003). Computer Algebra and Symbolic Compputation: Mathematical Methods (Natick:
AK Peters), 183

! ENGSTROM, H. T. Polynomial Substitutions. American Journal of Mathematics. 1941, 63(2), 249-255
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polynomu na to spravné misto. Tento pfipad lze vidét ve vyrazu (2.3). Rozklady
nazyvame ekvivalentnimi, kdyz bude mozné od jeho rozkladu piejit k jinému s vyuzitim
skladani s linearnim polynomem. To ovSem neni vzdy mozné. Naptiklad rozklady
v ptikladu 3.1 nemiizeme nazvat ekvivalentnimi, jelikoz nelze zménit poradi stupii
vrozkladu vlozenim linedrniho polynomu a knému inverzniho polynomu.

(Cohen 2003: 184)

Mezi rlznymi uUplnymi rozklady  existuji rtizné vztahy. Nebudeme se jim
vénovat, protoZze to neni nezbytné¢ nutné pro vysvétleni a porozuméni algoritmu

rozkladu polynomu.

3.1 Racionalni rozklady

Z rozkladu polynomil na soucin ireducibilnich polynomt jsme zvykli, Ze rozloZitelnost
z4visi na t&lese, znéhoz vybirdme koeficienty. Naptiklad x? — 2 je nad télesem
raciondlnich ¢isel nerozlozitelny na soucin, ale nad télesem realnych Ccisel je

rozlozitelny, nebot’

x?—2=(x—v2)(x +V2).

Pro zaklady polynomi, jimiz se zabyvame, neni rozloZitelnost polynomu zéavisla na
oboru koeficienti, jak dokladéa nasledujici véta.
Véta 3.2

M¢jme polynom u definovany v Q[x]. Rozkladem polynomu u je u =v o w. Pak

polynom u ma ekvivalentni rozklad s racionalnimi koeficienty. (Cohen 2003: 184)

Diikaz véty 3.2

Tento dukaz je slozity a pro tcely vysvétleni problematiky rozkladu polynomt neni
stézejni. Z teéchto divodi jej zde uvadét nebudu. Dlkaz je dostupny v odborné

literatuie®, kde je podrobné popsan a vysvétlen.

8 COHEN, J. S. (2003). Computer Algebra and Symbolic Compputation: Mathematical Methods (Natick:
AK Peters), 185
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4 Algoritmus pro vypocet polynomialniho rozkladu

V této kapitole bakalaiské prace se dostdvame k jejimu samotnému jadru a jeji hlavni
casti. PopiSeme si a podrobné vysvétlime, jakym zptisobem algoritmus funguje. Cilem
algoritmu je najit kompletni rozklad polynomu u(x), pokud existuje. Pro zacatek se
pustime do rozkladu jednoduchého polynomu, jehoz rozklad budou tvorit pouze dvé
komponenty, u = v o w. V né&jakych piipadech bude mozné rozlozit polynom v nebo

polynom w.
Ptepokladejme tedy, ze mame dany rozklad u = v ° w a méjme

U(X) = Uy x™ 4+ Uy x™ L+ o+ U x + Uy,

v(x) = vpx™ + vy X+ 4 vx + vy,

Algoritmus pro polynomidlni rozklad je zaloZen na vlastnostech rozkladu, které jsou

popsany v nasledujici vété. (Cohen 2003: 188-189)

Vita 4.1°

Necht' polynom u je rozloZitelny polynom definovany v Q[x]. Pak existuje
polynomidlni rozklad u = v o w takovy, Ze polynom w spliiuje nasledujici vlastnosti.
a) 1< st. [W(x)] < st. [u(x)].
b) st. [W(x)] | st. [u(x)].
c) w(0)=0.
d) w(x) | () —up).

Diikaz Véty 4.1

Vlastnost a), ktera vyplyva z bodu c) véty 2.1, pouze ukazuje, ze oba polynomy v a w
musi byt vyssiho stupné nez 1. Vlastnost b) je taktéZ odvozena z bodu c¢) véty 2.1.
Vlastnost ¢) je pouze upravené znéni véty 2.2. Abychom mohli dokazat posledni

vlastnost popsanou v bodu d), je nutné k tomu vyuzit vlastnosti c) této véty 4.1,

u, =u(0) = v(W(O)) = v(0) = v(0).

9 COHEN, J. S. (2003). Computer Algebra and Symbolic Compputation: Mathematical Methods (Natick:
AK Peters), 189
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Diky tomu mtizeme psat, ze
u(x) —uy = ux) — vy = vw(@)"™ + v w(@)" 4+ - 4+ vyw(x).

A pokud rozdélime kazdou ¢ast w(x) na soucet, miizeme také rozdélit u(x) — u,.

Vlastnost w(0) = 0 je dostate¢nou podminkou pro to, abychom zarucili, Ze plati

w(x) | (u(x) —ugp).

Tato vlastnost ovSem neni nutnou podminkou. Mohou existovat 1 jini délitelé
u(x) —ug, ktefi nespliiuji tuto podminku, ale zaroven se diky nim Ize dostat
K rozkladu. 1 pfesto, Zze nevime, ktefi délitelé u(x) —u, nas dovedou
k rozkladu, vime, ze existuje rozklad v(x) o w(x), ve kterém jednim z d¢litelu je

pravé w(x). (Cohen 2003: 189)

Véta 4.2, kterou V nasledujicich fadkach uvedeme, pomize ukazat zpusob, jak dostat
v(x) a budeme moci vyzkouset, zda existuje né&jaky délitel w(x) vyrazu
u(x) — uy, diky némuz ziskame rozklad daného polynomu.

Véta 4.2

Predpokladejme, ze polynom u definovany v Q[x] muzeme rozlozit a jeho rozklad
zapiSeme jako u = v o w. Pak polynom v je dan polynomialnim rozsifenim polynomu
u vhledem k polynomu w. Toto polynomialni rozsifeni ma koeficienty, ve kterych neni

pfitomno x.

Diikaz Véty 4.2

Pokud u = v o w, pak dostaneme

u(x) = v,w(@)™ + vy w(@)" 1+ -+ vyw(x) + wy,
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kde koeficienty v; jsou raciondlnimi ¢Cisly. Tento vyraz ale pouze reprezentuje
polynomialni  rozSifeni polynomu u vzhledem kpolynomu w. Obecné
plati, Ze koeficienty po polynomidlnim rozsifeni mohou byt zavislé¢ na x. Ale jelikoz
V naSem pifipadé mame dano, ze vSechny koeficienty v; jsou racionalni ¢isla. Z tohoto

divodu u nich x pfitomno neni. (Cohen 2003: 190)

Diky ptedchozim vétam (Véte 4.1 a VeEte 4.2) mazeme pokracovat dale v hledani
zpusobu, jak bezpecné najdeme postup, kterym se dostaneme az k rozkladu polynomu
u(x). Nejprve musime najit skupinu riznych polynomidlnich déliteli vyrazu
u(x) — uy. Abychom ur¢ili tyto délitele, je nutno nalézt vSechny mozné ireducibilni
komponenty vyrazu u(x) —u,. Nasledné pak musime spravné zformulovat nase
vysledky hledani vSech komponent. Je dilezité, aby se komponenty v nasem vysledku
neopakovaly. Také je nutno zminit, Ze v naSem piipad¢ pfi vyndsobeni polynomu w
jakymkoliv racionalnim ¢islem ¢ neziskam nového délitele. Diky tomu vime, Ze je
dostacujici uvazovat pouze normované délitele. Napiiklad si vezméme skupinu riznych

polynomialnich délitelti vyrazu 3(x — 1)(x — 2)?, kterou je nasledujici mnozZina.

S={x—-1,x—-2,(x—1D(x—-2),(x—-1(x—2)2}.

Vzhledem k tomu, Ze v§echny nami nalezeni d¢litelé spliiuji vlastnosti a), b) a d) z véty
4.1, se stavaji moznymi kandidaty na hledany polynom w(x). V dal§im kroku mizeme
o kazdém naSem kandidatovi w(x) z mnoziny S fici, Ze tvoii polynomidlni rozsifeni.
Jestlize vSechny koeficienty v; neobsahuji x, pak polynom v a polynom w davaji
dohromady rozklad polynomu u. V opaéném piipadé, kdy neexistuje zadny délitel
z mnoziny S, ktery by nas za této podminky dovedl k roz§ifeni, oznac¢ime polynom u

nerozlozitelnym. (Cohen 2003: 190)

Priklad 4.1%°

M¢jme zadany polynom u(x) definovany v Q[x]. Cilem pocitani bude ziskat Gplny

rozklad polynomu u(x).

u(x) =x°+6x* +3x3+9x2+9x+5

19 COHEN, J. S. (2003). Computer Algebra and Symbolic Compputation: Mathematical Methods (Natick:
AK Peters), 190
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Ztohoto polynomu vyplyvd, Zze u(x)—u(0) =u(x)—5. Postupujeme dale

a zjiStujeme, ze komponenty polynomu u(x) — 5 mohou byt kuptikladu

u(x) —5=x(x?+3)(x3 + 3x + 3).

Ted’ ur€eme mnozinu déliteli tohoto polynomu.

S={x,x(x*+3), x3+3x+3,x(x3+ 3x + 3), (x? + 3)(x3 + 3x + 3),
x(x? 4+ 3)(x3 + 3x + 3)}.

Podaftilo se nam urcit vSechny mozné kandidaty na w(x). Pfesto pouze jediny délitel
spliuje vSechny naSe podminky znamé jiz zvéty 4.1. Jedna se o délitele
w(x) = (x? + 3). Dale tedy budeme pracovat pouze stimto délitelem. Abychom
zjistili, zda nam tento vyraz pomuize k dosazeni vysledné¢ho rozkladu, musime nalézt
polynomialni rozsiteni polynomu u vzhledem k polynomu w. To se nam povede
pomoci pocitacové funkce Polynomial_expansion(u, w, x, t) kupfikladu v programu

Maple ¢i programu Mathematica. Dostavame vysledek
v(t) =t? + 3t + 5.
Ve chvili, kdy vime, ze vSechny koeficienty v(t) neobsahuji x, dostavame rozklad
u=v(x) o wx)=(x3+3x+5) o (x3+ 3x).
V nasi mnoZiné€ dé€litelti ovSem nalezneme dva jiné délitele, ktefi sice nespliuji vSechny
vlastnosti z Véty 4.1, ale spliuji pouze tii z nich, a to vlastnosti a), b) a d). Jedna se o
tyto délitele:

x*>+3, x3+3x+3.

V piipad¢, ze je vyuzijeme K hledani rozkladu, jejich polynomidlni rozsifeni bude

vypadat nasledovné.
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a) wkx)=x34+3x+3,v(t)=t>—-3t+5
b) w(x) =x2+3,v(t) =t3—3t? + 3xt + 5.

Jelikoz v ptipadu a) je ve vyrazu v(t) absence x, ziskame tim dal$i podobu rozkladu

puvodniho polynomu v podobé¢

u=v(x) o wx)=((x?-3x+5) o (x> +3x+3),

ptrestoze w(0) # 0. V opacném piipadé, kdy v polynomu v(t) bude obsazeno x, se nam

nepodafi ziskat piislugné rozsifeni s polynomem w(x) = x? + 3.

Piiklad 4.2"
Necht’ mame zadany polynom u(x) definovany v Q[x]

u(x) = x* + x3 + 3.

Nasim ukolem je nalézt uplny rozklad polynomu u(x). Pokracujme tedy ve vypoctu.

u(x) —u(0) =ulx) —3
u(x) —3=x3(x+1)
S={x,x+1L,x(x+1),x%x2(x+1),x3x3(x + 1)}

Jedini délitelé, ktefi spliuji vSechny podminky Véty 4.1, jsou wqi(x) = x(x+1)
a wy(x) = x2. Vysledkem polynomialni rozsifeni polynomu u vzhledem k polynomu

wi(x) je

v(t) = 3 — xt — t2.

Vysledkem polynomialniho rozsifeni polynomu u vzhledem k polynomu w,(x) je

v(t) = 3 + xt + t2.

1 COHEN, J. S. (2003). Computer Algebra and Symbolic Compputation: Mathematical Methods (Natick:
AK Peters), 191
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Miuizeme si povSimnout, Ze v obou piipadech je polynom v(t) zavisly na x. Z ¢ehoz
dojdeme k zavéru, ze polynom u(x) nelze rozlozit v zavislosti na nami zjisténych

délitelich. Tedy polynom u(x) nazveme nerozlozitelnym.

4.1 Uplny rozklad polynomu

V této Casti kapitoly se budeme vénovat algoritmu, diky kterému dokazeme rozlozit
polynom tplné. Budeme tedy hledat takovy rozklad, ze jeho jednotlivé komponenty
tvotené polynomy nizsich stupnii budou jiz dale zaruc¢ené nerozlozitelné. Diky tomuto
algoritmu najdeme posloupnost, ktera bude obsahovat dale jiz nerozlozitelné polynomy
91, 92, -+ Gp, Kde pro p plati, Ze musi byt vétsi nez 1. Vyjadieni tohoto vztahu bude pak

vypadat nasledovné:

U=g9gp ° gp-1 °..° gr,p > 1.

V ptipadé, ze se nam posloupnost nepodafi najit, ozna¢ime plvodni polynom
za nerozlozitelny. Je dilezité zdiraznit, ze nasim hlavnim cilem je dosahnout rozkladu
postupné. Hledame peclivé jednotlivou komponentu za komponentou, abychom Zadnou
znich nevynechali. Nize si také ukazeme, ze je mozné uspotadat jednotlivé casti

rozkladu tak, aby kazda z dil¢ich ¢asti sloZzeni

g;° g4 °°9gpl=si<p,

byla délitelem w —uy, kde komponenty g;jsou ziskany pomoci polynomidlniho
rozsiteni. Touto problematikou se budeme zabyvat ve vété 4.3 a vété 4.4. Musime
zajistit, Ze kazdy polynom g; je nerozlozitelny diky aplikovani podminky minimalniho
stupné na délitele vyrazu u —uy. To vSe provedeme na zdkladé véty 4.5.

(Cohen 2003: 193)
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Pojdme si tedy wvysvétlit, jak nalezneme komponenty g;(pro i <p)
za predpokladu, 7e komponenty gi,95,...,gi—1 mohou byt nalezeny. (Posledni

komponent g,, vypocitdme jinym zptisobem.) Pro zjednoduseni zdpisu méjme

U=gp ° Gp-1°-°Fi+1 ° i ° gi-1°° g1 =R g; o C,
kde
C=gi-1°.°01
je prozatimni rozklad a
R=0p° gp-1°-° Gita

je rozklad, ktery ndm ziistane poté, co nalezneme polynom g;. V ptipadé€, ze i = 1,
zahrneme C do x. Jestlize i <p, pak mizeme piedpokladat, ze st. [R(x)] > 0.
(Cohen 2003: 193)

Vita 4.3%2

Necht’ je dan polynom u definovany v Q[x]. Polynom u miZeme rozlozit jako
u=R o g; oC.

Pak pro i < p je mozno vybrat polynom g;, ktery bude spliiovat nasledujici vlastnosti.

a) st. [c(x)] < st. [(gi ° C)(x)] < st. [u(x)].
b) st.[(gi e O]l st.[uw]-

) (gi ° €)(0) =0.

d) (gi ° O) [(ux) —uo).

12 COHEN, J. S. (2003). Computer Algebra and Symbolic Compputation: Mathematical Methods (Natick:
AK Peters), 193-194
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Véta 4.3 nam naznacuje, ze muzeme najit g; o C diky nasemu zkoumani d¢litela
vyrazu u(x) —uy. Musime upozornit, Ze v tomto piipadé neziskdme polynom g;
pfimo, tak jak tomu bylo u nékterych délitelts vyrazu u(x) — uy. Misto toho ziskame
slozeny polynom g; o C. Je to stejné jako to, co jsme provadéli v dvou krokovém
algoritmu, protoze ve chvili, kdy pocitime g,, tak C je zahrnuto do x a my ziskame g,

ptimo. (Cohen 2003: 194)

Uved'me si dalsi vétu, kterd nam ukéaZe cestu k vypocitdni polynomu g;z g; o C
a poskytne nam postup, diky kterému budeme moci fici, zda néktery z nami zkouSenych
délitelt vyrazu u — u, piispé&je k rozkladu polynomu.
Vita 4.4°
Piedpokladejme, Ze polynom u definovany v Q[x] mizZe byt rozlozen jako R o g; o C.
a) Polynom R je nalezen diky vypoctu polynomialniho rozsiteni polynomu u za
podminky g; o C. Toto polynomialni rozsifeni ma koeficienty, které neobsahuji
proménnou X.
b) Polynom g; je nalezen diky vypo¢tu polynomialniho rozsifeni polynomu g; o C

za podminek C. Toto polynomidlni rozsifeni ma koeficienty, které neobsahuji

proménou X.

Diikaz véty 4.4
Nejprve pojd'me dokézat prvni ¢ast Véty 4.4 a to bod a). Méjme:

r =145 + 1o x5+ 4 1.

Pozorujme, Ze

u=Ro g o C=r(g:(0)) +Ts—1(9i(c))s_1 + -+,

3 COHEN, J. S. (2003). Computer Algebra and Symbolic Compputation: Mathematical Methods (Natick:
AK Peters), 194

% COHEN, J. S. (2003). Computer Algebra and Symbolic Compputation: Mathematical Methods (Natick:
AK Peters), 194-195
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coz je jedind moznost polynomialniho rozkladu polynomu u za podminek g,(C).
Jestlize koeficienty rg,75_4,...,7¢ jsou raciondlni Cisla, pak neobsahuji proménou x.
Ackoliv si mizeme povSimnout, ze bod a) této véty je velice podobny véte 4.2
ve smyslu dvou krokového algoritmu, mizeme vidét, ze R je pouze soucasti rozkladu
ve chvili, kdy hleddme posledni komponent g,. Pro ostatni komponenty g;, kde

i < p, je tfeba pouze zkontrolovat, zda koeficienty R neobsahuji proménnou x.
V druhé ¢asti dikazu se vénujme bodu b). Méjme:
9,(0) = a,x? + ap,_1xP71 + -+ agx + ay.

Pozorujme, Ze

(gi ° O)(x) = a,(C(x)" + ap_l(C(x))p_1 + -+ a;C(x) + ag, (4.1)

coZ je jedina moznost polynomidlniho rozkladu vyrazu g; o € za podminek C.
Proto, aby polynom g; byl komponentou, musi byt splnéna vlastnost, ze jeho

koeficienty musi byt raciondlni ¢isla. Z tohoto diivodu neobsahuji proménnou x.

Diky nasledujici vété ziskame cestu k vhodnému ziskani g; ° C takovou, aby polynom

g; byl nerozlozitelny.

Véta 4.5%

Necht' je dan slozeny polynom u =R o g; o C a ptedpokladejme, Zze g; o C je

Vv

podminky uvedené ve VéEte 4.3 a VEt€ 4.4. Pak lze fici, Ze g; je nerozlozitelny polynom.

> COHEN, J. S. (2003). Computer Algebra and Symbolic Compputation: Mathematical Methods (Natick:
AK Peters), 195

34



Diikaz véty 4.5%°

Jestlize g; je rozloZitelny polynom, pak mizeme ukézat, Ze vyraz g; o C nespliluje

SV

podminku  nejniz§tho  stupné¢ polynomu. Abychom to mohli nalezité

dokazat, ptedpokladejme, ze polynom g; je rozloZitelny jako

gi=Ww o,

kde st.[v] > 1 ast.[wey| > 1. Z toho vyplyva, Ze st. [w] < st. [gi(x)]. Nasledng&

tento rozklad dosadime do vyrazu slozené¢ho polynomu u z véty 4.5. Tento tvar bude

vypadat nasledovné:
U=RogioC=RowovoC(.

Aby se nam Iépe s timto vyrazem pracovalo, umistime do né&j zadvorky a bude vypadat

takto:
u=(R ow) o (vo ().
Diky vlastnostem, které jsme uvedli ve vété 4.1 (konkrétné vlastnosti w(0) = 0)

mizeme piedpokladat, Ze plati rovnost (v o €)(0) = 0. To by znamenalo, Ze vyraz

(v o C) je délitelem vyrazu u — u,. Jestlize pak plati, ze

st. [(v ° C)(x)] = st. [‘U(x)] - st. [C(x)] < st. [gi(x)] - st. [C(x)] = st. [(gi ° C)(x)],

cv v

muZeme oznacit polynom g; jako nerozloZitelny polynom.

® COHEN, J. S. (2003). Computer Algebra and Symbolic Compputation: Mathematical Methods (Natick:
AK Peters), 195
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Pojd’'me si udé¢lat malé shrnuti problematiky, se kterou jsme se pravé seznamili. VéEty,
které jsme si zminili v této Ctvrté kapitole, ndm ukazuji zpasob, kterym bezpecné
nalezneme kompletni rozklad polynomu u(x). Nejprve je nutné nalézt vsechny délitele
vyrazu

u — uy. Abychom byli schopni najit polynom g;, musime zahrnout C do x a nalézt
délitele w vyrazu u —uy Snejniz§im stupném. Tento délitel w musi spliovat
podminky, které jsou uvedeny ve vété 4.3 a vété 4.4, V piipadé, ze dojde k rovnosti
C = x, rovnou dostavame pozadovany vysledek a muzeme tvrdit, ze g; = w, jako tomu
bylo pfi dvou krokovém piipadé. Pokud zjistime, Ze neexistuje zadny délitel w, jsme

nuceni polynom u oznacit jako nerozlozitelny.

Abychom spocitali g; (1 < i < p), berme prozatim C = g;_; © .. o g, jako rozklad
a polynom w ozna¢me délitelem vyrazu u — u, nejnizsiho stupné. D¢litel w spliuje
podminky zminéné ve Vét€ 4.3 a Vete 4.4. V tomto piipadé je naSi snahou nalézt
polynom g; pomoci polynomialniho rozsifeni polynomu w Vv zavislosti na C. Postup
bude stejny, jako tomu bylo v rovnici (4.1). Jestlize neexistuji zadni délitelé w, pak C
obsahuje prvni zkomponenti rozkladu, a to p—1. Zbyvd vypocitat posledni
komponent, kterym je polynom g,. Polynom g,, ziskdme diky vypoctu polynomialniho

rozsifeni polynomu u Vv zavislosti na C. (Cohen 2003: 195-196)

Pojd’'me si opét ukazat vSe na prikladu.

Piiklad 4.3
M¢jme zadany polynom

u(x) = x8 +4x7 + 6x° +4x> +3x* +4x3 + 2x2 + 1

Polynom u(x) — 1 rozlozime na jednotlivé délitele a situace bude vypadat takto:

u(x) —1=x2(x*+ 2x3 + x2 + 2)(x + 1)2.

" COHEN, J. S. (2003). Computer Algebra and Symbolic Compputation: Mathematical Methods (Natick:
AK Peters), 196-197
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Ackoliv existuje celkem 17 riznych déliteli polynomu u, my diky pozadavkim z véty

4.3 mizeme tento pocet zuzit pouze na délitelt 5. Témito péti dilezitymi déliteli budou

X%, x?+x, x2+2x+1, x*+2x3 +x?, x*+2x3 +x% + 2.

Abychom vypocitali polynom g;, uréeme si, ze C = x a berme v tvahu, ze se mezi
nasimi péti déliteli vyskytuji tii, ktefi jsou stupné 2. Proto tedy mame tfi moznosti, jak

vyjadfit vyraz g, o C:

a) g, o C=x?
R=t*+(4x+6)t3+(4x+3)t?+2t+1
b) g, o C=x%+x
R=t*+2t>+1
C) groC=x*+2x+1
R=t*+Q2—-40)t3+ (-1 —4x)t> + (-2 —4x)t +1

Pravé jsme si v jednotlivych pifipadech vyjadfili R diky polynomidlnimu rozsifeni
Vv zavislosti na parametru t, abychom jasné rozlisili koeficienty, které mohou byt zavisly
na proménné x. (V piipadé€, ze C = x, dostavame g; o C = g, a Vv této situaci se nam
nepodafi vypoctem ziskat polynomiélni rozsifeni vyrazu g, o C.) Jestlize R ve vyrazu

b) je jediny polynom, ktery neobsahuje proménou x, volime pro dalsi postup

g1 ° C=x%*+x.

A v ptipadé, ze C = x, dostdvame

g1 = x% +x.

Polynom g, jsme jiz nalezli, ted pojd'me postupovat dale. Nasi snahou bude najit
polynom g,. UrCeme si, ze C = g; a vSimnéme si, ze mezi naSimi péti deliteli se
nachazeji dva, které dosahuji stupné 4. Lze tedy fici, Ze kazdy z téchto dvou déliteld, je
pfipadnym kandidatem na polynom g, o C. Opét proved'me polynomiélni rozsifeni pro
kazdy z nich, jako tomu bylo ve vété 4.4. Mame tedy opét dvé podoby R.

a) g, o C=x*+2x3+x? g, =t?

37



R=t>+2t+1
b) g, o C=x*+2x3+x2+2,g,=t*+2
R=t?-2t+1

V obou ptipadech vidime, Ze g, i R jsou bez proménné x. Diky tomu vime, Ze oba tyto
délitelé nam ptisp&ji k rozkladu polynomu u. Vyuzijme situaci v bodu a) s pouzitim
substituce x =t. Tim dostaneme g, = x2. Pokud neexistuji Zadni dal$i piipadni
délitelé, ziskame lehce 1 polynom g;. Jeho podobu zjistime jednoduSe. Aplikujeme
stejny princip vypoctu jako v piipadé polynomu g,. Za pomoci substituce x = t v bodu

b) dostavame tedy

gs =x*+2x+1.

Zadni dalsi délitelé nepiipadaji v uvahu, pokud chceme dosahnout uplného

polynomidalniho rozkladu. Jsme tedy u konce a nas vysledek zapiSeme nasledovné:

u(x) = (x> +2x+1)°(x?) o (x% + x).

5 Uziti rozkladu polynomu

Rozklad polynomi miiZze napomoci kupiikladu k vypoctu jejich hodnot v daném bodé¢.
Maéame vice moZnosti, jakym zpisobem toho Ize dosdhnout. Prvnim z nich je pouhé
dosazeni do zadan¢ho polynomu. Druhou moZnosti je vyuzit Hornerovo schéma.
Vzhledem k jadru této bakalafské prace je nutno zminit i tfeti moznost, kterou je opé&t
dosazeni do polynomu, ale vtomto pfipadé do polynomu v rozloZzeném tvaru.
V nésledujici ¢asti této kapitoly si uvedeme piiklad konkrétniho polynomu
a vypocitame jeho hodnotu v daném bod¢ vSemi tiemi zptsoby, abychom si ukazali

efektivnost jejich postupt.
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5.1 Vypocet hodnot polynomii
M¢jme zadany polynom u(x)

u(x) = x® — 6x* + 11.

Nasim cilem pocitani, bude ziskat hodnotu tohoto polynomu v bodé¢ 1. Vysledku
muzeme dosdhnout diky riiznym metodam vypoctu. Pojd'me si ukézat piiklady téchto

postupii.

5.1.1 Dosazeni do zadaného polynomu v klasickém tvaru
Vypocet hodnoty polynomu dosazenim do zadani je nejjednodussi varianta, kterou tento
problém muizeme feSit, pokud piiklad pocitame rucné, bez vyuziti raznych

matematickych programd.

u(x) = x8 —6x* + 11
u(1)=18—-6-1*+11=6

Diky lehkému vypoctu jsme zjistili, ze hodnota zadaného polynomu v bodé€ 1 je rovna

6. Pojd’'me si ukézat druhou metodu vypoctu.

5.1.2 Vyuziti Hornerova schématu

Hornerovo schéma jsme si jiz popsali v prvni kapitole této bakalaiské prace. Princip,
kterym se budeme snazit dosahnout vysledku, tedy jiz zname. Pojd'me si ukazat, Ze
vytvofenim Hornerova schématu ndm vyjde stejny vysledek, jako v metod¢ dosazeni

do zadani.

1 0 0 0 -6 0 O 0 11

1 1 1 1 1 -5 -5 -5 -5
1 1 1 1 -5-5-5-5 6

Po peclivém vypocitani Hornerova schématu jsme zjistili, Ze hodnota zadaného

polynomu v bodé 1 je rovna 6.
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5.1.3 Dosazeni do rozloZeného polynomu

Pokud dostaneme zadany rozlozeny polynom, je proces dosazovani do tohoto vyrazu
velice snadny. Proto neni nutné polynom sklddanim piepisovat do zékladniho tvaru.
Postup bude vypadat nasledovné. Dosazovanim a skladanim jiz konkrétnich vyslednych
hodnot jednotlivych polynomii, dosdhneme jednoho ciselného vysledku. Toto ¢islo pak
nazveme hodnotou polynomu. Ukazme si tuto variantu dosazovdni na zadaném

prikladu.

u(x) = x8 —6x* + 11
u(x) = (x2 —2x+3) o (x2—2) o (x?)

Pokud chci zjistit hodnotu polynomu v bodé 1, musim ho dosadit nejprve do polynomu
(x?). Cimz dostanu piiklad 12 a mohu fici, Ze hodnota tohoto polynomu je rovna jedné.
Postupuji dale a ziskanou hodnotu dosadim do dalsiho polynomu, kterym je (x? — 2).
Vyposétem (12 — 2) dostanu vysledek (-1). Posledni ¢4sti naseho piikladu je dosazeni
hodnoty (-1) do posledniho polynomu (x2 — 2x + 3). Jsme V zavéru naSeho snaZeni
a na zakladé¢ vypoétu ((—1)? —2(-1)+3)=(1+2+3) =6 mizeme vyiknout

zaveér. Hodnota zadaného polynomu v bod€ 1 je rovna 6.

5.1.4 Zhodnoceni metod

Vsimnéme si, ze pii vyuziti vSech tfech zplsobd uréovani hodnot polynomu jsme
dosahli stejného vysledku, ackoliv jsme vyuzili rozdilné postupy. V nasem ptipadé, kde
se jednalo o polynom u(x) = x® — 6x* + 11, byl pro nas ¢asové nejvyhodnéjsi vyuzit

metodu dosazeni do zadaného polynomu v klasickém tvaru.

V jinych ptipadech tomu miiZze byt ale pravé naopak a tato metoda se jednoduchou
muze pouze zdat. V téchto situacich je potfeba umét vyuzit i jiné postupy feseni. Kdyz
bude zadan slozity polynom vysokého stupné, tak se snadno pii dosazovani
do rozlozeného polynomu miize stat chyba. Pocitat kuptikladu vysoké mocniny cisla 8
muze byt velice narocné. Z tohoto diivodu doporucuji vyuzit metodu jinou. Kdyz se
zamyslime nad vyuzitim Hornerova schématu, dojde ndm, Ze se jedna o postup rychly
a krasn¢ graficky zpracovatelny. Tézké chvile pfi vypoc¢tu nam ale nastanou tehdy, kdy
polynom bude mit vysoky stupen a bude obsahovat mnoho komponent. Znazornit

Hornerovo schéma pro vypocet hodnoty polynomu vysokého stupné, kterym je
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napiiklad (x5 + x* + 7x13 — 4x11 — 3x10 + 2x% — x7 — 5x% + x* — x3 + 3), bude
velice zdlouhavé a narocné. Z téchto divodi bych doporucila vyuzivat posledni
metodu, kterou je dosazeni bodu do polynomu v rozlozeném tvaru. Pokud mame
polynom zadany v klasické rozlozené formé, musime nejprve jeho rozklad ziskat. Tento
rozklad ziskame pomoci algoritmu pro uplny rozklad polynomu, ktery jsme si spolecné
popsali jiz v predeslych kapitolach. Druhou moznosti, jak rozklad ziskat, je vyuziti
matematickych programu, které tuto funkci nabizi. Mezi programy, které lze pro tyto
vypolty vyuzit patii Maple, Matematica ¢i Maxima. Pokud bychom si nechtéli
programy stahovat do pocitace, 1ze vyuzit jinou alternativu, kterou je Wolframaplha,
Vv kterém je snadné pocitat piiklady rizného rdzu véetné rozkladu polynomu. Pro vyuziti
tohoto programu nam sta¢i pouze navstivit jeho stranky a pracovat v ném on-line

bez stahovani.

5.2 Priklady

Tato podkapitola ndm nabidne ukazku ptiklad, kde se budeme snazit vypocitat
hodnotu polynomu v daném bodé. Pro dosazeni vysledku budeme vyuzivat rizné
metody, které jsme si uvedli v kapitole 5.1.

Piiklad 5.1
Necht médme zadany polynom ve tvaru
u(x) = x® — 6x° + 15x* — 15x3 + 9x — 1.
Nasim ukolem bude urcit hodnotu polynomu u vbodé 7. Pro tento piiklad vyuziji
metodu dosazeni do rozlozeného tvaru polynomu u. Ukazeme si, jak lze jednoduSe

ziskat tento rozklad pomoci programu WolframAlpha. Postup je velice snadny. Poté, co

program na internetu vyhledame, pfejdeme na jeho domovskou stranku viz. obrazek 1.
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a8 https://www.wolframalpha.com/

UPGRADE TO PRO v

3% WolframAlpha

LEnter what you want to calculate or know about B

ffs Extended Keyboard % Upload i Examples >4 Random

Compute expert-level answers using Wolfram’s breakthrough
algorithms, knowledgebase and Al technology

Mathematics» Science & Technology » Society & Culture Everyday Life»
% Step-by-Step Solutions 5& Units & Measures (% People (?\ Personal Health
%ﬁ! Elementary Math ﬁ Physics g@ Arts & Media Personal Finance
5 sl
x2] Algebra ‘,;\?: Chemistry [ Datesé&Times b’ Surprises
i ) ) $F o WC. o 5 .
/-/ Plotting & Graphics @Q} Engineering hg?ﬁg Words & Linguistics o= Entertainment
A 2 'y
_[w-f\ Calculus & Analysis A's Computational Sciences a Money & Finance .i’:; Household Science

Obriazek 1 - Wolframalpha - domovska stranka

Na této strance si miizeme vSimnout, Ze program nabizi vice funkci v pfirodovédnych
oborech. Nas ovSem budou zajimat pouze funkce matematické. Abychom nemuseli
hledat konkrétni funkci pro rozklad polynomu, tak si fekneme, co zadame
do piikazového okna. Pro nas je dulezity piikaz , decompose”. Za tento piikaz
napiSeme do zavorek piisluSny polynom a po stisknuti klavesy ,,Enter* na klavesnici
nam program tento polynom rozlozi viz. obrazek 2. V piipad¢, Ze polynom je

nerozlozitelny, program ndm to sdéli.
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P& WolframAlpha

decompose (x"6-6*x"5+15%x"4-15%x*3+9*x-1) a8

2 Upload it Examples >3 Random

Ifs Extended Keyboard

Input
decompose  x®-6x°+15x*-15x7 +9x-1

Result:
(x* +3x-1)e(x’ -3x% +3x)

&, Download Page POWERED BY THE WOLFRAM LANGUAGE

I H tion about using Wolfram|Alpha? '
;/\ ave a question about using Wolfram|Alpha Give us your feedback »
—c

Contact Pro Premium Expert Support »

Obriazek 2 - Wolframalpha - rozklad

V obrazku 2 mizeme vidét, Ze ndmi zadany polynom je rozlozitelny a jeho rozklad

vypadé nasledovné:
u(x) = (x2+3x—1) o (x3—3x? + 3x)
Do tohoto rozkladu dosadime zvoleny bod 7.
u(7) = 47739
Dosahli jsme vysledku a muizeme tedy fici, ze hodnota zadané¢ho polynomu
u(x) = x%—6x>+15x* —15x>+9x—1 je vbodé¢ 7 rovna ¢&islu 47 739.
Pro kontrolu, dosad'me ¢islo 7 do zadaného polynomu v piivodnim tvaru.
u(7)=7°-6-7"+15-7*-15-7+9-7—-1 =47 739
Vysledna ¢isla se u obou dvou postupti rovnaji, a tudiz fekneme, Ze se jedna o spravné

vysledky.
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Kdybychom chtéli vyuzit Hornerovo schéma, bylo by to vtomto ptfipadé slozité
a zdlouhavé, jelikoz zde pocitdme s vysokymi koeficienty a snadno bychom mohli

udélat chybu pii vypoctu.

Priklad 5.2

M¢jme zadany polynom
u(x) = x1? — 6x1° + 21x8 — 44x° + 63x* — 54x? + 28

RozloZzme polynom u(x) a vypoctéme jeho hodnotu v bodé 2. V tomto piipadé vyuzit
Hornerovo schéma opét neni vhodné, jelikoz primarnim ukolem je rozlozit polynom
u(x), k ¢emuz nam schéma nepomuze. Polynom u(x) rozlozime pomoci programu
Wolframalpha a nasledné do rozlozeného tvaru polynomu u(x) dosadime bod 2.
Pro kontrolu vysledkd, budeme postupovat jako v piikladu 5.1 a dosadime bod 2

i do sloZeného tvaru polynomu u(x).

3% WolframAlpha

decompose (x12-6x*10+21x*8-44x"6+63x"4-54x"2+28) =]

[fa Extended Keyboard % Upload 13t Examples >3 Random

Input:
decompose = x2-6x' +21x% -44x® + 63 x* -54 % + 28

Result:
(x* +9x% + 27 x + 28)o(x* - 2x)ox?

& Download Page POWERED BY THE WOLFRAM LANGUAGE

—

Have a question about using Wolfram|Alpha? .
i/\ i 4 . g _ IAlp Give us your feedback »
Contact Pro Premium Expert Support » - 4

Obrazek 3 - Wolframaplha - rozkald 2
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Na obrazku 3 vidime, Ze rozkladem zadaného polynomu u(x) je

u(x) = (x3 +9x2 + 27x + 28) o (x% —2x) o x2.

Do tohoto tvaru dosadim bod 2, ¢imz ziskdm nésledujici vypocet hodnoty polynomu

u(x) v daném bode.

u(2) =512+ 576 + 216 + 28 = 1 332

Pro jiz zminovanou kontrolu dosadime bod 2 do rozlozeného tvaru polynomu u (x).

u(2)=22-6-210+21-28-44-.25+63-2*—-54-22+28=1332

Opét vidime, Ze jsme dosahli shodnych vypocti.

Piiklad 5.3

M¢jme zadany polynom
u(x) =x% —2x> + x3 +4x%2 +3x - 2
Vypocitejme hodnotu polynomu v bodé (-2). Pro tento vypocet vyuzijme metodu

dosazeni do zadani V klasickém tvaru polynomu a nasledné¢ vysledek ovéfme

vytvofenim Hornerova schématu.

u(=2)=(-2)-2-(-2)°+(-2)*+4-(-2)2+3-(-2) -2
=64+64—8+16—6—2=128

Po dosazeni jsme dospéli k vysledku, Zze hodnota zadaného polynomu u(x) v bodé (-2)

je rovna 128. Pojd'me vytvorit Hornerovo schéma a vysledky postupt porovnejme.

1 -2 0 1 4 3 =2

-2 1 -4 8 —15 34 -—65
1 -4 8 —15 34 —65 128
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Vysledky v obou ptipadech se rovnaji ¢islu 128. Lze tedy tvrdit, Ze jsme postupovali
spravné a hodnota polynomu u(x) = x® — 2x> + x3 + 4x%2 + 3x — 2 vbodé (-2) je

rovna 128.

Priklad 5.4

Vezméme si polynom z piikladu 5.3 a rozlozme ho pomoci programu WolframAlpha

a Maxima.

Zadejme tedy piikaz k rozloZeni polynomu u(x) = x® — 2x® + x3 + 4x2 + 3x — 2
do programu WolframAlpha (obrazek 3).

& WolframAlpha

decompose (x*6-2*x"5+x"3+4*x 2+3*x-2) =]

ffs Extended Keyboard * Upload it Examples ¢ Random

Input:
decompose  x®-2x°+x*+4x% +3x-2

Result

No decomposition found

&, Download Page POWERED BY THE WOLFRAM LANGUAGE

Have a question about using Wolfram|Alpha? .
A : - Give us your feedback »
Contact Pro Premium Expert Support » —

Obrazek 4 - Wolframalpha - nerozlozitelny polynom

Z obrazku 4 je patrné, ze program nenaSel vhodny rozklad polynomu u(x), tudiz si

dovolime tvrdit, Ze zadany polynom u(x) je nerozlozitelny.
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5.3 Reseni rovnic vyjadirené v radikalech
Na zacatku této kapitoly se budeme zabyvat jednoduchymi algebraickymi rovnicemi,

které nazyvame binomické. V nasledujici ¢asti si ukdzeme, jak nam rozklad polynomt

pomuze k nalezeni kotfend vyjadienych v radikalech.

5.3.1 Binomické rovnice
Pojd’'me si nejprve definovat, co to binomicka rovnice je a n¢které dulezité pojmy, které

S touto problematikou souvisi.

Definice 5.1'®

Binomicka rovnice je rovnice ve tvaru
ax™+b =0,
kde a, b jsou libovolna ¢isla a predpokladame, Zze a, b # 0 a zarovei n € N.

Jakoukoliv binomickou rovnici lze pievést do tvaru
b
x"+-=0.
a

Existuji specialni ptipady binomickych rovnic, kterymi jsou:

a) n=1

Rovnice ma tvar ax + b = 0 a jedna se v tomto piipad€ o linearni rovnici.

b) n=2

Rovnice mé tvar ax? + b = 0 a jedna se v tomto piipadé o kvadratickou rovnici.

s v e .. . b \ . o
Pro snadnéjsi postup pii vypoctu si zavedeme substituci —=c Poté tvar binomické

rovnice bude vypadat ndsledovné

Definice 5.2

8 MATEMATIKA.CZ [nedatovéano]. Binomické rovnice (https://matematika.cz/binomicke-
rovnice, 27. 6. 2020).
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Necht je dana binomicka rovnice ve tvaru

kde c je racionalni ¢islo a n € N a n-ta mocnina méa n kotfent.. Necht’ jest Tj né&jaké
téleso a &islo ¢ nikoliv n-t4 mocnina z toho t&lesa, potom &islo © = Va nazveme

radikalem n-tého stupné nad T}. (Schwarz 1940: 74)

Piiklad 5.5 1°

Méjme zadanou rovnici x3 —7 = 0. Nadim ukolem je urcit kofeny této rovnice

vyjadiené v radikalech.

Kofeny rovnice x3 — 7 = 0 jsou

x, =37, %, =€ V7, x3 = 2 7.

Zvolme © = /7. Potom mnozina kofent vyjadienych v radikalech se sklada ze viech

¢isel tvaru
a=do+d; V7 +dy - (V7)?,
kde ¢isla dy, dq, d, jsou libovolna racionalni ¢isla. V piipadé, Ze si zvolime jiny kofen,

kupiikladu x; = &+ /7, budou tvar &sel z mnoziny kofent vyjadienych v radikalech

vypadat takto:

a=d0+d1'€'3\/7+d2'€2'(3\/7)2;

pti¢emz Cisla d, dy, d, jsou opét libovolna racionalni Cisla.

19 SCHWARRZ, S. (1940). O Rovnicich: Nefesitelnost rovnic vyssiho nez étvrtého stupné. (Praha: Jednota
¢eskych matematiki a fysiki v Praze), 74-75
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Rovnice x? — ¢ =0, kde ¢islo ¢ je racionalni, ale nikoliv &tverec neni v mnoZziné
realnych &isel feSitelna. V télese Q(+/c), které dostdvame z Q adjunkei Ve, vsak
feSitelnd je. MiZeme psat, Ze x;, = ++/c a tikame, Ze kofen rovnice je vyjadien
radikdlem. O rovnici x? — ¢ = 0 tvrdime, Ze je feSitelnd pomoci radikali. Libovolné
¢islo mizeme vyjadfit radikdly pouze za podminky, ze je obsaZeno v télese, které
vzniklo ztélesa Q koneénym poctem adjunkci radikald vzdy z télesa predchoziho.

(Schwarz 1940: 75)

Dulezité je také pfipomenout, ze binomickd rovnice ma n kotenil. Rovnice stupné 2., 3.
a 4. stupné Ize vzdy fesit pomoci radikalii. Pro rovnice 5. a vyssiho stupn¢ nelze nalézt
obecnou rovnici, diky které by byla v radikalech fesitelna. OvSem to neznamena, ze ji
v radikalech fesit nelze. Existuji specialni rovnice (napf. reciproké, pro déleni kruhu)
1 stupniii vysSich nez ctvrtého, které pomoci radikall feSit umime. Rovnice, které Ize

fesSit pomoci radikalli nazyvame metacyklické. (Schwarz 1940: 76)

5.3.2 Koreny rovnic vyjadirené v radikalech pomoci rozkladu polynomi
Rozklad polynomii ndm umozni snadnéjsi vypocet kofenli rovnice, které budeme chtit

vyjadiit v radikdlech. Vyjadfit kofeny rovnice v radikdlech dokaZeme dokonce
i u n€kterych ireducibilnich polynomi. VétSinou se tento zptisob vyjadiovani kotfent

rovnic vyuziva v riznych matematickych pocitacovych programech.

Priklad 5.6%°

M¢jme zadany polynom u(x)
u(x) = x4 — 6x° + 15x* — 20x3 + 15x%2 — 6x + 1.
Polynom u(x) rozlozime nasledovné:

u(x) = (x3—=2)o (x2—2x +1).

2 WIKIPEDIA: (2020). Polynomial Decomposition
(https://en.wikipedia.org/wiki/Polynomial _decomposition, 24. 6. 2020)
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Kofeny polynomu u(x), ktery je ireducibilni pak jsou tyto radikaly

1
x1,2 = 1 i_ Zg,

V-1+31

X34 = 1+ T
23

x5,6 =1 i‘ _1:\/5.

w]

2

Priklad 5.7%

Na tomto piikladu si ukazeme, jak by vypadaly kofeny vyjadiené v radikalech, kdyz
bychom vyuzili rozlozeny tvar polynomu a zaroven kdyz vyuzijeme rozlozeny tvar
polynomu.
M¢jme zdany polynom u(x)

u(x) = x* — 8x3 + 18x% — 8x + 2.
Polynom u(x) rozlozime:

u(x) = (x2+1) o(x? —4x + 1).

RozlozZeny tvar polynomu u(x) ndm nabidne kofeny

x1,2=2iv3—i
X3’4:2i\/3+i.

Pokud bychom polynom wu(x) ponechaly v ptivodnim rozlozeném tvaru a aplikovali
na vypocet kofenli vzorec pro jejich vypocet, dostali bychom stejny vysledek, ovsem

ve tvaru, ktery je velmi slozity na porozumeéni.

ZWIKIPEDIA: (2020). Polynomial Decomposition
(https://en.wikipedia.org/wiki/Polynomial_decomposition, 24. 6. 2020)
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2

3

T 3 T 3
9<8 1Ol+72> +36<8 13°‘+72> +156

1

3 Ed : 3
32 32 _ (8\/1301 N 72> _ 52 48
V10i 3 32 - 3
(8 100, 72) 3 (8 Vioc, 72)
A 3z _ 32

6

2

Na tomto piiklad€ jsme vidéli, jak je v nékterych situacich dilezité umét spravne vyuzit

rozklad polynomd. Mnoho vypolti se nam timto zpusobem mize zjednodusit.

Pro vypocet kotenil v radikdlech mizeme vyuzit naptiklad program Maxima, kde

pomoci funkce ,, solve “ ndm program koteny ukaze (viz. obrazek 4).

Priklad 5.8

V programu Maxima vypoc¢téme koteny zadaného polynomu u(x).

u(x) = x® — 6x° + 15x* — 15x3 + 9x — 1

Nejprve si v programu Maxima musime zadat polynom u(x). Nasledné pak pomoci jiz
zminovaného piikazu , solve” ziskame vysledek piikladu 5.8. Vypocet programu

vidime v obrazku 5.

u(x) :=x"6-6 - 'x"5+15 'x"4-15-x"3+9 -x-1

€ 5 4 3
u(x):=x —-6x +15x +(-15)x +9x-1

solve (u(x))

— J— 1/3 _— 1/3
(\J'j (\;'13—5) 21—1\1'15—5)

'y _ . 1/3
] _ <\‘.‘3(\‘_ 13+5)

— 1/3
Ziv(\'Ij"E) +

[x=- §/3

1 1/3

— — 1/3 —_— 1/3 /3
(\/'3 (\1'13—5) ii—{\_«lj—f) -2

/3

x=
’ 4/3

Obrazek 5 - Maxima - kofeny

_ — 173 —_— 1 4/3
<\ 3(y/13-5) $-(y/13-5) +2
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Zavér
Cilem této prace bylo Ctenadfe seznamit s problematikou rozkladu polynomu, ukazat

algoritmus, diky némuz rozkladu polynomt dosdhneme a uvést priklady, pfi nichz

rozklad vyuzivame.

V prvni kapitole této prace si Ctenat pripomene zékladni pojmy a principy, které se
tykaji rozkladu mnohoc¢lenti a matematické operace skladani funkci. V nasledujici ¢asti
prace jsou definovany pojmy tykajici se polynomi. Jsou zde uvedené jednotlivé
ptiklady, které nam ilustruji zminované vlastnosti polynomi ¢i matematické operace
s polynomy, které budou v dalSich kapitolach stézejni, pro pochopeni problematiky.
Mezi né€ patii zejména rozklad polynomu. Tato tématika je jadrem této prace, tudiz teti
a Ctvrta kapitola je vénovéna pravé rozkladu polynomd. Tieti kapitola konkrétné nabizi
¢tenafi seznameni s Ritterovou vétou o polynomidlnim rozkladu. Ve ¢tvrté kapitole je
uveden algoritmus, diky kterému dosdhneme uplného rozkladu polynomu. Tato ¢ést
prace Ctenafi ukaze teoretické pozadi problematiky rozkladu polynomu. Posledni
kapitola je veénovana vypoctu hodnot polynoml a praktickému vyuziti rozkladu
polynomu. Jsou zde zminény tii metody vypoctu hodnot polynomu, jimiz jsou
»dosazeni do zadan¢ho polynomu v klasickém tvaru®, ,,Hornerovo schéma®, ,,dosazeni
do rozlozeného polynomu*. Na konkrétnich piikladech je ukdzana vhodnost volby jedné
zmetod Vv zavislosti na podobé zadaného prikladu. V zavéru prace je zminéna

problematika feSeni rovnic, které je vyjadieno v radikalech.
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Resumé
Tato bakalaiska prace se zabyva rozkladem polynomu. Ctenafi je nejprve piipomenuta

problematika konkrétnich operaci s funkcemi. Nésledné jsou vysvétleny pojmy tykajici
se polynomti, Které jsou v praci vyuzivany. Hlavni ¢asti je vyi¢eni a objasnéni Ritterovy
véty o polynomialnim rozkladu a vysvétleni algoritmu, kterym dosadhneme kompletniho
rozkladu polynomu. V praci jsou uvedeny piiklady pocitani hodnot polynomt, vyuziti

rozkladu polynomt a feseni rovnic vyjadiené v radikalech.

Resume
This bachelor thesis is concerned with polynomial decomposition. At the first, the

readers could remember some mathematical problems relating to functions. Next, it is
explained terms relating to polynomials, which are used in the next parts. Explaining
Ritter’s theorem about polynomial decomposition and explaining the complete
decomposition algorithm of polynomials are the main parts of this bachelor thesis. In
the end, readers could see examples of counting value of the polynomial, using

polynomial decomposition and solutions of equations expressed in radicals.
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