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Uvop

Uvop

Jako téma své bakalaiské prace jsem zvolila symetrické matice. Myslim si, ze pro vétSinu
vefejnosti je toto téma spisSe neznamé. VéEétSina studentl se setka s maticemi az na vysoké
Skole. Prace s maticemi je velmi dilezitd pro dal§i matematické discipliny.

V této praci se budu zabyvat symetrickymi maticemi, jejich uzitim a nékterymi vlastnostmi.
V prvni a druhé kapitole se seznamime s tim, co vlastné¢ matice jsou. Ukdzeme nékteré
vlastnosti symetrickych matic a operace s nimi.

Ve treti kapitole se zamétime na specialni typy symetrickych matic. Uvedeme, v ¢em jsou
tyto matice specifické a jaké je jejich vyuziti.

Ve ctvrté kapitole se sezndmime s Gpravou na diagonalni tvar elementdrnimi Gpravami. Tato
kapitola je ivod do dalsi, paté kapitoly.

V paté kapitole si ukdzeme Gpravu na diagonalni tvar symetrickymi pravami. Seznamime
se s tim, jak se pomoci symetrickych Gprav zjisti typ matice. Uvedeme také jaké ma ziskana
diagonalni matice vyuZiti.

V Sesté kapitole se zaméfime na diagonalizovatelnost. UkdZeme vypocet vlastnich Cisel a
vlastnich vektorti, jejichz pomoci zjiStujeme, zda je matice diagonalizovatelnd ¢i neni.
Uvedeme také ptiklad na diagonalizovatelnost.

V sedmé, posledni kapitole se seznamime se Spektralnim rozkladem symetrickych matic.
Spektralni rozklad se vyuZziva pti umociiovani matic. Toto umocnovani ukdZeme na ptikladu.
Vsechny kapitoly se budu snazit podlozit ptiklady. Pokud nebude feceno jinak, tak vSechny

priklady budou nad télesem redlnych ¢isel, tj. prvky matic budou redlna Cisla.
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Ptipomenime nésledujici definici, co je matice.
Definice 1.1
Necht' X je neprazdnd mnozina a m, n pfirozend ¢isla. Matici typu m X n nad mnoZzinou X

budeme rozumét obdélnikové schéma

ai1 Qg2 0 Qqp
Az1 QA2 App
Am1 Am2 " Amn

kde a;j € X pro kazdé¢ i = 1,..,m a kazd¢ j = 1,...,n; tuto matici budeme znalit t¢z
(aij)m xn nebo jednoduseji (a;;). Jestlize m # n, pak hovoiime o obdé¢Inikové matici typu
m xn; jestlize je m = n, hovoiime o Ctvercové matici fadu n. Dale fikame, Ze prvek a;;
stoji v matici na misté ij. (2, s. 32)
Piiklad 1.1
Matice
4 2 1 0 0
a=(3 > > g),3=<1 8>,C=<O 1 0)
1 5 0 0 1
jsou po fadé typu2x 4,3 x 2,3 x 3.
Zvlastnim ptipadem matic jsou ¢tvercoveé matice. Existuje n€kolik druhti ¢tvercovych matic.
My se budeme zabyvat symetrickymi c¢tvercovymi maticemi. Symetricka matice je
¢tvercova matice, ktera je ,,zrcadlove stejna“ podle hlavni diagonaly. VSimnéme si, Ze tuto
vlastnost méa matice C. Pfesna definice je uvedena v nasledujicim textu.
Dulezité je védét, z jaké mnoziny X jsou prvky a;;. Nejcastéji je mnozina X né&jaky Ciselny
obor, napt. mnoZina celych ¢isel, mnoZina racionalnich Cisel. Obecnéji hovotime o maticich
nad télesem, oborem integrity nebo komutativnim okruhem.
Definice 1.2
Necht” A = (a;;) je ¢tvercova matice fadu n nad komutativnim okruhem K Rekneme, Ze
matice A je
i.  horni trojuihelnikova, jestlize pro kazdé i,j = 1,...,n,i > j,je a;; = 0;
ii.  dolni trojuhelnikova, jestlize pro kazdé i,j = 1,...,n,i < j,je a;; = 0;
iii.  symetricka, jestlize pro kazdé i,j = 1, ...,n, je a;; = a;;

Iv.  antisymetricka, jestlize pro kazdé i,j = 1, ...,n, je a;; = —a;;. (2, s. 41)
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Vsechny symetrické matice musi byt nutné ¢tvercové. Symetrické matice nemohou byt
obd¢lnikove, protoze pro symetrick€ matice plati a;; = a;; pro v8echny prvky matice a tuto

podminku obdélnikové matice nemohou splnit.

Priklad 1.2
1 4 7
A=14 2 3
7 3 5

a1 =l ap; =4a13=7,a1 =40, = 2,433 =3,a31 =7,a3, =3,a33 =5

Matice

je symetricka. Pro jeji prvky plati:

Porovnejme, zda se rovnaji prvky podle definice 1.2 (iii):

Q12 = Q21,A13 = 431,023 = 432
Pro prvky ay1, az;, ass je ziejmé, Ze rovnost a;; = a;; plati.
Ctvercovéa matice odpovida této definici a jedné se tedy o symetrickou matici.
Pro symetrickou matici A4 plati, Ze transponovana matice se rovna matici pivodni (AT = A),
symetricka matice je podle hlavni diagonaly soumérna. Pro antisymetrickou matici 4 plati,
7e k ni transponovana matice se rovnd piivodni matici s opaénymi znaménky (AT = —A).
V antisymetrickych maticich plati pro prvky na hlavni diagonale, ze a;; = —a;;, atedy a;; =
0. Prvky na hlavni diagonale jsou rovny 0.
Piiklad 1.3

Uvazujme ¢tvercové matice A ,B a C tadu 3.

0 3 8 0 1 5 1 5 -1
A=13 9 7|,B=|-1 0 3],C=|-2 6
8 7 1 -5 =3 0 1 8 0

Tyto tii matice budeme transponovat a vzniknou matice AT, BT a CT.

0 3 8
AT=(3 9 7]|=4
8 7 1
0 -1 =5
B"=(1 0 -3|=-B
5 3 0

1 -2 1
CT=(5 1 8|=#C
-1 6 0

Na ptikladu je ukdzano, Ze matice A je symetrickd, protoze je rovna matici transponované.

=

Matice B je antisymetricka a matice C neni ani symetricka, ani antisymetricka.



1 POJEM SYMETRICKE MATICE

Oznacme O libovolnou ¢tvercovou matici fadu n, necht’ P, resp. Q je matice fadu n, pro
kterou plati P = % (0+07), resp. Q = % (0 — 0T) je matice fadu n. Pak matice P je
symetricka, matice Q je antisymetricka a jejich souc¢tem je matice 0. Tuto vlastnost Ize
zapsat nasledujici vétou.

Véta 1.1

Kazdou ¢tvercovou matici fadu n nad télesem T jehoz charakteristika neni 2, tj. nejmensi
pocet jednotkovych prvki, které musime seéist, abychom dostali nulovy prvek, neni dva, Ize

vyjadtit jako soucet symetrické a antisymetrické matice fadu n. (2, s. 95; 14, s. 10)
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Vsechny matice stejného typu Ize scitat, odcitat a nasobit skalarem. Pokud jsou matice
¢tvercové, miizeme je mezi sebou nasobit, a tedy umocnovat piirozenym exponentem.
Zabyvame se symetrickymi maticemi a ty jsou ¢tvercové.
V nasledujici vété jsou vypsany vlastnosti symetrickych matic vzhledem k danym ukonim.
Dale v textu jsou uvedeny i piiklady téchto tikond a jejich vlastnosti.
Véta 2.1
Pokud matice A a B jsou symetrické matice fadu n nad télesem T a k € T, plati:
i. AT je symetrick4 matice,

ii. A+ BaA— B jsousymetrické matice,

iii.  k.A je symetricka matice,

iv.  A.B je symetricka matice, pokud jsou 4 a B komutujici matice (A.B = B.A). (1, s.

71)

Priklad 2.1

Uvazujme symetrické matice

1 4 7 5 6 1 2 3 4 5 0
A=<4 2 3>,B=<O 2>,C=<2 0 5>,F=<5 5 2>,
7 3 5 6 1 3 56 0 2 1
1 4 7 3 3
G=<2 3>,H=<3 6 2>
4 6 3 2 12

nad télesem redlnych Cisel a redlné ¢islo k = 4. Ovéfme vlastnosti (i) - (iii) véty 2.1, tj. ze

WODN g Oo

transponovand matice k symetrick¢é matici je symetrickd matice, soucet a rozdil

symetrickych matic je symetrickd matice a ndsobeni symetrické matice redlnym cislem je

1 7
AT=<4 3)
7 5
1 4 7 5 6 6 4 13
A+B=<4 2 3>+ 0 2>: 4 9 5
7 3 5 6 1 13 5 6
1 4 7 5 6 —4 4 1
A—B=<4 2 3)— 0 2)=<4 -5 1)
7 3 5 6 1 1 4

1 4 7 4 16 28
kkA=4.14 2 3|=|16 8 12

7 3 5 28 12 20

symetricka matice.

W N b

NN O

NN O
[E
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Nésobenim symetrickych matic nevznikne vzdy symetrickd matice. Na piikladu méme
uvedené ndsobeni dvou symetrickych matic C a D, které nejsou komutujici, a nevznikne tedy

nasobenim symetrickd matice.

1 2 3 4 5 0 14 21 7
C.F=<2 0 5).(5 5 2)=<8 20 5)
3 5 6 0 2 1 37 52 16
4 5 0 1 2 3 14 8 37
F.C= (5 5 2).(2 0 5) = (21 20 52)
0 2 1 3 5 6 7 5 16

Jako dalsi piiklad mame uvedené dveé symetrické komutujici matice E a F. Nasobenim téchto

matic vznikne symetricka matice.

1 2 4 7 3 3 25 23 55
G.H = (2 0 3).(3 6 2 ) = (23 12 42)
4 3 6 3 2 12 55 42 90
7 3 3 1 2 4 25 23 55
H.G= (3 6 2 ><2 0 3) = (23 12 42)
3 2 12 4 3 6 55 42 90

Dvé stejné symetrické matice A mizeme mezi sebou nasobit. Tedy vlastné¢ matici A
umocnovat prirozenym exponentem. KdyZz umocnime symetrickou matici A pfirozenym
exponentem vznikne opét symetricka matice. Tato vlastnost je shrnuta v nésledujici vété.
Pokud bude symetricka matice A regularni, tak ji mizeme umociiovat i celymi zapornymi
Cisly. U regularni symetrické matice A miZeme spoditat inverzni matici, ale pokud
symetrickd matice A neni regularni, nemiiZzeme spocitat inverzni matici ani symetrickou
matici A umociovat celymi zapornymi ¢isly. Tuto vlastnost shrnuje véta 2.3.

Véta 2.2

Pokud 4 je symetricka matice a k je pfirozené &islo, pak matice A¥ je také symetricka matice.
Véta 2.3

Pokud je matice A symetrickd, a navic jesté reguldrni a k je ptirozené &islo, pak matice A~*
je také symetrickd matice.

Podle pfedchozi véty specidlné plati, Ze inverzni matice k symetrické matici je také
symetricka.

Vlastnosti shrnuté ve vété 2.2 a véte 2.3 si ukazeme na prikladu.

Priklad 2.2

Uvazujme matice A a B nad realnymi Cisly a ¢islo k = 4.

1 0 -2 0 1 0
A=({0 -1 -3|,B=|1 0 -2
—2 0 -2 0

-2 =3
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Uréeme, jestli matice A%, BX, A=%, B=*, A=1, B! existuji a pokud existuji, zjistéme, zda jsou
symetrické.
Matice A%, B¥ existuji vzdy, kdyZ je k p¥irozené &islo. Abychom zjistili, zda existuji i matice
ATF B7k, A=t B~1 musime ovéfit, zda jsou matice A a B regularni. Proto spocitame jejich
determinant.
1 0 =2
detA=( 0 -1 -3
-2 -3 =2
=1.(-1).(-2)+0.(—3).(=2) + (—=2).0.(3) = (—2).(-1).(-2)
—(—3).(=3).1-(-2).0.0 =-3
0 1 0
detB=|1 0 =2
0 -2 0
=0.0.0+1.(-2).0+0.1.(—2) — 0.0.0 — (—2).(-2).0—-0.11=0
Matice A ma nenulovy determinant, a proto je regularni. Matice B ma determinant roven

nule, a proto neni regularni. Matice A=% a A™! existuji a matice B~* a B~ neexistuji.

1 0 =2\* 65 108 98
A*=10 -1 -3) =108 217 255

-2 -3 =2 98 255 374
16133 —5134 6274
A_4:<é _01 :g): 6134 1634 1997
-2 =3 2 6%?4 —1?)97 242111
81 27 81

7 2

1 0 -2t (3 2 3

A—1=<0 -1 —3> =(-2 2 -1

-2 -3 =2 2 _q 1

3 3

0 1 0\* 5 0 =10
B*=(1 0o -2 =0 25 o
0 =2 0 -10 0 20

Ovéfili jsme, ze matice A%, BX, A=%,B~%, A=1, B~ jsou pro k = 4 symetrické.

Priklad 2.3

Zjistime, jakou algebraickou strukturu tvoii symetrické matice. VypiSeme axiomy, které se
tykaji s¢itani matic, nasobeni matic ¢islem a nasobeni matic matici. Matice A, B, C jsou
z mnoziny S v8ech symetrickych matic fadu n nad télesem realnych ¢isel a x, y jsou prvky

télesa realnych Cisel R.
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Vi.
Vil.
viil.
iX.
X.
Xi.
Xil.
Xiii.

Xiv.

VA,B,C €S (A+B)+C=A+(B+0),
VA,B€ES A+B=B+A,

AINeES VAES A+ N =4,
VAeSI—-AE€S A+ (—4) =N,
VA,B,C €S (A.B).C = A.(B.C),
JEeES VAES E.A=A.FE = A,
VAES,A#N3IA eSS AAT=A1A=E,
VA,B,C €S A(B+C)=A.B+A.C,
VA,B,C €S (A+B).C =A.C+B.C,
VA,BES A.B =B.A,
VAES1ER 1.L.A=A

VA,BE€ESVx ER x.(A+B)=x.A+x.B,
VAeESVx,yER (x+y)A=x.A+y.A,
VAESVx,yER (x.y). A =x.(y.A).

Nyni budeme provéiovat, jestli mnozina S symetrickych matic splituje jednotlivé axiomy.

Budeme dokazovat jednotlivé vlastnosti pro prvek v i-tém fadku a j-tém sloupci.

Axiom napiSeme pro prvek v i-tém fadku a j-tém sloupci, kde jsou matice 4 =
(aij),B = (bij), C = (cij) stejného tadu.

(aij + bij) + cij = aj + (bij + cij)
Z tohoto zapisu je evidentni, Ze s¢itani symetrickych matic je asociativni, protozZe je
s¢itani redlnych cCisel asociativni.
Axiom napiSeme pro prvek v i-tém fadku a j-tém sloupci, kde jsou matice 4 =
(a;;), B = (by;) stejného tadu.

a;j + b;j = b;j + a;j

Z tohoto zapisu je vidét, Ze s¢itani matic je komutativni, nebot’ je s¢itani redlnych
¢isel komutativni.
Asociativitu a komutativitu s¢itdni symetrickych matic jsme mohli zdavodnit i
s odvolanim na obecnéjsi vysledek, podle néhoZ plati, Ze s¢itani jakychkoli matic
stejného typu, tj. 1 téch, které nejsou symetrické, je asociativni a komutativni. K tomu
je nezbytné ptipomenout, ze souctem symetrickych matic je symetricka matice, viz
vétu 2.1.
OznaCme a;; prvek v i-tém fadku a j-tém sloupci matice A, n;; prvek v i-tém fadku

a j-tém sloupci matice N stejného fadu. Ma-li platit axiom iii, pak

10
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Vi.

Vii.

viii.

Xi.

a;j +ny; = agj,
tedy n;; = 0, tj. kazdy prvek matice N musi byt roven 0. Neutrdlnim prvkem pro
s¢itani symetrickych matic je nulova matice. Protoze nulova matice je symetrickou
matici, existuje v mnozin¢ S neutralni prvek vzhledem ke s¢itani symetrickych matic.
Pro prvky —a;; matice —A plati:
a;; + (—al-j) =0,
tj. inverznim prvkem pro s¢itani symetrickych matic je matice opa¢na k matici A. Je-
li matice symetricka, je i k ni opacna matice symetricka. Snadno to zdivodnime
tvrzenim ii véty 2.1, kdyz misto A vezmeme nulovou matici. V mnozin¢ S tedy ke
kazdému prvku existuje prvek opacny.
Pfi nasobeni dvou symetrickych matic nevznikne vzdy symetrickd matice, jak jsme
ukézali v ptikladu 2.1. Mnozina S neni uzaviena pro nasobeni symetrickych matic,
proto nasobeni symetrickych matic neni v mnozin€ S asociativni.
Pfi vynasobeni jakékoli matice jednotkovou matici se matice nezméni. Jednotkova
matice patii mezi symetrické matice, tj. do mnoziny S. V této mnozin¢ existuje tedy
jednotkovy prvek, ktery je neutralnim prvkem vii¢i ndsobeni matic mnoziny S. Timto
jsme dokazali, ze v mnozing S je splnén axiom vi.
Vlastnost popsand axiomem plati pouze v pifipadé, kdy je symetrickd matice A
regularni. V mnoziné S tedy neexistuje inverzni prvek ke kazdému nenulovému
prvku.
MnoZina S neni uzaviend pro nasobeni symetrickych matic. Proto nasobeni vici
s¢itani neni v mnozing S zleva distributivni.
MnoZina S neni uzaviend pro nasobeni symetrickych matic. Proto ndsobeni viici
s¢itani neni v mnoziné S ani zprava distributivni.
V piikladu 2.1 jsme uvedli dvé symetrické matice C, D, které nejsou komutujici.
Existuji tedy dvé symetrické matice 4, B, kde soucin A. B je jiny, neZ soucin B. A.
Nasobeni symetrickych matic tedy neni komutativni.
Axiom napiSeme pro prvek v i-tém fadku a j-tém sloupci.
l.a;; = ayj
Z tohoto zapisu je videt, ze pfi nasobeni matice skalarem 1 se matice nezméni,
protoze realné ¢islo 1 je v mnoZzin€ redlnych ¢isel neutrdlnim prvkem operace

nasobeni.
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2 OPERACE SE SYMETRICKYMI MATICEMI A JEJICH VLASTNOSTI

Xii.  Axiom napiSeme pro prvek Vv i-tém fadku a j-tém sloupci, kde jsou matice A =

(aij), B = (bl-]-) stejného fadu.

x(aij + bl-j) = xa;j + xb;j

Vyraz na levé strané je soucinem realnych cisel pro jakékoli i, j. V télese redlnych

¢isel je ndsobeni vii¢i séitani distributivni, proto je nasobeni souctu symetrickych

matic skalarem ,,distributivni®.
Xiii.  Axiom napiSeme pro prvek v i-tém fadku a j-tém sloupci.

(x +y)aij = xa;; + ya;;

Zapis na ptedchozim fadku vyjadiuje identitu v mnoziné realnych cisel. Proto je

nasobeni matice souctem skalara ,,distributivni®.
Xiv.  Axiom napiSeme pro prvek v i-tém fadku a j-tém sloupci.

(x.V)aij = x(yaij)

Protoze je nasobeni redlnych Cisel asociativni, plati ,,asociativita” nasobeni matice

skalary.
Rozmysleme, jakou algebraickou strukturou bude struktura s nosi¢em S v§ech symetrickych
matic fadu n, piipadné jeji podmnozina Sg — symetrické matice fadu n, které jsou navic
regularni. Budeme uvazovat nejprve struktury sjednou operaci a nasledné¢ se dvéma
operacemi.
S¢itani symetrickych matic v mnoziné S spliiuje axiomy i-iv, proto je (S, +) komutativni
grupa. V mnozin¢ Sr je sCitani také komutativni a asociativni. Opa¢na matice k regularni
symetrické matici je také regularni symetrickd matice, ale jejich soucet, nulov4d matice,
regularni neni. (Sgr, +) je proto jen komutativni pologrupa.
Nasobeni symetrickych matic v mnozing S splituje pouze axiom vi. Struktura (S, - ) neni ani
grupoid, protoze soucin dvou symetrickych matic neni obecné symetricka matice. TotéZ plati
1 pro symetrické regularni matice.
Struktura (S, +, - ), kde ,,-“ pfedstavuje nasobeni matic, neni zadnou zvlastni strukturou
vzhledem k tomu, Ze nasobeni symetrickych matic neni na S uzaviena operace. Ze stejného
diivodu nema smysl se zabyvat strukturou, kde by nosi¢em byly symetrické regularni matice.
Struktura (S, +, - ), kde ,,-“ je nasobeni symetrické matice prvkem télesa, je vektorovym
prostorem nad prislusnym télesem, protoze (S, +) je komutativni grupa a zobrazeni ,,- ma
vlastnosti popsané v axiomech xi — Xiv. Struktura (Sr, +, - ) vektorovy prostor neni, nebot’

(SR, ) je jen komutativni pologrupa.
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2 OPERACE SE SYMETRICKYMI MATICEMI A JEJICH VLASTNOSTI

Zjisténi, ze (S, +, - ) je vektorovy prostor, umoziuje uplatnit v§e, co zname z linearni algebry.
Ptredevsim ma tento prostor konecnou bazi. Kazda symetrickd matice je urCena prvky, které
leZi na hlavni diagonale a nad ni (nebo pod ni). Takovych prvka je v matici fadu n praveé % .
(n + 1), to je zaroven dimenze vektorového prostoru (S, +, - ).

Vektorové podprostory prostoru (S, +, - ) tvoii specialni symetrické matice, kterym se
budeme vénovat ve tieti kapitole. V nasledujicim textu piiblizime vektorovy podprostor,
ktery nesouvisi s n€jakym specidlnim druhem symetrickych matic, jsou to symetrické
matice, které komutuji s néjakou piedem danou symetrickou matici.

Véta 2.4

Mnozina v§ech komutujicich symetrickych matic s danou symetrickou matici A fadu n tvoti
vektorovy podprostor linearniho prostoru v§ech symetrickych matic fadu n.

Vétu si ukazeme na prikladu.

Priklad 2.4

Uvazujme symetrickou matici A. Najdéme mnozinu vSech komutujicich matic se

1 2 0
A=(2 3 -1
0 -1 4

Abychom mohli hledat symetrické komutujici matice s matici A, méli bychom si uvédomit,

symetrickou matici A.

ze hledané matice musi byt stejného fadu. V nasem ptipad¢ musi mit hledané matice rad 3.

Hledané symetrické matice C maji tvar

a b c
C= (b d e>.
c e f
Nyni udélame souciny A.C a C. A.

1 2 0 a b c a+2b b+ 2d c+2e
A.C=<2 3 —1>.<b d e>:<2a+3b—c 2b+3d—e 26—f+3€>
0 -1 4 c e f —b + 4c —d +4e —e+4f
a b c 1 2 0 a+2b 2a+3b—c —b+4c
C.Az(b d e>.<2 3 —1>=<b+2d 2b+3d —e —d+4e)
c e f/ \0 -1 4 c+2e 2c—f+3e —e+4f
Souciny, které vysly, se musi rovnat jednotlivym prvkium ve vzniklych maticich.
Vytvoiime z nich 9 rovnic o Sesti neznamych.
a+2b=a+2b
2a+3b—-—c=b+2d
—b+4c=c+2e

13



2 OPERACE SE SYMETRICKYMI MATICEMI A JEJICH VLASTNOSTI

b+2d=2a+3b—c
2b+3d—e=2b+3d—e
—d+4e=2c—f+3e
c+2e=-b+4c
2c—f+3e=—d+4e
—e+4f = —e + 4f
Prvni, pata a devatéa rovnice jsou identity, druha a ¢tvrtd rovnice se 1i$i jen zdménou stran,
podobn¢ tieti a sedma a také Sesta a osma. Soustavu rovnic lze proto upravit na soustavu tii
rovnic o $esti neznamych:
2a+2b—c—2d=0
—b+3c—2e=0
2c+d—e—f=0
Zapiseme ji matici:

0 -1 3 0 -2 0

(22—1—200
0 0 21 -1 -1

0
0
0

Z této matice dopocteme prvky matice C. Prvky d, e a f mohou byt libovolné a zbylé prvky
dopocitame. Prvky a, b, ¢ vysly takto:

_9 4,35
a=-. e—7
b= 3d ! +
=Tgpdmgety S
L
c=-3 5ets f
A jiz snadno zapiSeme vSechny matice, které komutuji s matici A.
9d+3 5 3d 1 +3 1d+1 +1
h 1€ 4.f > > € 2.f > > € Z.f
c=|-2a-te43 d
> 2.e > f e
1d+1 +1
> 2.e > f e f
9 3 1 3 1 1 5 3 1
4 2 2 4 2 2 4 2 2
3 1 3
C=d| -—— 1 0 |+e|—-—= 0 1|+f.| = 0 0}|;def€ER
2 2 2
! 0 0 ! 1 0 ! 0 1
2 2 2
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2 OPERACE SE SYMETRICKYMI MATICEMI A JEJICH VLASTNOSTI

Pomoci linearniho obalu zapiSeme, Ze linearni podprostor matic € komutujicich s matici A

je vyjadfen jako mnozina vSech linedrnich kombinaci tfi matic.

9 3 1 3 1 1 5 3 1\
4 2 2 4 2 2 4 2 2

M= 310 0 1 300
2 T 2 12
100 110\1 1
2 2 2 |

Kazdy linearni obal je vektorovym podprostorem, a tedy linearni obal M tvoii podprostor

vSech symetrickych matic komutujicich se symetrickou matici A.
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3 SPECIALN{ SYMETRICKE MATICE

3 SPECIALNi SYMETRICKE MATICE

Symetrické matice maji urcité specifické vlastnosti, které jiné ,,obycCejné* matice nemaji.
Existuje n€kolik druhii symetrickych matic. Témito specidlnimi symetrickymi maticemi se

budeme zabyvat v této kapitole.

3.1 DIAGONALNI MATICE
Jde o ¢tvercovou matici, kterd mize mit nenulové prvky jen na hlavni diagonale. Diagonalni
matice je vzdy zaroven horni i dolni trojihelnikovéa a symetrickd. Nékdy muze byt tento

termin pouzit i pro obdélnikové matice, pak to ale neni symetrickéd matice.

5 0 00

» 210 8 0 O
Piiklad: A = 00 -2 0
0 0 0 6

Definice 3.1.1

Necht’ 4 je étvercova matice typu n X n nad komutativnim okruhem K. Rekneme, Ze matice
A je diagonalni, jestlize plati pro kazdé i,j = 1,..,n,i # j, a;; =0aa; =c €R.
Diagonalni matice fadu n je urCena n prvky. Diagonalni matice fadu n tvoti podprostor
vektorového prostoru symetrickych matic fadu n, pokud je uvazujeme nad né&jakym
komutativnim té€lesem. Dimenze podprostoru vsech diagonalnich matic je n.

ProtoZe sou¢inem dvou diagonélnich matic stejného fadu je opét diagonalni matice téhoz
fadu, ma smysl vénovat pozornost struktute (D, -), tj. mnozin¢ vSech diagonalnich matic
S operaci ndsobeni matic. Z uzavienosti operace nasobeni v mnozin¢ D plyne, Ze jde o
grupoid. Nésobeni diagonalnich matic stejného fadu je navic komutativni a asociativni, proto
je (D, -) komutativni pologrupa. Protoze jednotkova matice je diagonalni, je (D, -) monoid.
Struktura (D, +, -) s operacemi s¢itani a nasobeni diagonalnich matic je komutativni okruh.
Je-1i fad matic asponl 2, existuji v takovém okruhu netrividlni délitelé nuly, takZe nejde o
obor integrity.

Zamétime-li se pouze na mnozinu Dr diagonédlnich matic nad komutativnim télesem, které
jsou regularni, pak lze ke kazdé z matic urcit inverzni diagonalni regulédrni matici. Struktura
(Dr, -) je komutativni grupa. Dvojice (Dr, +) je jen komutativni pologrupa, protoze nulova
matice je diagonalni matice, kterd neni regularni, takZe v mnoziné Dr neni.

KaZzdou symetrickou matici miZeme elementarnimi nebo symetrickymi upravami pievést na
diagonalni matici. Pfevadénim na diagonalni matici elementarnimi a symetrickymi upravami

se budeme zabyvat v dalsi kapitole.
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3.2 BISYMETRICKA MATICE

Jedna se o Ctvercovou matici, ktera je soumérna podle hlavni 1 vedlejsi diagonaly. Souctem
dvou bisymetrickych matic ziskame opét bisymetrickou matici. Pfi nasobeni dvou
bisymetrickych matic dostaneme bisymetrickou matici pravé tehdy, kdyz je nasobeni obou
matic komutativni. Pokud je bisymetricka matice regularni, pak existuje jeji inverzni matice,
ktera je také bisymetrickd. Bisymetrick¢é matice tvoii vektorovy podprostor prostoru

symetrickych matic, pokud jsou uvazovany nad komutativnim télesem.
1 7 6 4

Piklad: A= 7 % 5 8

4 6 7 1

Definice 3.2.1

Necht' 4 je étvercova matice typu n X n nad komutativnim okruhem K. Rekneme, Ze matice

A je bisymetricka, jestlize plati pro kazdé i,j = 1,...,nje a;; = a;; = An_jy1n—j+1 =

= Ap—j+1n—i+1-

Pocet prvki, jimiz je bisymetricka matice urcena, je odliSny pro matice sudého a lichého

fadu. V matici fadu 1, 3, 5, ..., 2n — 1 postacuje k uréeni bisymetrické matice 1, 4, 9, ..., n?

prvkd, zatimco v maticich sudych tada 2, 4, 6, ..., 2n je jich potieba 2, 6, 12, ..., n? + n.

Prislusné vyrazy udavaji zaroven dimenzi vektorového prostoru bisymetrickych matic,

pokud jsou uvazovany nad néjakym komutativnim télesem.

Bisymetrické matice jsou dileZité v analyze dat ziskanych ze symetrickych a pravidelnych

struktur. Sviij vyznam maji také v teorii grafii — zjednodusuji vypocet spektralniho rozkladu

matice sousednosti zkoumaného grafu.

3.3 HANKELOVA MATICE

Matice je pojmenovana po némeckém matematikovi Hermannu Hankelovi (14. tnora 1839
- 29. srpna 1873). Jedna se o specialni druh matice, ve které jsou na vSech diagonalach
vedoucich shora zprava doleva dolti konstantni hodnoty. Hankelova matice je vzdy
symetricka. Hankelovy matice fadu n tvoii vektorovy podprostor prostoru (S, +, - ), jsou-li

uvazovany nad n¢jakym komutativnim télesem.
0 1 2
Priklad: A =

W N =
N Ul W

2 3
3 4
4 5

Definice 3.3.1
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Necht’ 4 je étvercova matice typu n X n nad komutativnim okruhem K. Rekneme, Ze matice
A je Hankelova, jestlize plati prokazdé i,j = 1,...,n,i # jje a;; = Qj4q1,j—1.

Hankelovu matici Ize zapsat, pokud zname napf. prvky v prvnim fadku a poslednim sloupci.
Pro jednozna¢né urceni Hankelovy matice fadu n staci znat 2n — 1 prvkd, coz je zaroven
dimenze vektorového podprostoru vS§ech Hankelovych matic fadu n, pokud jsou jejimi prvky
prvky néjakého télesa.

Hankelova matice se vyuziva pii metodé SID (subsapce identification method) v teorii
fizeni. Jedna se o metodu identifikace linearnich ¢asove invariantnich stavovych modela ze
vstupné-vystupnich dat. Vyuziva se pro ziskani odhadii posloupnosti stavi a systémovych
matic. Pro pouziti algoritmt této metody jsou naméfena vstupné-vystupni data vlozena do

Hankelovych matic. (15, s. 1-25)

3.4 KOVARIANCNI A KORELACNI MATICE

Kovariance a korelace se vyuziva pii vyjadfovani zavislosti ndhodnych veli¢in. Tuto
zavislost ndhodnych veli¢in piSeme do kovarian¢ni a korelacni matice.

Definice 3.4.1

Necht X = (X;,X3, ..., X,) je nahodny vektor, VAR(X;),VAR(X,),...,VAR(X;) jsou
rozptyly ndhodnych veli¢in X; kde i = 1,2,...,n a cov(X;, X;) jsou kovariance ndhodnych

vel¢in X;, X;, kde i # j; i,j = 1,2, ...,n. Symetrickou matici

VAR(X:) cov(Xy,X;) - cov(Xy,Xy)
C= cov(X1,X;) VAR(X,) - cov(Xy X,)
cov(Xy,X,) cov(Xy, X,) -+ VAR(Xy)

nazveme kovarian¢ni matici.

Definice 3.4.2

Necht X = (X;1,X3, ..., X,) je nahodny vektor, VAR(X;),VAR(X,),...,VAR(X,) jsou
rozptyly nahodnych veli¢inX;, kdei = 1,2, ...,n, \/VAT(Xl) = al,m =0y, ...,
\/VAT(XTL) = g, jsou smérodatné odchylky nahodnych veli¢in X;, kdei =1,2,...,n a
p(X;, X;) jsou korelacni koeficienty nahodnych veli¢in X;, X;, kde i #j; i,j =12,..,n

Symetrickou matici

1 p(X1,Xz) - p(Xy, Xn)
K = p(X1,Xz) 1 = p(X2, Xn)
p(Xllxn) p(XZ'Xn) 1

nazveme korela¢ni matici.
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Priklad 3.4.1

Sdruzena hustota ndhodného vektoru Z = (X,Y) je definovana takto:

f(xy)_{%-(x+y);0<x<2 ANO<y<2
’ 0; jinak '

Urcete kovarianéni a korela¢ni matici nahodného vektoru Z = (X,Y).

Nejprve musime uréit marginalni hustoty X a Y.

21 1
fe) = [ gty = .G+ 1)

1 1
g.(x+y)dy= -.(y+1)

for= | J

0

Pomoci margindlnich hustot spoc¢itame sttedni hodnotu, rozptyl a smérodatnou odchylku

nahodné veli¢iny X a Y.

E(X)—f21 (2x% + 2.x)dx = -
=] 5 x X)dx = =

21 5
E(X2)=j g.(2x3+2.x2)dx=§

0

2 5 7\ 11
VAR(X) = E(X?) — (E(X)) :5_(9 ==

o(X) = JVARX =\/%

2

1 7
E(Y) =f g.(Zy2 + 2.y)dy =z

0

21 5

E(Y?) = J 3 (2y3 +2.y¥)dy = 3

0

2 5 7\ 11
VAR(Y) = E(Y?) — (E(Y)) :5_(3 ==

o(Y) = JVAR(Y =\/§

Abychom mohli spocitat kovarianci, musime jesté spocitat stfedni hodnotu soucinu

nahodnych velicin X a Y.

2 21 4
E(X.Y)zf f —.x.y.(x +y)dxdy = =
o Jo 8 3

Z téchto spoctenych hodnot jiz snadno spocteme kovarianci a uréime kovarianéni matici.
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4 77 1
cov(X,Y) = cov(Y,X) =EX.Y) —E(X).E(Y) = 3768 36
11 1
_ ( VAR(X) cov(X,Y)) | 36 36
“\cov(X,Y) VAR(Y) ) 1 11
36 36
Nyni spocteme korelaci a ur¢ime korela¢ni matici.
X, V) ! 1
cov(X, ~ 36
X,Y)=p,X) = = = ——
pIY) =p(1,X) oX)o®) 11 11 11
36°\36

Vypoctem kovarianéni a korelacni matice jsme zjistili, Ze ndhodné veli¢iny X a Y jsou
zavislé.

Kovariané¢ni a korela¢ni matice se mohou vyuzivat na akciovém trhu pii zkoumani zavislosti
jednotlivych akcii mezi sebou. Nebo mizeme zjistovat zavislosti koncentrace ozonu na
riznych podminkéach. Kovarianéni a korela¢ni matice lze vyuZivat v jakémkoli oboru, kde
se potiebuje zjistit zavislost mezi riznymi veli¢inami.

Uvedli jsme nékolik specidlnich symetrickych matic, které vyhovuji definici 1.2. Ale existuji
i specialni matice, které tuto definici nespliuji a jsou symetrické jinym zptisobem. Uvedeme
dva typy téchto specialnich symetrickych matic. Uvedeme Toeplitzovu matici, ktera je
symetrickd podle vedlejsi diagonaly, a stfedové symetrickou matici, kterd je symetrickd

podle stiedu.

3.5 TOEPLITZOVA MATICE

Matice je pojmenovand po némeckém matematikovi Ottu Toeplitzovi (1. srpna 1881 — 15.
unora 1940). Otto Toeplitz zkoumal funk¢ni analytické a algebraické vlastnosti téchto matic
v ¢lanku Zur Threorie der quadratischen und bilinearen Formen von unendlichvielen
Verinderlichen! z roku 1911. Jedna se o specidlni druh matice, ve které jsou na vsech

diagonalach vedoucich shora zleva doprava dolt konstantni hodnoty.
4 3 2 1

o . _ |5 4 3 2
Priklad: A = 6 5 4 3
7 6 5 4

1 Cesky pieklad: O teorii kvadratickych a bilinearnich forem nekoneéné mnoha proménnych
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Definice 3.5.1

Necht’ 4 je étvercova matice typu n X n nad komutativnim okruhem K. Rekneme, Ze matice
A je Toeplitzova, jestlize plati pro kazdé i,j = 1,..,nje a;j = Q11,41

Podobn¢ jako Hankelova matice je jednozna¢né uréena 2n — 1 prvky, kdyz ma fad n. Zname-
li prvky v prvnim fadku a prvnim sloupci, pak uz je Toeplitzova matice urena. Sectenim
dvou Toeplitzovych matic nad komutativnim télesem je opét Toeplitzova matice. Toto
sCitani je komutativni a asociativni. Nulova matice je Toeplitzova a také opacna matice
k dané Toeplitzové matici je Toeplitzova. Snadno lze ovéfit axiomy vektorového prostoru,
které se tykaji zobrazeni ,,-“. Pokud jsou prvky Toeplitzovy matice fadu n z néjakého
komutativniho télesa, pak tedy tvoii vektorovy podprostor vektorového prostoru v§ech matic
radu n.

Toeplitzovy matice se vyuzivaji pro feSeni urCitych diferencidlnich a integralnich rovnic.
Toeplitzovy matice se rovnéz pouzivaji k vypoétu spline? k¥ivek. P¥i analyze ¢asovych fad
se mohou vyuzivat Toeplitzovy matice. Vyuzivaji se i ke zpracovani signalu a obrazu,

Markovych fetézci a teorii fazeni.

3.6 STREDOVE (CENTRALNE) SYMETRICKA MATICE

Tato ¢tvercova matice je soumérnd podle stiedu. Souctem dvou stiedove symetrickych matic
ziskame opét stfedové symetrickou matici. Nulova matice a opacnd matice ke stfedové
symetrické matici jsou také stfedov€é symetrické matice. Mnozina C vSech centralné
symetrickych matic fadu n s operaci ,,+* tvoti komutativni grupu. Pfi ndsobeni dvou stfedové
symetrickych matic stejného fadu dostaneme také stifedové symetrickou matici. Struktura
(C, -) je tedy grupoid. Protoze nasobeni jakychkoliv, a tedy i stiedové symetrickych matic
je asociativni, je tato struktura aspoil pologrupa. VSimnéme si, ze jednotkova matice je také
centralné symetrickd matice a jeji soucin s jakoukoli, tedy i1 centralné symetrickou matici
tuto matici nezméni. Struktura (C, - ) je proto dokonce monoid. Struktura (C, +, -) je
vzhledem k pfedchozimu okruh (nekomutativni). Pokud bude ., pfedstavovat zobrazeni —
nasobeni prvku télesa se sttedoveé symetrickou matici fadu n, pak jde o vektorovy prostor,
ktery je podprostorem vektorového prostoru vSech matic fadu n.

Pokud je stredoveé symetricka matice regularni, pak existuje jeji inverzni matice, ktera je také

sttedove symetrickd. Zamétime-li se na mnozinu Cr pouze takovych stftedove symetrickych

2Poskladanim polynomidlnich k¥ivek vznikne spline kiivka. Jedna se o hladkou k¥ivku, ktera
prochazi sadou bodu ovliviwyjicich jeji tvar. Tato kiivka se vyuziva v matematice, predevsim
v matematické analyze a v numerickych metodach, a také v pocitatové grafice.
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matic, které jsou regularni, pak je (Cg, -) grupa. Struktura (Cr, +) ovSem grupa neni, protoze
nulova matice, ktera by byla neutralnim prvkem vzhledem ke s¢itani, neni regulérni matici.
Je to komutativni pologrupa, pokud jsou prvky matic z komutativniho télesa.

1 4 5 0 9
12 2 6 7 10
Priklad: A=]11 8 3 8 11
10 7 6 2 12
9 0 5 4 1

Definice 3.6.1

Necht’ 4 je étvercova matice typu n X n nad komutativnim okruhem K. Rekneme, Ze matice
A je sttedové symetricka, jestlize plati pro kazdé i,j = 1,..,n e a;; = Ap_jp1,n—j+1-
Stfedové symetrickd matice se vyuziva pfi numerickém feSeni urcitych diferencidlnich
rovnic a pti feSeni Markovych fetézcti. Také se tyto matice vyuzivaji pii feSeni problémil
vlastnich ¢isel a v fad¢ fyzikalnich problému.

V této kapitole jsem uvedla nekolik specidlnich symetrickych matic. Existuji i jiné druhy
specidlnich symetrickych matic. Jedna se o nulovou matici, Hilbertovu matici, Coxeterovu

matici a Schlédfliho matici. Tyto matice nebudeme jiZ vice popisovat.
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4 UPRAVA NA DIAGONALNi TVAR ELEMENTARNIMI UPRAVAMI

V této kapitole se zaméfime na Upravy symetrickych matic na diagonalni tvar. Vyuzijeme
k tomu elementarni upravy. Elementarni upravy matice mohou byt sloupcové nebo fadkové.
Té&mito upravami lze pievést matici na trojihelnikovou ¢&i diagonalni. Upravu symetrickych
matic elementarnimi Upravami mizeme vyuzivat naptiklad ke zjisténi jejich hodnosti.
Definice 4.1
Pfi praci s maticemi budeme rozumét sloupcovymi elementarnimi pravami:

I.  vynasobeni néjakého sloupce nenulovym prvkem b € R;

ii.  pficteni b-nasobku n&jakého sloupce k jinému sloupci (pfitom b € R).
Podobn¢ budeme fadkovymi elementarnimi ipravami rozumeét:

I.  vynasobeni néjakého fadku nenulovym prvkem b € R;

Ii.  pficteni b-nasobku néjakého fadku k jinému fadku (pfitom b € R). (2, s. 138)
Véta 4.1

i. Kazdou matici je mozno pomoci konetné mnoha sloupcovych a fadkovych

elementarnich Gprav prevést na diagondlni matici.
ii.  Kekazdé matici A existuji regularni matice B, C takové, ze BAC je diagonalni matice.
(2,s.138)

Ptipsanim jednotkové matice vpravo od upravované matice Ize sledovat fadkové elementarni
upravy matice, a ptipsanim jednotkové matice pod matici lze sledovat sloupcové elementarni
Upravy matice.
Po provedeni jakékoli sloupcové nebo tadkové elementarni Upravy pifi zaznamenavani
radkovych a sloupcovych elementarnich Uprav Ize upravenou matici zapsat jako soucin tii
nové vzniklych matic BAC. Kde B je regularni matice, do nizZ zaznamenavame tadkové
upravy, A je puvodni matice a C je regularni matice, do niz zaznamenavame sloupcové
upravy. Tuto vlastnost ukazeme na piikladu.

Priklad 4.1

-1 2 5
Uvazujme symetrickou matici A = ( 2 4 —2), ktera je regularni, a symetrickou
5 -2 3
0 -1 0
maticiB={—-1 0 6 |, kterd neni regularni. Tyto dvé matice pfevedeme elementarnimi
0 6 0

upravami na diagonalni matice.

23
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Nejprve prevedeme regularni symetrickou matici A na diagonalni matici. K symetrické
matici A dopiSeme jednotkové matice, do kterych budeme zaznamenavat provadéné

elementarni Upravy.

-1 2 511 0 O
2 4 =210 1 O
5 =2 310 0 1

1 0 0
1 0

\o
0 0 1

2-nasobek prvniho fadku pficteme ke druhému fadku a 5-nasobek prvniho tadku ptfi¢teme

ke tietimu fadku.

=12 51100
/088210\
|08 285 0 1|
T 00
\010 /
0 0 1

(-1)-nasobek druhého fadku pfi¢teme ke tretimu fadku.

-1 2 591 0 O
0 8 8|2 1 0
1

0 0 20|13 -1
1 0 0
01 0
0 0 1

Prvni fadek vynasobime ¢tyifmi a pfi¢teme k nému (-1)-nasobek tretiho fadku. Druhy fadek
vynasobime péti a ptiéteme k nému (-2)-nasobek tietiho fadku.

-4 8 01 1 -1
0 40 014 7 =2

0O 0 20|13 -1 1
1 0 0
0 1 0
0 0 1
Prvni fadek vynasobime péti a pii¢teme k nému (-1)-nasobek druhého fadku.
-20 0 01 -2 -3
0O 40 014 7 =2
0 0 20|13 -1 1
1 0 O
0 1 0
0 0 1

Matici A jsme prevedli elementarnimi upravami na diagonalni matici. Celkovou matici

A|EY. y . . (DT x«: Sy y . L .
(E | —) jsme prevedli na matici (7 | —). Vsimneme si, ze k Uprave regularni symetrické matice

A staci pouze fadkové elementarni upravy. Jeste¢ provedeme kontrolu, zda jsme pocitali

spravné. Zkontrolujeme, ze souc¢in matic IA] se rovna ziskané diagonalni matici.
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1 -2 -3 -1 2 5 1 0 0 -20 0 O
4 7 =2].1 2 4 =21.{0 1 O0)=| 0 40 O
3 -1 1 5 -2 3 0 01 0 0 20

Nyni pfevedeme symetrickou matici B, kterd neni reguldrni, na diagondlni matici.
K symetrick¢ matici B dopiSeme jednotkové matice, do kterych budeme zaznamenévat

provadéné elementéarni upravy.

0 -1 011 0 O
-1 0 6J/0 1 O
0 6 0l0 0 1
1 0 0
\ 0 0
0 0 1
Nejprve zaménime prvni a druhy fadek.

-1 0 6yj0 1 O
/ 0 -1 0|1 O 0\
0 6 010 0 1

1 0 0
0 1 0 )
0 0 1

-1 0 010 1 O
0 -1 0|1 0 O
0 0 0|6 0 1
1 0 6
01 0
0 01

. . (B|EY. y . . . (D'|F . C . o
Matici (E | —) jsme pievedli na matici (E | —). Pro symetrickou matici, ktera neni regularni,

jsme museli pouzit i sloupcové elementarni Upravy. Jest€¢ provedeme zkousku, zda plati

FBG = D’, jestli jsme pocitali spravné.

01 0 0 -1 0 1 0 6 -1 0 O
1 0 O0)y-12 0 6)./10 1 0)J=1 0 -1 O
6 0 1 0 6 0 0 0 1 0 0 O

V piikladu jsme vyzkouseli, Ze symetrickou reguldrni matici lze upravit pouze fadkovymi
elementarnimi upravami na diagonalni matici. Symetrické matice, které nejsou regularni, se
musi pouzit 1 sloupcové elementarni Upravy. Je to zpusobeno tim, Ze fadky a sloupce

symetrickd matice, ktera neni regularni, je tedy singularni, jsou linearn¢ zavislé.
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Matice A a B v ptedchozim piikladu jsme ptevedli riznymi fadkovymi a sloupcovymi
elementarnimi upravami na diagondlni matice. Pfi pfevodu téchto matic nds muzou
napadnout rizné jiné elementarni Upravy, kterymi bychom mohli matice pfevést na
diagonalni. Zkusime na dal§im pfikladu, zda je to opravdu mozné, abychom riznymi
elementarnimi upravami prevedli jednu matici na nékolik riznych diagonalnich matic.
Piiklad 4.2

Uvazujme symetrickou matici A z piikladu 4.1. V ptikladu 4.1 jsme matici prevedli
fadkovymi elementarnimi upravami na diagonalni matici, ozna¢me ji D;. Pokusme se matici
A tadkovymi a sloupcovymi elementarnimi ipravami prevést na jinou diagonalni matici nez
v ptikladu 4.1.

Nejprve k symetrické matici A dopiSeme jednotkové matice, do kterych budeme

zaznamenavat provadéné elementarni Gipravy.

-1 2 551 0 O
2 4 =210 1 O
5 =2 310 0 1
1 0 0
0 1 0
0 0 1

2-nasobek prvniho fadku pficteme ke druhému fadku a 5-nasobek prvniho fadku pticteme

ke tretimu radku.

-1 2 511 0 O
0 8 812 1 0
0 8 28|5 0 1
1 0 0
01 0
0 01

2-nasobek prvniho sloupce pficteme k druhému sloupci a 5-ndsobek prvniho sloupce

pfi¢teme ke tietimu sloupci.

-1 0 01 0 O
0 8 812 1 0
0 8 28|5 0 1
1 2 5

0 1 0

0 0 1

(-1)-nasobek druhého fadku pii¢teme ke tretimu fadku.

-1 0 01 0 O
0 8 812 1 O
0 0 2013 -1 1
1 2 5

0 1 0

0 0 1
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(-1)-nasobek druhého sloupce pii¢teme ke tietimu sloupci.
-1 0 01 0 O

0 8 02 1 0
0 0 20|13 -1 1
1 2 3
0 1 -1
0 0 1
Matici (g | E) jsme prevedli na matici (% B). Jesté provedeme kontrolu jako v piikladu 4.1.
PAQ == DZ

1 0 O -1 2 5 1 2 3 -1 0 O
2 1 0f.{ 2 4 =2 .<O 1 -1)={1{0 8 0
3 -1 1 5 -2 3 0 0 1 0 0 20

Nasli jsme jiny postup, jak pievést symetrickou matici A na diagonalni matici. Mizeme fict,
ze razné elementarni upravy prevadi danou matici na rizné diagonalni matice. Nelze tedy

danou matici jednoznaéné prevést na diagonalni matici.
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5 UPRAVA NA DIAGONALN{ TVAR SYMETRICKYMI UPRAVAMI

Specialnim typem elementarnich uprav jsou symetrické uUpravy. Symetrickd Uprava je
vlastné provedeni dvou elementarnich uprav. Nejprve provedeme tadkovou elementarni
upravu a poté provedeme tu samou elementarni Gpravu, ale tentokrat ve sloupci ¢i nejdiive
provedeme sloupcovou elementdrni upravu a pak provedeme tu samou fadkovou
elementarni upravu. Symetrické Gpravy maji riizné vyuziti. Pomoci symetrickych uprav lze
zjistit typ symetrické matice, zda je matice pozitivn¢ definitni, pozitivné¢ semidefinitni,
negativné definitni, negativn¢ semidefinitni nebo indefinitni.
Definice 5.1
KaZzdou symetrickou matici A budeme nazyvat
i.  pozitivng definitni, jestlize pro kazdy sloupcovy vektor x # o plati xT Ax > 0;

ii. pozitivné semidefinitni, jestlize pro kazdy sloupcovy vektor x # o plati xT Ax > 0;

iii.  negativng definitni, jestliZe pro kazdy sloupcovy vektor x # o plati xT Ax < 0;

iv.  negativné semidefinitni, jestlize pro kazdy sloupcovy vektor x # o plati xT Ax < 0;

v.  indefinitni, jestlize matice A nespliiuje ani jednu z uvedenych vlastnosti. (10, s. 1)
Urcovani typu matic podle této definice ukaZeme na piikladu.
Piiklad 5.1

Uvazujme symetrické matice 4, B, C, F nad télesem realnych ¢isel. Urcete typy téchto matic.
_ (-2 1 _(4 -2 _(—2 1 _(2 1
A_(1 0)’3_(—2 1)'6_(1 —4)’F_(1 1)
X
Pro uréeni typu matice vyuzijeme vztah x” Ax, kde x = ( x;) je libovolny sloupcovy vektor.

Matice postupné dosadime do uvedeného vztahu a tim zjistime typy zadanych matic.
—2 1\ (% X\? x5
xTAx = (%1 Xz).( ! O) .(xz) = —2x% + 2xx, = —2 ((xl — —) ——)

Vyraz xT Ax je pro nékteré vektory x zaporny, napt. pro x = (1, 0), pro nékteré kladny, x =
(1, 2), nebo roven nule, napt. pro vektor x = (1, 1), proto matice A je indefinitni.
Postupujme podobné pro matici B:

4 =2
-2 1

Matice B je pozitivné semidefinitni.

).(2)=4x§+x%—4x1x2:4(x1—%)220

xTBx = (%1 Xz).(
Nyni uréime typ matice C:

-2 1
1 -4

—1((x; —x)%2+x2 +3x2) <0

xTCx = (%1 xz),( ) (2) = —2xf — 4x% + 2xyx, =
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Matice C je negativné definitni.
Zbyva zjistit typ matice F:
xTFx = (X1 X2). (2 1) (xl) = (2x2 + x5 + 2x1x) = 2 (xl +2)2 + ﬁ >0
1 1/ \x 2 2
Matice F je pozitivné definitni.
Urcovat typ definitnosti matice nemusime jen podle definice 5.1. Dale v textu uvedeme vétu,
kde se urcuje typ symetrickych matic podle toho, na jakou diagonalni matici je lze
symetrickymi Gpravami pievést. Nejdiive se ale zaméfime na symetrické upravy, kterymi
lze pfevést symetrickou matici na diagonalni.
Definice 5.2
Pti upravach c¢tvercovych matic budeme symetrickymi Gpravami rozumét nasledujici
dvojice elementarnich Gprav.
i.  Vynasobeni i-tého fadku nenulovym prvkem b a vynasobeni i-tého sloupce stejnym
prvkem b.
ii.  Pfi¢teni b-nasobku i-t¢ho fadku k j-tému fadku a piicteni b-nasobku i-tého sloupce
k j-tému sloupci. (2, s. 148)
Symetrické tipravy budeme vyuzivat k pfeméné matice A na diagonalni matici.
Véta 5.1
Necht' T je téleso, jehoZ charakteristika neni dva. Potom plati:
i.  Kazdou symetrickou matici nad télesem T je mozno symetrickymi Gipravami pievést
na diagonalni matici.
ii. Ke kazdé symetrické matici A nad t€lesem T existuje regularni matice B takova, Ze
D = BT AB je diagonalni matice. (2, s. 148)
Symetrickou matici A nemusime symetrickymi upravami pievést ,,az“ na diagonalni matici,
muizeme ji pouze symetrickymi upravami ,,poupravit. Pokud budeme symetrické Upravy
matice A zaznamenéavat do jednotkové matice za matici A, vznikne reguldrni matice FT
takova, ze C = FTAF. Pak matice A a C jsou kongruentni. Totéz miiZzeme fict i o symetrické
matici A a diagonalni matici D, kde plati D = BT AB, pak je symetrick4 matice A kongruentni
s diagondlni matici D.
Priklad 5.2

Reélnou symetrickou matici A ptevedeme symetrickymi Gipravami na diagondlni matici D a

nalezneme regularni matici B, pro kterou plati D = BTAB.
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1 2 3
A=12 1 4
3 4 1
K matici A pfipiseme jednotkovou matici E, do niz se budou zaznamenavat provedené
1 2 311 0 O
2 1 40 1 0
3 4 110 0 1

Pricteme (-2)-nasobek druhého fadku k prvnimu fadku a (-2)-nasobek druhého sloupce

upravy.

k prvnimu sloupci. Dostaneme matici, jejiz leva ¢ast je opét symetricka.

-3 0 =51 -2 0
0 1 410 1 0
-5 4 110 0 1
Abychom nemuseli pocitat se zlomky, tak vynasobime tteti fadek a tfeti sloupec ¢islem 3.
-3 0 -—-15|11 -2 O0
0 1 1210 1 0
-15 12 910 0 3
Pak pficteme (-5)-nasobek prvniho fadku ke tietimu fadku a (-5)-nasobek prvniho sloupce
ke tfetimu sloupci.
-3 0 0|1 -2 0
0 1 1210 1 ©
0 12 841-5 10 3
Ted pti¢teme (-12)-nasobek druhého fadku ke tfetimu fadku a (-12)-nasobek druhého
sloupce ke tfetimu sloupci.
-3 0 01 -2 0
0 1 0|0 1 O
0 0 -60I-5 -2 3

Témito symetrickymi Gipravami jsme se od matice (A|E) dostali k matici (D|BT). Jesté se

presvédeime, ze plati D = BT AB.

1 2 3 -3 0 0 1 —2 0 1 0
A=<2 1 4>,D=(O 1 0>,BT=<0 > ( )
3 4 1 0 0 —60 -5 -2 3 0 0

1 -2 0\ /1 2 3 1 0 =5 3
D=BTAB=<0 1 0).(2 1 4).(—2 1 —2)-(0 1 0)
-5 =2 3/ \3 4 1 0 0 3 0 0 —-60

Ptevod symetrické matice na diagonalni symetrickymi Upravami se vyuziva k prevodu
kvadratické formy na kanonicky tvar.

Pokud budeme symetrickou matici upravovat na diagonalni elementarnimi fadkovymi a
sloupcovymi upravami, nelze to bez dalsich timluv provést jednoznaéné. Elementarni Gpravy

matice A mizeme libovoln¢ kombinovat a ziskat tak jinou diagonalni matici. Pokud budeme
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matici A upravovat symetrickymi upravami miZzeme ji upravit na diagonalni matici
jednoznacné. Takovato diagonalni matice ma na hlavni diagonale nejprve 1, pak —1 a
nakonec 0. Pokud bude vice lidi upravovat symetrickou matici A na diagonalni, kde nejprve
budou 1, pak —1 a nakonec 0, tak vS§em musi vyjit matice B stejné. Kdyz symetrickou matici
upravime symetrickymi Gpravami na takovouto diagondlni matici, mizeme pomoci prvkl
na hlavni diagonale diagonalni matice urcit typ matice. Tuto vlastnost shrnuje véta 5.2.
Véta 5.2
Symetricka matice A je

i.  pozitivné definitni, pokud ji 1ze symetrickymi tipravami upravit na diagonalni matici,

jejiz vSechny prvky na diagonéle jsou kladné;

ii.  pozitivné semidefinitni, ma-li diagonalni matice, na niz lze A upravit symetrickymi
upravami, v§echny diagondlni prvky nezaporné;

iii.  negativné definitni, jestlize Ize matici A symetrickymi upravami zménit na
diagonalni matici, jejiz vSechny diagonalni prvky jsou zaporng;

Iv.  negativné semidefinitni, pokud vSechny diagonalni prvky diagonalni matice, na niz
Ize upravit matici A symetrickymi upravami, jsou nekladné;

V.  indefinitni, jestlize mezi diagonalnimi prvky diagonalni matice, na kterou lze matici
A upravit symetrickymi Gpravami, je aspoil jeden prvek kladny a aspoii jeden prvek
zaporny. (2, s. 356-357; 17, s. 6)

V nésledujicim ptikladu ur¢ime typ matice pomoci véty 5.2.

Piiklad 5.3

3 -1 =2
Uvazujme symetrické matice A = (_31 i),B = (—1 4 1 > nad télesem realnych
-2 1 5

¢isel. Urcete jejich typ.

Matice postupné upravime symetrickymi Upravami na diagonalni matice a urcime typ
matice. K maticim nebudeme pfipisovat jednotkovou matici. V tomto ptikladu je pro nas
dulezita vysledna diagonélni matice, proto nemusime zaznamenavat provedené Upravy do
jednotkové matice.

Nejprve budeme symetrickymi upravami prevadét matici A.

3-nasobek prvniho sloupce pfi¢teme ke druhému sloupci a 3-nasobek prvniho tfadku

pficteme ke druhému tadku. Prvni a druhy sloupec zaménime a prvni a druhy tadek

zaménime. Prvni fadek a prvni sloupec vydélime v10.
(_31 i) - (_01 100) - (100 —01) - ((1) —01)
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Na diagonale je jedno kladné a jedno zaporné cCislo, proto je matice A indefinitni.

Matici B také prevedeme symetrickymi Gpravami na diagonalni matici.

Nejprve vynasobime druhy fadek a druhy sloupek tfemi. 1-ndsobek prvniho fadku pticteme
k druhému tadku a 1-nasobek prvniho sloupce pti¢teme ke druhému sloupci. Tieti sloupec
a treti fadek vynasobime tfemi. 2-nasobek prvniho tfadku pfi¢teme ke tfetimu fadku a 2-
nasobek prvniho sloupce piicteme ke tfetimu sloupci. Treti fadek a tteti sloupec vynasobime
deseti. (-1)-nasobek druhého tadku pficteme ke tietimu fadku a (-1)-nasobek druhého
sloupce pfi¢teme ke téetimu sloupci. Prvni fadek a prvni sloupec vydélime v/3. Druhy fadek

a druhy sloupec vydélime v 30. Treti fadek a tieti sloupec vydelime v2040.

3 -1 -2 3 -3 -2 3 0 -2 3 0 -6 3 0 0
-1 4 1 |~|{-3 36 3 |~ 0 30 1 )]~{0 30 3|~ (0 30 3 )
-2 1 5 -2 3 5 -2 1 5 -6 3 45 0 3 21

3 0 0 3 0 0 1 0 0
~{0 30 30 |~{0 30 0 |~10 1 O
0 30 2100 0 0 2040 0 0 1

Na diagonale jsou vSechna tii ¢isla kladna, proto je matice pozitivné definitni.
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6 DIAGONALIZOVATELNOST A ROZKLAD MATICE

V této kapitole se zaméfime na pievedeni Ctvercové matice na diagonalni matici jinym

zpusobem nez v predchozi kapitole. Nékteré ¢tvercové matice A lze upravit do tvaru
A=B.D.C,

kde D je diagonalni matice, ktera ma na hlavni diagonale tzv. vlastni ¢isla matice A. Matice

B a C jsou navzajem inverzni matice.

Proto se v této kapitole budeme vénovat nejprve vypoctu vlastnich ¢isel a vlastnich vektora.

Spektralnimu rozkladu matice A, kterd je symetrickd, se budeme vénovat v posledni

podkapitole této kapitoly.

6.1 VLASTNI CISLA, VEKTORY A PODPROSTORY

Definice 6.1.1

Necht' A je ¢tvercova matice nad télesem T. Charakteristickou matici matice A budeme
rozumét A-matici AE — A a charakteristickym polynomem matice A determinant jeji
charakteristické matice, tj. det (AE — A). Koteny charakteristického polynomu matice A se
nazyvaji vlastni ¢isla matice A. (Bec¢var, 219)

Na nésledujicim ptikladu ukdZeme charakteristickou matici matice, charakteristicky
polynom matice a vlastni ¢isla matice. Ukazeme to pro ¢tvercovou nesymetrickou matici A

a pro symetrickou matici B.

Priklad 6.1.1
0 -1 -1 1 0 2
A=1-1 1 0 |,B=|0 1 4
3 0 3 2 4 1

nad télesem realnych cCisel a vypocitejme vlastni ¢isla matice.

Uvazujme matice

Nyni nalezneme charakteristické matice matic A a B.

1 0 O 0o -1 -1 A 1 1
AE—-—A=A10 1 O)—(—l 1 0O |={1 21-1 0 >
0 0 1 3 0 3 -3 0 A=3

1 0 O 1 0 2 A-1 0 -2
AE—=B=A(0 1 0|—(0 1 4= 0 A—-1 -4
0 0 1 2 4 1 -2 -4 1-1

Z téchto vypocitanych charakteristickych matic ziskame vypoctem determinantt

charakteristické polynomy.

det(lE —A)=1(1-1).A-3)+(-3).1.0+11.0-1.(1 - 1).(-3) - 0.0.2
—(A=-3).11=23-4.22+5.1
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6 DIAGONALIZOVATELNOST A ROZKLAD MATICE

det(AE —=B)=(A—-1).(A—=1).(A—=1) +0.(—4).(=2) + (—=2).(—4).0
-(-2).-1D.(-2)-(49.(-9).A-1) - (A -1).0.0
=2 —-3.22—-17.12+ 19
A z charakteristickych polynomti nalezneme vlastni ¢isla matic.
AB—422+51=0
A= 0
Ay =2—1
Az =2 +1
AB—-32A2-17.1+19=0
=1
A, =-2V5+1
Ay =2V5+1
Na tomto ptikladu je ukézano, ze vlastni ¢isla matice mohou byt i komplexni ¢isla. V ptipadé
symetrické matice nad télesem redlnych Cisel, kterou je matice B, jsou vlastni ¢isla redlna.
Tato vlastnost je zahrnuta ve vété 6.1.1.
Z vypoctenych vlastnich ¢isel jesté ur¢ime vlastni vektory. Vlastni vektory budeme uzivat
pro zjiSt'ovani, jestli je dana matice diagonalizovatelna.
Definice 6.1.2
Necht' A je ¢tvercova matice fadu n nad té€lesem T a A € T jeji vlastni Cislo. Vlastnim
vektorem matice A, ktery piislusi vlastnimu ¢islu 4, budeme rozumét kazdy nenulovy vektor
x € T™, pro ktery A.xT = A.xT. (2, s. 230)
Vlastni vektory maji zajimavou vlastnost. Pokud budeme zobrazovat vlastni vektory
Vv linearnim zobrazeni daném matici A, zobrazi se vlastni vektory na sviij nasobek.

Priklad 6.1.2

3 -2

RO ) Ovéime, 7e u = (2,—1) a v = (2,4) jsou

Uvazujme symetrickou matici A = (

vlastni vektory dané matice.

Vektor u zobrazime v zobrazeni daném matici A.

e (_32 _02).(2,—1)T —(8,—4) = 4.(2,—1) = 4.u

Vektor v také zobrazime v zobrazeni daném matici A.

v=(2, )@ =(2-n=-1.2H=-1v

Vektory u a v se zobrazily na sviij nasobek. Ovéefili jsme, ze vektory jsou vlastni vektory

matice A.
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41
34
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Obrazek 1: Zobrazeni vektor(i

Vsimnéme si, ze vektor w = (—4, 2), ktery je (—2)-nasobkem vektoru u, je také vlastnim
vektorem matice A, protoze se v zobrazeni daném matici A zobrazi na sviij nasobek. Totéz
plati pro kazdy nasobek vektoru u. Vektor x = k - (2, —1) se zobrazi na vektor 4k - (2, —1),
tj. jakykoli nasobek vektoru (2, —1) je vlastnim vektorem matice A. Vlastni vektory miizeme
zapsat jako linearni obal [(2,—1)]. Protoze linearni obal je vektorovy podprostor, tvofii
vlastni vektory. Tomuto vektorovému podprostoru se fiké vlastni podprostor.

Definice 6.1.3

Vlastni podprostor ptislusny vlastnimu ¢islu A je mnozina vSech vlastnich vektort, které
pfisluseji vlastnimu ¢islu A dané matice.

Na nésledujicim ptikladu ukdZeme nalezeni vlastniho vektoru nesymetrické Etvercové

matice a symetrické matice.

Piiklad 6.1.3
-1 0 -2 -1 0 1
A=|-2 1 =-2|,B=({0 0 O
-2 0 -1 1 0 -1

nad télesem redlnych Cisel a vypocteme vlastni vektory matic.

Uvazujme matice

Nyni nalezneme charakteristické matice matic A a B.

A+1 0 2
AE—A= 2 A-1 2

2 0 A+1

A+1 0 -1
AE —B = 0 A 0

-1 0 A+1
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6 DIAGONALIZOVATELNOST A ROZKLAD MATICE

Ztéchto vypocitanych charakteristickych matic ziskdme vypoctem determinantii
charakteristické polynomy.
det(AE—A) =23+ A>—-5.1+3
det (AE — B) = 23 + 2.2
A z charakteristickych polynomt vypocteme vlastni ¢isla matic.

AB+212-51+3=0

A, =-3
A, =1
=1

AB+2.22=0
A =—2
A, =0
A3 =0

Nyni budeme hledat vlastni vektory piislusné vlastnim ¢islim matice. Nejdiive vypocitame
vlastni vektor piislusny vlastnimu ¢islu A; = —3. Rovnici A.xT = A. xT mizeme piepsat do

tvaru (A — A.E).x = 0 a tuto soustavu rovnic budeme fesit. V nasem ptipadé budeme fesit

-1+3 0 -2 X1 0
-2 1+3 -2 <X2> = 0).
-2 0 -1+3 X3 0

Upravime matici na trojahelnikovy tvar.

2 0 -2 2 0 -2
-2 4 =-2|~|l0 4 —4
-2 0 2 0 0 O

Spocitali jsme feSeni x; = x, = x3 = k, kde k je libovolné ¢islo. Za k zvolime 1. Vlastnim

tuto soustavu

vektorem matice A ptislusnym k vlastnimu ¢islu 44 = =3 je kazdy nasobek vektoru
(1,1,1)7. Vsechny nasobky vlastniho vektoru tvofi linearni obal tohoto vlastniho vektoru,
[(1,1,1)7] je tedy vlastni podprostor piislusny vlastnimu &islu 3.

Podobnym zptsobem spocitame vlastni vektor matice A ptislusny k vlastnimu ¢islu

Ay =243 =1.

Budeme fesit tuto soustavu

-1-1 0 -2 X1 0
-2 1-1 -2 AX2]=({0]
-2 0 -1-1 X3 0

Matici opét upravime na trojuhelnikovity tvar.
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-2 0 -2 -2 0 -2
(—2 0 —2) ~( 0 0 O )
-2 0 -2 0 0 O

Spocitali jsme feSeni x; = —x3 = k,x, = [, kde k a [ jsou libovolna ¢isla. Za k zvolime 1,

pak je x; =1 ax3 =—1. Zal zvolime 2, pak je x, = 2. Vlastnim vektorem matice A
prislusnym K vlastnimu ¢islu A, = A3 = 1 je jakykoli vlastni vektor, ktery lze ziskat
libovolnou kombinaci vektorti (—1,0,1)7 a (0,2,0)”. Viechny tyto kombinace tvoii linearni
obal [(—1,0,1)7,(0,2,0)T], tj. vlastni podprostor piislu§ny vlastnimu &islu 1.

Nyni budeme hledat vlastni vektory ptislusné vlastnim ¢isliim symetrické matice B. Nejdiive
nalezneme vlastni vektor pfislusny vlastnimu ¢islu 1; = —2. Budeme fesit soustavu rovnic

(B — A.E).x = 0. V naSem piipadé budeme Fesit tuto soustavu

-1+2 0 1 X1 0
(o oz 0 )(n)-(o}
1 0 -1+2 X3 0

Upravime matici B na trojihelnikovy tvar.

1 0 1 1 0 1
<O 2 0J~{0 2 O
1 0 1 0 0 O

Spocitali jsme feSeni x; = —x3 = k,x, = 0, kde k je libovolné ¢islo. Za k zvolime 1, pak
je x; = 1. Vlastnim vektorem matice A piislusnym K vlastnimu ¢&islu 1, = —2 je kazdy
nasobek vektoru (1,0, —1)7. Viechny nasobky vlastniho vektoru tvoii linedrni obal tohoto
vlastni vektoru [(1,0, —1)7].

Podobnym zpiisobem spocteme vlastni vektor matice A piislusny k vlastnimu ¢islu

A =13 =0.

Budeme fesit tuto soustavu

-1-0 0 1 X1 0
0 0-0 0 A X2 =10
1 0 -1-0 X3 0

Upravime matici B na trojihelnikovy tvar.

-1 0 1 -1 0 1

0 0 0 |~{0 O0 O

1 0 -1 0 0 O
Vypocetli jsme feseni x; = x3 = k,x, = 1.Za k zvolime 1, pak jex; =1 ax; =1.Zal
zvolime 2, pak je x, = 2. Vlastnim vektorem matice A ptislusnym k vlastnimu ¢islu 4, =

A3 = 0 je jakykoli vlastni vektor, ktery lze ziskat libovolnou kombinaci vektoru (1,0,1)7 a

(0,2,0)T. Vsechny mozné kombinace téchto dvou vektori zapiSeme jako linearni obal

[(1,0,1)7, (0,2,0)T].
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Vlastni ¢isla a jejich vlastni vektory se uplatiiuji pfi feSeni riznych technickych problémi,
naptiklad pfi feSeni stavebnich konstrukeci.
Podle poctu vlastnich ¢isel a podle linedrni zavislosti vlastnich vektorti jsme schopni urcit,
zda bude matice diagonalizovatelna ¢i ne, viz véty 6.2.1 a 6.2.2 v nasledujici podkapitole.
Na tomto misté uved’'me vlastnost vlastnich Cisel a vektort, kterou vyuzijeme v podkapitole
6.3.
Véta6.1.1
Pokud je matice A symetricka nad télesem realnych ¢isel, pak plati:

i.  Vlastni ¢isla matice A jsou vSechna realna.

ii.  Vlastni vektory z riznych vlastnich podprostord jsou kolmé. (1, s. 411)
Tuto vétu ukazeme na prikladu.
Piiklad 6.1.4
Uvazujme symetrickou matici B z piikladu 6.1.3 a ukazme, Ze pro ni plati véta 6.1.1. Pro
tuto matici jsme jiz spocetli jeji vlastni ¢isla a vlastni vektory.
Vlastni ¢isla matice B jsou 4; = 0, 1, = —2 a A3 = 0. Na prvni pohled vidime, Ze vSechna
vlastni ¢isla jsou realna.
Ovéfeni, Ze vlastni vektory z rGznych vlastnich podprostori jsou kolmé, nebude uz tak
jednoduché. Tato matice ma vlastni vektory ze dvou riiznych vlastnich prostorti. VSechny
nasobky vlastniho vektoru pfislusného k vlastnimu ¢islu A, = —2 tvofi linedrni obal
vlastniho vektoru (1,0,—1)7. Druhy vlastni podprostor [(1,0,1)7,(0,2,0)7]je tvofen
vlastnimi vektory pfislusnymi K vlastnimu ¢islu 4, = 43 = 0.
Kazdy vektor z prvniho vlastniho podprostoru lze napsat ve tvaru (a,0,—a)”, kde a je
libovolné realné ¢&islo. Jakykoli vektor z druhého vlastniho podprostoru ma tvar (b, ¢, b)T,
kde b a c¢ jsou libovolna realna cisla. Skalarni soucin vektorti zriznych vlastnich
podprostorti je roven 0, protoze

(a,0,—a)T.(b,c,b)T =a.b+0.c+ (—a).b =0

Vlastni vektory matice B z riiznych vlastnich podprostora jsou kolmé.

6.2 DIAGONALIZOVATELNOST A DIAGONALIZACE
Definice 6.2.1
Ctvercova matice A typu n X n se nazyva diagonalizovatelna nad télesem T, jestlize je
podobna diagonalni matici. To znamena, jestlize existuje diagondlni matice D a regularni
matice P takova, Ze plati

A= PDP1 neboli D = P~1AP.
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Diagonalizace matice A je proces nalezeni diagonalni matice D a regularni matice P. (5, S.
13)
Priklad 6.2.1

-1 0 1
Ovérme s vyuzitim definice 5.4, ze symetricka matice B = ( 0 0 O ) z ptikladu 6.1.3
1 0 -1

-2 0 0
je podobna diagonalni matici D = ( 0 0 0>,pﬁéem2 prislusnou regularni matici je P =

0 0 O
-1 0 1
0 2 0]
1 0 1

Aby byla matice B podobnd diagonalni matici D, musi platit B = PDP™1,

Nejprve spocitame matici P,

-1 0 111 0 O -1 0 111 0 O -2 0 0|1 0 -1
0 1 00 1 0)~{0 2 001 OJ~{0 2 00 1 0]~
1 0 110 0 1 0 0 211 0 1 0 0 211 0 1
1 1
—= 0 =
100 2 2
0 1 0fo0 5 0
0 0 1
1,1
2 2
Spocitali jsme matici P~! a nyni uz jen dosadime do vzorce B = PDP™1.
1 1
2 03
-1 0 1\ /-2 0 O 1 -1 0 1
B=020.000.0§0=000
1 0 1 0 0 O 1 . 1 1 0 -1
2 2

Ovéfili jsme, Ze symetrickd matice B je podobna diagonalni matici D.

Vsimnéme si, Ze na hlavni diagondle diagonalni matice D jsou vlastni Cisla symetrické
matice B. Ve sloupcich matice P jsou vlastni vektory pfislusné vlastnim ¢islim ve stejném
potadi, jako jsou ptislusna vlastni ¢isla na hlavni diagondale diagonalni matice D.

Véta 6.2.1

Matice A fadu n je diagonalizovatelna pravé kdyz ma n nezavislych vlastnich vektora. (19,
s. 149)

Vratime-li se k piikladu 6.1.2, mtizeme si v§imnout, Ze vlastni vektory u = (2,—1) av =
(2,4) matice A fadu 2 jsou linearné nezavislé. Podle véty 6.2.1 je matice A

diagonalizovatelna.
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Vlastni vektory realnych symetrickych matic jsou navzdjem kolmé, a tudiz i linearné
nezavislé. Proto je kazda realna symetrickd matice diagonalizovatelna.

Véta 6.2.2

Matice A je diagonalizovatelna, pokud jsou vSechna vlastni ¢isla matice A navzajem rizna.
(19, s. 149)

Matice B z prikladu 6.1.1 ma navzajem rizna vlastni ¢isla, a proto je podle predchozi véty
diagonalizovatelna.

Podle definice 6.2.1 nelze jednoduse zjistit, zda je dana matice diagonalizovatelna. Proto pro
zjisténi, zda je matice diagonalizovatelnd, je vhodné vyuzivat véty 6.2.1 a 6.2.2.

Priklad 6.2.2

1 4 -2
Ovéifme, ze symetricka matice A = ( 4 3 4 ) je diagonalizovatelna.
-2 4 1

Pro ovéfeni diagonalizovatelnosti matice A pouzijeme vétu 6.2.1. Spocteme proto vlastni
vektory matice A a ov&fime jejich linearni nezavislost.

Nejprve musime spocitat vlastni Cisla, a proto nyni spo¢teme charakteristickou matici matice

A.
A—=-1 -4 2
AE—A=<—4 A=3 —4)
2 -4 1+1
Z této vypocitané charakteristické matice spocteme vypocétem determinantu charakteristicky
polynom.
det(AE —A) =—(A1+5).(1-3).(A=7)

A z charakteristického polynomu spoéteme vlastni ¢isla matice.
(145).A1-3).1-7)=0

/11=—5
AZ=3
A3=7

Nyni budeme hledat vlastni vektory pfisluSné vlastnim ¢islim matice. Nejdiive vypocitame
vlastni vektor pfislusny vlastnimu &islu 2, = —5. Rovnici A. xT = A. xT miZeme ptepsat do

tvaru (A — A.E).x = 0 a tuto soustavu rovnic budeme ftesit. V nasem ptipadé budeme fesit

1+5 4 -2 X1 0
(47 svs 2 )(s)-(o)
-2 4 1+5 X3 0

Upravime matici na trojuhelnikovy tvar.

tuto soustavu
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6 4 -2 6 4 -2 6 4 -2
(4 8 4>~(0 16 16>~<0 1 1)
-2 4 6 0 16 16 0 0 O

Spocitali jsme feSeni x; = —x, = x3 = k, kde k je libovolné ¢islo. Za k zvolime 1.

Vlastnim vektorem matice A pfislusny k vlastnimu ¢islu A; = =5 je kazdy nasobek vektoru
(1,—1,1). Vsechny nasobky vlastniho vektoru tvofi linedrni obal tohoto vlastniho vektoru
[(1,-1,DT].

Podobnym zptsobem spocitame vlastni vektor matice A ptislusny k vlastnimu ¢islu

A, = 3.

Budeme fesit tuto soustavu

1-3 4 -2 X1 0
(47525 3 )(x)-(o)
-2 4 1-3 X3 0

Matici opét upravime na trojihelnikovy tvar.

-2 4 =2 -2 4 =2
< 4 0 4 >~< 0 -4 O )
-2 4 =2 0 0 0

Spocitali jsme feSeni x; = —x3 = k, x, = 0, kde k je libovolné ¢islo. Za k zvolime 1, pak
je x; =1 axz = —1. Vlastnim vektorem matice A pfislusny k vlastnimu ¢islu 1, = 3 je
jakykoli vlastni vektor, ktery l1ze ziskat libovolnou kombinaci vektoru (=1,0,1)T. Vsechny
nasobky vlastniho vektoru tvoii linearni obal [(—1,0,1)7].

Podobnym zplisobem spocitdme vlastni vektor matice A ptislusny k vlastnimu cislu

Az =7.

Budeme fesit tuto soustavu

1-7 4 -2 X1 0
4 3—-7 4 .| X2)=1{0])
-2 4 1-7 X3 0

Matici opé€t upravime na trojihelnikovy tvar.

-6 4 -2 -6 4 -2 -6 4 -2
4 -4 4 |~{0 -4 8]~ 0 -1 2
-2 4 -6 0 -8 16 0 0 0

Spocitali jsme feSeni x; = 2x, = x3 = k, kde k je libovolné ¢islo. Za k zvolime 1, pak je
x; =1, x, =2 ax3 = 1. Vlastnim vektorem matice A ptislusny k vlastnimu ¢islu A3 =7
je jakykoli vlastni vektor, ktery lze ziskat libovolnou kombinaci vektoru (1,2,1)7. Viechny

nasobky vlastniho vektoru tvofi linearni obal [(1,2,1)7].
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Vypocitali jsme vlastni vektory matice A a nyni uz mizeme spocitat, zda jsou linearné
zavislé ¢i nezavislé. Pro zjisténi zadvislosti budeme hledat feSeni této soustavy linearnich
rovnic.

a.(1,-1,1) + b.(-1,0,1) + ¢.(1,2,1) = (0,0,0)

Soustavu zapiSeme pomoci matic.

5 s D0

Matici upravime na trojuhelnikovy tvar.

1 -1 1 1 -1 1 1 -1 1
-1 0 2|~{0 -1 3]~{0 -1 3
1 1 1 0 2 0 0 0 6

Spocitali jsme feSeni a = 0, b = 0 a ¢ = 0. Soustava linearnich rovnic ma pouze nulové
feseni, tak jsou vlastni vektory linearné nezavislé. ProtoZe jsou vlastni vektory matice A
linedrné nezavislé, je symetrickd matice A podle véty 6.2.1 diagonalizovatelnd. Je
diagonalizovatelnd i podle véty 6.2.2, protoze ma tfi riizna vlastni ¢isla.

Postup diagonalizace matice, ktery se opira o vlastni ¢isla a vlastni vektory, neni slozity.
Nejprve musime najit vlastni ¢isla matice a vypocitat k nim ptisluSné vlastni vektory. Pak
dle véty 6.2.1 nebo 6.2.2 rozhodneme, zda je matice diagonalizovatelna. Kdyz bude matice
diagonalizovatelnd, tak jednoduSe urc¢ime diagondlni matici D a regularni matici P.
Diagonalni matice D bude mit na hlavni diagondle vypocitand vlastni ¢isla. A reguldrni
matice P bude mit po sloupcich vypoétené vlastni vektory, které jsou ve stejném poradi jako

Jim ptislu$na vlastni ¢isla na hlavni diagondle diagondlni matice D.

Priklad 6.2.3
0 3 -1

Uvazujme symetrickou matici A= 3 2 1 nad télesem realnych Ccisel a
-1 1 4

diagonalizujme ji.

Nejprve musime urcit vlastni ¢isla matice A. Spocitame tedy charakteristickou matici matice

A.
A -3 1
AE—A=(-3 A-2 -1
1 -1 1-4
Z této vypocitané charakteristické matice spocteme vypoctem determinantu charakteristicky
polynom.
det(AE —A) =23 —6.12 - 3.1+ 44

A z charakteristického polynomu spo¢teme vlastni ¢isla matice.
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AB—6.12-3.1+44=0

/11:4‘

Nyni budeme hledat vlastni vektory pfislusné vlastnim ¢islim matice. Nejdiive vypocitame
vlastni vektor pfislusny vlastnimu ¢islu A; = 4. Budeme feSit soustavu rovnic (A —

A.E).x = 0.V naSem ptipadé budeme fesit tuto soustavu

4 -3 1 X1 0
(52 -1)(x)-(o)
1 -1 0 X3 0

Upravime matici na trojuhelnikovy tvar.

4 -3 1 1 -1 0 1 -1 0 1 -1 0
-3 2 -1)~{-3 2 -1|]~(0 -1 -1)~10 -1 -1
1 -1 0 4 -3 1 0 1 1 0 O 0

Spocitali jsme feSeni x; = x, = —x3 = k, kde Kje libovolné ¢&islo. Za k zvolime 1.
Vlastnim vektorem matice A ptislusny k vlastnimu ¢islu 4; = 4 je kazdy ndsobek vektoru
(1,1, —1)7. Vsechny nasobky vlastniho vektoru tvoii linerni obal tohoto vlastniho vektoru
[(1,1,-1D)T].
Podobnym zpiisobem spocitame vlastni vektor matice A piislusny k vlastnimu cislu
Ay = =23 +1.
Budeme fesit tuto soustavu
—2V3+1 -3 1 Xy 0
-3 —2V3 -1 -1 <x2> = <0>.
1 -1 -2v/3-3

Matici opét upravime na trojuhelnikovy tvar.

—6V3—-3 2V3+1
—2V3+1 -3 1 -1 \(1 \/;1
-3 —2V3-1 -1 ~ ~
1 (1 —24/3-3 -3 -23-1 —1
1 -1 —2v3-3
. —6v3 -3 23 +1
B 11 11 . —-6V3—-3 2v3+1
. —4/3-2 -6V3-14 | | 11 11
11 11 0 1 V3+1
0 —6V3—14 —20V3 - 32 0 -1 —/3-1
11 11
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—6vV3 -3 2V3+1
B 11 11
0 1 V3+1
0 0 0

Spocitali jsme feSeni x; = (\/§ + 2).x3, Xy = (—\/§ — 1).x3, x3 = k, kde k je libovolné
&islo. Za k zvolime 1, pak je x; = V3 + 2, x, = —V/3 — 1 a x3 = 1. Vlastnim vektorem
matice A piislusny k vlastnimu ¢&islu 1; = 4 je kazdy néasobek vektoru (\/§ +2,—/3 -
1 ,1)T. VSechny nasobky vlastniho vektoru tvofi linearni obal tohoto vlastniho vektoru
[(VZ+2,-v3-1,1) |

Podobnym zplisobem spocitame vlastni vektor matice A ptislusny k vlastnimu ¢islu

Budeme fesit tuto soustavu

2V3 +1 -3 1 X1 0
-3 2V3 -1 -1 <x2> = <0>
1 -1 2v/3 -3

Matici opét upravime na trojihelnikovy tvar.

-6V3+3 2v3-1
2V3+1 -3 1 \/1_1 ‘ql
-3 2V3 -1 -1 |~ ~
1 \/:1 2V3 -3 -3 2V3-1 1
1 -1 2v/3 -3
—6vV3+3 2V3-1
B 11 11 . —6V3+3 2v3-—-1
43-2 6V3-14 | | 11 1 |_
11 11 0 1 —/3+1
6vV3 —14 20v3 —32 0 -1 V3-1
11 11
—6V3-3 2V3+1
11 11
0 1 —/3+1
0 0 0

Spotitali jsme feeni x; = (—V3 + 2).x3, x, = (V3 —1).x3, x5 = k, kde k je libovolné
Cislo. Za k zvolime 1, pak je x; = —V3+2, Xy = V3-1a x3 = 1. Vlastnim vektorem

matice A piislusny k vlastnimu &islu 1; = 4 je kazdy néasobek vektoru (—\/§ + 2,3 -
1 ,1)T. Vsechny nasobky vlastniho vektoru tvofi linearni obal tohoto vlastniho vektoru

[(—v3+2,v3-1,1)]
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6 DIAGONALIZOVATELNOST A ROZKLAD MATICE

Nyni ovéfime, ze v§echna vlastni ¢isla jsou navzajem rtizna. Vlastni ¢isla matice A jsou 1, =
4,2, = =23+ 1al; = 24/3 + 1. Vidime, Ze tato vlastni &isla jsou navzajem raizna.

Uz miizeme sestavit z vlastnich ¢isel diagonalni matici D a z vlastnich vektor regularni

matici P.
4 0 0 1 V3+2 —V/3+2
D=[0 -2V3+1 0 |,P={1 —v3—-1 V3-1
0 0 2V3+1 -1 1 1
Nakonec provedeme kontrolu, zda jsme pocitali spravne.
A=PDP 1=
-1
1 V3+2 —V3+2)\ (4 0 0 1 V3+2 —V3+2
1 —v3-1 v3-1 |{0 -2v3+1 0 .| 1 —y3-1 V3-1
—1 1 1 0 0 2V3+1/ \-1 1 1

0 3 -1
={3 2 1
-1 1 4

V piedchozim textu jsme uvedli postup, jak najit k dané matici A diagonalni matici D tak,
aby s ni byla podobna. Na nékolika ptikladech jsme ukazali, ze to souvisi s rozkladem matice
A na soucin P-D - P71, kde P je regularni matice. V nésledujici podkapitole ukazeme, Ze
symetrické matice l1ze diagonalizovat dokonce ortogonalni matici, tj. matici, pro niZ plati

p~1=pT,

6.3 ROZKLAD MATICE
Maticové rozklady pouzivame, kdyZ se snazime napsat danou matici jako soucin néjakych
jinych matic. Existuji rizné druhy rozkladi matic. Napi. zapis A = PDP~1, s nimz jsme se
setkali v piedchozi kapitole, pfedstavuje rozklad matice A.
Spektralni rozklad matice A souvisi s ortogonalni diagonalizovatelnosti matice 4.
Definice 6.3.1
Necht’ A je realna symetricka matice, pak existuje spektralni rozklad

A= PDPT,
kde D je diagonalni matice a P je ortogonalni matice.
Rozklad z ptedchozi definice se velmi podoba rozkladu uvedenému v definici 6.2.1
diagonalizovatelné matice. V nésledujicim textu zjistime, Ze z rozkladu PDP~! se snadno
ziska spektralni rozklad ortonormalizaci vlastnich vektorti zapsanych ve sloupcich matice P.

Ortonormalizace je uprava vektort, aby byly normované a zaroven navzajem kolmé.
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6 DIAGONALIZOVATELNOST A ROZKLAD MATICE

Jsou-li vektory ve sloupcich matice P po dvou navzijem kolmé a normované, pak je
sou¢inem P a PT jednotkova matice, a tedy PT = P~1, tj. matice P je ortogonalni, jak je ve
spektralnim rozkladu.

Na diagonale diagonalni matice D jsou vlastni ¢isla matice A. Matice P je ortogonalni, tj.
P~1 = PT ajeji sloupce tvoii ortonormalni vlastni vektory matice A, které jsou ve stejném
potadi jako jim pfislusejici vlastni ¢isla v diagonalni matici D.

Priklad 6.3.1

2 -1 0
Uvazujme matici A = (—1 1 1) a naleznéme spektralni rozklad matice.
o 1 2

Nejprve vypocteme vlastni ¢isla a vlastni vektory matice A.
A—=2 1 0
AE — A= 1 A—-1 -1
0 -1 A-2
det(AE—A) =23-5.212+9.1—-6
AB—-512+9.1-6=0

11=O
AZ=2
13=3

Spocetli jsme vlastni Cisla matice A a nyni spo¢teme vlastni vektory ptislusné t€émto

2 -1 0 X1 0
/11=0,<—1 1 1><>=<0>
0 1 2 X3 0
2 -1 0 2 -1 0
<—1 1 1>~<O 1 2>
0 1 2 0O 0 O
-1
o)
1
0 -1 0 X1 0
/'12=2,<—1 -1 1>.<x2>=<0>
0 1 0 X3 0
0 -1 0 -1 0 1
(—1 -1 1>~<0 1 O>
0 1 0 0 0 O
1
==(o)
1

vlastnim ¢islum.
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6 DIAGONALIZOVATELNOST A ROZKLAD MATICE

-1 -1 0 X1 0
h=3 (_1 2 1)()(0)
0 1 -1/ \Xx3 0
-1 -1 0 -1 0 1
(—1 -2 1>~<0 1 —1)
0 1 -1 0 0 O
-1
V3 = ( 1 )
1

Nalezli jsme vlastni vektory prislusné vlastnim ¢islim matice A. Podle véty 6.1.1 vime, Ze

vlastni vektory jsou ortogondlni a zjistime, zda jsou vlastni vektory ortonormalni.
W) =CFD.(-D+(-2).(-2)+11=6
(v.1,) =114+00+11=2
(v3.v3) =(-1).(-1)+11+11=3
Zjistili jsme, Ze vlastni vektory nejsou ortonormalni, protoze |[vi|| = V6, [va|| =V2, [va|| =

\ 3, a proto musime vektory normalizovat.

v v (L-2,1) —1-21
STl T Yoy V6 ‘(ﬁ'ﬁ‘ﬁ>
v, v, (1,0,1) 1 1
ol o V2 -(595)
"y = Vs _ V3 _ (-1,1,1) =(—_1ii>
sl wsvs) V3 V3'V3'\3

Z téchto vektori a vlastnich ¢isel uZ snadno sestavime matice spektralniho rozkladu.

-1 1 -1

V6 V2 3

0 0 O —2 1

D = 0 2 0 ;P=(u’1 U, u3)= J— 0 R

0 0 3 V6 V3

1 1 1

V6 V2 3

Jeste provedeme zkousku, jestli jsme pocitali spravné.

-1 1 -1 -1 1 -1\7

V6 V2 3 V6 V2 3
a=popr =% o 2 8 (2) 8 2 0 L -
R VR B N Ay b VAR B

1 1 1 1 1 1

V6 V2 3 V6 V2 3
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6 DIAGONALIZOVATELNOST A ROZKLAD MATICE

-ttt R
@ﬁf<ooo>f@f (2 —10)
=|—= o =|[f{o20)|= 0 =|=(-1 1 1
V6 V3 V2 V2
\Liioos\iii 0 1 2
V6 V2 3 V3 V3 3

Piiklad 6.3.2

Ovéime, ze matice P S normovanymi vlastnimi vektory ve sloupcich z prikladu 6.3.1 je
skutecné ortogonalni matici.

Pro matici P, kterd je ortogonalni, musi platit P~ = PT. Nejprve spo&itdme inverzni matici

P~1 k matici P.

-1 1 -1\*' -1 -2 1
VG| (7w
| -2 1 | | 1 1 |
Pl=l— 0 —| =|—= 0 —
V6 V3 V2 V2
1 1 1 -1 1 1
V6 V2 V3 V3 V3 V3
Dale spo¢itame transponovanou matici P k matici P.
-1 1 -1\" -1 -2 1
V6 V2 V3 V6 V6 V6
-2 1 1 1
PP=l—= 0 —|=|—= 0 —
V6 V3 V2 V2
1 1 1 -1 1 1
V6 V2 V3 V3 V3 V3
Je ziejmé, ze
p~t=pT

Ovefili jsme, Ze inverzni matice P~1 se rovna transponované matici PT. Matice P je opravdu
ortogonalni matici.

Spektralni rozklad se vyuzivd k umoctovéani matic. Pokud budeme umociiovat diagonalni
matici, pouze umocnime prvky na diagonale, tim uSetfime spoustu pocetnich operaci, které
se museji spocist, kdyz se umociiuje ¢tvercova matice. Kdyz budeme chtit matici umocnit
na urc¢itou mocninu, tak nejprve matici rozlozime pomoci spektralniho rozkladu. Diagonalni
matici, kterd vznikne timto rozkladem, snadno umocnime na danou mocninu. A pak jen
spocitame spektralni rozklad, kde misto diagonalni matice dosadime umocnénou diagonalni
matici. Vysledkem bude matice umocnéna na danou mocninu. Na nésledujicim ptikladu
ukazeme umocnéni pomoci spektralniho rozkladu.

Piiklad 6.3.3

48



6 DIAGONALIZOVATELNOST A ROZKLAD MATICE

1 4 =2
Pomoci spektralniho rozkladu spo¢itejme A3, kde A = ( 4 3 4 > je symetricka matice
-2 4 1

z ptikladu 6.2.2. V ptikladu 6.2.2 jsme vypocetli vlastni Cisla a vlastni vektory matice A.

1
Al = _5,171 = (—1)

1

-1
/12 = 3, VU, = 0
1
1

13 = 7,173 = (2)
1

Vlastni vektory jsou ortogonalni podle véty 6.1.1 a zjistime, zda jsou vlastni vektory
ortonormalni.
(v.v)=11+(C-1D.(-)+11=3
(v.v) =(-1).(-1)+00+11=2
(v3.v3)=11+22+11=6

Zjistili jsme, Ze vlastni vektory nejsou ortonormalni, a proto musime vektory normalizovat.

L M C R
A V (w1.v1) V3 V3'V3'V3
- Vo _ V2 _ (-1,0,1) _ (—_1 0 i)

27 el V(2. v5) V2 V2' V2
" = Vs _ V3 _ (1,2,1) _ (i i i)
S sl \ (v3.v3) V6 V6 V6 V6

Z téchto vektor a vlastnich ¢isel uz snadno sestavime matice spektralniho rozkladu.

1-1 1

(—500) E\/E\/ZE
D: O SO,P:(ul uz u3):— 0 —_
N

v 111

BV Ve

Spocetli jsme matice spektralniho rozkladu matice A. Nyni snadno spocteme tfeti mocninu

diagonalni matice D tim, Ze umocnime prvky na diagonale.

—5 0 0\° /(-5° 0 o0 -125 0 0
p’=lo0 3 0= 0o 3 o]=( 0 27 o0
0o o0 7 0 o 73 0 0 343

Pro vypocet A3 zbyva vypocitat nasledujici soudin:
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1
V3 V2
3 — 3T___1
A—PDP—\/§0
1o
V3 V2
1
32 S s
:ﬁ0ﬁ<8
11
V3 V2 V6

i
0 0 > YE V2
27 0 |].]l—= O

V3
0343\ii

V3 V2
11
EOE=<136
21
V6 V6 6

Matice P, PT se neumoctiuji ani nijak neupravuji, protoze plati:
A3 = (PDPT)3 = (PDPT)- (PDPT) - (PDPT)=PD-(PT-P)-D-(PT-P)-DPT =
=PD-E-D-E-DPT=PD-D-DPT =pP-D3-PT

1
V6

2 —
=| =
1

V6

156 2
187 156
156 29

)

Protoze jde o vypocet ,,pouze® tieti mocniny matice A, lze spravnost vysledku snadno

zkontrolovat vypoctem odpovidajiciho sou¢inu, tj. A3 = A- A - A.

Poznamenejme, Ze spektrdlni rozklad muize podobné dobie poslouzit 1 k vypoctu

A™1,A72, ..., A7™ nebo hodnot f(x) = ppx™ + - + p,x? + p X + py. Piislusné operace se

provedou pouze na diagonalni matici.

Existuji 1 jiné rozklady symetrickych matic. Naptiklad jde o Schuriv rozklad, Hessenbergiiv

rozklad ¢i Choleského rozklad. Zkouméani téchto rozkladii a jejich aplikaci by ptesahlo

doporuceny rozsah bakalaiské prace.
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ZAVER

ZAVER

V bakalaiské praci jsem se snazila vytvofit piehled o symetrickych maticich, o jejich
vlastnostech a vyuzitich. Zaméfila jsem se na to, ¢im jsou symetrické matice specifické
oproti béznym maticim. Zjistila jsem, ze mnozina symetrickych matic se operacemi, s¢itani
a nasobenim prvkem télesa, tvofi vektorovy prostor, coz umoziiuje na tuto strukturu

aplikovat poznatky z linearni algebry. Zaméfila jsem se i na mnozinu symetrickych matic

s jednou binarni operaci. Uvedla jsem i nékolik operaci se symetrickymi maticemi.
Soustiedila jsem se také na specialni symetrické matice. Cim se specialni symetrické matice
lisi od ,,béznych* symetrickych matic. Jaké algebraické struktury tvoii a jaké mohou mit
vyuZziti.

Uvedla jsem Gpravu symetrickych matic na diagonalni tvar elementarnimi a symetrickymi
upravami. Na piikladech je vidét rozdil mezi t€émito Gpravami.

Nakonec jsem se zaméfila na diagonalizovatelnost a rozklady symetrickych matic. Zjistila
jsem, Ze kazda redlnd symetrickd matice je diagonalizovatelnd. Zminila jsem vypocet
Vlastnich ¢isel a vlastnich vektori, které jsou pro kapitolu 6 velice dulezité. Pomoci vlastnich

¢isel a vektort se vytvoti Spektralni rozklad matic.

Vse jsem doplnila jednoduchymi ptiklady pro lepsi pochopeni.
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RESUME

RESUME

Bakalaiska prace pojednava o symetrickych maticich. Nejprve se v této praci vénuji
operacim se symetrickymi maticemi a jejich vlastnostmi. Timto jsem dospéla k poznatku, ze
symetrické matice pfi pouziti operaci s¢itdni a nasobeni skaldrem tvoii vektorovy
podprostor. Jedna kapitola je zvlasté vénovana specidlnim typtim symetrickych matic, jejich
vlastnostem a vyuziti v praxi. V druhé ¢asti prace se zamétuji na pravu symetrickych matic
na takzvany diagonalni tvar a také na diagonalizovatelnost matic. Zjistila jsem, ze pokud je
symetricka matice realnd, poté je také diagonalizovatelna. Na zavér prace se jesté zamétuji

na spektralni rozklad symetrickych matic.

This Bachelor thesis deals with the symmetric matrices. In the first part | pursue with
operations with symmetric matrices and their properties. This brings me to knowledge that
symmetric matrices by counting and multiplication scalar make a vector subspace. One
chapter is particularly dedicated to special types of symmetric matrices, their properties and
application. In the second part | focus on adaptation of symmetric matrices to so-called
diagonal shape and diagonalizability of symmetric matrices. | found out that if a symmetric
matrix is real than it’s diagonalizable too. At the end I present spectral decomposition of

symmetric matrices.
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