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Abstrakt

Tato bakalaiska prace se zabyva Hamiltonovskymi problémy a jejich
obarvenymi variantami. Prace se zaméfuje na podminky, za kterych je graf
hamiltonovsky. A to jak pro neorientované, tak orientované varianty. V posledni
kapitole je zminéna i struktura graf bez urcitych typi kruznic.

Kli¢ova slova: hamiltonovské grafy, barveni, orientované grafy, neorientované grafy

Abstract

This bachelor thesis deals with Hamiltonian problems and their coloured
variants. The thesis focuses on the conditions under which the graph is Hamiltonian.
Both for non-oriented and oriented variants. The last chapter also mentions the
structure of graphs without certain types of circles.
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1 Uvod

V této kapitole uvedeme kratky historicky néhled na teorii grafii, ktery je uveden
v [1].

1.1 Historie teorie grafii

Teorie grafll patii mezi mladé matematické odvétvi. Prvni zminky nachézime
v 18. a 19. stoleti, avSak k rozvoji této oblasti doSlo pfedev§sim v druhé poloviné
20. stoleti, kdy naSla teorie grafii uplatnéni 1 ve fyzice, elektrotechnice, chemii
a ekonomii.

Za prvni praci je povazovan ¢lanek [2] Svycarského matematika a fyzika
Leonharda Eulera (1707-1783) z roku 1736, kde Euler fesil tzv. “problém mosti mésta
Kralovce”. Ten je zalozen na skute¢ném misté a situaci. Na Obrazku 1 mizeme vidét
mapu meésta Kralovce z té doby se sedmi vyzna¢enymi mosty. Otdzka problému zni,
zda je mozné piejit vSechny mosty pouze jednou a skoncit na misté, kde byla cesta
zapocata.
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Obrazek 1: Sedm mostu mésta Kralovce

Dalsi prace nalezneme az v druhé poloving 19. stoleti, konkrétné v roce 1847
u némeckého fyzika Gustava Kirchhoffa (1824-1887). Zabyval se otazkami teorie
stromd v souvislosti s feSenim soustav linearnich rovnic, které obdrzel pii vypoctu
neznamych proudu v elektrickych sitich.

Otazky stromt se rozvijely hlavné v souvislosti s tlohami chemie. Konkrétné
u britského matematika Arthura Cayleye (1821-1895), ktery studoval problém
izomert uhlovodikt C;H,,, 5, ktery formoval obecné.

Otéazkami stromt se zabyvali dale 1 anglicky matematik James Joseph Sylvester
(1814-1897) a francouzsky matematik Camille Jordan (1838-1922).

v

Nejznaméjsi tlohou teorie grafl, je ,,problém ¢Etyt barev* z poloviny minulého
stoleti. Jde o otazku, zda je mozné k obarveni libovolné mapy (v roviné ¢i na kulové



plose) pouzit pouze Ctyfi barvy. Problém byl vyfeSen az vroce 1976 za pouziti
pocitace. Podnitil tak fadu matematika 19. a 20. stoleti k praci v teorii grafu.



2 Zakladni terminologie

V nasledujici kapitole jsou shrnuty vSechny zakladni definice pojmu, které
budeme v tomto textu pouzivat. Definice jsou pouzity z [3]

Neorientovany graf G je dvojice G = (V,E), kde V je neprazdna mnozina tzv.
vrcholii (nebo uzli, nebo bodi) a E < {{u,v}lu,v €V,u # v} je mnozina
dvouprvkovych mnozin vrcholi, tzv. hran (nebo linek). Na Obrazku 2 vidime ukazku
grafti. Vrcholy grafu budeme znacit malymi pismeny, podobn¢ je tomu u hran, ale ta
je ur¢ena dvéma vrcholy. Tedy hrana uv je hrana mezi vrcholy u a v.

Obrazek 2: Ukazka graft

Orientovany graf je dvojice G = (V,E), kde V je neprazdna mnozina vrchola
a E € V XV je mnozina uspotadanych dvojic vrcholt, tzv hran.

Rad grafu G je podet vrcholt grafu G a velikost grafu G je pocet hran grafu G.

Dva vrcholy x, y grafu G jsou sousedni (nebo sousedé), pokud xy je hrana G. Dvé
hrany e # f jsou sousedni, pokud maji spole¢ny konec.

Graf H = (Vy, Ey) je podgraf grafu G = (V;, E;;), jestlize plati nasledujici
podminky: Vy €V, Ey € E; a hrany grafu H maji oba své vrcholy ve V. Tedy
podgraf vznikne vymazanim nékterych vrcholi pivodniho grafu, vSech hran do téchto
vrcholll zasahujicich a pfipadné nékterych dalSich hran.

Pokud viechny riizné vrcholy G jsou sousedici, potom je graf G iplny. Uplny
graf tadu n se znaci K,,. Dvojice nesousednich vrcholti nebo hran se nazyva nezavisla.
Formalngji, soubor vrcholl nebo hran je nezavisly (nebo stabilni) jestlize zadné dva
jeho prvky nejsou sousedni. Maximalni pocet vrcholli v nezavislém setu vrcholi grafu
G se nazyva cislo nezavislosti a znaci se a(G). Graf obsahujici pouze jeden vrchol se
nazyva trivialni. Na Obrazku 3 je ukazka trivialniho a Giplnych grafi.
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Obrazek 3: Trivialni graf a uplné grafy



Graf G je bipartitni, pokud mnozina V(G) mize byt rozdélena na dvé
podmnoziny U a W (nazyvaji se partitni sety) takové, ze kazda hrana z G spojuje
vrchol z U a vrchol z W. Graf G je uplny bipartitni graf, pokud V(G) muze byt
rozdélena na dva sety U a W (opét se nazyvaji partitni sety) tak, ze uw je hrana z G
pravé tehdy, kdyz u € U aw € W. Pokud |U| = s a [W| = t, potom Gplny bipartitni
graf ma fad s + t, velikost st a zna¢i se K (nebo K, ;).

Multigraf, je graf, ktery obsahuje rovnobézné hrany. Mezi dvéma uzly
multigrafu tedy muze existovat vice (stejné orientovanych) hran. Pseudograf je graf,
ktery obsahuje smycky, t0 znamend, Ze obsahuje hrany, které zacinaji 1 konci ve
stejném vrcholu.

Sled vyv, v, ... v, je posloupnost vrcholt a hran mezi vrcholy v, a v,. Tah je
sled, ve kterém se neopakuji Zadné hrany a cesta je sled, ve kterém se neopakuji zddné

vrcholy (tedy ani hrany).

Tah, ktery zacina a konci ve stejném vrcholu daného grafu se nazyva uzavieny
tah. Uzavieny tah v souvislém grafu G, ktery navic obsahuje vsechny hrany grafu G,
se nazyva uzavreny eulerovsky tah. Tah v souvislém grafu G, ktery obsahuje v§echny
hrany grafu G a vychozi vrchol se lisi od koncového vrcholu, se nazyva otevieny
eulerovsky tah. Graf, ve kterém existuje uzavieny eulerovsky tah, se nazyva eulerovsky

graf.

Stupen dg(v) = d(v) vrcholu v je poéet |E(v)| hran incidentnich s v; podle
nasi definice grafu se to rovna poétu sousedti v. Vrchol stupné 0 je izolovany. Cislo
A(G) :=max{d(v)|lv €V} nazveme maximalni stupeir grafu G. Cislo
8(G) :=min{d(v)|v € V} nazveme minimdlni stuperi grafu G.

Pokud vsechny vrcholy G maji stejny stupen k, potom G je k-regularni,
nebo jednoduse reguldrni. Cislo d(G) := ﬁ

5(6) < d(G) < A(G).

Yvev d(v) je primérny stupen G. Plati

Cesta je neprazdny graf P = (V,E), pro ktery plati V = {xg, X1, ..., Xx },
E = {x¢x1, X1X5, -, Xk—1X1 }, Kde x; jsou vSechna riizna. Vrcholy x, a x; se nazyvaji
se jeji konce; vrcholy x4, x5, ..., x;x—q jSou vnitni vrcholy P. Pocet hran cesty je jeji
délka, cesta délky k je znaGena P. Casto oznaGujeme P = XyX; ... X.

Pokud P = xq ... x;_; je cestaa k > 3, potom graf C := P + x;,_,x, se nazyva
kruznice. Jako u cest, asto oznacujeme kruZznici jeji sekvenci vrcholli; vySe uvedena
kruznice muze byt zapsana jako C = Xxg ...X;_1Xo. Délka kruZnice je jeji pocet
vrcholll (nebo hran); kruznice délky k je znacena Cy,.

Skore grafu oznacuje libovoln¢ uspotadanou posloupnost stupni jeho vrcholt.
Dv¢ skoére povazujeme za stejna, pokud jedno dostaneme pierovnanim cisel
(permutaci) druhého — tzn. na zvoleném potadi vrcholi nezalezi.

Dva izomorfni grafy maji shodné skore, z toho vyplyva, Ze dva grafy s riznym
skore jsou neisomorfni.



Neprazdny graf G se nazyva souvisly, jestlize Vx,y € V(G) existuje mezi x
a y cesta. Komponenta grafu je jeho maximalni souvisly podgraf. Graf G se nazyva
k-souvisly (pro k € N) pokud |G| > k a G — X je souvisly pro kazdou mnozinu X € V
s |X| < k.

(Vrcholova) souvislost k(G) grafu G je nejmensi pocet vrcholl, jejichz
odstranénim z grafu G zustane bud’ nesouvisly graf nebo trivialni graf.

3 Hamiltonovské vlastnosti
Jako zdroj pro nésledujici kapitolu byl pouzit [3].

Graf G je definovan jako hamiltonovsky, pokud ma kruznici obsahujici vSechny
vrcholy G. Nazev hamiltonovsky je odvozen ze jména Sira Williama Rowana
Hamiltona, znamého irského matematika. Piekvapiveé vSak Hamiltoniiv vztah s grafy
nesoucimi jeho jméno neni striktné matematicky. V roce 1857 Hamilton pfedstavil hru
skladajici se z pevného pravidelného dvanactisténu ze dieva, dvaceti kolickl (kazdy
vloZen na vrchol dvandctisténu) a zasoby provazku. Kazdy vrchol piedstavoval
dilezité mésto té doby. Cilem hry bylo najit cestu pfes vSechny hrany dvanactisténu,
kterd projde kazdé mésto pouze jednou a konéi ve mésté, kde zacina. Aby si hrac
vzpomnél, ktera mésta na trase jiz byla navstivena, byl provazek pouzit k propojeni
ptislusnych kolicki v pfislusném potadi. Nic nenasvéd€uje tomu, ze by hra byla nékdy
uspeésna.

Predmét Hamiltonovy hry mtze byt popsan graficky, konkrétné, zda ma graf
dvanactisténu kruznici obsahujici kazdy z jeho vrcholt (Obrazek 4). Odtud ziskavame
nazev hamiltonovsky.

Je zajimaveé uvést, ze v roce 1855 (dva roky pfedtim, neZ Hamilton pfedstavil
hru) anglicky matematik Thomas P. Kirkman polozil nasledujici otazku ptedlozenou
pisemné kralovské spole¢nosti: Lze pro graf mnohosténu vzdy najit kruznici, ktera
prochazi kazdym vrcholem pravé jednou? Kirkman tak ziejmé pifedstavil obecnou
studii hamiltonovskych grafli, ackoli aZ Hamiltonova hra vyvolala zajem o tento
problém.

KruZznice grafu G obsahujici kazdy vrchol G se nazyva hamiltonovska kruznice
G, tedy hamiltonovsky graf je ten, ktery obsahuje hamiltonovskou kruznici. Kviili
podobnosti v definicich eulerovskych grafii a hamiltonovskych grafi, a protoze
existuje zvlasté uzitecna charakterizace eulerovskych grafti, 1ze ocekavat analogické
kritérium pro hamiltonovské grafy. Tak tomu vSak neni. Ve skuteCnosti je
charakterizace hamiltonovskych grafii jeden z hlavnich nevyteSenych problémt teorie
grafti.

Hamiltonovska cesta v grafu G je cesta, ktera obsahuje kazdy vrchol
grafu G prave jednou.

Ma-li graf G hamiltonovskou kruznici, ma i hamiltonovskou cestu. Je ziejmé,
ze pokud ma-li graf G hamiltonovskou cestu, pak G je 1-souvisly a ma-li graf G
hamiltonovskou kruznici, pak G je 2-souvisly.



Obrazek 4: Graf dvanactisténu

Véta 3.1 (Dirac) [4] Necht G je graf tadu n = 3. Je-li 6(G) = g pro kazdy vrchol v
Z G, potom G ma hamiltonovskou kruznici.

Véta 3.2 (Ore) [5] Jestlize G je graf fadu n > 3 takovy, Ze pro vSechny rizné
nesousedici vrcholy u a v plati d(u) + d(v) = n, poté G je hamiltonovsky.

Véta 3.3 (Bondy, Chvatal) [6] Necht u a v jsou rizné nesousedni vrcholy grafu G
fadu n takové, ze d(u) + d(v) = n. Potom G + uv je hamiltonovsky pravé tehdy
kdyZ G je hamiltonovsky.

Uzavér grafu G fadu n, znaceny C(G), je graf ziskany z G rekurzivnim
spojenim nesousednich vrchold, jejichz soucet stupnii je alespon n (ve vysledném
grafu v kazdém kroku), dokud Zadny takovy par nezlistane.

Véta 3.4 [7] Necht' G je graf fadu n > 3, stupné vrchold d; odpovidaji d; < d, <
-+ < d,,. Pokud neni Zadna hodnota k < 2 pro kterou d, <k ad,_,<n—k—-1,
poté je G hamiltonovsky.

Postacujici podminky pro hamiltonovskost, které jsme dosud uvedli, zahrnuji
stupné€ vrchola grafu. Dalsi vysledek zahrnuje mohutnost nezavislych mnozin vrcholt
a souvislost grafu.

Véta 3.5 [8] Necht’ G je graf s alesponi 3 vrcholy. Pokud k(G) = a(G), potom G je
hamiltonovsky.

Véta 3.6 Necht' G je graf s alesponi 3 vrcholy. Pokud k(G) = a(G) + 1, potom G je
hamiltonovsky souvisly.

Zajimavé je, ze Oreho véta (3.2) nasleduje jako dusledek véty (3.3).

Jak jsme jiz poznamenali, ziskdni pouzitelné charakterizace hamiltonovskyh
grafli zastava v teorii grafi nevyfeSenym problémem. S ohledem na nedostatek
uspéchu ve vyvoji takové charakterizace neni piekvapivé, Ze pro zkoumdani byly
vybrany zvlaStni podtfidy hamiltonovskych grafti, jakoz 1 wurcité tiidy
nehamiltonovskych grafti. Nyni diskutujme nékolik typt hamiltonovskych grafii
a poté struén¢ uvazujeme o grafech, které jsou téméf hamiltonovské. Definujme

10



(n+1) -uzaver C,,1(G) grafu G fadu n jako graf ziskany z G rekurzivnim spojenim
dvojic nesousednich vrchold, jejichZ soucet stupiiti je alespoii n + 1, dokud zadny
takovy par nezlstane.

Véta 3.6 Necht’ G je graf fadu n. Pokud C,,4 1 (G) je uplny, potom G je hamiltonovsky
souvisly.

Disledek 3.7 Pokud G je graf fadu n takovy, Zze pro vSechny rizné nesousedni
vrcholy u a v plati d(u) + d(v) = n + 1, potom G je hamiltonovsky souvisly.

Disledek 3.8 Necht’ G je graf tadu n takovy, ze d(v) = nTH pro kazdy vrchol v grafu
G, potom G je hamiltonovsky souvisly.

Disledek 3.9 Necht' G je graf fadu n > 3, stupné vrcholt d; spliuji d; < d, < -+ <
dp. Pokud neexistuje 74dnd hodnota k < = pro kterou d; < k ad,_, < n — k, potom

G je hamiltonovsky souvisly.

4 Hranova obarveni grafi a multigrafi

4.1 Uvod

Jako zdroj pro tuto podkapitolu a podkapitoly 4.2 a 4.3 byl pouzit ¢lanek
Proper Hamiltonian Cycles in Edge-Colored Multigraphs [9].

Necht' I, = {1,2, ..., ¢} je mnozina 0 ¢ = 2 barvach. V tomto textu G€ oznacuje
hranové-c-obarveny mutigraf takovy, Ze kazda hrana je obarvena jednou barvou z I,
a zadné dvé hrany spojené ve stejném vrcholu nemaji stejnou barvu. Takové obarveni
nazveme dobré obarveni. Necht V(G¢) a E(G¢) je mnozina vrcholi a mnozina hran
G¢. Oznatme n = |[V(G)| am = |E(G°)]|.

Pokud H je bud’ mnozina vrchold nebo podgraf G¢, a x je vrchol G¢, potom
Nk (x) oznaéuje sadu vrcholt H sousednich k x hranou barvy i a di (x) oznaduje jeji
mohutnost. Pokud H obsahuje viechny vrcholy G¢ , pak piseme N'(x) namisto

Barevny i-stupen vrcholu x, znadeny d!(x), je mohutnost Ni(x). Duhovy
stupen vrcholu x, znaceny rd(x), je pocet riznych barev hran spojenych s x. Duhovy
stupent multigrafu G¢, znaceny rd (G ), je minimalni duhovy stupeit mezi jeho vrcholy.
Hrana s konci x a y je znacena xy, a c(xy) znaf¢ime mnozinu barev pfitomnych
na hrandch mezi x a y.

Duhove kompletni multigraf je ten, ktery ma vSechny mozné barevné hrany
mezi jakymkoliv parem vrcholi (pocet hran je tedy c). Dopln¢k multigrafu G¢,
znaceny G¢, je multigraf se stejnymi vrcholy jako G¢ a hranami vw € E(G€) barvy i
pravé tehdy, kdyz vw & E(G€) té barvy. Rikdme, Ze hrana xy je chybgjici hrana G€
pokud xy € E(G°).

Podgrafu G ¢ tikame, Ze je dobre obarveny nebo jen dobry, pokud se jakékoliv
dv¢ sousedni hrany tohoto podgrafu 1isi v barvé. Pro pfipomenuti cesta je sekvence
riznych vrcholl wvyv,..v, takovych, ze wv; je sousedni s wv;;; pro
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i=1,..,k—1.Prok = 3, pokud v je sousedni s vy, potom v, v, ... v, v; se nazyva
kruznice.

Hamiltonovska cesta (kruznice) je cesta (kruznice) obsahujici vSechny vrcholy
multigrafu. Dobra Hamiltonovska cesta (kruznice) je Hamiltonovska cesta (kruznice),
ktera je dobfe obarvena. Pfedpokladame, Zze vSechny multigrafy jsou souvislé. Dale
budeme zkracovat barvy cervend, modrd, zelend a cernd na ¢, m, Z a ¢n. Napiiklad
budeme psat d°(x) misto d®¢7e™(x).

Véta 4.1 [10] Necht' G€ je hranové-2-obarveny multigraf na n vrcholech obarveny
n+1

{¢, m}. Pokud pro kazdy vrchol x mame d®(x) > [T] ad™(x) > [nTH], potom G°¢

ma dobrou hamiltonovskou kruznici pro n suda a dobrou kruznici délky n — 1 pro n
licha.

Véta 4.2 [11] Necht' G°¢ je hranové-c-obarveny multigraf na n vrcholech, n > 2

ac=>3.Pokudm=>c (n ; 1) + 1, potom G ¢ ma dobrou hamiltonovskou cestu.

4.2 Meze pro hranové-2-barvené multigrafy

V této sekci se zaméfime na existenci dobré hamiltonovské kruznice
ve hranové-2-obarvenych multigrafech. Predstavime dva hlavni vysledky. Prvni
zahrnuje pocet hran. Druhy duhovy stupen a pocet hran.

Véta 4.3 Necht’ G€ je hranové-2-obarveny multigraf na n vrcholech, n > 4 obarveny
{¢, m}. Pokud m > 2 (n -1

2
pokud n je sudé, a dobrou kruznici délky n — 1 jinak.

) + n, potom G¢ ma dobrou hamiltonovskou kruznici,

Pro extrémni ptiklady, uvazujme duhovy Uplny hranové-2-obarveny multigraf
na n — 1 vrcholech (n sudé). Ptidame jeden novy vrchol x. Potom piidame vSechny
mozné hrany stejné barvy mezi x a uplnym multigrafem. Vysledny multigraf ma

2 (n ; 1) + n — 1 hran a nema zadnou dobrou hamiltonovskou kruznici, protoze x

ma pouze jednu incidentni barvu.

Véta 4.4 Necht’ G€ je hranové-2-obarveny multigraf na n vrcholech, n > 9 obarveny

{¢, m}. Pokud rd(G°)=2a m= (121) + (n ; 2) + 3, potom G¢ ma dobrou

hamiltonovskou kruznici, pokud n je sudé, a dobrou kruznici délky n — 1 jinak.

4.3 Meze pro c-hranové-obarvené multigrafy, ¢ > 3

V této sekci se zaméfime na existenci dobré hamiltonovské kruznice
V hranové-c-obarvenych multigrafech, ¢ > 3. Piedstavime dva hlavni vysledky. Prvni
zahrnuje pocet hran. Druhy, duhovy stupen a pocet hran. Nakonec uvedeme odhad
tykajici se duhového stupné, poctu hran a souvislosti.

Véta 4.5 Necht’ G€ je hranové-c-obarveny multigraf na n vrcholech,n > 4a3 < c <

n.Pokudmzz("_1

5 ) + n, potom G°¢ ma dobrou hamiltonovskou kruznici.
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Pro extrémni ptiklady, uvazujme duhovy kompletni hranové-c-obarveny
multigraf na n — 1 vrcholech. Pfidame jeden novy vrchol x. Potom pfidame vSechny
mozn¢é hrany stejné barvy, feknéme ¢ervené, mezi x a Uplnym multigrafem. Vysledny

multigrafma c (n ; 1) + n — 1 hran a nema Zadnou dobrou hamiltonovskou kruznici,

protoze x ma pouze dopadajici hrany cervené barvy.

Véta 4.6 Necht' G€ je hranové-c-obarveny multigraf na n vrcholech, n > 4a c > 3.
Pokud rd(G) =cam>=c (n ; 1) + ¢ + 1, potom G¢ ma dobrou hamiltonovskou
kruznici.

Pro extrémni piipad, uvazujme duhovy Uplny hranové-c-obarveny multigraf
na n — 1 vrcholech. Pfidame jeden novy vrchol x. Potom pfiddme vSechny mozné

hrany vSech barev mezi x a Gplnym multigrafem. Vysledny multigraf ma c (n ; 1) +

¢ hran, duhovy stupen roven c, ale nema dobrou hamiltonovskou kruznici, protoze
neni 2-souvisly.

Graf nazveme dobfe hamiltonovsky, pokud obsahuje dobie obarvenou
hamiltonovskou kruznici.

Domnénka 4.7 Pro n > 3, pokud d(G) = =, potom G je dobie hamiltonovsky.

4.4 Uplné obarvené grafy
Jako zdroj pro nasledujici podkapitolu poslouzil ¢lanek Properly colored
Hamilton cycles in edge colored complete graphs [12].

Necht' G¢ oznacuje graf G jehoz hrany jsou obarveny libovolné. Zejména,
Ky, oznacuje hranové obarveny uplny graf na n vrcholech a Ky, ,, oznacuje hranové
obarveny tplny bipartitni graf se stejnymi partitami velikosti m. Pro hranov¢ obarveny
graf G¢, necht A(G®) oznacuje maximalni pocet hran stejné barvy spojenych
s vrcholem G°.

Dobte obarvena kruznice v grafu G€ je kruznice, ve které sousedni hrany maji
odlisné barvy a nazyva se stfidava kruznice. Zejména, stiidava Hamiltonovska
kruznice je dobte obarvena kruznice v G°. Bollobas a Erdos [13] prokazali, ze pokud

A(KS) < 6”—9 , potom K obsahuje stfidavou Hamiltonovskou kruznici.

Vyse uvedené dokazali Chen a Daykin [14] a Shearer [15], ktery dokazal, ze
stejny zavér plati i pro slabsi predpoklady A(KS) < 137, respektive A(Kf) < ; Autofi

[13] se domnivali, Ze ve skuteénosti sta¢i predpokladat, ze A(Ky) < BJ, coz, pokud je
pravdivé, by bylo nejlepsi mozné. Dokladame nasledujici vétu, ktera zlepSuje odhad
[15], ale ptesto nedosahuje vyse uvedené domnénky.

Véta 4.8 [12] Pro kazdé € > 0 existuje n, = ny(¢) tak, ze pro kazdé n > n,, kazdé
Ky vyhovujici

AKS) < (1 - % —en  ( =(02928...—)n )

13



obsahuje stfidavou Hamiltonovskou kruznici.

Chen a Daykin [14] dokazali, ze pokud Ky, ,, je hranové uplny bipartitni graf
s partitami  velikosti m a A(Kgn,) < ;"—5 potom Ky ,, obsahuje stiidavou

Hamiltonovskou kruznici. Dikaz véty 4.8 obsahuje dikaz nasledujiciho tvrzeni.

Tvrzeni 4.9 [14] Pro kazdé € > 0 existuje m = my(¢) tak, ze pro kazdé m > m,,
kazdé K, ,, vyhovujici

1
AKfm) < (1—Z—&)m ( =(0,2928...—e)m )
obsahuje stfidavou Hamiltonovskou kruznici.

Autofi [13] ukazuji, Ze pokud A(Kyj ;) < %potom, ve skuteCnosti K5
obsahuje stfidavou kruznici vSech délek od 3 do n. Podobné v [14] je uveden stejny

zaveér, ktery vyplyva ze slabsiho predpokladu K < %

Véta 4.10 Pro kazdé € > 0 existuje ny, = ny(¢€) tak, ze pro kazdé n > n,, kazdé K3
vyhovujici

AKE) < (1 - % —e)n ( =(02928...—&)n )

obsahuje stfidavou kruznici vSech délek mezi 3 a n.

Tvrzeni 4.11 Pro kazdé € > 0 existuje m = mg(¢) tak, ze pro kazdé m > m, kazdé
K n vyhovujici

1
AKm) < (1 - S—om ( =(0,2928...—)m )
obsahuje stfidavou kruznici kazdé sudé délky mezi 4 a 2m.

5 Hamiltonovské digrafy (orientované grafy)
Jako zdroj pro tivod této kapitoly a podkapitol 5.1 a 5.1.1 byl pouzit [3].

Stejné jako u hamiltonovskych grafi neexistuje ani zadna charakteristika
hamiltonovskych orientovanych grafli. Ve skute¢nosti je situace pro hamiltonovské
postacujici podminky pro to, aby byl orientovany graf hamiltonovsky, jednd se
o analogy jednodussich postacujicich podminek pro hamiltonovské grafy.

Vstupni stuperi vrcholu u je d* = |{e € E|]3v € V:e = (v,u)}|, tedy pocet
hran  vstupujicich do vrcholu u. Vystupni stupenn vrcholu u je
d- =|{e € E|3v € V:e = (u,v)}|, tedy pocet hran vystupujicich z vrcholu u.

Orientovany graf G fadu n > 3 je pancyklicky, pokud obsahuje kruznice kazdé
mozné délky, to je G obsahuje kruznice délky [ pro kazdé | = 3,4, ...,n a je vrcholové
pancyklicky, pokud kazdy vrchol v grafu G lezi na kruznici kazdé mozné délky.
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Naésledujici vysledek od Henriho Meyniela [16] dava postacujici podminku
pro orientovany graf, aby byl hamiltonovsky.

Véta 5.1 (Meyniel) Pokud G je netrivialni silny orientovany graf fadu n takovy, ze
dlw)+dv)=2n-1
pro kazdou dvojici nesousednich vrcholl u, v, potom G je hamiltonovsky.

Veéta 5.1 ma velké mnozstvi disledki. Ty vezmeme nyni v uvahu, pocinaje
s vysledkem ptivodné objevenym Douglasem Woodallem [17].

Disledek 5.2 Pokud G je netrividlni orientovany graf fadu n takovy, Ze
dt(w)+d (v)=n
kdykoliv jsou u a v rozdilné vrcholy a (u, v) € E(G), potom G je hamiltonovsky.
Diisledek 5.3 Pokud G je souvisly orientovany graf fadu n takovy, ze
dlv)=2n
pro kazdy vrchol v z G, potom G je hamiltonovsky.
Diisledek 5.4 (Nash-Williams) [18] Pokud G je orientovany graf fadu n takovy, ze
d*w)zZad (v) 22
pro kazdy vrchol v z G, potom G je hamiltonovsky.
Véta 5.6 Jakykoliv orientovany graf G na m vrcholech, ve kterém kazdy vstupni
a vystupni stupen vrcholu, je alespoit % + 1 je vrcholové pancyklicky. To znamen,
pro kazdy vrchol v grafu G a kazdé ¢islo k mezi 2 a m, existuje orientovana kruznice
délky k prochazejici skrz v.
5.1 Turnaje

Existuji sportovni udalosti zahrnujici tymy nebo jednotlivce které vyZzaduji, aby se
kazdé dva tymy nebo jednotlivci, utkali proti sobé. To se oznacuje jako turnaj kazdy-
s-kazdym. Muzsky fotbal je soucasti Letnich olympijskych her od roku 1900. Tymy
ze 16 Ucastnicich se zemi jsou rozdéleny do 4 skupin po 4 tymech v kazdé. V kazdé
skupiné se odehraje turnaj kazdy-s-kazdym, ve kterém prvni dva tymy postoupi
do boje 0 medaile. Ke stejnému dojde na Mistrovstvi svéta ve fotbale, kde se 32
ucastnicich zemi rozdé€li na 8 skupin po 4 tymech v kazdé.

Turnaj je orientace uplného grafu. Proto, turnaj muize bat definovan jako
orientovany graf takovy, Ze pro kazdou dvojici nesousedicich vrcholl u, v, je pfesné
jedna z (u,v) a (v,u) obloukem. Turnaj T potom modeluje turnaj kazdy-s-kazdym
ve kterém nejsou povoleny zaddné remizy. Vrcholy T jsou tymy v turnaji kazdy-s-
kazdym a (u, v) jsou oblouky v T pokud tym u porazil tym v.

Obrazek 5 ukazuje dva turnaje fadu 3. Ve skute¢nosti jsou pouze dva turnaje
fadu 3. Nicméné pocet neisomorfnich turnaji prudce roste s jejich fddem. Napiiklad
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je pouze jeden turnaj fadu 1 a jeden fadu 2. Jak jsme pravé ukazali, jsou pouze dva
turnaje fadu 3. Déle jsou Ctyfi turnaje fadu 4, 12 tadu 5, 56 tadu 6 a pies 154 miliard
fadu 12.

Obrazek 5: Turnaje tadu 3

Turnaj je tranzitivni, pokud kdykoliv kdyz (u,v) a (v,w,) jsou oblouky T,
potom i (u, w) je také oblouk T. Turnaj T, v obrazku 6.1 je tranzitivni, zatimco turnaj
T; neni.

5.1.1 Hamiltonovské turnaje

Nyni se podivime na cesty a kruznice. Zatneme s mozna nejbéznéj$im
vysledkem tohoto typu, vlastnosti turnaje poprvé pozoroval Laszlo Rédei [18] v roce
1934. Cesta v orientovaném grafu obsahujici vSechny vrcholy G je hamiltonovska
cesta.

Véta 5.7 [19] Kazdy turnaj obsahuje hamiltonovskou cestu.
Jednoduchy ale uzitecny disledek Véty 6.1 je spojeny s tranzitivnim turnajem.

Diisledek 5.8 Kazdy tranzitivni turnaj T je hamiltonovsky tehdy a pouze tehdy, kdyz
T je souvisly.

Pokud T je hamiltonovsky turnaj, potom samoziejmé kazdy vrchol T leZi na
kazdé hamiltonovské kruznici T. Ve skutecnosti, kazdy vrchol T lezi na trojuhelniku
T.

Véta 5.9 Kazdy vrchol v netrividlnim souvislém turnaji patii do trojihelniku.

Frank Harary a Leo Moser [20] ukazali, Ze kazdy netrivialni souvisly turnaj je
pancyklicky, zatimco John W. Moon [21] Sel o krok dale ziskanim nasledujiciho
vysledku.

Véta 5.10 Kazdy netrividlni souvisly turnaj je vrcholové pancyklicky.

5.2 Vztah orientovanych grafii a obarvenych grafu
Jako zdroj pro tuto kapitolu byl pouzit ¢lanek A classification of edge-colored
graphs based on properly colored walks [22].

Ptes mnoho specidlnich strukturdlnich vlastnosti, n¢které hranové obarvené
grafy  ukazuji velmi silné znaky orientovanych grafi  zaloZenych
na problémech dobte obarvenych kruznic.

Konstrukce 5.11 Necht G je hranové obarveny graf pripoustéjici zobrazeni
f:V(G) - N takové, Ze c(e) = f(u) nebo c(e) = f(v) pro kazdou hranu e spojujici
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vrcholy u a v. Vytvotime orientovany graf D s mnozinou V(D) = V(G) auv € A(D)
pravé tehdy, kdyz existuje hrana e spojujici vrcholy u a vsc(e) = f(u) a c(e) #

f).

Ve vySe uvedené konstrukci, jelikoz kazda hrana e spojujici vrcholy
ua v spliujici f(u) = f(v) neni obsazena v zadné dobife obarvené kruznici,
ignorujeme tento druh hran pfi konstrukci grafu D. Je jednoduché ovéfit, ze
v Konstrukci 5.11 kazda dobie obarvena kruznice v G je také orientovana kruznice v D
a naopak. Takze studium dobfe obarvenych kruznic vtomto druhu hranové
obarvenych grafti je vlastn¢ ukol o kruznicich v orientovaném grafu (viz [23] pro vice
detailt).

Pokud G je uplny graf, ziskany orientovany graf D z Konstrukce 5.11 je
multipartitni turnaj. Li a kol. [23] nazvali tento druh grafu ,,v podstaté multipartitni
turnaj* (nebo ,,v podstaté siln€ souvisly multipartitni turnaj* kdyz D je siln€ souvisly).
Podobné konstrukce jsou uvedeny v [24] a [25]. K popisu takovych pozorovani
fikame, ze tyto orientované grafy, respektive hranové obarvené grafy, jsou
degenerované a uvadime nasledujici obecnéjsi definici.

Definice 5.12 Necht' G je hranové obarveny graf. Pokud existuje neprazdna mnozina
S cV(G) a funkce f:S = N takové, ze pro kazdou hranu e spojujici vrcholy u
a v plati nasledujici

_ (f(u) nebo f(v), pokudu,v € S;
cle) = {f(u), pokudu € S,v € V(G) \ S.

potom fekneme, ze G je polo-degenerovany, S je degenerovana mnozina G a f je
kompatibilni s (G,S). Konkrétné pokud S =V(G), potom fekneme, ze G je
degenerovany a f je kompatibilni s G. Pokud S neexistuje, pak fekneme, ze G je
nedegenerovany.

Li a kol. [23] se snazili popsat hranové obarvené uplné grafy, které jsou
degenerované a ziskali nasledujici. Pro vysvétleni nasledujici véty, hranove obarveny
graf G je kriticky vzhledem k barevnému stupni, pokud 8¢(G — S) < §¢(G) pro
kazdou neprazdnou podmnozinu S c V(G). Déle théta graf se ziska spojenim dvou
vrcholll ttemi vniting disjunktnimi cestami.

Véta 5.13 (Li a kol.) [23] Necht' G je hranové obarveny uplny graf s kritickym
barevnym stupném. Potom G neobsahuje dobie obarveny théta graf prave tehdy, kdyz
G je degenerovany, pokud 6°(G) =2 a G je hranové obarveny K, obsahujici
jednobarevny hranovy fez.

Li a kol. [23] dale diskutovali vztah mezi hranové obarvenymi Gplnymi grafy
a multipartitnimi turnaji na vrcholové disjunktnich kruZnicich a pfisli s nasledujicim
vysledkem jako zédkladnim lemma.

Véta 5.14 (Li a kol.) [23] Necht' G je hranové obarveny uplny graf s §¢(G) = 2.
Pokud v € V(G) neni obsazen v zadné dobie obarvené kruznici, pak G ptipousti
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vrcholové rozdé€leni Vy, V,, Vs, ..., 4 takové, Ze nasledujici tvrzeni plati pro odliSné
barvy ¢y, ¢z, ..., ¢, € c(G).

@2<p<d‘w),veVyalV|=1pro0 <i<p;

(b) c(Vo,V;) ={c;i}pro0 <i < p;

© c(Vi,V;) ={cic}pro0 <i <j <p;

(d) c(G[ViD) < {ci} (G- c(G[ViD) < {ci}, kdyz [Vi| = 2) pro 0 < i < p.

Muzeme vidét, ze hranové obarveny graf G z vySe zminéné véty je polo-
degenerovany. Gutin a kol. [26] klasifikovali hranov¢ obarvené grafy, které neobsahuji
zadné dobte obarvené kruznice, do 5 typut. Je jednoduché ovétit, ze typy 3,4 a 5 jsou
degenerované. Nedavno Cada a kol. [27] dali novy vysledek struktury hranové
obarvenych uplnych bipartitnich grafti bez dobfe obarvenych kruznic délky 4, coz
zesililo vysledek ve [24]. Struktura je aktudlné degenerovana.

Véta 5.15 (Cada a kol.) [27] Necht’ G je hranové obarveny uplny bipartitni graf
s 6¢(G) = 2 a neobsahujici z4dné dobte obarvené kruznice délky 4. Potom graf G
pfipousti funkci f:V(G) - N takovou, Ze pro kazdou hranu xy € E(G) je bud
c(xy) = f(x) nebo c(xy) = f(¥).

6 Gallaiova barveni

Jako zdroj pro nasledujici kapitolu byl pouzit ¢laneck A complete bipartite
graph without properly colored cycles of length four [27].

Bylo ukézano, ze uplny graf, nebo Uplny bipartitni graf bez urcitych dobie
Gallaiovi pro ptipad, ze dobfe obarvena C; (nebo ekvivalentné duhova C3). Vlastné,
charakterizace dava specialni rozdéleni vrcholi, které se nazyvaji Gallaiovo rozdé€leni.

Véta 6.1 (Gallai) [29] Pro n = 2, pokud G je hranové obarveny K, bez dobie
obarvenych (3, pak existuji nejvice dvé barvy i, a rozdéleni V(G) do alesponi dvou
¢asti takovych, Ze pro kazdé dvé rizné ¢asti vSechny hrany mezi nimi jsou obarveny
stejnou barvou, tedy i nebo j.

Necht' G je graf a k je pocet barev pouzitych v G. Zobrazeni ¢:V(G) —
{1, ..., k} je dobré, pokud pro i,j € {1, ..., k}, kazda hrana mezi ¢ ~1(i) a ¢ ~2(j) je
obarvena bud’ i nebo j.

Nasledujici véta je rozSifenim Véty 5.15.

Véta 6.2 [27] Necht' G je hranové obarveni uplného bipartitniho grafu bez dobie
obarvenych C, a necht X a Y jsou partity G. Pak G ptipousti dobré zobrazeni z V (G)
do {1,...,k}. Dale, pokud je minimalni barevny stupen alespon dva, pak plati
nasledujici. Pro néjakou sadu tii barev, feknéme 1, 2, 3 symetricky, je Sest vrcholl X; €
e () NX a J; € 7 () NY vyhovujici nasledujici podmince pro i € {1,2,3}
(indexy bereme modulo 3):

C(x,Y—@ i+ 1D)={}aCcX - '+ 1),5) = {i}.
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6.1 Struktura obarvenych grafi K; ;, ;. bez dobie obarvenych C3, C,

V této sekci uvedeme vlastni vysledek bakalatské prace ziskany pro grafy

K;, 1,1, bez dobfe obarvenych C3, C,.

lz,l3

V souvislosti s Vétou 6.2 oznacime podgraf indukovany na tfech barvach
1,2,3 jako dobré jadro (viz Obrazek 6), pokud v ném existuje 6 vrcholi X; €
e () NX ay; €@ (i) NY spliujicich proi = 1,2,3 podminku (indexy bereme
modulo 3)

C(x,Y—@ ti+D)={}aCcX - i+ 1),5) ={i}

Obrazek 6: Dobré jadro

Véta 6.3 Bud’ G = K;, . tripartitni graf, kde je V = AU B U C, vznikly prekrytim
tfi upInych bipartitnich grafa G, = K; ;, , G, = Ky, ;, @ G3 = Kj, ;.. Necht je alespofi
jeden z nich takovy, Ze jeho minimalni barevny stupen je alespon 2. Pfedpokladejme
5€(Gy) = 2. Necht je G bez dobie obarvenych C; a C,. Pak vV G, a G5 je jim spole¢na
partita C obsahujici e; vrcholu tvofena vrcholy, které maji dgzug3 (v) = 1 pro vSechna
veV.
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Diikaz Véty 6.3

Obrazek 7: Ilustrace k dikazu Véty 6.3

Na Obrazku 7 je ilustrace k dikazu Véty 6.3.

Barvy oznac¢ime 1 = ¢ervena (€), 2 = zelena (z), 3 = ¢erna (¢n), modra (m) a
c(e) je barva hrany e.

Necht je dobré jadro tvofené vrcholy a, b, c,d, e, f, kde {a,b,c} € A, {d,e,f} c B a
vrchol g je libovolny vrchol partity C.

Pfipad 1 ¢(dg) = m

Jelikoz dgeb neni dobie obarvena C,, pak c(eg) = z nebo c(eg) = m.
Piipad 1.1 c(eg) = z

Jelikoz adg, aeg nejsou dobie obarvené Cs, pak c(ag) = ¢.

Uvazujme hranu gf. Jelikoz adgf neni dobie obarvena C,, pak c(gf) = ¢n
nebo c(gf) = m. Kruznice agf ale neni dobte obarvena C3, tedy c(gf) = ¢n. Tim
pak ale bdgf je nutné dobte obarvena C,, coz je spor v piipadé 1.1.

Piipad 1.2 c(eg) = m

Uvazujme hranu gf. Kruznice cegf neni dobie obarvena C,, pak mame c(gf) = ¢n
nebo c(gf) = m. Jelikoz bdgf neni dobie obarvena Cy, je c(gf) = m.

Dale bdg, beg, ceg a cfg nejsou dobfe obarvené C;, odkud c(gbh) = c(gc) =
m. Obdobné adg a af g nejsou dobte obarvené C; a mame c(ga) = m.

Ptipad 2 c(gd) = ¢n
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Uvazujme hranu gf. Jelikoz bdgf neni dobie obarvena C,, pak c(fg) = z nebo
c(fg) =c¢n. Je-li c(fg) = z, pak adgf je dobie obarvena C,. Mame tedy c(fg) =
cn.

Dale c(ag) # ¢, nebot jinak je agbf dobie obarvena C,. Tedy c(ag) = ¢n.
Uvazujme hranu bg. Jelikoz bdg, bg f nejsou dobie obarvené C5, pak c(bg) =

Uréime barvu hrany eg. Jelikoz bdge neni dobfe obarvena Cy, pak c(eg) = z
nebo c(eg) = ¢n.

Jelikoz aeg neni dobie obarvena C3, nemuze byt c(eg) = z. Tedy c(eg) =

Zbyva uréit barvu hrany cg. Kruznice ceg, cf g nejsou dobie obarvené Cs, tedy
c(cg) = znebo c(cg) = ¢n. Je-li ale c(cg) = z, je cgad dobte obarvena C,, coz je
spor. Tim je c(cg) = ¢n.

Ptipad 3 c(dg) = z

Jelikoz dgeb neni dobie obarvena C,, je c(eg) = z. Obdobn¢, dgfb neni dobie
obarvena C,, tim je c(fg) = z.

Ur¢ime barvu hrany ag. Jelikoz adg neni dobfe obarvena Cs, je c(ag) = ¢ nebo
c(ag) = z. Ovsem, je-li c(ag) = ¢, pak agf je dobie obarvena C3. Tedy c(ag) = z.

Uréime barvu hran cg a bg. Jelikoz ceag neni dobte obarvena C,, je c(cg) = z.
Obdobng, jelikoz beag neni dobie obarvena Cy, je c(eg) = z.

Piipad 4 c(dg) = ¢

Jelikoz aegf neni dobfe obarvena C,, je c(eg) = ¢ nebo c(fg) = ¢n. Obdobné cegf
neni dobfe obarvena C,, tedy c(eg) = z nebo c(fg) = ¢n.

Podptipad c(fg) = ¢n

Je-li c(eg) = ¢, pak c(fg) = ¢n nebo c(fg) = ¢. Jelikoz beg neni dobie obarvena
Cs, pak c(bg) = z nebo c(bg) = ¢.

a) necht c(bg) =z
Jelikoz dcg neni dobie obarvena C;, pak c(cg) = ¢nebo c(cg) = ¢n.
Kruznice agce neni dobfe obarvena C,, tedy c(ag) = ¢ nebo c(cg) = z.
Ovsem cdg neni dobfe obarvena C;, tedyc(cg) # z a tim c(ag) = ¢.
Kruznice cdg a ceg nejsou dobie obarvené C3, odkud c(cg) = ¢. Pak je ovSem
cfbg dobte obarvena C,, coz je spor S predpokladem. Tedy c(bg) = z.

b) necht c(bg) = ¢
Piipomenme, Ze je c(eg) = €. Pak bgf neni dobfe obarvena C; atedy c(bg) #
¢. To je finalni spor s predpokladem c(fg) = ¢n.

Celkovée tedy mame c(fg) = C.
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Vsechny hrany z g do libovolného vrcholu dobrého jadra maji tedy stejnou
barvu.

Nyni ukazeme, Ze rovnéz pro libovolny vrchol h v G; ma hrana gh stejnou
barvu jako ga, gb, ..., gf .

Necht' c(ga) = -+ = c(gf) = ¢. Predpokladejme, ze c(gh) = B # ¢. Pak
jelikoz ghdcg neni dobie obarvena C,, je nutné c(cg) = B. To je ale spor s tim, Ze
c(cg) =¢. ]
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[ Zavér
V této praci jsme se zabyvali hamiltonovskymi problémy a jejich obarvenymi
variantami. Hlavnim cilem bylo uvést podminky, za kterych je graf hamiltonovsky.

V kapitole 1 jsme uvedli nahled na historii teorie grafi. V kapitole 2 jsme
vymezily v§echny zakladni pojmy pouzité v této praci.

V kapitole 3 jsme se zabyvali hamiltonovskymi vlastnostmi. Po uvodu a
zminéni vzniku tohoto pojmu, jsme se zaméfili na konkrétni podminky. Uvedli jsme
dvée stézejni véty, a to Diracovo a Oreho vétu, které se zakladaji na stupni vrcholu,
respektive na minimalnim stupni vrcholu. Dale jsme uvedli véty zabyvajici se
hamiltonovskou souvislosti.

Kapitola 4 je zaméfend na hranové obarveni grafti a multigrafi. V tvodni
podkapitole jsme definovali nové pojmy souvisejici s barvenim grafu.
V podkapitolach 4.2 a 4.3 jsme se zabyvali konkrétnimi typy grafi a to hranoveé-2-
obarvenymi a hranové-c-obarvenymi multigrafy. V téchto podkapitolach jsme se
zam¢éfili na véty soustiedici se na dobrou hamiltonovskou kruznici. V podkapitole 4.3
jsme se zabyvali dal$im konkrétnim typem grafu, a to Uplnym obarvenym grafem.

Opét jsme se soustiedili na véty, které jako vysledek davaji dobrou hamiltonovskou
kruznici.

V kapitole 5 jsme se zabyvali turnaji. V tivodu kapitoly jsme uvedli vysvétleni
tohoto pojmu a nékteré dalsi zakladni pojmy. V podkapitole 5.1 jsme se zaméfili na
konkrétni typ, a to hamiltonovské turnaje. V kapitole 5.2 jsme se zabyvali vztahem
mezi orientovanymi grafy a obarvenymi grafy.

V kapitole 6 jsme se zabyvali Gallaiovo barvenim. Konkrétn€ tzv. dobrym
jadrem. V zavéru prace jsme uvedli vlastni vysledek prace (Véta 6.3) ziskany pro grafy
Ky, 1,1, bez dobfe obarvenych C; a Cy.

lpl3
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