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Abstrakt

Bakaléarska prace je zaméfena na studium konkrétni obycejné diferencialni rovnice 1. fadu, kterou
nelze analyticky vyfeSit. Nejprve pravou stranu rovnice aproximujeme pomoci Taylorova poly-
nomu 1. a 3. stupné. V obou pfipadech vypocteme a porovname FeSeni aproximaci oproti feseni
puvodni tlohy ziskanému v softwaru Wolfram Mathematica. V druhé ¢asti se zaméfime na vlast-
nosti feseni jiz ze samotného zadani diferencidlni rovnice, jakymi jsou napiiklad lokalni minima
a maxima, konk&vnost a konvexita a intervaly, kde feseni roste nebo klesa. Nakonec bude fesSen{
rovnice omezeno shora i zdola pomoci Gronwallova lemmatu a jemné&jSich odhadi na mengich
intervalech. Soucésti prace jsou obrazky vypracované v podéitacovém programu Wolfram Mathe-
matica.

Abstract

This thesis is focused on the study of a first order ordinary differential equation that cannot be
solved analytically. First, we use the Taylor polynomial of the 1st and 3rd degree to approximate
the right side of the equation. In both cases, we calculate and compare the solution of the
approximations against the solution of the original problem obtained in the Wolfram Mathematica
software. In the second part, we will focus on the properties of the solution from the differential
equation itself, such as local minima and maxima, concavity and convexity, and intervals where
the solution increases or decreases. Finally, the solution of the equation will be bounded from
above and below using the Gronwall lemma and finer estimates on smaller intervals. The work
includes images created with the computer program Wolfram Mathematica.
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Kapitola 1

Uvod

1.1 Motivace

Diferencidlni rovnice maji mnohé vyuziti nejen v pfirodnich a technickych védéach, ale i v mate-
matické ekonomii. Sledovanim veli¢iny v ekonomii ziskdme soubor naméfenych hodnot, pro jejichz
popséani je vhodnéjsi posloupnost, nez spojita funkce. Studium chovani diskrétnich dynamickych
systému je ale velmi slozité, proto se ke zkouméni veli¢iny Casto pouZivd aproximace spojitou
funkci. V matematické ekonomii se konkrétné jedné o ristové modely ve tvaru obycejné diferenci-
alnf rovnice 1. ¥adu y' = f(t,y), kde proménna ¢ piedstavuje ¢as a y/(t) rychlost zmény sledované
veli¢iny. Mezi nejznaméjsi ristové modely patii Harrodiv-Domartiv model a Solowiv model.

Domartv rastovy model byl zformulovin Ameri¢anem Evsey Domarem v roce 1946. Model,
ktery formuloval Angli¢an Roy Forbes Harrod v roce 1939, dochazi k obdobnym zavérim, proto
je model nejcastéji uvadén jako Harrodtv-Domariv. Mezi piedpoklady modelu patii

1. rovnost investic a pfirtistku hodnoty kapitélu,

2. pfiméa tmeéra mezi produkci a hodnotou kapitalu,

3. v uzaviené ekonomice rovnost diichodu a souc¢tu spotieby a soukromych investic a
4. zvySeni objemu nabizeného produktu zvysi i poptavku.

Pii splnéni v8ech predpokladii vede zvySeni produkce ke zvySeni poptavky (poptavka je stano-
vena na zakladé velikosti diichodu, tudiz se zvysi dichody, coz predstavuje investice a uspory),
néasledné investic a to vede ke zvySeni produkéni kapacity a tak porad dokola. Tedy dochézi
k ekonomickému ristu. Model je zaloZen hlavné na piredpokladu rovnosti ristou investic a oce-
kédvaného tempa rastu, coz neni v realném svété vidy splnéno. V realité nejcastéji dochézi ke
dvou variantam, bud rostou investice pomaleji nez ofekdvané tempo ristu a vznika nadbyteéna
produkce, nebo naopak rostou investice rychleji nez ocekdvané tempo ristu a produkce nestaci
pokryt poptavku. Pokud produkce nestaci pokryt poptavku, firmy reaguji nakupem dalsich vy-
robnich faktorti (investuji), coz ma vliv na velikost poptavky, ktera se také zvysi. Nerovnoviha
se proto bude nadale prohlubovat. Obdobné tomu je i pii nadbytecné produkci, tj. ekonomicky
rist je nestabilni. Nedostatky Harrodova-Domarova riistového modelu se snaZi odstranit Solowtiv
model ristu.

Solowiiv riistovy model byl zvefejnén v roce 1956 Robertemn M. Solowem, ktery v roce 1978
dostal Nobelovu cenu za ekonomii. Mezi hlavni rozdily oproti Harrod-Domarovu modelu pat#i
pFidani prace jako faktoru vyroby. Pokud pfipojime jesté podminku, Ze pracovni sila roste dle
Malthusova zakona a uvazujeme rovnost investic a piirtstku hodnoty kapitalu (viz prvni pod-
minka pro Harrodtv-Domartv model), dojdeme k zavéru, ze narozdil od Harrodova-Domarova
modelu ekonomika dosdhne stacionarniho stavu bez nutnosti vhodného zvoleni investic. Proto je



ekonomicky rust tentokrat stabilni a z dlouhodobého hlediska je zdrojem rtstu pouze technolo-
gicky pokrok (trvalé tempo riistu jiz neni zavislé na mife tuspor, investic) a rast populace. Naopak
pokud nebude dochézet k trvalému zlepSovani technologie, tak bude HDP klesat k nule. Solowtv
model byl v nasledujicich letech velmi pouzivan, dokonce i v dnesni dobé je ristovy model pro
vétsinu ekonomu velmi dilezity pri analyze hospodéafského ristu.

Mezi dalsi modely patif napiiklad Ramseytv model, ktery vychazi z prace Franka Plumptona
Ramseyho vydané roku 1928. Tento model dochazi k obdobnym zavértim jako Solowiiv model,
tedy ekonomicky rtst je ovlivnén pouze technologickym pokrokem a riistem populace. Béhem
poslednich 20 let se model pfestal pouzivat, vzhledem k jeho zavérim predpokladajicim malé
rozdily ve vystupu jednotlivych ekonomik (ve svété jsou ve skute¢nosti rozdily mezi nejbohatgimi
a nejchudsimi zemé&mi velmi velké). V 70. letech zajem o teorii rstu ustoupil vzhledem k ropnym
Soktim, kterymi ekonomika prochézela a hledala se snaha o alespon udrzitelny rist. Od poloviny
80. let se ozivil zdjem o ekonomicky rtst z hlediska vysokoskolskych kurzti ¢ publikaci ¢lankd
a mezi prukopnicke préice se nadéle povazuji prace Paula Romera (1986) a Roberta Lucase (1988)

(viz 4], [2]).

V bakalarské praci nebudou zkoumény ristové modely, zaméfime se na konkrétni oby¢ejnou
diferenicalni rovnici ve tvaru ' = f(t,y). Zkoumana rovnice, stejné jako Fada rovnic tohoto typu,
neni analyticky Fegitelna. V praci je ukdzéno, jakym zptisobem miiZeme rovnici studovat a co
lze o feSeni rovnice Fici za pomoci zakladnich metod matematické analyzy. Konkrétné postupné
aproximujeme nelinedrni pravou stranu rovnice Taylorovym polynomem 1. a 3. stupné na okoli
pocatku. Aproximované tlohy analyticky vyFeSime a porovname s numerickym FeSenim plivodni
ulohy (Kapitola 2 a 3). V posledni ¢asti prace se zaméfime na zkouméni vlastnosti feSeni rovnice,
které muzeme ziskat ze samotné rovnice (Kapitola 4).

1.2 Definice

Definice 1 (|5]). Diferencidlni rovnice prvniho iddu je rovnice tvaru

v =fty), (1.1)

kde [ je funkce dvou proménnych. Klasickym fFeSenim rovnice (1.1) na intervalu I rozumime
kazdou spojité diferencovatelnou funkciy = y(t), kterd rovnici (1.1) spliiuge ve vsech bodech t € I.

Definice 2 ([5]). Nechf to,y0 € R. Uloha najit Fesend rovnice (1.1), které spliuje tzv. pocitecnd
podminku

y(to) = yo,

se nazyvd pocdtecni (Cauchyho) iloha. Jejim fesenim je funkce, kterd spliiuje pocéatecni podminku
a je na néjakém otevieném intervalu obsahujicim bod ty FeSenim rovnice (1.1).
1.3 Studovana tuloha
V préaci se budeme zabyvat rovnici
/(1) = sin(—2y(2)), (1.2)

kterou nelze analyticky vyfesit. Na obr. 1.1 je zobrazené pfiblizné feSeni rovnice (1.2) pro rizné
pocatedni podminky ziskané v pocitacovém programu Wolfram Mathematica pomoci numerickych



metod. MiuZeme si v§imnout, Ze pro nékteré pocateéni podminky feSeni klesd monoténné k nule
a naopak pro véts{ pocatecni hodnoty feSeni mén{ monotédnii. K podobnému zavéru lze dojit ze
smérového pole rovnice (1.2) na obr. 1.2.

Nasledujici Lemma ukazuje fesSitelnost studované pocatecni Glohy pro vSechny casy t.

Lemma 1. Pocdtecni iloha
(1) = sin(~2ty(1))
y(to) = yo
md prdvé jedno Teseni Vi € R.
Diikaz. Oznacme si f(t,y) pravou stranu rovnice (1.2), tj. f(¢,y) = sin(—2ty(t)). Nejprve doka-
Zeme, ze funkce f(¢,y) je globalné& lipschitzovska v proménné y. Tedy Vt € [T, T],Vy1,y2 € R :

[F(t,91) = F(,y2)| = [sin(=2ty1) — sin(—2tys)| = [2 cos( 222 ) sin (2202 )| —

2| cos(tyy + tyz) sin(tys — tyr)| < 2|t||ly1 — y2| < 2T|y1 — yo|.
Dale plati
[T 20tdt = 2T? < oo.

Funkce f(t,y) je spojitd na R x R a globélné lipschitzovska v proménné y, tedy z Picardovy-
Lindelofovy véty plyne, Ze existuje jednozna¢né feSeni V¢ € [—T,T]. Navic z Disledku 2.6 v [6]
plyne, Ze existuje feSenf Vt € R. O

t

3 -2 -1 , 1 2 T3

obr. 1.1: Grafické zobrazeni feSeni rovnice (1.2) pro rtizné po¢atecni podminky.
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Kapitola 2

Linearizovana uloha

Vzhledem k tomu, Ze rovnici (1.2) nelze Fesit analyticky, pouZijeme aproximaci pomoci linearizo-
vané ulohy. Funkci f(z) = sin(x) nahradime Taylorovym polynomem 1. stupné na okoli po¢atku,
tedy funkci f(z) = x. Konkrétné nelinearni ¢len sin(2yt) v rovnici (1.2) nahradime linearnim
vyrazem 2yt.

Resime tedy diferencialni rovnici je tvaru

y'(t) = —2yt. (2.1)

Funkce
y=0 (2.2)

spliiuje rovnici (2.1) trividlné. Dale tedy budeme predpokladat, ze y+# 0.
Nejprve rovnici (2.1) vynasobime vyrazem %

y'(t)

— 92,

obé strany zintegrujeme podle ¢

a provedeme substituci za y, tedy

Po tpravé dostavame

JL = [
Y

In |y\ = —2 +Cy, Ci€eR.

Po integraci dostavame

10



Po upravé dostavame

y(t) = Coe™,  Cp e R\{0}. (2.3)
Spojime-li feseni (2.2) a (2.3), tak obecné feSeni rovnice (2.1) zapiSeme ve tvaru
y(t)=Ce, CeR.

Pfipojime-li k rovnici (2.1) pocateéni podminku y(0) = yo, dostavame FeSeni piislusné pocatecni
tlohy ve tvaru
y(t) = yoe ™"

Grafické zobrazeni Feseni rovnice (2.1) pro rizné y(0) jsou na obr. 2.1 a smérové pole rovnice
(2.1) je na obr. 2.2. Podobnost feSeni rovnice (1.2) a (2.1) je pfedev&im v blizkém okoli pocatku,
coz je ziejmé pii porovnani obr. 1.1 a 2.1. Konkrétni porovnani feSeni rovnice (1.2) a (2.1) jsou
na obr. 2.3, 2.5 a 2.7 pro po¢atetni podminky y(0) = 1, y(0) = 2 a y(0) = 3. Rozdil feSeni rovnice
(1.2) a (2.1) s pocatetni podminkou y(0) = 1, y(0) = 2 a y(0) = 3 je na obr. 2.4, 2.6 a 2.8. Pro
pocate¢ni podminku y(0) = 1 je rozdil mezi feSenim rovnic minimalni, coz lze vidét na obr. 2.3,
ptripadné na obr. 2.4. Naopak na obr. 2.5 a 2.7 je vidét, Ze se odchylka zvétsuje. Mtizeme si tedy
v8imnout, Ze pro vétsi po¢atecni hodnoty rostou i absolutni hodnoty rozdilu feseni rovnic (1.2)
a (2.1). Konkrétné pro pocateéni podminku y(0) = 3 je maximalni chyba na uvazovaném ¢asovém
intervalu ¢ € [0, 10] zhruba 60krat v&tsi nez pro y(0) = 1, coz je zpusobeno tim, Ze v8echna FeSeni
rovnice (2.1) monoténné klesaji k nule narozdil od feseni rovnice (1.2).

y

obr. 2.1: Grafické zobrazeni feSeni rovnice (2.1) pro rtzné pocatecni podminky.
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1.0~
0.8
0.6
0.4

0.2

obr. 2.3: Porovnéni feseni rovnice (1.2) (oranzova) a (2.1) (modré) s po¢ate¢ni podminkou y(0) =
1.

0.04
0.03
0.02

0.01

obr. 2.4: Absolutni hodnota rozdilu FeSeni rovnice (1.2) a (2.1) s pocatetni podminkou y(0) = 1.
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2.0-

1.5

1.0

0.5

obr. 2.5: Porovnéni feseni rovnice (1.2) (oranzova) a (2.1) (modré) s po¢ate¢ni podminkou y(0) =
2.

obr. 2.6: Absolutni hodnota rozdilu FeSeni rovnice (1.2) a (2.1) s poc¢atetni podminkou y(0) = 2.

3.0,
2.5
2.0
1.5
1.0

0.5

obr. 2.7: Porovnéani FeSen{ rovnice (1.2) a (2.1) s po¢atetni podminkou y(0) = 3.
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obr. 2.8: Absolutni hodnota rozdilu FeSeni rovnice (1.2) a (2.1) s poc¢atetni podminkou y(0) = 3.
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Kapitola 3

Uloha s kubickou nelinearitou

Pro presnégjsi aproximaci nahradime funkci sinus Taylorovym polynomem 3. stupné na okoli po-

gatku, tj. sin(z) ~ z — 42, a rovnici (1.2) nahradime rovnici

(1) = ~20(0) + 5 (21y(0))" (3.1)

V tomto pfipadé jiz prava strana rovnice (3.1) neni globalné lipschitzovskéa vzhledem k proménné
y, ale pouze lokdlné a nemame tedy zarucenou existenci feSeni pocate¢ni tlohy pro vsechna
t € R. Na obr. 3.1 je znazornéné feSeni rovnice (3.1) pro rizné pocatetni podminky ziskané
v pocitacovém programu Wolfram Mathematica. Na obr. 3.2 je zobrazené piislusné smérové pole.

obr. 3.1: Grafické zobrazeni feSeni rovnice (3.1) pro rizné pocatecni podminky.

15
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Rovnice (3.1) je tzv. Bernoulliho diferencialni rovnice

y = g(t)y + h(t)y".

Konstantni feSeni y = 0 fesi rovnici (3.1) trivialng, dale tedy budeme predpokladat, ze y # 0.
Bernoulliho diferencialni rovnici lze fesit substituci

V nasem piipadé n = 3,¢g(t) = —2t,h(t) = %, tj. volime substituci

(3.2)

Z predpisu (3.2) je zfejmé, Ze nés budou zajimat pouze funkce u(t) > 0. Po zderivovani (3.2)
dostavame

—2y/(t
o (t) = ng (3.3)
y(t)
PfepiSeme si rovnici (3.1) do tvaru
/
y't) -2t 44
= + -t 3.4
OO o4
Nyni dosadime do rovnice (3.4) z vyrazi (3.2) a (3.3) a dostaneme novou rovnici
8
u' (t) = 4tu(t) — §t3. (3.5)

Rovnice (3.5) je linedrni nehomogenni obycejné diferencialni rovnice 1. fadu, proto nejdiive
vypocteme feSeni up(t) homogenni rovnice

u'(t) = 4tu(t). (3.6)

Konstantni fegeni u = 0 splituje rovnici (3.6

3.6) trividlné. Dale tedy budeme predpokladat, ze us# 0.
Nejprve rovnici (3.6) vynasobime vyrazem

S |~
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obé strany zintegrujeme podle ¢

a provedeme substituci za u, tedy

Po apravé dostavame

Po integraci dostavame
2
In |u| = 45 +C1, CieR.
Po upravé dostavame obecné feSeni hommogenni rovnice (3.6)
up(t) = Ce2*, CeR. (3.7)

Nyni vypocteme partikularni FeSeni rovnice (3.5) metodou variace konstanty. Nejd¥ive kon-
stantu C' ve (3.7) nahradime funkci zavislou na t

uy = C(t)e*. (3.8)
Zderivujeme (3.8) a dostavame

ul, = C'(£)e + C(t)e 4t. (3.9)

Dosadime do rovnice (3.5) z vyrazu (3.8) a (3.9) a dostaneme

C'(1)e2 + C(t)e 4t — 40(t)e? 't = — gt?

Po apravé dostavame

83

! _

17



Obé strany zintegrujeme

Po integraci dostavame

1
C(t) = g(2t2 +1)e 2 4 (.

Za Cj volime napft. 0 a po dosazeni do vztahu (3.7) dostavame

2t2 + 1
up: 3

. (3.10)

Diky principu superpozice ziskdme obecné feSeni rovnice (3.5) jako soucet FeSeni u, a up (viz
(3.7) a (3.10)), tj. dostaneme

u(t) = +Ce?’, CeR (3.11)

Pokud je u(t) > 0, netrivialni feSeni rovnice (3.1) dostaneme dosazenim vztahu (3.11) do vztahu

(3.2)

y(t) = + ! (3.12)

[2t241 22
T+ Ce

Pfipojime-li k rovnici (3.1) po¢atec¢ni podminku y(0) = yo, dopocteme

1

Y

C

W =

a FeSeni prisluné pocatecéni tlohy dostaneme ve tvaru

sgny(0)
: :
\/%T’Ll + (L — Dye

Y5

y(t) = (3.13)

Regeni s poatecni podminkou y(0) = 1 a y(0) = 2 je zobrazeno na obr. 3.3.

Na obr. 3.5 je zobrazen rozdil feSeni linearni rovnice (2.1) a rovnice (3.1) s pocate¢ni pod-
minkou y(0) = 2 a na obr. 3.7 s po¢ate¢ni podminkou y(0) = 1. Porovnani FeSeni rovnice (2.1)
a (3.1) jsou na obr. 3.4 pro y(0) = 2 a na obr. 3.6 pro y(0) = 1.

18
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-10 -5 5 10

obr. 3.3: Grafické zobrazeni feSeni rovnice (3.1) s po¢. podminkou y(0) = 1 (oranzova) a y(0) = 2
(modra).

3.0
2.5
2.0
15

1.0

obr. 3.4: Porovnani feseni rovnice (3.1) (oranzové) a (2.1) (modré) s pocate¢ni podminkou y(0) =
2.

Na obr. 3.9 je zobrazen rozdil feSeni rovnic (1.2) a (3.1) s poc¢atecni podminkou y(0) = 2 a na
obr. 3.11 s po¢atecni podminkou y(0) = 1. Porovnani feseni rovnice (1.2) a (3.1) jsou na obr. 3.8
pro y(0) = 2 a na obr. 3.10 pro y(0) = 1.

19



1.2

obr. 3.5: Absolutni hodnota rozdilu feSeni rovnice (3.1) a (2.1) s poate¢ni podminkou y(0) = 2.

1.0
0.8
0.6
0.4

0.2

0.5 1.0 15 2.0 2.5 3.0

obr. 3.6: Porovnani feSeni rovnice (3.1) (oranzova) a (2.1) (modra) s po¢. podminkou y(0) = 1.

0.04
0.03
0.02!

0.01

obr. 3.7: Absolutni hodnota rozdilu feSeni rovnice (3.1) a (2.1) s po¢. podminkou y(0) = 1.
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obr. 3.8: Porovnani feSeni rovnice (1.2) (modra) a (3.1) (oranzova) s po¢. podminkou y(0) = 2.

3.0
2.5
2.0
15
1.0

0.5

0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0 1.2

obr. 3.9: Absolutni hodnota rozdilu FeSeni rovnice (1.2) a (3.1) s po¢. podminkou y(0) = 2.

7 predpisti (3.11) a (3.12) je zfejmé, Ze pro nékteré poCateéni hodnoty y(0) feSeni rovnice
(3.1) neexistuje pro viechna ¢t € R. Chceme-li zjistit, pro jaké hodnoty y(0) existuje FeSeni pro
vSechna t € R, nejdfive zjistime pro jaké hodnoty C' bude vyraz (3.11) kladny. Z nerovnice

2t2 + 1

3 + Ccet

0<

vyjadiime C":

—2t2 -1
362t2

Vyraz
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1.0

0.8

0.6

0.4

0.2

0.5 1.0 1.5 2.0 25 3.0

obr. 3.10: Porovnani Feseni rovnice (1.2) (modra) a (3.1) (oranzova) s po¢. podminkou y(0) = 1.

0.0020
0.0015
0.0010

0.0005

obr. 3.11: Absolutni hodnota rozdilu feseni rovnice (1.2) a (3.1) s po¢. podminkou y(0) = 1.

—2t2 —1
3e2t?
je zaporny a plati
—2? -1

lim

o0 3e2t?

=0.

Z toho vyplyva, ze pro C > 0 je vyraz (3.11) vzdy kladny, tedy pro rovnici (3.1) existuje FeSeni
dané predpisem (3.12). Pokud k rovnici (3.12) pfidame poc¢ate¢ni podminku y(0) = yo, dostavame

=+—1_
Yo 1o
Je zfejme, 7e pokud C € [0,00), pak yo € [~V/3,V3]. Pro C < 0 existuje hodnota to takova,
ze u(tp) = 0, tj. neexistuje feSeni y pro viechna t € R a v bodé ¢y dochazi k ,blow-up* . Nyni
ukazeme zavislost tgp na C (respektive na pocéatetni hodnoté yg). Do vztahu

221

C=—m (3.14)
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dosadime

1 1
C=—5--, (3.15)
Yo 3
viz (3.12), a dostaneme
—2t2—-1 1 1
3e2 y2 3
Po upravé ziskame
—2t? — 1 L
3e2t? 3 y2
Na levé stran& mame funkci proménné ¢ a na pravé &islo. Nyni vySetfme pribéh funkce
-2t -1 1

Defini¢ni obor funkce f je D = R, funkce f je sudd, spojitd na celém svém defini¢nim oboru
a plati
-2t2-1 1 1

tlirglo 3@2t2 + g - g

a
i -2 -1 1 1
0 32 3 3

Pro zjisténi extrémi nejprve funkci f zderivujeme:

8 3
ft) = 36% (3.17)

Derivace f’ je nulova pouze pro t = 0. Pro t € (—o0,0) je derivace f’ vidy zaporn4, tj. funkce f
je na tomto intervalu klesajici. Pro ¢ € (0,00) je derivace f’ vzdy kladna tj. funkece f je na tomto
intervalu rostouci. Pro t = 0 je funkce f rovna nule, tento bod je tedy ostrym lokalnim minimem.
Grafické zobrazeni{ funkce f je na obr. 14. Vyraz % > 0 je ¢islo, které protne graf funkce f pravé
dvakrat (v bodech tg a —tg) a kdyz ho budeme zvétsovat, tak se bude zvétSovat i to. Tim jsme
odvodili nasledujici tvrzeni.

Véta 1. Resend rovnice (3.1) s pocdtecni podminkou y(0) = yo je ddno vatahem (3.13). Pro
1. yo € [—V/3,V/3] toto Fesent existuje pro viechna t € R,
2. 1o € (—00, —v/3) U (v/3,00) toto fesent existuje pouze pro t € (—tg, o).

Pro aproximaci rovnice (1.2) byl pouzit Tayloriiv polynom 3. stupné, tedy rovnice (3.1). Jedna
se o specialni typ Bernouliho diferencialni rovnice, ktery lze fesit pomoci substituce. Regeni rovnic
(3.1) a (1.2) je na okoli poc¢atku velmi podobné a monoténné klesé k 0. Napiiklad pro poc¢atecni
podminku y(0) = 1 je rozdil FeSeni rovnic oproti linearizované tloze zhruba 25krat mensi. Naopak
pro pocateéni podminky y(0) € (—o0, —v/3) U (v/3,00) rozdil fedeni rovnic (3.1) a (1.2) roste,
feSeni po¢atecni ulohy pro rovnici (3.1) neexistuje pro vechna t € R a dochéazi k tzv. ,blow-up“
v bodé tg.
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0.35

obr. 3.12: Grafické zobrazeni funkce f z (3.16).
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Kapitola 4

Vlastnosti reseni

Neékteré vlastnosti feSeni lze ziskat ze samotné diferenciilni rovnice. Pro analyticky nefeSitelné
roviice nam tyto vlastnosti mohou pomoci si predstavit vysledny tvar feSeni a dat jisté ovéfeni
vysledku vygenerovaném v softwaru. Mezi tyto vlastnosti mize patiit napiiklad monoténnost,
konkavnost, konvexita a omezenost.

4.1 Vlastnosti FeSeni linedrni rovnice

Pro linearni rovnice lze najit piesné feseni, ale ukdzeme si, jaké vlastnosti feSeni muZeme zjistit
piimo z pfedpisu rovnice. Pro linearni rovnici (2.1) zjistime globani minima a maxima, intervaly,
kde je FeSeni rovnice rostouci nebo klesajici a konkdvnost a konvexitu. V dalsim textu uvazujeme,
7e y = y(t) je klasické Feeni rovnice (2.1).

Lemma 2. Je-li y(0) # 0, pak y(t) # 0 pro vSechna t € R.

Diikaz. Necht existuje tg # 0 takové, Ze y(tp) = 0. Kazda pocatecni tloha pro linearni diferen-
cialni rovnici 1. fadu ma jednoznané FeSeni, tedy pocatecni uloha pro rovnici (2.1) s pocatecni
podminkou y(t9) = 0 mé pak jednozna¢né feseni y = 0 pro v8echna ¢ € R. A to je spor s pfedpo-
kladem y(0) # 0. O

Lemma 3. Je-li y(0) > 0, pak y = y(t) je ostie rostouct funkci na (—o0,0), ostre klesajici na
(0,00) a v bodé tg = 0 md ostré globalni mazimum. Je-li y(0) < 0, pak y = y(t) je ostre klesajici
Junkei na (—00,0), ostie rostouct na (0,00) a v bodé to = 0 md ostré globdlni minimum.

Diikaz. Z Lemmatu 2 a spojitosti y = y(t) plyne, Ze y neméni na R znaménko, tj. sgny(t) =
sgny(0) pro viechna t € R. Necht y(0) > 0. Oznaéime-li f(t,y) = —2ty, pak ¥’ = f(t,y) a tedy

e prot >0je f(t,y) <0, tj. y je klesajici,

e prot <0je f(t,y) >0, tj. y je rostouci.
Pro y(0) < 0 bychom postupovali analogicky. O
Lemma 4. Je-li y(0) > 0, pak y je

e konvexni na (—oo, —%) a (%700);

~—

e konkdvni na (—\%,

1
V27
Je-li y(0) < 0, pak y je

o konkdvni na (—oo, —%) a (%700);
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e konvexni na (f%, %)
Diikaz. Pro zjisténi, na jakém intervalu je feSeni rovnice (2.1) konkévni a konvexni, zderivujeme
rovnici (2.1) a dostavame
y"' = =2yt — 2y.
Za y' dosadime z rovnice (2.1) a dostavame
y" = dyt® — 2y.

Pravou stranu ozna¢me g(t,y), tj: g(t,y) = 4dyt? — 2y = 2y(2t% — 1). Je-li y(0) > 0, pak i y(t) > 0
a
1

e g(t,y) >0prote (—oo,—ﬁ) ate(

1
V2’

00), tj. y je konvexni,

e g(t,y) <Oprote (—%, %), tj. y je konkéavni.

Pro y(0) < 0 bychom postupovali analogicky. O
Lemma 5. Pro vSechna t € R plati, Ze y(—t) = y(t), tj. y je sudd funkce.

Diikaz. Zavedeme novou proménnou

a vyraz (4.1) zderivujeme
(1) = —y/(~). (1)

Ze vztahu (4.1) je zfejmé, ze pro t = 0 plati z2(0) = y(0). Pokud obé& strany rovnice (2.1)
vynasobime (—1), dostavame

—y/(t) = 2ty(t).

Proménnou t preznacime jako —t, ¢imz dostavame

—y'(=t) = =2ty (1)
Z (4.1) a (4.2) pak ziskame

2(t) = =y (—t) = —2ty(—t) = —2tz(t).

Tedy z(t) a y(t) Fesi stejnou pocateni ulohu. Z jednozna¢nosti feseni pocatecni tlohy plyne
z(t) = y(2),
po dosazeni do vztahu (4.1) dostavame
y(—t) =y(t), VteR,
tj. y je suda funkce. O
Poznamka 1. Pro linedrni rovnici (2.1) lze analyticky zjistit feSend ve tvaru
y(t) =Ce™, CeR.
Pripojime-li pocdtecni podminku y(0) = yo, dostdvdme FeSeni pocdtecni ilohy ve tvaru

y(t) = yoe .
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OvéFime, Ze toto Feseni md vlastnosti uvedené v Lemmatech 4, 5, 6 a 7. Funkce y(t) je evidentné
nenulovd pro yo # 0 (Lemma 4) a sudd (Lemma 7).

Pro jednoduchost ddle wvazujeme yo > 0. Pro zjisténi staciondrnich bodi poloZme y'(t) = 0,
tj. 0 = —2tyge~". Plati, Ze prot > 0 je y/(t) <0 a prot <0 je y'(t) > 0. Z toho plyne, Ze FeSeni
je ostre rostouct funkci na (—00,0), ostre klesajici na (0,00) a v bodé tg = 0 md md ostré globdlni
mazimum (Lemma 5).

Druhd derivace je rovna y'(t) = —2yoe_t2(1 — 2t%). Pro zjisténi inflexnich bodi polozme
y'(t) = 0, tj. 0 = —2ype (1 — 2t2). Plati, e pro t € (—%,%) je f'(t) < 0, tj. Tesend je

(7

konkdvni a pro t € (—oo, ——) ate o0) je f'(t) > 0, tj. Fesent je konvexni (Lemma 6).

4.2 Vlastnosti FfeSeni nelinearni rovnice

Vzhledem k analytické nefesSitelnosti fady nelinedrnich rovnic mé uréeni vlastnost{ jejich feeni
mnohem vétsl vyznam. Vlastnosti ndm daj{ alesponr pfedstavu o vysledném tvaru feseni. Pro
feSeni nelinearni rovnice (1.2) zjistime, kde se nachazi lokalni minimum a maximum (pokud
né&jaké existuje) a kiivky, na kterych dochézi ke zméné inflexe. V dalsim textu uvazujeme, ze y(t)
je klasické Feseni rovnice (1.2).

Lemma 6. Je-li y(0) # 0, pak y(t) # 0 pro vsechna t € R.
Diikaz. Necht existuje to # 0 takové, ze y(tp) = 0. Pocatecni uloha pro rovnici (1.2) s pocatecni

podminkou y(¢g) = 0 méa pak jednozna¢né feSeni y = 0 pro v8echna ¢ € R (viz. Lemma 1). A to
je spor s predpokladem y(0) # 0. O

Lemma 7. Md-li fesent y(t) lokdlni minimum nebo maximum, pak se nachdzi na kfivkich y =
kr ke Z.

Diikaz. Pravou stranu rovnice (1.2) ozna¢me f(¢,y), tj. f(t,y) = sin(—2ty(t)). M4&-1i feseni lokalni
minimum nebo maximum, z nutné podminky existence extrému plyne f(t,y) = 0, tj.

0 = sin(—2ty(t)).
Sinus nabyva hodnoty 0 v bodech km, t]j.
2ty(t) = km, k€ Z,

po upravé dostavame

km
yit)=—, keZ. (4.3)
2t
Plati, ze
eprot>0ak 5 <y< (kH) , k€Z,jey <0 proksudéay >0 prok liché.
eprot<0a (kH) <y< 2t, keZ,jey <0proksudéay >0 prok liché.
Dochézi ke zméné monotonie, tedy na kfivkach se nachéazi lokalni extrémy. O

Grafické zobrazeni kiivek z (4.3) je na obr. 4.1. Na obr. 4.2 jsou zobrazeny kiivky ze vztahu
(4.3) a Fefeni rovnice (1.2) s poc¢atetni podminkou y(0) = 3.

Lemma 8. Pokud se u Feseni rovnice (1.2) ménd infleze, pak k tomu dochdzi na kivkdch

2%
y(t) = _%’ keZ v y(t)— tsin(2ty(t)) = 0.

Diikaz. Zderivujeme-li rovnici (1.2), dostaneme
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obr. 4.1: Grafické zobrazeni kiivek z (4.3).

-

v

obr. 4.2: K¥ivky ze vztahu (4.3) (modrd) a feseni rovnice (1.2) s pocate¢ni podminkou y(0) = 3
(Cervena).

y"(t) = —2cos(2ty(1)) (v ()t + y(1))-
Nyni dosadime za y/(t) z rovnice (1.2) a dostévame
y"(t) = —2cos(2ty(t)) (y(t) — tsin(2ty(t))).
Pravou stranu ozna¢me g(t,y), tj. g(t,y) = —2cos(2ty(t))(y(t) — tsin(2ty(t))). Ma-li dojit ke
zméné inflexe funkce y, musi nutné platit y” = 0, tj: g(t,y) = 0, tj.
0 = —2cos(2ty(t))(y(t) — tsin(2ty(t))). (4.4)
Tj.
0=cos(2ty(t)) VvV 0=y(t)—tsin(2ty(t)). (4.5)
Prvni podminku lze je§té upravit, druhou ponechdme v implicitnim tvaru

H=T Zf’” KeZ v 0=y(t)—tsin(2y(t)). (4.6)

<
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Grafické zobrazeni kiivek (4.6) je na obr. 4.3. Na obr. 4.4 jsou zobrazeny kiivky ze vztahu
(4.4) a FeSeni rovnice (1.2) s poc¢atecni podminkou y(0) = 3.

Lemma 9. Pro vSechna t € R plati, Ze y(—t) = y(t), tj. y je sudd funkce.

Diikaz. Zavedeme novou proménnou

a vyraz (4.7) zderivujeme
(1) = —y/(~). (48)

Ze vztahu (4.7) je zfejmé, ze pro t = 0 plati z(0) = y(0). Pokud obé& strany rovnice (1.2)
vynasobime (—1), dostavame

—y/(t) = sin(2ty(1)).
Proménnou t preznacime jako —t, ¢imz dostavame
—yf(—t) = sin(—2ty(—1))
Z (4.7) a (4.8) pak ziskame
2'(t) = —y/(—t) = sin(—2ty(—t)) = sin(—2¢tz(t)).
Tedy z(t) a y(t) Fesi stejnou pocateéni ulohu. Z Lemmatu 1 plyne
2() = (1),

po dosazeni do vztahu (4.7) dostavame

tj. y je suda funkce. O

obr. 4.3: Grafické zobrazeni kiivek (4.6).
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obr. 4.4: K¥ivky ze vztahu (4.4) (modrd) a fedeni rovnice (1.2) s pocatetni podminkou y(0) = 3
(Cervend).

4.3 Gronwallovo lemma

V této kapitole je vysvétleno Gronwallovo lemma (viz [3], [1]), které bylo poprvé dokazano Tho-
masem Hakonem Gronwallem v roce 1919 a nésledné zobeciiovano fadou autorii a vyuZzito pii
odhadech fefeni rovnice prvniho fddu. Lemma uvadime v jedné z jeho diferencialnich podob, jak
pro odhad shora, tak pro odhad zdola véetné dikazu. Dikaz uviddime vzhledem k tomu, Ze ve
vétsiné literatury se v dikazech uvadi pouze odhad shora a neni uveden odhad zdola, ze kterého
v praci také vychazime.

Lemma 10 (Gronwallovo lemma). Necht I je interval redlnijch ¢isel ve tvaru [a,00), [a, b] nebo
[a,b), kde a < b. Necht 8 a u jsou spojité redlné funkce na intervalu I a necht u je diferencovatelnd
na intervalu I° = I\ {a,b}.

1. Pokud funkce u splfiuje nerovnost
o/ (t) < B(t)u(t), VtelP, (4.9)

potom plati
t
u(t) < u(a)ea #G) v e I (4.10)

2. Pokud funkce u spliiuje nerovnost
u'(t) > B(t)u(t), Vtel, (4.11)

potom plati
t
u(t) > u(a)ela Py e I, (4.12)

Diikaz. Zavedeme funkci
o(t) = ela Bt T,
V&imnéme si, ze v spliuje

V(1) = ela PO B (1) = B(t)u(t),

30



navic v(a) =1 a v(t) > 0 pro v8echna t € I.

1. Plati-li (4.9), pak pro derivaci podilu ¥ dostavame

du(t) u()o@t) =o' ult) v {)v(t) — Bt)v(t)u(t)
at o(t) 2(0) 2(t) <0, viel’

ult) -

Funkce = o je tedy nerostouci a shora omezena hodnotou v pocatecnim bodé a na intervalu

%Swzu(a), Vtel,

coZ je dokazovana nerovnost (4.10).

2. Plati-li (4.11), pak pro derivaci podilu ¥ dostdvame

d u(t) _ u'()o(t) — o' (tult) _ u'({t)o(t) — BR)v@)ult) _

vi e I1°.

dt v(t) v2(t) v3(t) T

u(t) -

Funkce 2 o0 je tedy neklesajici a zdola omezena hodnotou v poc¢ateénim bodé a na intervalu
I:

%szu(a), YVt eI,

coz je dokazované nerovnost (4.12).
O

S vyuzitim Gronwallova lemmatu mtzeme dokazat nasledujici tvrzeni. Pro jednoduchost bu-
deme v dalsim textu uvazovat y(0) > 0. V8echna nasledujici tvrzeni lze v8ak analogicky dokazat
i pro y(0) < 0.

Véta 2. Necht y(0) = yo > 0. Pro FeSeni pocdtecni ulohy pro rovnici (1.2) plati
yoe < y(t) < yoet’, Vvt eR.
Diikaz. Vyjdeme z obecné nerovnosti
|sin(z)| < |z|, VzeR.
Pro vyraz — sin(2ty) plati
| —sin(2ty)| < |2ty|, VteR,VyeR.

Pro yo > 0 plati y(¢t) > 0,Vt € R (viz Lemma 8), tedy plati nerovnost —2ty < —sin(2ty) <
2ty,Vt > 0. Oznacme si B1(t) = 2t a [o(t) = —2t. Pro Fefeni poc¢atecni tlohy pro rovnici (1.2)
plati: ¥ < B1(t)y = 2ty, vt > 0, tedy z Gronwallova lemmatu dostavame

y(t) < yoelo H1O% vt > 0,
Po dosazeni a tpravé dostavame
y(t) < yoe!”, Vit > 0.

Obdobné pro odhad zdola dostavame y' > Bo(t)y = —2ty,Vt > 0, tedy z Gronwallova lemmatu
plati
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y(t) > yoefot Ba(s)ds it > .
Po dosazeni a tpravé dostavame
y(t) > yoe ", Vt > 0.
JelikoZ je Feseni pocateéni ulohy pro rovnici (1.2) sudé (viz Lemma 11), je omezeno shora funkci

2

y1(t) = yoe' (4.13)
a zdola funkct ,

ya(t) = yoe (4.14)
pro vSechna t € R. O

Grafické zobrazeni funkci y; a yo danych predpisy (4.13) a (4.14) s potatecni podminkou
y(0) = 2 a feeni rovnice (1.2) s pocateéni podminkou y(0) = 2 je na obr. 4.5. Na obr. 4.6 jsou
funkce y1 a yo s potatecni podminkou y(0) = 2 a kiivky stacionarnich bodi feSeni dané predpisem
(4.3).

20

-2 -1 1 2

obr. 4.5: Grafické zobrazeni funkci y; a y2 s poatecni podminkou y(0) = 2 a FeSeni rovnice (1.2)
s pocateéni podminkou y(0) = 2.

Grafické zobrazeni funkci y; a y2 s pocateéni podminkou y(0) = 6 a feSeni rovnice (1.2)
s pocatetni podminkou y(0) = 6 je na obr. 4.7. Na obr. 4.8 jsou funkce y; a y2 s polatetni
podminkou y(0) = 6 a kiivky stacionarnich bodi FeSeni dané pfedpisem (4.3).

Povsimnéme si, ze pokud funkce y, s po¢atecni hodnotou y(0) protne nékterou z k¥ivek (4.3),
je TeSeni rovnice (1.2) na né&jakém intervalu rostouci a nemiize monoténné klesat pro vsechna
t>0.
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obr. 4.7: Grafické zobrazeni funkci y; a y2 s poatecni podminkou y(0) = 6 a FeSeni rovnice (1.2)
s pocatecni podminkou y(0) = 6.

Horni odhad je velmi hruby, viz obr. 4.5. Pouzitim Gronwallova lematu lze stanovit jemné&jsi
odhady na urcitych intervalech.
Véta 3. Necht y(0) = yo > 0. Pro FeSeni pocdtecni tilohy pro rovnici (1.2) plati

_ 42 —2,2
yoe " < y(t) < yoew ",

pro vSechna t € R, pro kierd je soucasné 0 <y < ﬁ-

Diikaz. Nerovnost yoe_t2 < y(t) plati podle Véty 2 pro vSechna t € R. Obecné plati nerovnost
-2
Csin(z) < 2, Wze [0; f} . (4.15)
T 2

Pro —sin(2ty) tedy plati

—4t
—sin(2ty) < — Y Yy € [O; 1} ,t > 0.

4t
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obr. 4.8: Grafické zobrazeni funkei y; a ya s pocatecni podminkou y(0) = 6 a k¥ivky (4.3).

Oznacéme si
Bi(t) = —. (4.16)

Pro feSeni poc¢atecni tulohy pro rovnici (1.2) plati

t
Y <Bit)y=—y, Vye (0; 1) ,t>0,
s 4t

tedy z Gronwallova lemmatu plati

y(t) < yoeh 2O vy € oy 4%} > 0.
Po dosazeni a tpravé dostavame
y(t) <ygoe=", Wye [0; %} 1> 0.

JelikoZ je feSeni pocateéni tulohy pro rovnici (1.2) sudé, mizeme Fict, ze je omezeno shora funkei

—2,2
yi(t) = yoe= ", (4.17)
pro v8echna t € R, pro kterd soucasné plati 0 <y < - O

Dusledek 1. Necht y(0) = yo > 0. Pro Feseni pocdatecni ilohy pro rovnici (1.2) plati
y(t) <yoe= ", Vie[-T,T],

kde t=T je neymensi kladné feseni rovnice

=242 Y
™ = —, 4.18
Yoe n (4.18)
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Diikaz. Podle Véty 3 plati y(t) < yoe_TQt2 pro vSechna t € R, pro kterd soucasné plati 0 < y < 1

Tedy plati, ze y(t) < yOeiTQt2 prot € [-T,T], kde t =T je nejmensi (kladné) feSeni rovnice
y(t) = —. (4.19)

V ,nejhor§im“ piipadé (tj. v piipadé, Ze FeSeni rovnice (1.2) je rovno hornimu odhadu, ktery
protiné k¥ivku y(t) = I v nejmensim mozném case) plati

it
—2,2
y(t) = yoe = " (4.20)
Po dosazeni vyrazu (4.20) do (4.19) dostavame
e T
Yo =

O]

Grafické zobrazeni nerovnosti (4.15) je na obr. 4.9 a grafické zobrazeni funkci danych (4.14)
a (4.17) s pocatetni podminkou y(0) = 2 a funkce y = ﬁ je na obr. 4.11. Na obr. 4.12 jsou

funkce dané piedpisy (4.14) a (4.17) s pocatetni podminkou y(0) = 1 a funkce y = ﬁ.

y

N

-2

obr. 4.9: Grafické zobrazeni nerovnosti (4.12).

Véta 4. Necht y(0) = yo > 0. Pokud rovnice (4.18) nemd tesent, pak plati, Ze TeSeni pocdtecni
ilohy pro rovnici (1.2) monoténné klesa k nule pro t > 0.

Diikaz. Pokud rovnice (4.18) nema FeSeni, pak plati
_42 —242
yoe " <yt) Syoe T < gy, VEER.

Regen{ rovnice (1.2) s po¢ate¢ni podminkou yg tedy neprotina zadnou z kiivek (4.3), tedy nema
zadné lokalni minimum nebo maximum mimo hodnotu ¢ = 0 a monoténné klesad k nule pro
t>0. O

Véta 5. Pro 0 < y(0) = yo < \/26? reseni pocdatecni ulohy pro rovnici (1.2) klesd monoténné
k nule pro vsechna t > 0.
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Diikaz. Rovnici (4.18) prepiSeme do tvaru yo = %e%tz a pravou stranu oznalme jako g(t), tj:

T 242

t) = —ex’". 4.21
o(t) = Te (1.21)
Nyni zjistime prabéh funkce g(t) pro ¢ > 0. Defini¢ni obor fce g je D(g) = (0,00), funkce g je

spojitd na defini¢nim oboru a plati
T 2.2

lim —er! = o0
t—oo 4t
a
T 242
lim —e=" = o0
t—o+ 4t

Pro zjisténi extrémi nejdiive funkci g(t) zderivujeme. Derivace je rovna

ext’ (4t2 — )

/
t) =

Derivace ¢'(t) je nulova pouze pro ¢t = @ a plati g(g) = \/267 Pro t € (0,?) je derivace
g'(t) vzdy zaporna, tj. funkce g(t) je na tomto intervalu klesajici. Pro t € (@,oo) je derivace
g (t) vzdy kladn4, tj. funkce g(¢) je na tomto intervalu rostouci. Obor hodnot funkce f je tedy
H(g) = [‘/267,00). Pokud y(0) ¢ H(g), pak rovnice (4.15) nema feSeni a podle Véty 3 plati, ze
feSeni rovnice (1.2) monoténné klesa k 0 pro t > 0. Pro y(0) = ‘/287 m4 rovnice (4.18) pravé
jedno FeSeni, ale kiivky se jen dotknou (neprotnou), tj. feSeni y(t) ziustane monotonni (viz. obr.
4.13). 0

Grafické zobrazeni funkce ¢(t) je zobrazeno na obr. 4.10.

0.0 0.5 1.0 15 2.0

obr. 4.10: Grafické zobrazeni funkce g(t).
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obr. 4.11: Grafické zobrazeni funkci danych piedpisem (4.11) a (4.14) s pocate¢ni podminkou
y(0) = 2 a funkce ﬁ.

2.0

1.5}

0.5

-1.5 -1.0 -0.5 0.5 1.0 1.5t

obr. 4.12: Grafické zobrazeni funkei danych piedpisem (4.11) a (4.14) s pocate¢ni podminkou
y(0) =1 a funkce ﬁ.

Nésledujici Véta se naopak zabyva situaci, kdy u FeSeni pocateéni tlohy pro rovnici (1.2)
dochéazi ke zméné monotonie.

Véta 6. Pro y(0) = yo > V2 Fesent pocdtecni dlohy pro rovnici (1.2) méni monotonii pro

1
t>0.

Diikaz. Dle Véty 2 plati yoe*t2 < y(t) pro vSechna t € R. ZaméFfime se na situaci, kdy dolni
odhad protne kfivku y(t) = J; , na které dochazi ke zméné monotonie. Uvazujeme tedy

y(t) =yoe " (4.22)
Po dosazeni vyrazu (4.19) do (4.22) dostavame
T 2
= yoe (4.23)
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obr. 4.13: Grafické zobrazeni funkei danych piedpisem (4.11) a (4.14) s pocate¢ni podminkou

y(0) = \/267 a funkce ﬁ.

Po upravé ziskdme

T 42
Yo = @6
a pravou stranu oznacime h(t), tj:
ht) = ~et®
4t

Nyni zjistime prabéh funkce h(t) pro t > 0. Defini¢ni obor fce h je D(h) = (0,00), funkce h je
spojitd na defini¢nim oboru a plati

N
lim —e" = o0
t—oo 4t
a T
2
lim —e!” = 0o
t—0+ 4t

Pro zjisténi extrémi nejdiive funkei h(t) zderivujeme. Derivace je rovna

t2 (942

22 — 1)

W (t) = e et 72 ( .
(*) 42

Derivace h/(t) je nulova pouze pro t = % a plati h(%) = \{427671 Pro t € (0, %) je derivace
B'(t) vzdy zaporn4, tj. funkce h(t) je na tomto intervalu klesajici. Pro ¢ € (%, o0) je derivace
B'(t) vzdy kladn4, tj. funkce h(t) je na tomto intervalu rostouci. Obor hodnot funkce f je tedy

H(h) = [\442767?, 00). Pokud y(0) € (‘{42»8%, 00), pak ma rovnice (4.23) pravé dvé feSeni, tedy Feseni

rovnice (1.2) protind kiivku y(t) = J; a dochdzi ke zméné monotonie. Pro y(0) = @7‘( ma
rovnice (4.23) pravé jedno feSeni, ale k¥ivky se jen dotknou (neprotnou), tj. feSeni y(t) muze
zustat monoténni (viz. obr. 4.15). O

Grafické zobrazeni funkce h(t) je zobrazeno na obr. 4.14.
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obr. 4.14: Grafické zobrazeni funkce h(t).

0.5 1.0 1.5t

obr. 4.15: Grafické zobrazeni funkci danych piedpisem (4.11) a (4.14) s pocate¢ni podminkou

y(0) = @ﬂ a funkee 5.
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Kapitola 5
Zaver

V bakalaiské praci jsme se zabyvali diferencidlni rovnici ve tvaru 3’ = sin(—2ty), kterou nelze
analyticky vyfesit. Nejprve bylo ukizano, Ze poc¢atecni Gloha ma pravé jedno Fefeni Vt € R. N&-
sledné bylo feSen{ rovnice pro rtizné pocatecni podminky vykresleno v pocitatovém programu
Wolfram Mathematica pomoci numerickych metod, které nam davaji hrubou pfedstavu o tom,
jak bude fesSenf{ rovnice vypadat a jak se bude chovat. Vzhledem k tomu, Ze rovnici nelze analy-
ticky vyfesit, byla rovnice aproximovana pomoci linearizované tlohy, konkrétné rovnici ¢y’ = —2ty.
Regent linearizované ulohy a rovnice y' = sin(—2ty) bylo podobné piedevsim na blizkém okoli
pocatku, ale jiz p¥i pocateéni podmince y(0) = 3 byla maximalni chyba a7z 60krat vétsi nez
pro poc¢atetni podminku y(0) = 1. Pro pFesnéjsi aproximaci byla pravéi strana rovnice nahra-
zena Taylorovym polynomem 3. stupné na okolf pocatku. V praci je dokézano, ze pokud k dané
aproximaci piipojime pocatecni podminku 3(0) € [—v/3, /3], feSenf monotonné klesa k 0 a roz-
dil chyby se oproti linearizované dloze zmengil zhruba 25krat. Naopak pro pocatetni podminky
y(0) € (—00,—v/3) U (v/3,00) rozdil fefeni rovnic roste a dochazi k tzv. ,blow-up“ v bodé t,
tedy neexistuje feSeni pro vSechna t € R.

Ve druhé ¢asti jsme se zaméfili na vlastnosti, které je moZno ziskat jiz ze samotné diferencialni
rovnice. Konkrétné pro linedrni aproximaci byla zjisténa globaln{ minima a maxima, intervaly,
kde FeSeni roste nebo klesa, a jeho konkavnost a konvexita. U diferencialni rovnice y’ = sin(—2ty)
byly nalezeny kiivky, na kterych dochézi k inflexi, a nasledné bylo zjistélo, Ze pokud existuje
lok&lni minimum, nebo maximum, pak se nachazi na kiivkach y = ’%, k € Z. Dale bylo zjisténo,
7e TeSeni rovnice a jeji linedrni aproximace jsou sudé funkce.

Ve tieti ¢asti bylo feSeni pocateéni tlohy pomoci Gronwallova lemmatu omezeno shora. Horni
odhad je ale velmi hruby (exponencialné roste), proto byly vypoc¢teny jemnéjsi odhady na men-
gich intervalech, diky kterym se podafilo vysledné FeSeni do urcitého casu T 1épe omezit shora.

Nasledné bylo odvozeno, Ze pro poc¢ateéni podminky y(0) € [— ‘/267, \/267

} Fefeni pocatecni tlohy

pro rovnici monoténné klesa k nule pro ¢ > 0. Naopak pro y(0) € (—o0, @ﬂ) U (Gfeﬂ,oo)

dochézi ke zméné€ monotonie.
V pripadé, ze bychom se dale zabyvali timto tématem, miZeme omezovat Feseni diferencialni
rovnice y' = sin(—2ty) jemnéji, tedy po ¢astech i pro vétsi argumenty.
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