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Abstrakt

Tato bakalářská práce je zaměřena na studium lineárńıch i nelineárńıch oscilátor̊u a zejména na
situaci, kdy docháźı k tzv. rezonanci. Nejprve detailně rozebereme chováńı lineárńıho oscilátoru.
Poté se zaměř́ıme na řešeńı Duffingovy rovnice pomoćı metody homotopické analýzy a na závěr
provedeme numerické experimenty ve snaze objasnit, co zp̊usobuje nár̊ust amplitudy řešeńı úlohy
se skákaj́ıćı nelinearitou. Část výsledk̊u je odvozena analyticky a část je založena na numerických
experimentech.

Kĺıčová slova

Lineárńı oscilátor, nelineárńı oscilátor, Duffingova rovnice, metoda homotopické analýzy, skákaj́ıćı
nelinearita

Abstract

This bachelor thesis is focused on the study of linear and nonlinear oscillators and especially on
the situation where the so-called resonance occurs. First, we analyze in detail the behavior of
a linear oscillator. Then we focus on the solution of the Duffing equation using the homotopy
analysis method and finally we perform numerical experiments in an attempt to clarify what
causes the increase in the amplitude of the solution of the problem with jumping nonlinearity.
Some of the results are derived analytically and some are based on numerical experiments.

Key words

Linear oscillator, nonlinear oscillator, Duffing equation, Homotopy analysis method, The jum-
ping nonlinearity
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Kapitola 1

Úvod

V této práci se budeme zabývat matematickým popisem lineárńıch a nelineárńıch oscilátor̊u.
Soustřed́ıme se na typické chováńı systémů a zejména na situaci, kdy docháźı k tzv. rezonanci.
Rezonance je jev, který nastává v př́ıpadě, že vlastńı frekvence systému je rovna bud́ıćı frekvenci
systému. Výsledkem je potom prudký nár̊ust amplitudy oscilaćı, tento jev může být žádoućı,
ale také velice nebezpečný.

Klasickým př́ıkladem, kde rezonance může mı́t fatálńı následky, jsou pády budov, konkrétněji
most̊u. Mnoho most̊u v minulosti spadlo d́ıky účink̊um rezonance. Most jako systém přirozeně
osciluje s vlastńı frekvenćı, a pokud některý z vněǰśıch vliv̊u (skupina osob procházej́ıćı přes
most, v́ıtr, doprava) bud́ı systém s frekvenćı stejnou, nebo bĺızkou, jako je vlastńı frekvence
systému, amplituda kmit̊u systému nar̊ustá. Pokud tato hodnota přesáhne únosnost materiálu,
přirozeně docháźı k mechanickému selháńı konstrukce mostu a velice rychle může doj́ıt k jej́ımu
úplnému zničeńı. V roce 1940 rezonance zp̊usobila pád známého Tacoma Narrows Bridge ve Wa-
shingtonu v USA.

V hudebnictv́ı je rezonance naopak žádoućım a stěžejńım jevem. Většina hudebńıch nástroj̊u
využ́ıvá rezonance k ześıleńı zvukových vln, a t́ım pádem i ześıleńı zvuk̊u.

Ve druhé kapitole nejprve odvod́ıme model matematického kyvadla a následně nalezneme tvar
řešeńı tlumeného, resp. netlumeného a buzeného, resp. nebuzeného systému. Detailně poṕı̌seme
chováńı modelu pro jednotlivé situace a pro buzené systémy odvod́ıme vztah amplitudové cha-
rakteristiky.

Třet́ı kapitola uvád́ı přehled základńıch nelineárńıch oscilátor̊u a nastiňuje jejich aplikace v praxi.
V posledńıch dvou kapitolách se budeme podrobněji věnovat dvěma z těchto nelineárńıch systémů.
Prvńım systémem bude Duffingova rovnice obsahuj́ıćı kubickou nelinearitu. Využit́ım tzv. me-
tody homotopické analýzy nalezneme přibližné řešeńı Duffingovy rovnice a poṕı̌seme vztah am-
plitudy tohoto řešeńı a frekvence buzeného systému. Źıskané analytické výsledky porovnáme
s numerickými experimenty. Druhým systémem bude asymetrický oscilátor, který je po částech
lineárńı. Řešeńı tohoto systému nebudeme hledat analyticky, ale pokuśıme se experimentálně ob-
jasnit, jak se dá zajistit zvětšováńı jeho amplitudy. Ve snaze zkoumat nár̊ust amplitudy řešeńı
provedeme dvě volby pravých stran rovnice. Nejprve zvoĺıme harmonickou pravou stranu rov-
nice s frekvenćı takovou, aby se period kmitáńı vlastńıch a buzených kmit̊u rovnaly. Ve druhém
př́ıpadě zvoĺıme pravou stranu jako řešeńı homogenńı rovnice. I přesto, že úloha neńı lineárńı,
pro obě uvedené volby pravé strany docháźı k nár̊ustu amplitudy.
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Kapitola 2

Lineárńı oscilátory

Jedńım ze základńım př́ıklad̊u využit́ı obyčejných diferenciálńıch rovnic je problematika ma-
tematického kyvadla. V této kapitole si detailně rozebereme všechny situace, které mohou pro
tento model nastat a pro buzené systémy odvod́ıme vztah amplitudové charakteristiky, popisuj́ıćı
vazbu mezi amplitudou řešeńı a volbou vstupńıch frekvenćı.

2.1 Odvozeńı rovnice matematického kyvadla

Polohu hmotného bodu popisuje funkce y(t), určuje úhel, který sv́ırá nehmotné kyvadlo se svislým
směrem. Předpokládáme, že délka závěsu je neměnná a kyvadlo je umı́stěno do roviny s homo-
genńım gravitačńım polem. Odpor vzduchu a třeńı v závěsu při pohybu kyvadla je zanedbáno.

Na hmotný bod p̊usob́ı t́ıhová śıla, kterou můžeme rozložit do dvou složek. Prvńı složka FN
mı́̌ŕı ve směru závěsu a druhá FT p̊usob́ı ve směru tečny na dráhu hmotného bodu. Normálová
složka śıly FN p̊usob́ı proti śıle závěsu, a proto dále budeme uvažovat pouze tečnou složku śıly FT .

Podle druhého Newtonova zákona plat́ı

F = ma,

kde F je śıla p̊usob́ıćı na hmotný bod, m je hmotnost a a je okamžité zrychleńı hmotného bodu.
Z obrázku 2.1 je patrné, že velikost tečné složky śıly lze vyjádřit následovně

F = −mg sin y(t) = ma,

a = −g sin y(t), (2.1)

kde g je t́ıhové zrychleńı. Uvažujeme jedinou bud́ıćı śılu F a to gravitačńı (t́ıhovou). Na pravé
straně rovnice se objevuje záporné znaménko, d́ıky opačné orientaci úhlu y a tečné složky FT .
Zrychleńı a souviśı se změnou úhlu y podle vzorce obloukové délky

s = ly, (2.2)

v =
ds

dt
= l

dy

dt
,

a =
d2s

dt2
= l

d2y

dt2
,

2
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FN

F

Obr. 2.1: Model matematického kyvadla.

kde s je oblouková délka.

Potom

l
d2y

dt2
= −g sin y(t),

d2y

dt2
+
g

l
sin y(t) = 0.

Označ́ıme-li ω =

√
g

l
, dostáváme pohybovou rovnici matematického kyvadla

y′′(t) + ω2 sin y(t) = 0. (2.3)

Pro dostatečně malá y můžeme funkci sin y nahradit lineárńım členem y (tj. Taylorovým poly-
nomem 1. stupně) a rovnice (2.3) pak přejde na tvar

y′′(t) + ω2y(t) = 0, (2.4)

kde ω je vlastńı frekvence systému.

Volné kmitáńı s tlumeńım je popsáno diferenciálńı rovnićı ve tvaru

y′′(t) + 2by′(t) + ω2y = 0,
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kde b je koeficient tlumeńı.

Vázané tlumené kmitáńı s bud́ıćı silou f(t) je popsáno diferenciálńı rovnićı ve tvaru

y′′(t) + 2by′(t) + ω2y(t) = f(t),

nejčastěji budeme uvažovat f(t) = D sin Ωt, nebo f(t) = De−bt sin Ω, kde Ω je bud́ıćı frekvence
systému.

2.2 Volné kmity

Definice 1.1 Reálnou spojitou nezápornou funkci E(t) nazveme obálkou funkce y(t) o de-
finičńım oboru Dy, pokud

a) ∀t ∈ Dy : |y(t)| ≤ E(t),

b) ∃t0 ∈ Dy : y(t0) = E(t0).

Poznámka 1.2 Obálka E(t) konkrétńı funkce y(t) neńı dána jednoznačně.

2.2.1 Netlumené kmity

Uvažujme počátečńı úlohu pro homogenńı diferenciálńı rovnici 2. řádu ve tvaru:

y′′(t) + ω2y(t) = 0, (2.5)

{
y(0) = y0,

y′(0) = y1.
(2.6)

Obecné řešeńı rovnice (2.5) má tvar:

y(t) = A cosωt+B sinωt, A,B ∈ R,

po aplikováńı počátečńıch podmı́nek (2.6) dostáváme hodnoty koeficient̊u A = y0, B =
y1

ω
,

tedy

y(t) = y0 cosωt+
y1

ω
sinωt.

Použit́ım vztahu
A cosωt+B sinωt = C sin (ωt+ ψ) ,

C =
√
A2 +B2, B sinψ = A cosψ,

źıskáváme výsledné řešeńı počátečńı úlohy (2.5), (2.6) ve tvaru:

y(t) = X sin (ωt+ ϕ) ,

X =

√
y2

0 +
y2

1

ω2

4



a pro ϕ plat́ı:
tgϕ = y0ω

y1
pro y1 6= 0,

ϕ = π
2 pro y1 = 0 ∧ y0 > 0,

ϕ = −π
2 pro y1 = 0 ∧ y0 < 0.

V následuj́ıćım textu budeme zápis tgϕ = k chápat v rozš́ı̌reném limitńım smyslu, tj. pro

k = ±∞ je ϕ = ±π
2
.

V tomto př́ıpadě uvažujeme obálku E(t) = X, tj. jako konstantńı funkci.

Na obr. 2.2 je znázorněno řešeńı počátečńı úlohy (2.5), (2.6) společně se svým fázovým portrétem
pro volbu parametr̊u y0 = 2, y1 = 1, ω = 1. Funkce y(t) popisuje harmonický kmitavý pohyb
s amplitudou výchylky y =

√
5, frekvenćı ω = 1 a fázovým posuvem ϕ = arctg 2.

2 4 6 8 10 12

t

-3

-2

-1

0

1

2

3

y(t)

-3 -2 -1 1 2 3

y(t)

-3

-2

-1

1

2

3

y′(t)

Obr. 2.2: Řešeńı počátečńı úlohy (2.5), (2.6) a jeho fázový portrét (modře), obálka řešeńı
(červeně) pro volbu parametr̊u y0 = 2, y1 = 1, ω = 1.

Na obr. 2.3 je znázorněno řešeńı počátečńı úlohy (2.5), (2.6) společně se svým fázovým portrétem
pro volbu parametr̊u y0 = 0, y1 = 2, ω = 3. Funkce y(t) popisuje harmonický kmitavý pohyb

s amplitudou výchylky y =

√
2

3
, frekvenćı ω = 3 a fázovým posuvem ϕ = 0.
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t
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0.0

0.5

1.0

y(t)

-2 -1 1 2

y(t)

-2

-1

1

2

y′(t)

Obr. 2.3: Řešeńı počátečńı úlohy (2.5), (2.6) a jeho fázový portrét (modře), obálka řešeńı
(červeně) pro volbu parametr̊u y0 = 0, y1 = 2, ω = 3.

2.2.2 Tlumené kmity

Uvažujme počátečńı úlohu pro homogenńı diferenciálńı rovnici 2. řádu ve tvaru:

y′′(t) + 2by′(t) + ω2y = 0, (2.7)

{
y(0) = y0,

y′(0) = y1.
(2.8)

Podkritické tlumeńı

Obecné řešeńı rovnice (2.7) pro ω2 > b2 má tvar:

y(t) = Ae−bt cos
√
ω2 − b2 t+Be−bt sin

√
ω2 − b2 t, A,B ∈ R,

použit́ım počátečńıch podmı́nek (2.8) dostáváme výsledné řešeńı př́ıslušné počátečńı úlohy pro
rovnici (2.7) ve tvaru:

y(t) = Xe−bt sin(
√
ω2 − b2 t+ ϕ),

kde

X =

√
y2

0 +
(y1 + by0)2

ω2 − b2
, tgϕ =

y0

√
ω2 − b2

y1 + by0
.

Na obr. 2.4 - 2.5 jsou znázorněna řešeńı počátečńı úlohy (2.7), (2.8) společně se svými obálkami
a fázovými portréty pro dané volby parametr̊u. Systém koná oscilatorický pohyb, amplituda
výchylky funkce y(t) s rostoućım časem klesá. Obálku lze volit jako E(t) = Xe−bt.
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t
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0.0
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1.0

y(t)
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y(t)
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-2

2
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Obr. 2.4: Řešeńı počátečńı úlohy (2.7), (2.8) a jeho fázový portrét (modře), obálka řešeńı
(červeně) pro volbu parametr̊u y0 = 1, y1 = 0, ω = 5, b = 0.5.

1 2 3 4 5 6

t

-3

-2

-1

0

1

2

3

y(t)

-2 -1 1 2

y(t)

-2

-1

1

2

3

4

y′(t)

Obr. 2.5: Řešeńı počátečńı úlohy (2.7), (2.8) a jeho fázový portrét (modře), obálka řešeńı
(červeně) pro volbu parametr̊u y0 = 1, y1 = 3, ω = 1.5, b = 1.

Kritické tlumeńı

Obecné řešeńı rovnice (2.7) pro ω = b má tvar:

y(t) = Ae−bt +Bte−bt, A,B ∈ R,

použit́ım počátečńıch podmı́nek (2.8) dostáváme výsledné řešeńı př́ıslušné počátečńı úlohy pro
rovnici (2.7) ve tvaru:

y(t) = y0e
−bt + (y1 + y0b)te

−bt.
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Na obr. 2.6 - 2.7 jsou znázorněna řešeńı počátečńı úlohy (2.7), (2.8) společně se svými fázovými
portréty pro danou volbu parametr̊u. Systém koná mezńı aperiodický pohyb, tj. systém neosciluje
a rovnovážné poloze se dostatečně přibĺıž́ı již ve velmi krátkém čase. Obálku v tomto př́ıpadě
určovat nebudeme.

0 2 4 6 8

t0.0

0.5

1.0

1.5

2.0

2.5

y(t)

-0.5 0.5 1.0 1.5 2.0 2.5

y(t)

-1.0

-0.5

0.5

1.0

y′(t)

Obr. 2.6: Řešeńı počátečńı úlohy (2.7), (2.8) a jeho fázový portrét pro volbu parametr̊u
y0 = 2, y1 = 0, ω = 1, b = 1.

0 1 2 3 4 5 6

t0

1

2

3

4

5

y(t)

2 4 6 8 10

y(t)

-5

5

10

15

20

25

y′(t)

Obr. 2.7: Řešeńı počátečńı úlohy (2.7), (2.8) a jeho fázový portrét pro volbu parametr̊u
y0 = 0, y1 = 25, ω = 2, b = 2.

Nadkritické tlumeńı

Obecné řešeńı rovnice (2.7) pro ω2 < b2 má tvar:

y(t) = Ae−bt cosh
√
b2 − ω2 t+Be−bt sinh

√
b2 − ω2 t, A,B ∈ R,

použit́ım počátečńıch podmı́nek (2.8) dostáváme výsledné řešeńı př́ıslušné počátečńı úlohy pro
rovnici (2.7) ve tvaru:

y(t) = y0e
−bt cosh

√
b2 − ω2 t+

y1 + y0b√
b2 − ω2

e−bt sinh
√
b2 − ω2 t.
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Na obr. 2.8 - 2.9 jsou znázorněna řešeńı počátečńı úlohy (2.7), (2.8) společně se svými fázovými
portréty pro dané volby parametr̊u. Systém koná aperiodický pohyb, opět se rychle bĺıž́ı své
rovnovážné poloze. Ani v tomto př́ıpadě obálku určovat nebudeme.
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Obr. 2.8: Řešeńı počátečńı úlohy (2.7), (2.8) a jeho fázový portrét pro volbu parametr̊u
y0 = 0, y1 = 3, ω = 1, b = 2.
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Obr. 2.9: Řešeńı počátečńı úlohy (2.7), (2.8) a jeho fázový portrét pro volbu parametr̊u
y0 = 3, y1 = 0, ω = 2, b = 10.

2.3 Vázané kmity

2.3.1 Netlumené kmity

Uvažujme počátečńı úlohu pro nehomogenńı diferenciálńı rovnici 2. řádu ve tvaru:

y′′(t) + ω2y(t) = D sin Ωt, (2.9)

{
y(0) = y0,

y′(0) = y1.
(2.10)
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Obecné řešeńı nehomogenńı diferenciálńı rovnice můžeme vyjádřit jako součet libovolného parti-
kulárńıho řešeńı dané nehomogenńı diferenciálńı rovnice a obecného řešeńı asociované homogenńı
rovnice (rovnice bez pravé strany).
Rezonanćı rozumı́me rovnost vlastńı a bud́ıćı frekvence, tj. Ω = ω, pravá strana rovnice je tedy
součást́ı fundamentálńıho systému.

Bez rezonance

Řešeńı homogenńı rovnice (2.9) má tvar:

yh(t) = A cosωt+B sinωt, A,B ∈ R.

Nyńı využijeme metodu odhadu a źıskáváme partikulárńı řešeńı rovnice (2.9) pro Ω 6= ω ve
tvaru:

yp(t) =
D

ω2 − Ω2
sin Ωt.

Použit́ım počátečńıch podmı́nek (2.10) a prostým sečteńım homogenńıho a partikulárńıho řešeńı
dostáváme řešeńı počátečńı úlohy (2.9), (2.10) ve tvaru:

y(t) = X sin (ωt+ ϕ) + Y sin Ωt,

kde

X =

√
y2

0 +
(y1(ω2 − Ω2)−DΩ)2

ω2(ω2 − Ω2)2
, Y =

D

ω2 − Ω2
,

tgϕ =
y0ω(ω2 − Ω2)

y1(ω2 − Ω2)−DΩ
.

Pro daľśı úpravy použijeme následuj́ıćı odvozeńı:
Necht’ a, b ∈ C :

a = A (cosα+ i sinα) , b = B (cosβ + i sinβ) .

Označme c = C (cos γ + i sin γ) součet komplexńıch č́ısel a, b.

c = A cosα+B cosβ + i (A sinα+B sinβ) ,

Pro reálnou, resp imaginárńı, část komplexńıho č́ısla c plat́ı:

Re(c) = C cos γ = A cosα+B cosβ,

Im(c) = C sin γ = A sinα+B sinβ.

10



Obr. 2.10: Komplexńı č́ısla a, b, c znázorněna v Gaussově rovině.

Z obr. 2.10 je pak patrné, že plat́ı:

C sin γ = A sinα+B sinβ, (2.11)

C =

√
(A cosα+B cosβ)2 + (A sinα+B sinβ)2 =

√
A2 +B2 + 2AB (cos(α− β)), (2.12)

tg γ =
A sinα+B sinβ

A cosα+B cosβ
. (2.13)

Použit́ım vztah̊u (2.11) - (2.13) dostáváme výsledné řešeńı počátečńı úlohy (2.9), (2.10) ve tvaru:

y(t) = E(t) sin γ(t),

E(t) =

√
X2 +

D2

(ω2 − Ω2)2
+

2XD

ω2 − Ω2
cos ((ω − Ω)t+ ϕ), (2.14)

kde funkce E(t) je obálkou řešeńı y(t).

Speciálně pro X =
D

ω2 − Ω2
má řešeńı tvar:

y(t) =
D

ω2 − Ω2
(sin(ωt+ ϕ) + sin Ωt) .

Po úpravě źıskáváme výsledný tvar řešeńı pro X =
D

ω2 − Ω2
:

y(t) =
2D

ω2 − Ω2
cos

(ω − Ω)t+ ϕ

2
sin

(ω + Ω)t+ ϕ

2
,

11



obálku řešeńı y(t) lze volit jako

E(t) =
2D

ω2 − Ω2
cos

(ω − Ω)t+ ϕ

2
. (2.15)

Dosazeńım X =
D

ω2 − Ω2
do vztahu (2.14) a použit́ım známého goniometrického vztahu

cos2 z =
1 + cos 2z

2

ukážeme, že v tomto př́ıpadě jsou vztahy (2.14) a (2.15) identické:

E(t) =

√
2D2

(ω2 − Ω2)2
(1 + cos ((ω − Ω)t+ ϕ)),

E(t) =
D
√

2

ω2 − Ω2

√
2 cos2

(ω − Ω)t+ ϕ

2
,

E(t) =
2D

ω2 − Ω2
cos

(ω − Ω)t+ ϕ

2
.

V tomto př́ıpadě mohou vznikat tzv. zázněje (rázy). Jedná se o zvláštńı př́ıpad složeného kmitáńı,
které vzniká při skládáńı dvou kmitáńı o velmi bĺızkých frekvenćıch. Malá odlǐsnost ve vstupńıch
frekvenćıch zp̊usob́ı, že se v daném, pravidělně se opakuj́ıćım, okamžiku potkaj́ı maxima obou
sinusových pr̊uběh̊u (dojde k ześıleńı výsledného signálu), nebo se naopak maximum jednoho
pr̊uběhu potká s minimem toho druhého (dojde k úplnému vypnut́ı výsledného signálu). Tohoto
jevu se využ́ıvá např́ıklad při laděńı hudebńıch nástroj̊u.

Symbolem Yst označme partikulárńı řešeńı rovnice (2.9) s konstantńı pravou stranou a plat́ı

Yst =
D

ω2
.

Pro daľśı úpravy zavád́ıme novou proměnnou

η =
Ω

ω

a veličinu danou vztahem

Z(η) =
Y

Yst
, (2.16)

nazveme amplitudovou charakteristikou.
Konkrétně tedy

Z(η) =

D

ω2 − Ω2

D

ω2

=
ω2

ω2 − Ω2
=

1

1−
(

Ω
ω

)2 =
1

1− η2
.
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Obr. 2.11: Amplitudová charakteristika počátečńı úlohy (2.9), (2.10). Pro η = 1, tj. rezonanci,
roste amplitudová charakteristika Z(η) nade všechny meze.

Na obr. 2.12 - 2.18 jsou znázorněna řešeńı počátečńı úlohy (2.9), (2.10) společně se svými
obálkami a fázovými portréty pro dané volby parametr̊u. K zázněj́ım docháźı na obr. 2.12 -
2.13.
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Obr. 2.12: Řešeńı počátečńı úlohy (2.9), (2.10) a jeho fázový portrét (modře), obálka řešeńı
(červeně) pro volbu parametr̊u y0 = 1, y1 = 0, ω = 2, Ω = 1, D = 2

√
3. Pro tuto volbu

parametr̊u jsou si amplitudy obou kmit̊u rovny, ale frekvence ω, Ω jsou relativně odlǐsné, zázněje
proto nejsou moc patrné.
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Obr. 2.13: Řešeńı počátečńı úlohy (2.9), (2.10) a jeho fázový portrét (modře), obálka řešeńı
(červeně) pro volbu parametr̊u y0 = 0, y1 = −10, ω = 2, Ω = 2.1, D = 1. Stejně jako na obr.
2.12 i v tomto př́ıpadě docháźı k zázněj́ım, nav́ıc jsou si ale frekvence ω, Ω velmi bĺızké, a proto
je frekvence řešeńı y(t) větš́ı.
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Obr. 2.14: Řešeńı počátečńı úlohy (2.9), (2.10) a jeho fázový portrét (modře), obálka řešeńı
(červeně) pro volbu parametr̊u y0 = 0, y1 = 1, ω = 1, Ω = 6

5 , D = 1. V tomto př́ıpadě se ampli-
tudy obou kmitáńı nerovnaj́ı, ale frekvence ω, Ω jsou si stále bĺızké.
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Obr. 2.15: Řešeńı počátečńı úlohy (2.9), (2.10) a jeho fázový portrét (modře), obálka řešeńı
(červeně) pro volbu parametr̊u y0 = 1, y1 = 0, ω = 5, Ω = 1, D = 3.
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Obr. 2.16: Řešeńı počátečńı úlohy (2.9), (2.10) a jeho fázový portrét (modře), obálka řešeńı
(červeně) pro volbu parametr̊u y0 = 1, y1 = 0, ω = 1, Ω = 30, D = 1.
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Obr. 2.17: Řešeńı počátečńı úlohy (2.9), (2.10) a jeho fázový portrét (modře), obálka řešeńı
(červeně) pro volbu parametr̊u y0 = 0, y1 = 1, ω = 1, Ω = 3, D = 5.
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Obr. 2.18: Řešeńı počátečńı úlohy (2.9), (2.10) a jeho fázový portrét (modře), obálka řešeńı
(červeně) pro volbu parametr̊u y0 = 0, y1 = 0, ω = 1, Ω = 3, D = 5.

S rezonanćı

Řešeńı homogenńı rovnice (2.9) má tvar:

yh(t) = A cosωt+B sinωt, A,B ∈ R.

V př́ıpadě rezonance, tj. pro Ω = ω, využijeme metody odhadu a dostáváme partikulárńı řešeńı
rovnice (2.9) ve tvaru:

yp(t) =
−Dt
2ω

cosωt.

Použit́ım počátečńıch podmı́nek (2.10) a prostým sečteńım homogenńıho a partikulárńıho řešeńı
dostáváme řešeńı počátečńı úlohy (2.9), (2.10) ve tvaru:

y(t) = X sin (ωt+ ϕ)− Dt

2ω
cosωt,
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X =

√
y2

0 +
(D + 2ωy1)2

4ω4
, tgϕ =

2y0ω
2

2ωy1 +D
.

Nyńı uprav́ıme řešeńı do výhodněǰśıho tvaru

y(t) = X sin (ωt+ ϕ)− Dt

2ω
sin
(
ωt+

π

2

)
a následným použit́ım vztah̊u (2.11) - (2.13) dostáváme výsledné řešeńı počátečńı úlohy (2.9),
(2.10) ve tvaru:

y(t) = E(t) sin γ(t),

E(t) =

√
X2 +

D2t2

4ω2
− XDt

ω
sinϕ,

kde funkce E(t) je obálkou řešeńı y(t).

Na obr. 2.19 - 2.21 jsou znázorněna řešeńı počátečńı úlohy (2.9), (2.10) společně se svými
obálkami a fázovými portréty pro dané volby parametr̊u. Jelikož docháźı k rezonanci, s ros-
toućım časem amplituda řešeńı roste nade všechny meze a řešeńı je neomezené.
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Obr. 2.19: Řešeńı počátečńı úlohy (2.9), (2.10) a jeho fázový portrét (modře), obálka řešeńı
(červeně) pro volbu parametr̊u y0 = 0, y1 = 0, ω = 2.5, Ω = 2.5, D = 1.
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Obr. 2.20: Řešeńı počátečńı úlohy (2.9), (2.10) a jeho fázový portrét (modře), obálka řešeńı
(červeně) pro volbu parametr̊u y0 = 0, y1 = 2, ω = 5, Ω = 5, D = 1.
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Obr. 2.21: Řešeńı počátečńı úlohy (2.9), (2.10) a jeho fázový portrét (modře), obálka řešeńı
(červeně) pro volbu parametr̊u y0 = 1, y1 = 0, ω = 5, Ω = 5, D = 1.

2.3.2 Tlumené kmity

Netlumená bud́ıćı śıla

Uvažujme počátečńı úlohu pro nehomogenńı diferenciálńı rovnici 2. řádu ve tvaru:

y′′(t) + 2by′(t) + ω2y(t) = D sin Ωt, (2.17)

{
y(0) = y0,

y′(0) = y1.
(2.18)

V této sekci budeme uvažovat pouze podkritické tlumeńı.
Obecné řešeńı rovnice (2.17) pro ω2 > b2 má tvar:

y(t) = Ae−bt sin
√
ω2 − b2 t+Be−bt cos

√
ω2 − b2 t+ Y sin(Ωt+ ψ), A,B ∈ R,
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Y =
D√

(ω2 − Ω2)2 + 4b2Ω2
, tgψ =

−2bΩ

ω2 − Ω2
,

použ́ıt́ım počátečńıch podmı́nek (2.18) dostáváme výsledné řešeńı př́ıslušné počátečńı úlohy pro
rovnici (2.17) ve tvaru:

y(t) = Xe−bt sin(
√
ω2 − b2 t+ ϕ) + Y sin(Ωt+ ψ),

kde

X =
√
A2 +B2, tgϕ =

B

A
,

A = y1 + by0 +
DΩ(Ω2 − ω2 + 2b2)

(ω2 − b2) + 4b2Ω2
, B = y0 +

2DΩ

(ω2 − b2) + 4b2Ω2
.

Použit́ım vztah̊u (2.11) - (2.13) dostáváme výsledné řešeńı počátečńı úlohy (2.17), (2.18) ve
tvaru:

y(t) = E(t) sin γ(t),

E(t) =

√
X2e−2bt + Y 2 + 2XY e−bt cos

(
(
√
ω2 − b2 − Ω)t+ (ϕ− ψ)

)
,

kde funkce E(t) je obálkou řešeńı y(t).

Symbolem Yst označme partikulárńı řešeńı rovnice (2.17) s konstantńı pravou stranou a plat́ı

Yst =
D

ω2
.

Pro daľśı úpravy zavád́ıme novou proměnnou

η =
Ω

ω

a veličinu danou vztahem

Z(η) =
Y

Yst
, (2.19)

nazveme amplitudovou charakteristikou.
Konkrétně tedy

Z(η) =

D√
(ω2 − Ω2)2 + 4b2Ω2

D

ω2

=
ω2√

(ω2 − Ω2)2 + 4b2Ω2

=
1√

(1− η2)2 + 4 b
2

ω2 η2
.
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Obr. 2.22: Amplitudová charakteristika počátečńı úlohy (2.17), (2.18) pro ω = 1.

Na obr. 2.23 - 2.29 jsou znázorněna řešeńı počátečńı úlohy (2.17), (2.18) společně se svými
obálkami a fázovými portréty pro dané volby parametr̊u. Řešeńı nejprve koná aperiodický pohyb,
ale po čase se ustáĺı na periodické funkci s konstantńı amplitudou.
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Obr. 2.23: Řešeńı počátečńı úlohy (2.17), (2.18) a jeho fázový portrét (modře), obálka řešeńı
(červeně) pro volbu parametr̊u y0 = 0, y1 = 0, ω = 2, Ω = 1, D = 1, b = 1.
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Obr. 2.24: Řešeńı počátečńı úlohy (2.17), (2.18) a jeho fázový portrét (modře), obálka řešeńı
(červeně) pro volbu parametr̊u y0 = 0, y1 = 0, ω = 2, Ω = 4, D = 1, b = 0.05.
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Obr. 2.25: Řešeńı počátečńı úlohy (2.17), (2.18) a jeho fázový portrét (modře), obálka řešeńı
(červeně) pro volbu parametr̊u y0 = 1, y1 = 5, ω = 5, Ω = 1, D = 1, b = 0.1.
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Obr. 2.26: Řešeńı počátečńı úlohy (2.17), (2.18) a jeho fázový portrét (modře), obálka řešeńı
(červeně) pro volbu parametr̊u y0 = 1, y1 = 1, ω = 5, Ω = 4, D = 4, b = 4.
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Obr. 2.27: Řešeńı počátečńı úlohy (2.17), (2.18) a jeho fázový portrét (modře), obálka řešeńı
(červeně) pro volbu parametr̊u y0 = 0, y1 = 2, ω = 2, Ω = 1

5 , D = 1, b = 3
20 .
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Obr. 2.28: Řešeńı počátečńı úlohy (2.17), (2.18) a jeho fázový portrét (modře), obálka řešeńı

(červeně) pro volbu parametr̊u y0 = 0, y1 = 0, ω = 1
2 , Ω =

√
5

18 , D = 1, b = 1
16 . Speciálńı př́ıpad

volby parametr̊u, kdy Ω =
√
ω2 − b2.
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Obr. 2.29: Řešeńı počátečńı úlohy (2.17), (2.18) a jeho fázový portrét (modře), obálka řešeńı
(červeně) pro volbu parametr̊u y0 = 0, y1 = 0, ω = 1

2 , Ω = 9
10 , D = 1, b = 1

16 .

Tlumená bud́ıćı śıla

Uvažujme počátečńı úlohu pro nehomogenńı diferenciálńı rovnici 2. řádu ve tvaru:

y′′(t) + 2by′(t) + ω2y(t) = De−bt sin Ωt, (2.20)

{
y(0) = y0,

y′(0) = y1.
(2.21)

V této sekci budeme uvažovat pouze př́ıpad, kde bud́ıćı śıla má stejné tlumeńı jako systém,
tj. podkritické.
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3.2.2.1 Bez rezonance

Obecné řešeńı rovnice (2.20) pro ω2 > b2 a zároveň Ω 6=
√
ω2 − b2 má tvar:

y(t) = Ae−bt sin
√
ω2 − b2 t+Be−bt cos

√
ω2 − b2 t+

D

ω2 − b2 − Ω2
e−bt sin Ωt, A,B ∈ R,

použit́ım počátečńıch podmı́nek (2.21) dostáváme řešeńı př́ıslušné počátečńı úlohy pro rovnici
(2.20) ve tvaru:

y(t) = Xe−bt sin
(√

ω2 − b2 t+ ϕ
)

+
D

ω2 − b2 − Ω2
e−bt sin Ωt,

X =

√
y2

0 +
((ω2 − b2 − Ω2)(y1 + by0)−DΩ)2

(ω2 − b2) (ω2 − b2 − Ω2)2 , tgϕ =
y0

√
ω2 − b2(ω2 − b2 − Ω2)

(ω2 − b2 − Ω2)(y1 + by0)−DΩ
.

Po úpravě pomoćı vztah̊u (2.11) - (2.13) dostáváme výsledné řešeńı počátečńı úlohy (2.20),
(2.21) ve tvaru:

y(t) = E(t) sin γ(t),

E(t) = e−bt

√
X2 +

(
D

ω2 − b2 − Ω2

)2

+
2XD

ω2 − b2 − Ω2
cos
(

(
√
ω2 − b2 − Ω)t+ ϕ

)
, (2.22)

kde funkce E(t) je obálkou řešeńı y(t).

Speciálně pro X =
D

ω2 − b2 − Ω2
má řešeńı tvar:

y(t) = e−bt
D

ω2 − b2 − Ω2

(
sin
(√

ω2 − b2 t+ ϕ
)

+ sin Ωt
)
.

Po úpravě dostáváme výsledný tvar řešeńı pro X =
D

ω2 − b2 − Ω2
:

y(t) = e−bt
2D

ω2 − b2 − Ω2
cos

(
√
ω2 − b2 − Ω)t+ ϕ

2
sin

(
√
ω2 − b2 + Ω)t+ ϕ

2
,

obálku řešeńı y(t) lze volit jako

E(t) = e−bt
2D

ω2 − b2 − Ω2
cos

(
√
ω2 − b2 − Ω)t+ ϕ

2
. (2.23)

Dosazeńım X =
D

ω2 − b2 − Ω2
do vztahu (2.22) a použit́ım známého goniometrického vztahu

cos2 z =
1 + cos 2z

2

ukážeme, že v tomto př́ıpadě jsou vztahy (2.22) a (2.23) identické:

E(t) = e−bt

√
2D2

(ω2 − b2 − Ω2)2

(
1 + cos

(
(
√
ω2 − b2 − Ω)t+ ϕ

))
,
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E(t) = e−bt
D
√

2

ω2 − b2 − Ω2

√
2 cos2

(
√
ω2 − b2 − Ω)t+ ϕ

2
,

E(t) = e−bt
2D

ω2 − b2 − Ω2
cos

(
√
ω2 − b2 − Ω)t+ ϕ

2
.

I v tomto př́ıpadě mohou vznikat zázněje.
Na obr. 2.30 - 2.35 jsou znázorněna řešeńı počátečńı úlohy (2.20), (2.21) společně se svými
obálkami a fázovými portréty pro dané volby parametr̊u. Obálka řešeńı konverguje k nule.
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Obr. 2.30: Řešeńı počátečńı úlohy (2.17), (2.18) a jeho fázový portrét (modře), obálka řešeńı
(červeně) pro volbu parametr̊u y0 = 0, y1 = 0, ω = 11

10 , Ω = 2, D = 10, b = 3
10 .
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Obr. 2.31: Řešeńı počátečńı úlohy (2.17), (2.18) a jeho fázový portrét (modře), obálka řešeńı
(červeně) pro volbu parametr̊u y0 = 0, y1 = 0, ω = 5, Ω = 2, D = 10, b = 1
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Obr. 2.32: Řešeńı počátečńı úlohy (2.17), (2.18) a jeho fázový portrét (modře), obálka řešeńı
(červeně) pro volbu parametr̊u y0 = 1, y1 = 0, ω = 1, Ω = 2, D = 1, b = 1
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Obr. 2.33: Řešeńı počátečńı úlohy (2.17), (2.18) a jeho fázový portrét (modře), obálka řešeńı
(červeně) pro volbu parametr̊u y0 = 0, y1 = 0, ω = 1, Ω = 2, D = 5, b = 1
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Obr. 2.34: Řešeńı počátečńı úlohy (2.17), (2.18) a jeho fázový portrét (modře), obálka řešeńı

(červeně) pro volbu parametr̊u y0 = 0, y1 = 0, ω =
√

2
2 , Ω = 10, D = 1, b = 1

8 .
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Obr. 2.35: Řešeńı počátečńı úlohy (2.17), (2.18) a jeho fázový portrét (modře), obálka řešeńı
(červeně) pro volbu parametr̊u y0 = 1, y1 = 1, ω = 1, Ω = 6

5 , D = 4, b = 1
8 .
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Obr. 2.36: Řešeńı počátečńı úlohy (2.17), (2.18) a jeho fázový portrét (modře), obálka řešeńı
(červeně) pro volbu parametr̊u y0 = 1, y1 = 2, ω = 2, Ω = 1.9, D = 0.39, b = 1

100 . Speciálńı

př́ıpad volby parametr̊u, kdy X =
D

ω2 − b2 − Ω2
, tlumeńı b je velmi malé a frekvence ω,Ω jsou

si bĺızké. V tomto př́ıpadě docháźı k zázněj́ım.

3.2.2.2 S rezonanćı

Obecné řešeńı rovnice (2.20) pro ω2 > b2 a zároveň Ω =
√
ω2 − b2 má tvar:

y(t) = Ae−bt sin
√
ω2 − b2 t+Be−bt cos

√
ω2 − b2 t+

−D
2Ω

te−bt cos Ωt, A,B ∈ R,

použ́ıt́ım počátečńıch podmı́nek (2.21) dostáváme řešeńı př́ıslušné počátečńı úlohy:

y(t) = Xe−bt sin(Ωt+ ϕ) +
−Dt
2Ω

e−bt cos Ωt,

X =

√
(2y1Ω + 2by0Ω + bDt+D)2 + Ω2 (2y0Ω +Dt)2

4Ω4
, tgϕ =

Ω(2y0Ω +Dt)

2y1Ω + 2by0Ω + bDt+D
.

Uprav́ıme tvar řešeńı do výhodněǰśıho tvaru

y(t) = e−bt
(
X sin (Ωt+ ϕ) +

−Dt
2Ω

sin
(

Ωt+
π

2

))
a použit́ım vztah̊u (2.11) - (2.13) źıskáváme konečný tvar řešeńı počátečńı úlohy (2.20), (2.21)
ve tvaru:

y(t) = E(t) sin γ(t),

E(t) = e−bt
√
X2 +

D2t2

4Ω2
− XDt

Ω
sinϕ,

kde funkce E(t) je obálkou řešeńı y(t).
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Na obr. 2.37 - 2.38 jsou znázorněna řešeńı počátečńı úlohy (2.20), (2.21) společně se svými
obálkami a fázovými portréty pro dané volby parametr̊u. I když v tomto př́ıpadě docháźı k re-
zonanci, řešeńı je omezené a amplituda klesá až do nuly.
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Obr. 2.37: Řešeńı počátečńı úlohy (2.17), (2.18) a jeho fázový portrét (modře), obálka řešeńı
(červeně) pro volbu parametr̊u y0 = 0, y1 = 0, ω = 8

10 , D = 5, b = 1
10 .
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Obr. 2.38: Řešeńı počátečńı úlohy (2.17), (2.18) a jeho fázový portrét (modře), obálka řešeńı
(červeně) pro volbu parametr̊u y0 = 4, y1 = 0, ω = 9

10 , D = 5, b = 1
10 .
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Kapitola 3

Přehled základńıch nelineárńıch
oscilátor̊u

V této kapitole si neklademe za ćıl sepsat vyčerpávaj́ıćı seznam všech nelineárńıch oscilátor̊u,
zmiňujeme pouze pár ze základńıch oscilátor̊u, které upoutaly naši pozornost. V daľśıch kapi-
tolách budeme analyzovat dva z těchto systémů v́ıce podrobněji. Informace v této kapitole byly
čerpány z [1], [2], [3] a [10].

3.1 Matematické kyvadlo

V kapitole lineárńıch oscilátor̊u jsme pomoćı rovnováhy sil odvodili rovnici (2.3) popisuj́ıćı pohyb
matematického kyvadla a následně jsme zkoumali rovnici (2.4) vzniklou jej́ı linearizaćı. Linerizo-
vaná rovnice aproximuje řešeńı uspokojivě jen pro malé výchylky od rovnovážné polohy, a proto
má smysl řešit i p̊uvodńı nelineárńı rovnici.
Matematické kyvadlo je popsáno následuj́ıćı nelineárńı diferenciálńı rovnićı 2. řádu ve tvaru

u′′(t) + ω2 sinu(t) = 0,

kde ω ∈ R.

3.2 Duffing̊uv oscilátor

Duffingova rovnice je jedńım z nejjednodušš́ıch nelineárńıch model̊u, k lineárńımu modelu je
přidán pouze jeden člen, a to kubická tuhost. Popisuje širokou škálu fyzikálńıch systémů
a v současnosti je ukázkovým modelem, na kterém může být vyložena řada základńıch pojmů
nelineárńı dynamiky. Vı́ce se t́ımto systémem budeme zabývat v Kapitole 4.
Duffing̊uv oscilátor je popsán následuj́ıćı nelinárńı diferenciálńı rovnićı 2. řádu ve tvaru

u′′(t) + 2bu′(t) + ω2u(t) + λu3(t) = D cos Ωt,

kde b, λ,D,Ω > 0 a ω ∈ R.

3.3 Asymetrický oscilátor

Asymetrický oscilátor je označeńı pro obyčejné lineárńı kyvadlo obohacené o tzv. skákaj́ıćı neli-
nearitu. Jedná se o po částech lineárńı funkci popisuj́ıćı tuhost asymetrického oscilátoru, která
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typicky nabývá r̊uzných hodnot pro kladné, resp. záporné úhly. Bĺıže se t́ımto modelem budeme
zabývat v Kapitole 5.
Asymetrický oscilátor je popsán následuj́ıćı nelineárńı diferenciálńı rovnićı 2. řádu ve tvaru

u′′(t) + αu+(t)− βu−(t) = 0,

kde u+(t) = max{u(t), 0}, u−(t) = max{−u(t), 0}, α, β > 0.

3.4 Van der Pol̊uv oscilátor

Van der Pol popsal tento oscilátor ve svém článku z roku 1928. Jedná se o systém s ne-
lineárńım členem tlumeńı, kterým se modeluj́ı oscilace jak ve fyzikálńıch, tak biologických
vědách. Např́ıklad v biologii se autor̊um R. Fitzhugh a J. Nagumo podařilo rozš́ı̌rit tuto rov-
nici do roviny jako model akčńıch potenciál̊u neuron̊u. Rovnice byla také využita v seismologii
k modelováńı dvou tektonických desek v geologické poruše.
Van der Pol̊uv oscilátor je popsán následuj́ıćı nelineárńı diferenciálńı rovnićı 2. řádu ve tvaru

u′′(t)− ε
(
1− u2(t)

)
u′(t) + u(t) = 0,

kde ε > 0.

3.5 Pružné (elastické) kyvadlo

Elastické kyvadlo je model popisuj́ıćı pohyb hmotného bodu zavěšeného na nehmotné pružině
o klidové nezat́ıžené délce l. Funkce u popisuje odchylku kyvadla od svislého směru a v změnu
délky pružiny v̊uči jej́ı klidové délce. Pružné kyvadlo je model, kterým lze sledovat řadu pozo-
ruhodných jev̊u, např́ıklad v minulosti byly pomoćı něj modelovány vazby mezi kmity molekuly
CO2.
Elastické kyvadlo je popsáno soustavou dvou nelineárńıch diferenciálńıch rovnic 2. řádu ve tvaru

u′′(t) +
2

l + v(t)
u′(t)v′(t) + ω2

u sinu(t) = 0,

v′′(t)− (l + v(t))
(
u′(t)

)2 − λ cosu(t) + ω2
vv(t) = 0,

kde l, λ > 0 a ωu, ωv ∈ R.

3.6 Spojená kyvadla

Tento model sestává ze dvou identických kyvadel, jejichž závaž́ı jsou propojena pružinou o tu-
hosti k. Funkce u, resp. v popisuj́ı odchylku prvńıho, resp. druhého kyvadla od svislého směru.
Oproti standardńımu modelu s jedńım kyvadlem v tomto př́ıpadě, d́ıky propojeńı pružinou,
docháźı k výměně energie mezi oběma kyvadly. Rovnice byla např́ıklad využita k vysvětleńı
některých jev̊u slunečńıho zářeńı.
Spojená kyvadla jsou popsána soustavou dvou nelineárńıch diferenciálńıch rovnic 2. řádu ve
tvaru {

u′′(t) + ω2 sinu(t) + k (sinu(t)− sin v(t)) = 0,

v′′(t) + ω2 sin v(t)− k (sinu(t)− sin v(t)) = 0,

kde k > 0 a ω ∈ R.
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Kapitola 4

Duffingova rovnice

Duffingova rovnice byla pojmenována podle německého inženýra George Duffinga, který se aka-
demické činnosti věnoval pouze ve svém volném čase. Koncept nelineárńıch kmit̊u byl znám již
dlouho předt́ım, než Duffing zveřejnil svoji známou knihu o kmitáńı, ve které se poprvé ob-
jevila jeho známá rovnice. Duffing byl ale prvńım autorem, který se začal zabývat rovnicemi
s kvadratickou a kubickou nelinearitou (viz [5]). Termı́n Duffingovy rovnice se v dnešńı době
použ́ıvá pro diferenciáńı rovnice s kubickým členem tuhosti bez ohledu na typ tlumeńı nebo
buzeńı. Obecná Duffingova rovnice s kubickými a kvadratickými nelinearitami charakterizuje
velkou škálu MEMS/NEMS 1 oscilátor̊u, které se hojně využ́ıvaj́ı ve fotovoltaice, mikroelektro-
nice nebo optice (viz [9]).

Duffingova rovnice se pro velkou část nelineárńıch systémů dá využ́ıt jako hrubý popis chováńı,
když nelineárńı člen nahrad́ıme př́ıslušným Taylorovým polynomem třet́ıho stupně. Dı́ky tomu
se následné zkoumáńı kvalitativńıch vlastnost́ı výrazně zjednoduš́ı.
V následuj́ıćım textu budeme uvažovat poč. úlohu pro Duffingovu rovnici ve tvaru:

u′′(t) + 2bu′(t) + ω2u(t) + λu3(t) = D cos Ωt, (4.1)

{
u(0) = 0,

u′(0) = 1.
(4.2)

kde neznámá funkce u = u(t) popisuje polohu v čase t, b je tlumeńı, ω lineárńı tuhost, λ ne-
lineárńı (kubická) tuhost, D amplituda periodické bud́ıćı śıly a Ω frekvence periodické bud́ıćı
śıly. Takto zvolená rovnice (4.1) popisuje tlumený, periodicky buzený oscilátor s nelineárńım
členem tuhosti.

4.1 Metoda homotopické analýzy (HAM)

Metoda homotopické analýzy, dále také HAM, je metoda na řešeńı silně nelineárńıch dife-
renciálńıch rovnic. Od ostatńıch analytických metod se lǐśı v několika následuj́ıćıch vlastnostech.
Hlavńı výhodou (viz [4], [7]) je jej́ı široké využit́ı, HAM je nezávislá na velikosti vstupńıch pa-
rametr̊u řešené diferenciálńı rovnice. Lze ji využ́ıt na většinu nelineárńı problematiky např́ıč

1MEMS = mikro-elektromechanický systém, NEMS = nano-elektromechanický systém
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vědńımi obory. Posledńı výhodou je bezpochyby volnost, kterou nám HAM nab́ıźı při volbě po-
mocného lineárńıho operátoru L.

Základńım principem metody HAM (viz [11] nebo [6]) je koncept tzv. homotopického spojeńı.
Jedná se o spojitou transformaci mezi dvěma objekty, v našem př́ıpadě operátory, které poj́ı
společná vlastnost v určitém aspektu. Např́ıklad kružnice může být spojitě transformována na
elipsu nebo čtverec, nikoli však třeba na hyperbolu.

Uvažujme nelineárńı diferenciálńı rovnici

N [u(t)] = 0, (4.3)

kdeN je nelineárńı operátor. Použit́ım parametru p ∈ 〈0, 1〉 a homotopické transformace můžeme
sestrojit systém rovnic

(1− p)L[U(t, p)− u0(t)] = c0pN [U(t, p)], (4.4)

kde L je pomocný lineárńı operátor, u0(t) počátečńı odhad u(t) a c0 parametr zajǐst’uj́ıćı
následnou konvergenci Taylorova rozvoje (viz ńıže). Tento systém často označujeme jako rovnici
homotopického spojeńı a jej́ı řešeńı U(t, p) záviśı na parametru p.
Pro p = 0 přecháźı (4.4) na lineárńı rovnici

L[U(t, p)− u0(t)] = 0 (4.5)

a počátečńı odhad U(t, 0) = u0(t) je jej́ım řešeńım. Naopak pro p = 1 je rovnice (4.4) ekvivalentńı
s p̊uvodńı nelineárńı rovnićı (4.3). Z toho d̊uvodu se spojitou změnou parametru p řešeńı U(t, p)
rovnice (4.4) deformuje z počátečńıho odhadu u0(t) na řešeńı uvažované nelineárńı rovnice (4.3).
Pokud rozvineme U(t, p) do Taylorovy řady vzhledem k p se středem v p = 0

U(t, p) =
+∞∑
n=1

un(t) pn (4.6)

a za předpokladu, že parametr c0 byl zvolen tak, aby řada (4.6) konvergovala v p = 1, dostáváme
řešeńı p̊uvodńı nelineárńı diferenciálńı rovnice (4.3) ve tvaru

u(x) =

+∞∑
n=1

un(t). (4.7)

V tomto textu budeme HAM využ́ıvat k řešeńı Duffingovy rovnice ve tvaru (4.1) (ukázka použit́ı
na jednoduchém př́ıkladu viz [8]).
Uvažujme parametr p ∈ 〈0, 1〉 a funkci U(t, p) : R+× 〈0, 1〉 → R, která popisuje spojitý přechod
od počátečńıho odhadu U(t, 0) = u0(t) k přesnému řešeńı U(t, 1) = u(t) Duffingovy rovnice
v závislosti na parametru p.
Nelineárńı operátor N [U(t, p), t] má v našem př́ıpadě podobu

N [U(t, p), t] =
∂2U(t, p)

∂t2
+ 2b

∂U(t, p)

∂t
+ ω2U(t, p) + λ2U(t, p)−D cos Ωt (4.8)

a lineárńı operátor L[U(t, p)] můžeme zvolit ve tvaru

L[U(t, p)] =
∂2U(t, p)

∂t2
+ Ω2U(t, p). (4.9)
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Řešeńı U(t, p) rozvineme do Taylorovy řady vzhledem k parametru p

U(t, p) =

+∞∑
n=0

un(t)pn (4.10)

s koeficienty

un(t) =
∂nU(t, 0)

∂pn
1

n!
. (4.11)

Lemma 4.1.1. Necht’ L[U(t, p)] je lineárńı operátor daný předpisem (4.9), potom ∀n ∈ N :

∂n

∂pn
((1− p)L[U(t, p)− u0(t)]) = (1− p)∂

nL[U(t, p)− u0(t)]

∂pn
−n∂

n−1L[U(t, p)− u0(t)]

∂pn−1
. (4.12)

D̊ukaz. Důkaz provedeme matematickou indukćı.
Pro daľśı úpravy označme výraz na levé, resp. pravé straně rovnice (4.12) symbolem V n

L , resp.
V n
P .

Ověř́ıme platnost tvrzeńı pro n = 1:

V 1
L =

∂

∂p
((1− p)L[U(t, p)− u0(t)]) = (1− p)∂L[U(t, p)− u0(t)]

∂p
+
d(1− p)
dp

L[U(t, p)− u0(t)] =

= (1− p)∂L[U(t, p)− u0(t)]

∂p
− L[U(t, p)− u0(t)] = V 1

P .

Necht’ tvrzeńı plat́ı pro n = m. Ukážeme, že plat́ı i pro n = m+ 1.

V m+1
L =

∂m+1

∂pm+1
((1− p)L[U(t, p)− u0(t)]) =

∂

∂p

(
∂m

∂pm
((1− p)L[U(t, p)− u0(t)])

)
=

=
∂

∂p

(
(1− p)∂

mL[U(t, p)− u0(t)]

∂pm
−m∂m−1L[U(t, p)− u0(t)]

∂pm−1

)
=

= (1− p)∂
m+1L[U(t, p)− u0(t)]

∂pm+1
− (m+ 1)

∂mL[U(t, p)− u0(t)]

∂pm
= V m+1

P

Lemma 4.1.2. Necht’ N [U(t, p), t] je nelineárńı operátor daný přepisem (4.8), potom ∀n ∈ N :

∂n

∂pn
(c0pN [U(t, p), t]) = nc0

∂n−1N [U(t, p), t]

∂pn−1
+ c0p

∂nN [U(t, p), t]

∂pn
. (4.13)

D̊ukaz. Důkaz provedeme matematickou indukćı.
Pro daľśı úpravy označme výraz na levé, resp. pravé straně rovnice (4.13) symbolem ZnL, resp.
ZnP .
Ověř́ıme platnost tvrzeńı pro n = 1:

Z1
L =

∂

∂p
(c0pN [U(t, p), t]) = c0

dp

dp
N [U(t, p), t] + c0p

∂N [U(t, p), t]

∂p
=

= c0N [U(t, p), t] + c0p
∂N [U(t, p), t]

∂p
= Z1

P .
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Necht’ tvrzeńı plat́ı pro n = m. Ukážeme, že plat́ı i pro n = m+ 1;

Zm+1
L =

∂m+1

∂pm+1
(c0pN [U(t, p), t]) =

∂

∂p

(
∂m

∂pm
(c0pN [U(t, p), t])

)
=

=
∂

∂p

(
mc0

∂m−1N [U(t, p), t]

∂pm−1
+ c0p

∂mN [U(t, p), t]

∂pm

)
=

= mc0
∂mN [U(t, p), t]

∂pm
+ c0

∂mN [U(t, p), t]

∂pm
+ c0p

∂m+1N [U(t, p), t]

∂pm+1
=

= (m+ 1)c0
∂mN [U(t, p), t]

∂pm
+ c0p

∂m+1N [U(t, p), t]

∂pm+1
= Zm+1

P .

Pokud rovnici homotopického spojeńı (4.4) n-krát parciálně zderivujeme podle p a použijeme
Lemmata 2.1., 2.2. dostáváme

(1−p)∂
nL[U(t, p)− u0(t)]

∂pn
−n∂

n−1L[U(t, p)− u0(t)]

∂pn−1
= nc0

∂n−1N [U(t, p), t]

∂pn−1
+c0p

∂nN [U(t, p), t]

∂pn
.

Nyńı d́ıky linearitě L a za předpokladu záměnnosti parciálńıch derivaćı dostáváme

(1− p)L
[
∂nU(t, p)

∂pn

]
+ (p− 1)L

[
∂nU(t, 0)

∂pn

]
− nL

[
∂n−1U(t, p)

∂pn−1

]
+ nL

[
∂n−1U(t, 0)

∂pn−1

]
=

= nc0
∂n−1N [U(t, p), t]

∂pn−1
+ c0p

∂nN [U(t, p), t]

∂pn
.

Dosad́ıme za p = 0 a využijeme vztah pro Taylorovy koeficienty un(t). Muśıme však uvažovat
zvlášt’ př́ıpad n = 1 a n ≥ 2.

• Pro n = 1 dostáváme

L

[
∂U(t, p)

∂p

]∣∣∣∣
p=0

= c0N [U(t, p), t]|p=0

L[u1(t)] = c0N [U(t, p), t]|p=0. (4.14)

• Pro n ≥ 2 dostáváme

L

[
∂nU(t, p)

∂pn

]∣∣∣∣
p=0

− n L
[
∂n−1U(t, p)

∂pn−1

]∣∣∣∣
p=0

= nc0
∂n−1

∂pn−1
N [U(t, p), t]|p=0,

po vyděleńı n! a použit́ı vztahu (4.11) źıskáváme

L[un(t)− un−1(t)] = c0
1

(n− 1)!

∂n−1

∂pn−1
N [U(t, p), t)]|p=0. (4.15)

Sjednoceńım vztah̊u (4.14) – (4.15) dostáváme tzv. deformačńı rovnici n-tého řádu

L[un(t)− χnun−1(t)] = c0
1

(n− 1)!

∂n−1

∂pn−1
N [U(t, p), t)]|p=0, (4.16)

kde

χn =

{
0 n = 1,
1 n ≥ 2.

(4.17)
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4.2 Aproximace řešeńı metodou HAM

Počátečńı odhad u0(t) uvažujme ve tvaru

u0(t) = z sin(Ωt+ ϕ), (4.18)

kde z, Ω, ϕ ∈ R. Všimněme si, že plat́ı L[u0(t)] = 0, u0(0) = z sinϕ, u′0(0) = zΩ cosϕ.
Deformačńı rovnici prvńıho řádu źıskáme ze vztah̊u (4.16), (4.17) a (4.9) dosazeńım za n = 1:

u′′1(t) + Ω2u1(t) = c0N [u0(t), t], (4.19)

Nelineárńı výraz na pravé straně rovnice (4.19) má po dosazeńı ze vztahu (4.8) podobu:

N [u0(t), t] = (z sin(Ωt+ϕ))′′+2b(z sin(Ωt+ϕ))′+ω2z sin(Ωt+ϕ)+λ(z sin(Ωt+ϕ))3−D cos Ωt =

= (ω2z − Ω2z) sin(Ωt+ ϕ) + 2bΩz cos(Ωt+ ϕ) + λz3 sin3(Ωt+ ϕ)−D cos Ωt.

Využijeme vztahu sin3(Ωt+ ϕ) = 3
4 sin(Ωt+ ϕ)− 1

4 sin (3(Ωt+ ϕ)):

N [u0(t), t] =
(
ω2z − Ω2z

)
sin (Ωt+ ϕ) + 2bΩz cos(Ωt+ ϕ)+

+λz3

(
3

4
sin(Ωt+ ϕ)− 1

4
sin (3(Ωt+ ϕ))

)
−D cos Ωt. (4.20)

Požadujeme, aby řešeńı u1(t) rovnice (4.19) bylo omezené, nesmı́ proto docházet k rezonanci.
Pravá strana rovnice (4.19) tedy nesmı́ obsahovat výrazy sin Ωt, cos Ωt, které jsou ve funda-
mentálńım systému levé strany rovnice (4.19).
Dosad́ıme (4.20) do (4.19), využijeme vztah̊u

sin(Ωt+ ϕ) = cosϕ sin Ωt+ sinϕ cos Ωt,

cos(Ωt+ ϕ) = cosϕ cos Ωt− sinϕ sin Ωt

a koeficienty před sin Ωt i před cos Ωt polož́ıme rovny nule. T́ım źıskáme následuj́ıćı soustavu
dvou rovnic.
sin Ωt :

c0

(
(ω2t− Ω2z) sinϕ− 2bΩz sinϕ+

3

4
λz3 cosϕ

)
= 0, (4.21)

cos Ωt :

c0

(
(ω2t− Ω2z) cosϕ+ 2bΩz cosϕ+

3

4
λz2 sinϕ−D

)
= 0. (4.22)

Poznamenejme, že parametr c0 nemá vliv na daľśı úpravy. Umocńıme oba vztahy na druhou
a sečteńım dostáváme výsledný tvar křivky, popisuj́ıćı vztah mezi amplitudou z a bud́ıćı frekvenćı
Ω. Tento vztah můžeme chápat jako amplitudovou charakteristiku řešeńı rovnice (4.1) pomoćı
HAM prvńıho řádu, protože popisuje vzájemnou vazbu mezi amplitudou z a bud́ıćı frekvenćı Ω.(

z(ω2 + Ω2) +
3

4
λz3

)
+ 4b2z2Ω2 = D2. (4.23)

Na obr. 4.1 - 4.3 je znázorněna amplitudová charakteristika řešeńı počátečńı úlohy (4.1), (4.2)
źıskaná metodou HAM prvńıho řádu, resp. numerickým výpočtem (viz poznámka ńıže). Amplitu-
dovou charakteristikou u nelineárnich systémů mysĺıme závislost amplitudy na bud́ıćı frekvenci,
nikoliv na bezrozměrných veličinách jako u lineárńıch systémů.
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Obr. 4.1: Amplitudová charakteristika řešeńı počátečńı úlohy (4.1), (4.2) pro volbu parametr̊u
b = 0.1, ω = 2, λ = 1, D = 1.
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Obr. 4.2: Amplitudová charakteristika řešeńı počátečńı úlohy (4.1), (4.2) pro volbu parametr̊u
b = 0.2, ω = 2, λ = 2, D = 4.
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Obr. 4.3: Amplitudová charakteristika řešeńı počátečńı úlohy (4.1), (4.2) pro volbu parametr̊u
b = 0.2, ω = 3, λ = 1, D = 1.

Poznámka 4.2.1. Numerické hodnoty na obr. 4.1 - 4.3 byly źıskány za pomoci software Mathe-
matica. Nalezené hodnoty jsou extrémńı hodnoty amplitudy řešeńı počátečńı úlohy (4.1),(4.2)
v závislosti na parametru Ω pro časy z intervalu 〈100, 200〉. Maxima byla hledána pro časy
vzdálené od počátku, abychom zmı́rnili vliv počátečńıch podmı́nek na hodnoty amplitudy.

Za předpokladu, že hledané řešeńı u1(t) je omezené, přecháźı rovnice (4.19) na tvar

u′′1(t) + Ω2u1(t) =
−c0λz

3

4
sin(3Ωt+ 3ϕ), (4.24)

kde za z dosazujeme ze vztahu (4.23) a za ϕ z (4.21), nebo (4.22).
Řešeńı Duffingovy rovnice (4.1) můžeme aproximovat následovně

u(t) = U(t, 1) =
+∞∑
n=0

un(t) · 1n ∼ u0(t) + u1(t) (4.25)

a počátečńı podmı́nky (4.2) pro aproximované řešeńı (4.25) přecházej́ı na tvar{
u0(0) + u1(0) = 0,

u′0(0) + u′1(0) = 1.
(4.26)

Řešeńı počátečńı úlohy (4.24), (4.26) má tvar

u1(t) = −z sinϕ cos Ωt+
(1− zΩ cosϕ) sin Ωt

Ω
+
c0λz

3(cos Ωt− 1) sin(3Ωt+ 3ϕ)

4Ω3
. (4.27)

Na obr. 4.4 - 4.6 jsou znázorněna numerická řešeńı počátečńı úlohy (4.1), (4.2) (modře) a řešeńı
př́ıslušné počátečńı úlohy źıskaná metodou HAM nultého řádu (žlutě).
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Obr. 4.4: Řešeńı počátečńı úlohy (4.1), (4.2) a aproximace řešeńı dané počátečńı úlohy metodou
HAM nultého řádu pro volbu parametr̊u b = 0.5, ω = 0.5, λ = 1, D = 8, Ω = 1.
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Obr. 4.5: Řešeńı počátečńı úlohy (4.1), (4.2) a aproximace řešeńı dané počátečńı úlohy metodou
HAM nultého řádu pro volbu parametr̊u b = 0.5, ω = 0.5, λ = 1, D = 8, Ω = 1.
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Obr. 4.6: Řešeńı počátečńı úlohy (4.1), (4.2) a aproximace řešeńı dané počátečńı úlohy metodou
HAM nultého řádu pro volbu parametr̊u b = 0.5, ω = 0.5, λ = 1, D = 8, Ω = 1.

Na obr. 4.7 - 4.9 jsou znázorněna numerická řešeńı počátečńı úlohy (4.1), (4.2) (modře), počátečńı
odhady řešeńı u0 (žlutě) a řešeńı př́ıslušné počátečńı úlohy źıskaná metodou HAM prvńıho řádu
(zeleně). Počátečńı odhad u0 je zde dán vztahem (4.18), kde parametry z, ϕ jsme dopočetli ze
vztah̊u (4.23) a (4.21).
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Obr. 4.7: Řešeńı počátečńı úlohy (4.1), (4.2), počátečńı odhad u0 a aproximace řešeńı dané
počátečńı úlohy metodou HAM prvńıho řádu pro volbu parametr̊u b = 0.5, ω = 0.5, λ = 1, D =
8, Ω = 1.
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Obr. 4.8: Řešeńı počátečńı úlohy (4.1), (4.2), počátečńı odhad u0 a aproximace řešeńı dané
počátečńı úlohy metodou HAM prvńıho řádu pro volbu parametr̊u b = 1, ω = 1, λ = 0.5, D =
4, Ω = 0.5.
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Obr. 4.9: Řešeńı počátečńı úlohy (4.1), (4.2), počátečńı odhad u0 a aproximace řešeńı dané
počátečńı úlohy metodou HAM prvńıho řádu pro volbu parametr̊u b = 0.3, ω = 0.5, λ = 5, D =
1, Ω = 2.

Na obr. 4.10 - 4.12 jsou znázorněna numerická řešeńı počátečńı úlohy (4.1), (4.2) (modře),
počátečńı odhady řešeńı u0 (žlutě) a řešeńı př́ıslušné počátečńı úlohy źıskaná metodou HAM
prvńıho řádu (zeleně) pro stejné volby parametr̊u jako na obr. 4.7 - 4.9. Řešeńı u(t) je vy-
kresleno pro časy vzdálené od počátku, abychom zkoumali, jak se řešeńı chová, pokud již neńı
zat́ıženo počátečńımi podmı́nkami. I přesto, že počátečńı odhad u0 pro časy bĺızké nule neńı
dobrou aproximaćı řešeńı u(t), s rostoućım časem se amplituda počátečńıho odhadu u0 velmi
bĺıž́ı amplitudě řešeńı u(t). Naopak aproximace řešeńı u0 +u1 splňuje počátečńı podmı́nky (4.2),
chováńım se ale přesnému řešeńı př́ılǐs nebĺıž́ı. Přesnost aproximace silně záviśı na vstupńıch
parametrech rovnice (4.1), tato skutečnost může být zp̊usobena

”
naivńı“ volbou počátečńıch

podmı́nek (4.26).
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Obr. 4.10: Řešeńı počátečńı úlohy (4.1), (4.2), počátečńı odhad u0 a aproximace řešeńı dané
počátečńı úlohy metodou HAM prvńıho řádu pro volbu parametr̊u b = 0.5, ω = 0.5, λ = 1, D =
8, Ω = 1.
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Obr. 4.11: Řešeńı počátečńı úlohy (4.1), (4.2), počátečńı odhad u0 a aproximace řešeńı dané
počátečńı úlohy metodou HAM prvńıho řádu pro volbu parametr̊u b = 1, ω = 1, λ = 0.5, D =
4, Ω = 0.5.

42



105 110 115 120 125
t

-0.4

-0.2

0.2

0.4

u

u0

u0 + u1

Obr. 4.12: Řešeńı počátečńı úlohy (4.1), (4.2), počátečńı odhad u0 a aproximace řešeńı dané
počátečńı úlohy metodou HAM prvńıho řádu pro volbu parametr̊u b = 0.3, ω = 0.5, λ = 5, D =
1, Ω = 2. Počátečńı odhad u0 a řešeńı u(t) jsou pro zobrazené časy až na posun téměř identické.

Obdobným zp̊usobem můžeme v odvozováńı pokračovat pro druhou iteraci, výrazy se ale rychle
stávaj́ı komplikovanými a zpřesněńı, kterého t́ımto dosáhneme, neńı př́ılǐs veliké.
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Kapitola 5

Asymetrický oscilátor

5.1 Matematické kyvadlo se zarážkami

Uvažujme matematické kyvadlo se dvěma zarážkami, které zkracuj́ı aktivńı délku závěsu v závislosti
na poloze hmotného bodu.

l2
l1

-u

u

Obr. 5.1: Model matematického kyvadla se zarážkami.

Necht’ úhel u je kladný v pravé polorovině a záporný v levé polorovině. Označme l1 aktivńı délkou
závěsu v pravé polorovině a l2 aktivńı délkou závěsu v levé polorovině. Stejně jako v př́ıpadě
matematického kyvadla bez zarážek je délka závěsu neměnná, gravitačńı pole homogenńı a odpor
vzduchu společně se třeńım v závěsu zanedbány.
Pokud pohyb kyvadla rozděĺıme na dva př́ıpady, tj. u > 0, resp. u < 0 a provedeme stejné
odvozeńı jako v kapitole jednoduchého matematického kyvadla, můžeme psát
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u > 0 :
u′′(t) +

g

l1
sinu(t) = 0, (5.1)

u < 0 :
u′′(t) +

g

l2
sinu(t) = 0. (5.2)

Označ́ıme α =
g

l1
, β =

g

l2
a provedeme obdobnou linearizaci jako u jednoduchého matematického

kyvadla

u > 0 :
u′′(t) + αu(t) = 0, (5.3)

u < 0 :
u′′(t) + βu(t) = 0. (5.4)

Rovnice (5.3), (5.4) můžeme jednotně zapsat pomoćı kladné a záporné části u a dostáváme
výsledný vztah popisuj́ıćı pohyb matematického kyvadla se dvěma zarážkami ve tvaru

u′′(t) + αu+(t)− βu−(t) = 0, (5.5)

kde u+(t) = max{u(t), 0}, u−(t) = max{−u(t), 0} a α =
g

l1
, β =

g

l2
.

5.2 Volné kmity

5.2.1 Netlumené kmity

Uvažujme počátečńı úlohu pro homogenńı nelineárńı diferenciálńı rovnici 2. řádu ve tvaru:

u′′(t) + αu+(t)− βu−(t) = 0, (5.6)

{
u(0) = 0,

u′(0) = 1.
(5.7)

Řešeńı lze analyticky popsat
”
lepeńım“ kladných a záporných část́ı, tj. postupně řeš́ıme počátečńı

úlohu (5.6), (5.7) a navazujeme tak, abychom dostali hladké řešeńı (v bodech napojeńı sed́ı 1.
i 2. derivace). Výsledné řešeńı dané počátečńı úlohy má tvar:

u(t) =


1√
α

sin
√
αt pro t ∈ 〈0, π√

α
〉+ kT,

− 1√
β

sin
√
β(t− π√

α
) pro t ∈ 〈 π√

α
,
π√
α

+
π√
β
〉+ kT,

(5.8)

kde T =
π√
α

+
π√
β

a k ∈ Z.

Na obr. 5.2 - 5.4 jsou znázorněna řešeńı počátečńı úlohy (5.6), (5.7) společně se svými fázovými
portréty pro danou volbu parametr̊u. Systém koná periodický pohyb s periodou T a kladné,
resp. záporné části řešeńı u(t) maj́ı konstantńı amplitudu.
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Obr. 5.2: Řešeńı počátečńı úlohy (5.6), (5.7) a jeho fázový portrét pro volbu parametr̊u
α = β = 1. Pro tuto volbu parametr̊u přecháźı rovnice (5.6) na lineárńı rovnici a řešeńı u(t)
koná harmonický kmitavý pohyb.
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Obr. 5.3: Řešeńı počátečńı úlohy (5.6), (5.7) a jeho fázový portrét pro volbu parametr̊u
α = 9, β = 1. Parametr α > β, a proto amplituda kladných kmit̊u je menš́ı než amplituda
záporných kmit̊u.
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Obr. 5.4: Řešeńı počátečńı úlohy (5.6), (5.7) a jeho fázový portrét pro volbu parametr̊u
α = 1, β = 9. Opačná volba parametr̊u α, β než na obr. 5.3. Analogicky v tomto př́ıpadě je
amplituda řešeńı pro kladné kmity větš́ı než pro záporné kmity.

5.2.2 Tlumené kmity

Uvažujme počátečńı úlohu pro homogenńı nelineárńı diferenciálńı rovnici 2. řádu ve tvaru:

u′′(t) + bu′(t) + αu+(t)− βu−(t) = 0, (5.9)

{
u(0) = 0,

u′(0) = 1.
(5.10)

Analytický tvar řešeńı lze obdobně jako pro volné netlumené kmity źıskat
”
lepeńım“ kladných

a záporných část́ı.
Na obr. 5.5 - 5.8 jsou znázorněna řešeńı počátečńı úlohy (5.9), (5.10) společně se svými fázovými
portréty pro danou volbu parametr̊u. Systém koná oscilatorický pohyb a amplituda řešeńı u(t)
s rostoućım časem klesá. Výjimkou je obr. 5.8, kde řešeńı u(t) je d́ıky volbě b utlumeno dř́ıve,
než dojde k oscilatorickému pohybu.
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Obr. 5.5: Řešeńı počátečńı úlohy (5.9), (5.10) a jeho fázový portrét pro volbu parametr̊u
α = β = 1, b = 0.25. Pro volbu parametr̊u α = β přecháźı rovnice (5.9) na lineárńı rovnici.
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Obr. 5.6: Řešeńı počátečńı úlohy (5.9), (5.10) a jeho fázový portrét pro volbu parametr̊u
α = 9, β = 1, b = 0.25. Dı́ky odlǐsným volbám α, β neńı řešeńı u(t) souměrné podle vodorovné
osy.
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Obr. 5.7: Řešeńı počátečńı úlohy (5.9), (5.10) a jeho fázový portrét pro volbu parametr̊u
α = 1, β = 9, b = 0.25.
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Obr. 5.8: Řešeńı počátečńı úlohy (5.9), (5.10) a jeho fázový portrét pro volbu parametr̊u
α = 1, β = 1, b = 2. Systém se pro takto zvolené tlumeńı b přibĺıž́ı své rovnovážné poloze již po
velmi krátkém čase.
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5.3 Vázané kmity

5.3.1 Netlumené kmity

Uvažujme počátečńı úlohu pro homogenńı nelineárńı diferenciálńı rovnici 2. řádu ve tvaru:

u′′(t) + αu+(t)− βu−(t) = f(t), (5.11)

{
u(0) = 0,

u′(0) = 1.
(5.12)

Bez rezonance

V tomto př́ıpadě voĺıme funkci f na pravé straně rovnice (5.11) ve tvaru f(t) = D sin Ω, kde
D, Ω ∈ R. Na obr. 5.9 - 5.15 jsou znázorněna řešeńı počátečńı úlohy (5.11), (5.12) společně se
svými fázovými portréty pro danou volbu parametr̊u. Na obr. 5.10 - 5.15 se řešeńı u(t) svým
chováńım bĺıž́ı zázněj́ım. Podrobněǰśı analýzou lze źıskat hodnoty parametr̊u, pro které skutečně
docháźı k zázněj́ım.
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Obr. 5.9: Řešeńı počátečńı úlohy (5.11), (5.12) a jeho fázový portrét pro volbu parametr̊u
α = β = 1, Ω = 7.2, D = 1.
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Obr. 5.10: Řešeńı počátečńı úlohy (5.11), (5.12) a jeho fázový portrét pro volbu parametr̊u
α = 3.5, β = 1, Ω = 2.5, D = 1.
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Obr. 5.11: Řešeńı počátečńı úlohy (5.11), (5.12) a jeho fázový portrét pro volbu parametr̊u
α = 8.2, β = 1.9, Ω = 5.5, D = 1.
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Obr. 5.12: Řešeńı počátečńı úlohy (5.11), (5.12) a jeho fázový portrét pro volbu parametr̊u
α = 7.2, β = 4.9, Ω =

√
7.2, D = 1.
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Obr. 5.13: Řešeńı počátečńı úlohy (5.11), (5.12) a jeho fázový portrét pro volbu parametr̊u
α = 1, β = 100, Ω = 1, D = 1.
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Obr. 5.14: Řešeńı počátečńı úlohy (5.11), (5.12) a jeho fázový portrét pro volbu parametr̊u
α = 100, β = 1, Ω = 10, D = 1.
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Obr. 5.15: Řešeńı počátečńı úlohy (5.11), (5.12) a jeho fázový portrét pro volbu parametr̊u

α = 1.5, β = 6.7, Ω =

√
1.5 +

√
6.7

2
, D = 1. Speciálńı volba parametr̊u, kdy Ω =

√
α+
√
β

2
.

V rezonanci

1) Nejprve voĺıme pravou stranu rovnice (5.11) jako f(t) = D sin Ωt. Pokud má docházet
k rezonanci, muśıme zajistit, aby frekvence nebuzeného systému byla shodná s frekvenćı pravé
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strany, tj.
π√
α

+
π√
β

=
2π

Ω
.

Po sečteńı výraz̊u na levé straně rovnice, vykráceńı π a vyjádřeńı Ω, źıskáváme podmı́nku pro
zajǐstěńı rezonance ve tvaru

Ω =
2
√
αβ√

α+
√
β
. (5.13)

Na obr. 5.16 - 5.18 jsou znázorněna řešeńı počátečńı úlohy (5.11), (5.12) společně se svými
fázovými portréty pro danou volbu parametr̊u. Jelikož docháźı k rezonanci, amplituda výchylky
roste nade všechny meze a řešeńı je neomezené.
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Obr. 5.16: Řešeńı počátečńı úlohy (5.11), (5.12) a jeho fázový portrét pro volbu parametr̊u
α = β = 1, D = 1. Řešeńı je lineárńı, nebot’ pro α = β je rovnice 5.11 lineárńı.
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Obr. 5.17: Řešeńı počátečńı úlohy (5.11), (5.12) a jeho fázový portrét pro volbu parametr̊u
α = 1, β = 9, D = 1.
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Obr. 5.18: Řešeńı počátečńı úlohy (5.11), (5.12) a jeho fázový portrét pro volbu parametr̊u
α = 9, β = 1, D = 1.

2) Daľśı možnost, jak můžeme zkusit doćılit rezonance, je následuj́ıćı. Voĺıme funkci f na pravé
straně rovnice (5.11) rovnu řešeńı dané diferenciálńı rovnice bez pravé strany, znač́ıme uH(t),
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tj.
f(t) = uH(t).

Na obr. 5.19 - 5.21 jsou znázorněna řešeńı počátečńı úlohy (5.11), (5.12) společně se svými
fázovými portréty pro danou volbu parametr̊u. Řešeńı uH(t), které následně dosazujeme jako
pravou stranu f(t), hledáme numericky. Stejně jako v předchoźı volbě funkce na pravé straně
f(t) docháźı k rezonanci a proto s rostoućım časem amplituda výchylky roste nade všechny meze
a řešeńı je neomezené.
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Obr. 5.19: Řešeńı počátečńı úlohy (5.11), (5.12) a jeho fázový portrét pro volbu parametr̊u
α = β = 1. Dı́ky volbě α = β přecháźı rovnice (5.11) na lineárńı rovnici.
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Obr. 5.20: Řešeńı počátečńı úlohy (5.11), (5.12) a jeho fázový portrét pro volbu parametr̊u
α = 1, β = 9.
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Obr. 5.21: Řešeńı počátečńı úlohy (5.11), (5.12) a jeho fázový portrét pro volbu parametr̊u
α = 9, β = 1.

Na obr. 5.22 - 5.23 je znázorněna amplitudová charakteristika řešeńı počátečńı úlohy (5.11),

(5.12) źıskaná numerickým výpočtem (viz poznámka ńıže). Když se Ω bĺıž́ı k
2
√
αβ√

α+
√
β

roste
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absolutńı hodnota amplitudy výchylky nade všechny meze. Je patrné, že k výrazněǰśımu nár̊ustu
amplitudy docháźı i pro daľśı hodnoty Ω, evidentně se jedná o násobky a zlomky p̊uvodńı volby
Ω ze vztahu (5.13).
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Obr. 5.22: Amplitudová charakteristika řešeńı počátečńı úlohy (5.11), (5.12) pro volbu parametr̊u
α = 9, β = 1.
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Obr. 5.23: Amplitudová charakteristika řešeńı počátečńı úlohy (5.11), (5.12) pro volbu parametr̊u
α = 1, β = 9.

Poznámka 5.3.1. Numerické hodnoty na obr. 5.22 - 5.23 byly źıskány za pomoci software
Mathematica. Nalezené hodnoty jsou extrémńı hodnoty amplitudy řešeńı počátečńı úlohy (5.11),(5.12)
v závislosti na parametru Ω pro časy z intervalu 〈100, 200〉. Maxima byla hledána pro časy
vzdálené od počátku, abychom zmı́rnili vliv počátečńıch podmı́nek na hodnoty amplitudy.

5.3.2 Tlumené kmity

Uvažujme počátečńı úlohu pro homogenńı nelineárńı diferenciálńı rovnici 2. řádu ve tvaru:

u′′(t) + bu′(t) + αu+(t)− βu−(t) = f(t), (5.14)

{
u(0) = 0,

u′(0) = 1.
(5.15)

Bez rezonance

V tomto př́ıpadě voĺıme funkci f na pravé straně rovnice (5.14) ve tvaru f(t) = D sin Ω,
kde D, Ω ∈ R. Na obr. 5.24 - 5.30 jsou znázorněna řešeńı počátečńı úlohy (5.14), (5.15) společně
se svými fázovými portréty pro danou volbu parametr̊u.
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Obr. 5.24: Řešeńı počátečńı úlohy (5.14), (5.15) a jeho fázový portrét pro volbu parametr̊u
α = 1.7, β = Ω = 3, b = 0.1, D = 1.
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Obr. 5.25: Řešeńı počátečńı úlohy (5.14), (5.15) a jeho fázový portrét pro volbu parametr̊u
α = 7.2, β = 6.5, Ω = 4.1, b = 0.1, D = 1.
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Obr. 5.26: Řešeńı počátečńı úlohy (5.14), (5.15) a jeho fázový portrét pro volbu parametr̊u
α = 6.8, β = 6.3, Ω =

√
6.8, b = 0.4, D = 1.

20 40 60 80
t

-0.2

0.2

0.4

u(t)

-0.2 0.2 0.4
u(t)

-1.0

-0.5

0.5

1.0

u'(t)

Obr. 5.27: Řešeńı počátečńı úlohy (5.14), (5.15) a jeho fázový portrét pro volbu parametr̊u
α = 8, β = 18.5, Ω =

√
18.5, b = 0.5, D = 1.
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Obr. 5.28: Řešeńı počátečńı úlohy (5.14), (5.15) a jeho fázový portrét pro volbu parametr̊u

α = 3, β = 9.25, Ω =

√
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2
, b = 0.1, D = 1.
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Obr. 5.29: Řešeńı počátečńı úlohy (5.14), (5.15) a jeho fázový portrét pro volbu parametr̊u
α = 100, β = 10, Ω = 10, b = 0.1, D = 1.
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Obr. 5.30: Řešeńı počátečńı úlohy (5.14), (5.15) a jeho fázový portrét pro volbu parametr̊u
α = 4, β = 90, Ω = 2, b = 0.435, D = 1.

V rezonanci

1) Nejprve voĺıme pravou stranu rovnice (5.14) jako f(t) = D sin Ωt. Identicky jako pro př́ıpad
bez tlumeńı, pokud má docházet k rezonanci, muśı frekvence Ω splňovat následuj́ıćı podmı́nku

Ω =
2
√
αβ√

α+
√
β
. (5.16)

Na obr. 5.31 - 5.33 jsou znázorněna řešeńı počátečńı úlohy (5.11), (5.12) společně se svými
fázovými portréty pro danou volbu parametr̊u. Systém koná oscilatorický pohyb, amplituda
výchylky řešeńı u(t) se po čase ustáĺı na pevné hodnotě.
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Obr. 5.31: Řešeńı počátečńı úlohy (5.14), (5.15) a jeho fázový portrét pro volbu parametr̊u
α = β = 3, b = 0.4, D = 1.
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Obr. 5.32: Řešeńı počátečńı úlohy (5.14), (5.15) a jeho fázový portrét pro volbu parametr̊u
α = 1, β = 9.5, b = 0.4, D = 1.
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Obr. 5.33: Řešeńı počátečńı úlohy (5.14), (5.15) a jeho fázový portrét pro volbu parametr̊u
α = 10, β = 1, b = 0.04, D = 1. V tomto př́ıpadě d́ıky malému tlumeńı b dojde k ustáleńı
amplitudy po značně deľśım čase než v předchoźıch př́ıpadech.

2) Jako druhou možnost, jak doćılit rezonance, opět voĺıme funkci f na pravé straně rovnice
(5.11) jako numerické řešeńı dané diferenciálńı rovnice bez pravé strany, znač́ıme uH(t),
tj.

f(t) = uH(t).

Na obr. 5.19 - 5.21 jsou znázorněna řešeńı počátečńı úlohy (5.11), (5.12) společně se svými
fázovými portréty pro danou volbu parametr̊u. Abychom zajistili, že bude docházet k rezonanci,
voĺıme funkci f na pravé straně rovnice (5.14) jako řešeńı dané diferenciálńı rovnice bez pravé
strany.
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Na obr. 5.34 - 5.37 jsou znázorněna řešeńı počátečńı úlohy (5.14), (5.15) společně se svými
fázovými portréty pro danou volbu parametr̊u. Systém koná oscilatorický pohyb a amplituda
výchylka řešeńı u(t) s rostoućım časem klesá k nule.
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Obr. 5.34: Řešeńı počátečńı úlohy (5.14), (5.15) a jeho fázový portrét pro volbu parametr̊u
α = β = 3, b = 0.4.
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Obr. 5.35: Řešeńı počátečńı úlohy (5.14), (5.15) a jeho fázový portrét pro volbu parametr̊u
α = 1, β = 9.5, b = 0.4.
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Obr. 5.36: Řešeńı počátečńı úlohy (5.14), (5.15) a jeho fázový portrét pro volbu parametr̊u
α = 8.7, β = 1.3, b = 0.2.
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Obr. 5.37: Řešeńı počátečńı úlohy (5.14), (5.15) a jeho fázový portrét pro volbu parametr̊u
α = 6, β = 6, b = 0.04.

Na obr. 5.38 - 5.39 je znázorněna amplitudová charakteristika řešeńı počátečńı úlohy (5.14),

(5.15) źıskaná numerickým výpočtem (viz poznámka ńıže). Když se Ω bĺıž́ı k
2
√
αβ√

α+
√
β

absolutńı
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hodnota amplitudy výchylky z výrazně roste. Dı́ky tomu, že je systém tlumený, ale nedocháźı
k r̊ustu z nade všechny meze. Stejně jako pro netlumený systém i zde docháźı k patrnému nár̊ustu
amplitudy i pro jiné volby Ω, opět se jedná o násobky a zlomky p̊uvodńı volby Ω ze vztahu (5.13).
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Obr. 5.38: Amplitudová charakteristika řešeńı počátečńı úlohy (5.11), (5.12) pro volbu parametr̊u
α = 3, β = 1, b = 0.1.

Poznámka 5.3.2. Numerické hodnoty na obr. 5.38 - 5.39 byly źıskány za pomoci software
Mathematica. Nalezené hodnoty jsou extrémńı hodnoty amplitudy řešeńı počátečńı úlohy (5.14),(5.15)
v závislosti na parametru Ω pro časy z intervalu 〈100, 200〉. Maxima byla hledána pro časy
vzdálené od počátku, abychom zmı́rnili vliv počátečńıch podmı́nek na hodnoty amplitudy.
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Obr. 5.39: Amplitudová charakteristika řešeńı počátečńı úlohy (5.11), (5.12) pro volbu parametr̊u
α = 1, β = 9, b = 0.1.
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