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Abstrakt

Úvěrové splácenı́ z pohledu diferenčnı́ch rovnic

Cı́lem předložené práce je analýza vztahů mezi diferenčnı́mi rovnicemi a úvěrovým splácenı́m.
Konkrétně se nejdřı́ve zabýváme odvozenı́m rovnic pro splácenı́ úvěrů a umořovacı́m plánem.
Dále zkoumáme závislosti na jednotlivých parametrech a rozšiřujeme splácenı́ úvěru o po-
platky. Nakonec vytvářı́me kalkulačku pro výpočet výše splátek, ročnı́ procentnı́ sazby nákladů
a umořovacı́ho plánu.

Klı́čová slova: diferenčnı́ rovnice, úvěr, hypotéka, závislosti na parametrech, kalkulačka
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Abstract

Loan Repayment in Terms of Difference Equations

The goal of this thesis is to analyze relationships among difference equations and loan repa-
yment. Specifically, we first consider the derivation of equations for loan repayment and the
amortization plan. Next, we examine the dependencies on the various parameters and we ex-
tend loan repayment to include fees. Finally, we develop a calculator to compute amount of the
repayments, the annual percentage rate and the amortization plan.

Keywords: difference equations, loan, mortgage, dependencies on parameters, calculator
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2.1 Závislost celkové doby splácenı́ T na úroku i . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 11
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Přehled použitých značek

A APR with all fees RPSN
A(t1, t2) accumulation factor akumulačnı́ faktor
at amount of amortization at time t výše úmoru ve splátce v čase t
Ct payment amount at time t celková platba v čase t
Dt debt at time t dluh v čase t
Ft fictitious amount of debt at time t fiktivnı́ výše zbylého dluhu v čase t
I auxiliary variable I = 1 + i

p pomocná proměnná I = 1 + i
p

i nominal interest rate nominálnı́ úroková mı́ra
ie f effective interest rate efektivnı́ úroková mı́ra
imax maximal nominal interest rate maximálnı́ nominálnı́ úroková mı́ra
imin minimal nominal interest rate minimálnı́ nominálnı́ úroková mı́ra
N set of natural numbers množina přirozených čı́sel
P regular fee pravidelný konstantnı́ poplatek
Pt fee at time t jednorázový poplatek v čase t
PV present value současná hodnota
p payment frequency frekvence splácenı́
R repayment splátka
R set of real numbers množina reálných čı́sel
R+ set of positive real numbers množina kladných reálných čı́sel
T total time celkový čas
Tmin minimal total time minimálnı́ celkový čas
t time čas
U total amount of interest celková výše úroků
ut amount of interest at time t výše úroku ve splátce v čase t
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Předmluva

Rozhodovánı́, zda si vzı́t úvěr na bydlenı́, na zaplacenı́ nákladů při podnikánı́ nebo na dovole-
nou může stát v určitých životnı́ch situacı́ch před každým z nás. Proto je dobré mı́t povědomı́
o tom, jak funguje úročenı́, porozumět mı́rám uvedených na úvěrových smlouvách a mı́t cel-
kově dobrou finančnı́ gramotnost.

Ministerstvo financı́1 v roce 2020 provádělo statistické šetřenı́ finančnı́ gramotnosti, jehož
část se zaměřovala na úvěrové splácenı́. Jednou z otázek pro respondenty bylo zodpovědět, zda
znajı́ význam zkratky RPSN a pokud ano, tak jeho význam přibližně popsat. Na obrázku 0.1
vidı́me graf zobrazujı́cı́ procentuálnı́ rozdělenı́ odpovědı́ na otázku ”Věděl(a) byste, co v sou-
vislosti s úvěry znamená zkratka RPSN?“

41 % 57 % 2 %

Znalost RPSN

Ano
Ne
Bez odpovědi

Obrázek 0.1: Procentuálnı́ výsledek odpovědı́ na otázku: Věděl(a) byste, co v souvislosti s úvěry
znamená zkratka RPSN?

41 % respondentů, jež se domnı́valo, že zná skutečný význam RPSN, jej dále mělo definovat.
Na obrázku 0.2 vidı́me graf zobrazujı́cı́ odpovědi 41 % respondentů na dotaz ”Pokuste se ale-
spoň přibližně popsat, co RPSN znamená.“ Zeleně označené jsou správné odpovědi mezi něž
patřı́ ”ročnı́ procentnı́ sazba nákladů“, ”celkové náklady“ a ”kolik zaplatı́m navı́c“. Ze statistiky
vyplývá, že skutečný význam RPSN zná z celkového počtu respondentů 21,4 % osob. Správnou

1Měřenı́ finančnı́ gramotnosti 2020.Ministerstvo financı́ ČR - proč se finančně vzdělávat? [online]. Copyright
c© 2013, MF [cit. 13.05.2021]. Dostupné z: https://financnigramotnost.mfcr.cz/cs/pro-odborniky/mereni-urovne-

financni-gramotnosti/2020/mereni-financni-gramotnosti-2020-3302
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OBSAH 3

odpověd’ nejčastěji uváděli osoby s maturitou, s vysokoškolským vzdělánı́m, vı́cečetné rodiny
s dětmi a lidé s vyššı́mi přı́jmy. Naopak špatnou odpověd’ uváděli většinou lidé se základnı́m
či středoškolským vzdělánı́m bez maturity, důchodci a lidé s nı́zkými a střednı́mi přı́jmy.

jiné

Kolik zapltaím navíc

Procenta

Celkové náklady

Roční procentní sazba nákladů

Úrok

Význam RPSN

13,5 %

11,1 %

6,6 %

4,5 %

3,7 %

1,7 %

Správné odpovědi 21,4 %

Špatné odpovědi 19,6 %

Obrázek 0.2: Procentuálnı́ výsledek odpovědı́ na otázku významu RPSN položenou 41 % osob,
které se domnı́valy, že význam znajı́.

Finančnı́ negramotnost a s tı́m spojená nedostatečná připravenost na úvěrové náklady mo-
hou vést k exekuci či přı́padné insolvenci. Ze statistik Exekutorské komory ČR2 vyplývá, že
v roce 2019 činı́ počet osob s exekucı́ 783 053, což je 13,68 % obyvatelstva ČR. Přitom na jednu
osobu v exekuci připadá průměrně 5,72 exekučnı́ch řı́zenı́.

Smyslem této práce je proto nejdřı́ve teoreticky a dále na praktických přı́kladech vysvětlit
pomocı́ diferenčnı́ch rovnic fungovánı́ úvěrového splácenı́ a ukázat tvorbu umořovacı́ho plánu.
Dalšı́m cı́lem je graficky znázornit a interpretovat závislosti jednotlivých parametrů a vytvořit
praktický nástroj pro výpočet výše splátek, RPSN a celého umořovacı́ho plánu.

Jádrem výpočtů jsou diferenčnı́ rovnice, které popisujı́ vývoj určitého jevu v diskrétnı́m
čase. Často se s nimi setkávajı́ právě ekonomové napřı́klad při analýze časových řad nebo při
vytvářenı́ modelů sektorové ekonomiky v makroekonomii. V práci se zaměřı́me na splácenı́
úvěrů, což spadá do oblasti mikroekonomie.

Mnohé výpočty uvedené v práci majı́ alternativnı́ způsoby řešenı́, které jsou často i jed-
noduššı́. Obecný pohled pomocı́ diferenčnı́ch rovnic umožňuje využı́t nestandardnı́ postupy
při řešenı́ a ukázat jiný úhel pohledu na úvěrové splácenı́.

2Otevřená data o exekucı́ch. Otevřená data o exekucı́ch [online]. Copyright c© 2009 [cit. 13.05.2021]. Dostupné z:
https://statistiky.ekcr.info/statistiky



Úvod do úvěrového
splácenı́ 1

V této kapitole si nejprve představı́me parametry a jejich podmı́nky souvisejı́cı́ se splácenı́m
úvěrů. Dále se podı́váme na průběh splácenı́ a odvodı́me výchozı́ rovnici úvěrového splácenı́.
U úvěrové rovnice vyjádřı́me zbylou výši dluhu dvěma možnými způsoby. Nejdřı́ve si ob-
jasnı́me odvozenı́ za pomoci rekurentnı́ posloupnosti a poté odvodı́me zbylou výši dluhu po-
mocı́ řešenı́ diferenčnı́ch rovnic. Nakonec se budeme věnovat splácenı́ z pohledu banky a ukáže-
me si tvorbu umořovacı́ho plánu.

Mezi parametry pro popis splácenı́ řadı́me celkovou dobu T ∈N, kde T uvažujeme převážně
v měsı́cı́ch a méně často i v dalšı́ch časových jednotkách, jako jsou roky, pololetı́, čtvrtletı́ či
týdny. V čase t ∈N s podmı́nkami 0 ≤ t ≤ T se zabýváme zbylou výšı́ dluhu Dt ≥ 0. Speciálně
pro počátečnı́ dluh v čase t = 0 platı́, že D0 > 0. Dalšı́m parametrem popisujı́cı́ průběh splácenı́
je výše úroku i ≥ 0 p.a. (zkratka per annum z latiny označuje úrok za jeden rok [1]) s frekvencı́
splácenı́ p ∈ N v jednom roce a výšı́ splátek R ∈ R+. V práci budeme při umořovánı́ dluhu
předpokládat stejnou frekvenci splácenı́ úroků a úmorů.

1.1 Výchozı́ rovnice úvěrového splácenı́

Při splácenı́ v čase t nejdřı́ve naběhne k celkové částce področnı́ úrok ve výši i
p a celkový dluh

poté činı́ i
p Dt−1. Dále dojde k platbě splátky R. Tento jev vytvářı́ pilovitý tvar funkce, kterou

můžeme vidět na obrázku 1.1. Dluh s naběhlými úroky je označen modrou barvou a oranžová
barva značı́ zbylý dluh Dt po již zaplacené splátce R.

Výše popsané splácenı́ lze zapsat ve tvaru rekurentnı́ posloupnosti

Dt = Dt−1 +
i
p

Dt−1 − R. (1.1)

Pro přehlednost a zkrácenı́ zápisu budeme dále použı́vat pomocnou konstantu I =
(

1 + i
p

)
.

Za výchozı́ úvěrovou rovnici budeme v následujı́cı́m textu považovat nehomogennı́ lineárnı́
diferenčnı́ rovnici prvnı́ho řádu s konstantnı́mi koeficienty ve tvaru

Dt = IDt−1 − R. (1.2)

4
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0.5 1.0 1.5 2.0 2.5 3.0
t

148000

148500

149000

149500

150000

150500
Dt

Obrázek 1.1: Pilovitý tvar funkce úvěrového splácenı́ s parametry D0 = 150 000 Kč, R = 1 000
Kč, i = 0,03 p.a., p = 12 a t ∈ 〈0, 3〉. Modrou barvou je označen zbylý dluh po úročenı́ a oranžová
označuje D0 a zbylý dluh Dt po zaplacenı́ splátky R.

Následně je našı́m cı́lem zı́skat vyjádřenı́ zbylé výše dluhu Dt v závislosti na počátečnı́m
dluhu D0. Odvozenı́ je možné provést minimálně dvěma různými způsoby. Nejdřı́ve odvodı́me
zbylou výši dluhu za pomoci rekurentnı́ho vztahu a poté druhým způsobem podle řešenı́ ne-
homogennı́ch diferenčnı́ch rovnic.

1.2 Odvozenı́ zbylé výše dluhu pomocı́ rekurentnı́ posloupnosti

Pro prvnı́ způsob odvozenı́ zbylého dluhu v čase t použijeme výchozı́ úvěrovou rovnici (1.2),
pro jejı́ž zbylý dluh D1 platı́

D1 = ID0 − R,

dále pro D2

D2 = I2D0 − IR− R

a obecně vyjádřeno pro Dt

Dt = ItD0 − R
t−1

∑
n=0

In.

Po vyjádřenı́ součtu geometrické řady ∑n−1
k=0 qk = 1−qn

1−q pro q 6= 1 zı́skáme rovnici

Dt = ItD0 − R
1− It

1− I
.

Při rozepsanı́ I =
(

1 + i
p

)
dostáváme odvozenou rovnici pro výši zbylého dluhu ve tvaru
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Dt =

(
1 +

i
p

)t
D0 + R

1−
(

1 + i
p

)t

i
p

. (1.3)

Při vyjádřenı́ součtu geometrické řady jsme neuvažovali q = 1. Tento přı́pad nastane, pokud
I = 1, tedy úrok i = 0 p.a. Pro i = 0 zbylý dluh jednoduše vyjádřı́me jako Dt = D0 − Rt.

1.3 Odvozenı́ zbylé výše dluhu pomocı́ řešenı́ diferenčnı́ch rovnic

Druhým možným pohledem na odvozenı́ zbylého dluhu je využı́t řešenı́ diferenčnı́ch rovnic
[4]. Počátečnı́ úloha opět vycházı́ z výchozı́ úvěrové rovnice (1.2) s počátečnı́ podmı́nkou ve
tvaru {

Dt+1 = IDt − R,
D0 = D,

(1.4)

kde D ∈ R+ značı́ výši počátečnı́ho dluhu. Pro odvozenı́ použijeme metodu odhadu. Nejprve
nalezneme řešenı́ homogennı́ rovnice, pro kterou platı́, že výše splátek R = 0. Řešenı́ hledáme
ve tvaru

Dt+1 = IK

pro nějakou konstantu K ∈ R. Pro D1 platı́

D1 = IK,

pro D2

D2 = I2K

a obecně vyjádřené homogennı́ řešenı́ pro Dt

Dt = ItK.

Dále pro nehomogennı́ rovnici hledáme partikulárnı́ řešenı́ s předpokladem Dt+1 = Dt. Neho-
mogennı́ rovnice přejde do tvaru

Dt = IDt − R.

Po úpravách nalézáme partikulárnı́ řešenı́

Dt =
−R

1− I
.

Spojenı́m homogennı́ho a partikulárnı́ho řešenı́ zı́skáme rovnici ve tvaru

Dt = ItK− R
1− I

. (1.5)

Po dosazenı́ počátečnı́ podmı́nky D0 = D v t = 0 dostáváme tvar

D0 = D = K− R
1− I

,
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a tedy

K = D0 +
R

1− I
. (1.6)

Odvozený vzorec pro výpočet zbylé výše dluhu je následujı́cı́ vztah, zı́skaný dosazenı́m (1.6)
do (1.5)

Dt = It
(

D0 +
R

1− I

)
− R

1− I
(1.7)

a vyjádřenı́m I =
(

1 + i
p

)
dostáváme rovnici ve tvaru

Dt =

(
1 +

i
p

)t
(

D0 −
R
i
p

)
+

R
i
p

. (1.8)

Přı́klad 1.1. Předpokládejme, že klient si chce od banky půjčit D0 = 150 000 Kč a rád by svůj
dluh splatil za jeden rok, tedy D12 = 0 Kč. Banka nabı́zı́ na T = 12 měsı́ců úrokovou sazbu
i = 0, 059 p.a. s měsı́čnı́m úročenı́m p = 12krát ročně. Jaká bude výše splátek R?

Pro výpočet výše splátek využijeme odvozeného vztahu za pomoci rekurentnı́ posloupnosti
(1.3). Tuto rovnici úpravami dostaneme do tvaru

R =

i
p

1−
(

1 + i
p

)T

(
DT −

(
1 +

i
p

)T
D0

)
. (1.9)

Dosazenı́m hodnot zjistı́me, že výše splátek činı́ 12 903 Kč měsı́čně.

Přı́klad 1.2. Pokud je klient z předchozı́ho přı́kladu schopen zaplatit v jednom měsı́ci maximálně
R = 10 000 Kč a na konci roku doplatit zbytek dluhu, jak velká bude poslednı́ 12. splátka, aby
byl dluh splacen D12 = 0 ?

Nejdřı́ve zjistı́me velikost dluhu v čase t = 11. Pro výpočet použijeme odvozenou rovnici
zbylého dluhu (1.8) a zjistı́me, že dluh po 11. splátce činı́ 45 570,45 Kč. K této částce musı́me
ještě přičı́st úrok D11

i
p . Poslednı́ splátka R bude celkově činit 45 794,51 Kč.

1.4 Umořovacı́ plán

V předchozı́ch přı́kladech 1.1 a 1.2 jsme si ukázali aplikaci výpočtů z pohledu dlužnı́ka. Nynı́ se
budeme věnovat splácenı́ dluhu z pohledu banky, ukážeme tvorbu umořovacı́ho plánu a podı́-
váme se na závislost výše splátek na úroku R(i).

Průběh splácenı́ banka zachycuje v podobě umořovacı́ho plánu [1]. Umořovacı́ plán obsa-
huje pro jednotlivá obdobı́

• výši splátky,

• výši úmoru ze splátky,

• výši úroku ze splátky a

• stav dluhu po odečtenı́ úmoru.
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Z obsahu umořovacı́ho plánu zjistı́me, že splátka R se skládá z části z úmoru at a z části z úroku
ut. Rovnici (1.1) převedeme do tvaru

R =
i
p

Dt−1 + Dt−1 − Dt,

kde prvnı́ člen odpovı́dá výši úroku

ut =
i
p

Dt−1, (1.10)

kterou můžeme chápat jako odměnu pro banku za poskytnutı́ služeb. Zbylé členy zachycujı́
výši úmoru

at = Dt−1 − Dt. (1.11)

Při umořenı́ neboli splacenı́ dluhu dojde ke snı́ženı́ dlužné částky, proto výše úmoru at v čase t
je rozdı́lem předchozı́ a současné výše dluhu. Splátku R můžeme přepsat do tvaru

R = ut + at.

Pokud bychom chtěli znát výši úroku či úmoru v konkrétnı́m čase t, tak z vyjádřených rov-
nic (1.10) a (1.11) je nutné znát výši dluhu D0, D1, ...Dt−1, Dt. Pokud bychom se chtěli obejı́t
bez výpočtu zbylého dluhu v časových okamžicı́ch 〈0; t〉, tak úmor at můžeme vyjádřit v závis-
losti jen na počátečnı́m dluhu D0. Hodnoty Dt−1 a Dt vyjádřı́me dle (1.7) a dosadı́me do rovnice
(1.11)

at = It−1
(

D0 +
R

1− I

)
− R

1− I
− It

(
D0 +

R
1− I

)
+

R
1− I

.

Upravı́me do tvaru

at =
(

It−1 − It
)(

D0 +
R

1− I

)
(1.12)

a vyjádřı́me I =
(

1 + i
p

)
at =

((
1 +

i
p

)t−1
−
(

1 +
i
p

)t
)(

D0 −
Rp
i

)
.

Výši úroku ut v čase t lze vypočı́tat i bez známosti celého umořovacı́ho plánu jako rozdı́l
celkové splátky a úmoru, tedy ut = R− at. Dalšı́ možnostı́ je vyjádřit Dt−1 dle (1.8) a dosadit
do (1.10)

ut =
i
p

(
1 +

i
p

)t−1
(

D0 −
R
i
p

)
+ R.

Dále můžeme spočı́tat celkovou výši úroků U jako U = ∑T
t=1 ut, která vyjadřuje přesnou

výši zaplacených úroků bance za obdobı́ t ∈ 〈1, T〉. Pokud se chceme vyhnout celé tvorbě
umořovacı́ho plánu a s tı́m spojeným výpočtem jednotlivých výšı́ ut, tak celkovou výši úroků
U můžeme vyjádřit jako rozdı́l všech splátek a celkového úmoru, který se rovná počátečnı́mu
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t R at ut Dt
0 400 000
1 74 977 34 977 40 000 365 023
2 74 977 38 475 36 502 326 547
3 74 977 42 323 32 655 284 224
4 74 977 46 555 28 422 237 669
5 74 977 51 211 23 767 186 458
6 74 977 56 332 18 646 130 126
7 74 977 61 965 13 013 68 161
8 74 977 68 161 6 816 0

celkem 400 000

Tabulka 1.1: Umořovacı́ plán z přı́kladu 1.3. s výšı́ půjčky D0 = 400 000 Kč, placenou v T = 8
letech s frekvencı́ p = 1krát ročně a úrokem i = 0,1 p.a. a splátkou R = 74 977 Kč.

dluhu U = RT − D0. Protože výpočet nezahrnuje časovou hodnotu plateb úroků, tak nesloužı́
k porovnánı́ jednotlivých úvěrů, ale jen k zjištěnı́ celkové výše úroků. Časové hodnotě plateb se
budeme věnovat až v 3. kapitole.

Přı́klad 1.3. Sestavı́me umořovacı́ plán pro stejně velké splátky a zobrazı́me závislost úmorů
a úroků na čase pro půjčku ve výši D0 = 400 000 Kč, placenou v T = 8 letech s frekvencı́
p = 1krát ročně a úrokem i = 0,1 p.a.

Vypočtený umořovacı́ plán pomocı́ výše uvedených rovnic je možné vidět v tabulce 1.1.
Součet úmorů se rovná počátečnı́mu dluhu a dluh je tedy za 8 let splacen. Dále si můžeme
všimnout, že při stejně velké splátce se postupem času snižujı́ úroky, kdežto úmory rostou. Po-
stupné snižovánı́ úroků je způsobeno snižovánı́m zbylého dluhu, nebot’ úrok ut je procentuálnı́
část ze zbylého dluhu v minulém obdobı́ Dt−1. Na obrázku 1.2 je zobrazen poměr úroků a úmorů
pro splátky z přı́kladu 1.3.

Přı́klad 1.4. Banka musı́ navrhnout takový plán, aby došlo ke splacenı́ dluhu v konečném čase.
Ke splacenı́ dojde v přı́padě, kdy výše splátky převyšuje úrok. Na obrázku 1.3 je možné vidět
tři přı́pady, kde R > D0

i
p (modrá) , R = D0

i
p (oranžová) a nakonec R < D0

i
p (zelená).

Prvnı́ přı́pad je odvozen z přı́kladu 1.3., kdy pro půjčku ve výši 400 000 Kč, placenou ročně
v 8 letech s úrokem 0,1 p.a. je splátka ve výši 74 977 Kč a je označena modrou barvou. Splátka
převyšuje výši úroku a docházı́ ke splácenı́ dluhu.

Druhým přı́padem je, pokud je výše splátky 40 000 Kč a tedy se rovná výši úroku. V tomto
přı́padě zůstává dluh stále stejný, úmor je nulový a nikdy nedojde ke splacenı́ dluhu.

Třetı́m přı́padem je výše splátky 15 000 Kč. Protože výše splátky nepokrývá výši úroku, tak
dlužná částka každý rok roste.
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Obrázek 1.2: Poměr úroků ut (modrá) a úmorů at (oranžová) v celkové splátce s parametry
z přı́kladu 1.3., kde uvažujeme půjčku ve výši D0 = 400 000 Kč, placenou v T = 8 letech
s frekvencı́ p = 1krát ročně, úrokem i = 0,1 p.a. a splátkou R = 74 977 Kč.
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t
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Dt(R)

74 977 Kč

40 000 Kč
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Obrázek 1.3: Splácenı́ z přı́kladu 1.3. pro půjčku ve výši D0 = 400 000 Kč, placenou v T = 8
letech s frekvencı́ p = 1krát ročně a úrokem i = 0,1 p.a. s ročnı́ výšı́ splátek 74 977 Kč (modrá),
40 000 Kč (oranžová), 15 000 Kč (zelená).



Závislosti na parametrech 2
V předchozı́ kapitole jsme otevřeli téma závislostı́ parametrů. Konkrétně jsme zkoumali závis-
lost zbylého dluhu na čase pro různé hodnoty splátek Dt(R). V této kapitole navážeme a rozvi-
neme dalšı́ závislosti parametrů, jako je počátečnı́ dluh D0, zbylý dluh Dt, doba splácenı́ T, úrok
i, výše úroku ut, úmoru at a celková výše úroků U. Nejprve odvodı́me závislost doby splácenı́ T
na velikosti úroku i, dále se podı́váme na velikost splátek R v závislosti na úroku i a na celkové
době splácenı́ T. Nakonec se zaměřı́me na výši celkových úroků U v závislosti na čase t a na
celkové době splácenı́ T.

2.1 Závislost celkové doby splácenı́ T na úroku i

Z počátku určı́me minimálnı́ a maximálnı́ možnou dobu splácenı́ dluhu T podle možné veli-
kosti úroku a dále určı́me tvar funkce závislosti celkové doby splácenı́ na úroku T(i).

2.1.1 Interval existence celkové doby splácenı́ T

Pro stanovenı́ intervalu existence splácenı́ dluhu zjistı́me nejdřı́ve výši úroku i ∈ 〈imin; imax).
Minimálnı́ výše úroku je imin = 0 a maximálnı́ výši úroku imax určı́me z výše uvedeného
přı́kladu 1.4. Smysluplná hodnota výše splátek a úroku je taková, u které dojde ke splacenı́
dluhu v konečném čase T. Ke splacenı́ docházı́, pokud splátka převyšuje výši úroku R > D0

i
p .

Maximálnı́ výše úroku je následně určena jako

imax =
Rp
D0

. (2.1)

Úrok tedy dává smysl zkoumat na intervalu i ∈
〈

0; Rp
D0

)
p.a.

Pro výpočet intervalu existence T podle úroku upravı́me rovnici (1.8) nahrazenı́m času t za
celkovou dobu splácenı́ T a stejně tak Dt za DT . Protože zbylý dluh po splacenı́ je DT = 0, tak
rovnice (1.8) se zmı́něnými úpravami přejde do tvaru

0 =

(
1 +

i
p

)T
(

D0 −
R
i
p

)
+

R
i
p

.

Pomocı́ úprav vyjádřı́me T jako funkci celkové doby splácenı́ na úroku T(i) a dostaneme

11
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T(i) =
ln
(

Rp
Rp−D0i

)
ln
(

1 + i
p

) . (2.2)

Minimálnı́ hodnota Tmin nastává při nulovém úroku i = 0 p.a., kde splátky obsahujı́ jen úmor,
a proto pro minimálnı́ celkovou dobu splácenı́ platı́ následujı́cı́ vztah Tmin = D0

R . Pokud chceme
zjistit maximálnı́ celkovou dobu splácenı́, tak nejdřı́ve pomocı́ pravidla ln a

b = ln a− ln b upra-
vı́me výraz (2.2) do tvaru

T(i) =
ln(Rp)− ln(Rp− D0i)

ln
(

1 + i
p

) ,

dále pro limi−>imax T(i) vyjádřı́me jako

lim
i−>imax

T(i) =
ln(Rp)− limi→imax (Rp− D0i)

ln
(

1 + R
D0

) ,

kde hodnota limi→imax (Rp− D0i) = −∞ a maximálnı́ hodnota celkové doby splácenı́ je rovna

limi−>imax T(i) = ∞. Celý interval existence doby splácenı́ je následně T(i) ∈
〈

D0
R , ∞

)
.

2.1.2 Graf závislosti celkové doby splácenı́ na výšı́ úroku T(i)

Dále se zaměřı́me na tvar funkce závislosti celkové doby splácenı́ T na úroku i. Tvar funkce je
odvozen ze vztahu (2.2), který dává pro umořovacı́ plány s poslednı́ neúplnou splátkou R ne-
celočı́selné hodnoty T. Protože celková doba splácenı́ T ∈ N, tak výraz (2.2) upravı́me pomocı́
hornı́ celé části. Rovnici (2.2) upravı́me pomocı́ pravidla loga (b) =

ln(b)
ln(a) . Dostáváme

T(i) =

⌈
log1+i

(
R
i

R
i − D0

)⌉
, (2.3)

kde d x e := min {z ∈ Z, z ≥ x} je hornı́ celá část čı́sla x.

Přı́klad 2.1. Pro výši počátečnı́ho dluhu D0 = 500 000 Kč, výši splátky R = 20 000 Kč s frekvencı́
splácenı́ p = 4krát v jednom roce určı́me výši zbylého dluhu Dt v závislosti na čase t pro různé
hodnoty úroků i. Výše úroků na obrázku 2.1 nabývajı́ hodnot i = 0,09 p.a. (zelená), i = 0,05
p.a. (modrá) a i = 0,01 p.a. (oranžová). Hodnoty zbylého dluhu Dt jsou vypočteny z rovnice
(1.8). Na obrázku 2.1 lze vidět, že hodnoty DT vybočujı́ z předpokládaného tvaru funkce. Tato
změna je způsobena tı́m, že poslednı́ splátka je neúplná a má nižšı́ hodnotu. Pro úroky, které
se lišı́ o 0,04 p.a. je celkový čas splácenı́ T = 38 , T = 31 a T = 26 čtvrtletı́. Nerovnoměrně
rozdělený celkový čas splácenı́ pro rovnoměrně rozdělené výše úroků je způsoben tı́m, že pro
vyššı́ úrok docházı́ k nižšı́mu splácenı́ úmorů a tedy umořovánı́ dluhu trvá delšı́ dobu. Čı́m
vyššı́ je úrok, tı́m je rozdı́l hodnot znatelnějšı́, proto si na následujı́cı́m přı́kladu ukážeme, jak
vypadá celkový čas splácenı́ v závislosti na výši úroku T(i).

Přı́klad 2.2. Pro výši počátečnı́ho dluhu D0 = 500 000 Kč, výši splátky R = 20 000 Kč s frek-
vencı́ splácenı́ p = 12krát v jednom roce je na obrázku 2.2 vidět výše celkové doby splácenı́ T
v závislosti na výši úroku i. Určı́me interval existence úroku podle (2.1). Interval pro tento
konkrétnı́ přı́klad je i ∈ 〈0; 0,48). Maximálnı́ hodnota imax = 0,48 p.a. tvořı́ asymptotu, ke
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které se funkce T(i) přibližuje. Asymptota je na obrázku vyznačena černou čerchovanou čarou.
Funkce T(i) existuje podle (2.2) na intervalu T(i) ∈ 〈25, ∞) . Výše celkové doby splácenı́ je
vypočtena dle (2.3) a jejı́ hodnoty jsou zobrazeny na obrázku 2.2. Výše celkové doby splácenı́ T
je uvedena v měsı́cı́ch stejně jako frekvence splácenı́ p.

5 10 15 20 25 30 35
t

100000

200000

300000

400000

500000

Dt

i = 0,09 p.a.

i = 0,05 p.a.

i = 0,01 p.a.

Obrázek 2.1: Závislost celkové doby splácenı́ T na úroku i s počátečnı́m dluhem D0 =500 000
Kč, výšı́ splátky R =20 000 Kč s čtvrtletnı́m splácenı́m p = 4 a výšı́ úroků i = 0,09 p.a. (zelená),
úroků i = 0,05 p.a. (modrá) a i = 0,01 p.a. (oranžová).
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Obrázek 2.2: Závislost celkové doby splácenı́ T na úroku i ∈ (0; 0,48) s počátečnı́m dluhem
D0 = 500 000 Kč, výšı́ splátky R = 20 000 Kč s měsı́čnı́m splácenı́m p = 12krát ročně.
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2.2 Velikost splátek R v závislosti na úroku i a na době splácenı́ T

V předchozı́ podkapitole jsme ukázali závislosti celkového času T na úroku i a nynı́ se budeme
zajı́mat o závislost velikosti splátek R. Nejdřı́ve si ukážeme závislost R na úroku i a poté se
zaměřı́me na závislost velikosti splátek R na celkové době splácenı́ T.

2.2.1 Závislost splátek R a úroku i pro různá T

Pro vyjádřenı́ závislosti R(i, T) nejdřı́ve upravı́me rovnici (1.3) do tvaru

R(i, T) =

(
Dt −

(
1 +

i
p

)t
D0

) i
p

1−
(

1 + i
p

)t ,

kde za t dosadı́me celkový čas splácenı́ T a uvažujeme DT = 0. Rovnice přejde do tvaru

R(i, T) =
i
p

D0

(
1 + i

p

)T

(
1 + i

p

)T
− 1

. (2.4)

Pro i = 0 p.a. spočteme R = D0
T .
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Obrázek 2.3: Závislost velikosti splátky R na úroku i ∈ (0; 0,1) s frekvencı́ p = 12krát ročně
a počátečnı́m dluhem D0 = 500 000 Kč pro různou délku splácenı́ T, kde T = 15 let (modrá),
T = 20 let (oranžová) a T = 25 let (zelená).

Přı́klad 2.3. Na obrázku 2.3 je možné vidět závislost (2.4) pro různé hodnoty celkové doby
splácenı́ T, kde T = 15 let (modrá), T = 20 let (oranžová) a T = 25 let (zelená). Dalšı́m parame-
trem je počátečnı́ dluh D0 = 500 000 Kč, konečný dluh DT = 0 Kč, úrok i ∈ (0; 0,1) a frekvence
splácenı́ p = 12krát za rok. Intuitivně je jasné, že čı́m vyššı́ je úrok, tı́m vyššı́ musı́ být i splátka,
aby došlo ke splacenı́ dluhu za čas T a přirozeně platı́, že čı́m vyššı́ je doba splácenı́ T, tı́m
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nižšı́ je výše splátky. Z obrázku 2.3 můžeme pro i ∈ (0; 0,1) nabýt dojmu, že funkce R(i, T) má
lineárnı́ tvar. Pokud ale uvážı́me i úroky považované za lichvu s frekvencı́ splácenı́ p = 4krát
ročně, tak se můžeme přesvědčit, že funkce je lineárně lomená. Tvar lineárně lomené funkce
pro i ∈ (0, 1) můžeme vidět na obrázku 2.4, kde hodnoty funkce jsou spočteny dle (2.4).

0.2 0.4 0.6 0.8 1.0
i
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40000

60000

80000

100000

120000

R(i,T)

T = 15 let

T = 20 let

T = 25 let

Obrázek 2.4: Závislost velikosti splátky R na i p.a., kde i ∈ (0, 1) s frekvencı́ p = 4krát ročně
a počátečnı́m dluhem D0 = 500 000 Kč pro různou délku splácenı́ T, kde T = 15 let (modrá),
T = 20 let (oranžová) a T = 25 let (zelená).

2.2.2 Závislost splátek R na celkové době splácenı́ T

Ještě se vrátı́me k obrázku 2.3 a pozastavı́me se nad vzdálenostı́ jednotlivých hodnot funkce
R(i, t) pro různá T. Protože pro T vzdálené vždy o 5 let neplatı́, že by výše splátek R(i, T)
pro stejné výše úroků i byla rovnoměrně vzdálená, tak ukážeme vztah mezi R a T. Pro celkovou
dobu splácenı́ T ∈ N zjistı́me minimálnı́ hodnotu R(i, T) dosazenı́m T = 1 do (2.4). Zı́skáme
výsledek R(i, 1) = D0

(
1 + i

p

)
. Pro maximálnı́ dobu splácenı́ T → ∞ upravı́me výraz (2.4)

a vyjádřı́me jako

lim
T→∞

R(i, T) = lim
T→∞

i
p

D0

(
1 + i

p

)T

(
1 + i

p

)T
− 1

=
i
p

D0 lim
T→∞

1
1− 1(

1+ i
p

)T

=
i
p

D0.

Maximálnı́ hodnota odpovı́dá R(i, Tmax) = i
p D0 a vypočtený interval existence výše splátek

R(i, T) je následně R(i, T) ∈
(

i
p D0,

(
1 + i

p

)
D0

〉
. Tvar funkce R(i,T) lze určit z již odvozené

rovnice (2.4) pro fixnı́ úrok i.

Přı́klad 2.4. Na obrázku 2.5 se můžeme podı́vat na závislost výše splátek R na celkové době
splácenı́ T ∈ 〈1; 20〉 s frekvencı́ splácenı́ p = 12krát ročně a úrokem i = 0,03 p.a. Výpočet
hodnot odpovı́dá (2.4). Z obrázku přirozeně vyplývá, že čı́m delšı́ je doba splácenı́, tı́m menšı́
je potřebná výše splátek R ke splacenı́ úvěru a rozdı́l mezi jednotlivými výškami splátek se
postupně zmenšuje.
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Obrázek 2.5: Závislost velikosti splátky R na celkové době splácenı́ T pro úrok i = 0,03 p.a.

2.3 Závislost celkových úroků U na čase t a celkové době T

V prvnı́ kapitole jsme ukázali na umořovacı́m plánu, že výše úroků ut při konstantnı́ výši
splácenı́ postupem času klesá a spočı́tali jsme celkovou výši úroků U. Nynı́ se budeme věnovat
závislosti celkové výše úroků U na čase splácenı́ t a dále na celkové době splácenı́ T.

Celkový úrok nezávislý na časové hodnotě jsme již definovali jako U = ∑T
t=1 ut a pro zadané

parametry D0, i, p a T jsme ho mohli vyjádřit také následně U = RT − D0. Pokud se zajı́máme
o celkový úrok U = ∑t

s=1 us po kratšı́ dobu než T, tak celkový úrok v době t ∈ 〈1, T) stanovı́me
nejlépe pomocı́ vytvořenı́ celého umořovacı́ho plánu. V následujı́cı́m přı́kladu ukážeme graf
závislosti U(t) a porovnáme výši zaplacených úroků pro různou celkovou dobu splácenı́ T.

Přı́klad 2.5. Předpokládejme, že máme k dispozici dvě možné hypotéky, u kterých nás zajı́má
výše úroků. Obě hypotéky majı́ počátečnı́ dluh D0 = 500 000 Kč s frekvencı́ splácenı́ p = 12krát
ročně. Prvnı́ hypotéka s celkovou dobou splácenı́ T = 360 měsı́ců, s úrokem i = 0,015 p.a.
a vypočtenou splátkou R = 1725, 6 Kč měsı́čně dle (1.9) je na obrázcı́ch 2.6 a 2.7 vyznačena
modrou barvou. Druhá hypotéka je na T = 240 měsı́ců s úrokem i = 0,025 p.a. se splátkou
R = 2649, 5 Kč měsı́čně je označena oranžovou barvou.

Na obrázku 2.6 je vidět postupný růst výše úroků U v závislosti na čase t. Celkový úrok
se zvyšuje pomaleji, kvůli snižovánı́ úroků ut a zbylého dluhu Dt. Pro zjištěnı́ výše celkového
úroku stačı́ dosadit do vzorce U = RT − D0. Dosazenı́m zjistı́me, že zaplatı́me o 14 667 Kč
méně, pokud si vezmeme prvnı́ hypotéku na 360 měsı́ců.

Na obrázku (2.7) lze vidět závislost celkové výše úroků na celkovém čase U(T) pro různé
hodnoty T a k nim dopočtené výše splátek podle (1.9). Zbylé parametry jsou totožné s para-
metry z přı́kladu 2.5. Z obrázku vyplývá, že pro delšı́ dobu splácenı́ T a zmenšovánı́ splátek
R stoupá celková výše úroku. V přı́kladu jsme nebrali v potaz časovou hodnotu výše úroků,
kterou si představı́me v následujı́cı́ kapitole.



KAPITOLA 2. ZÁVISLOSTI NA PARAMETRECH 17

5 10 15 20 25 30
t

20000

40000

60000

80000

100000

120000

140000

U(t)

Obrázek 2.6: Závislost celkového úroku U na době splácenı́ t v letech pro i = 0,015 p.a.,T =360
měsı́ců (modrá) a i = 0,025 p.a.,T =240 měsı́ců (oranžová) s počátečnı́m dluhem D0 = 500 000
Kč, frekvencı́ splácenı́ p = 12krát ročně.
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Obrázek 2.7: Závislost celkového úroku UT na době splácenı́ T v letech pro úrok i = 0,015 p.a.
(modrá) a i = 0,025 p.a. (oranžová) s počátečnı́m dluhem D0 = 500 000 Kč, frekvencı́ splácenı́
p = 12krát ročně.



Souvislost časové hodnoty
a poplatků se splácenı́m 3

V prvnı́ kapitole jsme se věnovali odvozovánı́ rovnic souvisejı́cı́ch se splácenı́m úvěrů. Ve druhé
kapitole jsme ukázali závislosti na některých parametrech. Dále rozšı́řı́me splácenı́ přidánı́m
poplatků a vysvětlı́me jejich souvislost s RPSN a diferenčnı́mi rovnicemi. Abychom mohli de-
finovat RPSN, tak nejdřı́ve budeme věnovat pozornost nominálnı́ i efektivnı́ úrokové mı́ře
a časové hodnotě plateb. Z pohledu diferenčnı́ch rovnic odvodı́me závislost zbylého dluhu na
RPSN pro splácenı́ s různými kombinacemi poplatků. Nakonec vytvořı́me praktický nástroj pro
výpočet splátek, RPSN a celého umořovacı́ho plánu.

3.1 Úrokové mı́ry

Nejdřı́ve definujeme akumulačnı́ faktor, pomocı́ něhož vysvětlı́me efektivnı́ a nominálnı́ úroko-
vou mı́ru. Dále ukážeme vztah mezi efektivnı́ a nominálnı́ úrokovou mı́rou a osvětlı́me jejich
souvislost s hypotečnı́m splácenı́m.

DEFINICE 3.1. [3] Akumulačnı́ faktor A(t1, t2), kde 0 ≤ t1 ≤ t2, je podı́l hodnot investice
v čase t2 a t1, speciálně A(t, t) = 1 pro všechna t ≥ 0. Předpokládá se, že akumulačnı́ faktor
nezávisı́ na velikosti investice, že A(t1, t2) > 0 a dále že je splněn princip konzistence

A(t1, t2) = A(t1, t)A(t, t2) ∀t1 < t < t2,

tj. že navazovánı́ investičnı́ch přı́ležitostı́ v čase odpovı́dá investovánı́ na celé obdobı́.

Akumulačnı́ faktor použijeme k definici efektivnı́ úrokové mı́ry ie f .

DEFINICE 3.2. [3] Efektivnı́ úroková mı́ra pro obdobı́ délky h začı́najı́cı́ v čase t je přı́růstek
hodnoty jednotkové investice z času t k času t + h, tj.

ie f = A(t, t + h)− 1,

kde A označuje akumulačnı́ faktor.

Dále přejdeme k definici nominálnı́ úrokové mı́ry, kterou jsme doposud uváděli mezi nezbytnými
parametry při výpočtu hypotečnı́ho splácenı́.

18
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p frekvence splácenı́ zkratka význam
1 ročně p.a. per annum
2 pololetně p.s. per semestre
4 čtvrtletně p.q. per quartale

12 měsı́čně p.m. per mensem
52 týdně p.sept. per septimanam

365 denně p.d. per diem

Tabulka 3.1: Obdobı́, ve kterých se udává nominálnı́ úroková mı́ra i.

DEFINICE 3.3. [7] Nominálnı́ úroková mı́ra za jednotku času pro investici délky h začı́najı́cı́
v čase t je taková hodnota ih(t), že efektivnı́ úroková mı́ra pro toto obdobı́ délky h je hih(t).
Pokud platı́ h = 1

p pro p ∈N a nominálnı́ úroková mı́ra je konstantnı́, tak se hovořı́ o nominálnı́
úrokové mı́ře splatné p krát za obdobı́.

Vyplývajı́cı́ vztah ie f = i
p z definice 3.3 odpovı́dá efektivnı́ úrokové mı́ře za obdobı́ délky 1

p .
Protože se v praxi setkáváme s ročnı́ efektivnı́ úrokovou mı́rou s úročenı́m p krát ročně, tak
ukážeme jaký je vztah nominálnı́ a efektivnı́ úrokové mı́ry pro obdobı́ jednoho roku.

DEFINICE 3.4. [1] Efektivnı́ úroková mı́ra ie f odpovı́dajı́cı́ nominálnı́ úrokové mı́ře i při
úročenı́ p krát ročně je ročnı́ úroková mı́ra, která dává za dobu jednoho roku stejnou splatnou
částku jako nominálnı́ úroková mı́ra, tj.

1 + ie f =

(
1 +

i
p

)p
. (3.1)

Banky uvádějı́ při hypotečnı́m splácenı́ většinou nominálnı́ úrokovou mı́ru vztaženou k jed-
nomu roku. Nominálnı́ úroková mı́ra ale může být udávaná i pro jiná obdobı́, která jsou uve-
dená v tabulce 3.1. Pro ročnı́ nominálnı́ úrokovou mı́ru se splácenı́m s frekvencı́ p = 1krát ročně
se nominálnı́ úroková mı́ra rovná efektivnı́ úrokové mı́ře. Na následujı́cı́m přı́kladu ukážeme,
že při stejné nominálnı́ úrokové mı́ře i a vyššı́ frekvenci splácenı́ p > 1 docházı́ k nárůstu efek-
tivnı́ úrokové mı́ry.

Přı́klad 3.5. Pro nominálnı́ úrokovou mı́ru i = 0,04 p.a. s počátečnı́m dluhem D0 = 120 000
Kč a ročnı́ frekvencı́ splácenı́ p = 1 se nominálnı́ úroková mı́ra rovná efektivnı́ mı́ře. Splátka
na konci roku je rovna R = D0(1 + i) = 124 800 Kč. Pokud změnı́me frekvenci splácenı́ na
měsı́čnı́ p = 12, tak klient bude při stejné nominálnı́ úrokové mı́ře i měsı́čně platit splátku
R = 10 218 Kč vypočtenou dle (1.9). Za rok tedy splatı́ 122 616 Kč. Efektivnı́ úroková mı́ra
vypočtená dle (3.1) činı́ ie f = 0,040742. V tomto přı́padě při vyššı́ efektivnı́ úrokové mı́ře za-
platı́me méně na celkové splátce, tedy i na úrocı́ch.

Pokud chceme zjistit, jaká bude efektivnı́ úroková mı́ra při stejné výši zaplacených úroků,
ale jiné frekvenci splácenı́, tak pro výpočet musı́me nejdřı́ve definovat počátečnı́ neboli součas-
nou hodnotu všech plateb PV a ukázat jejı́ souvislost se splácenı́m.
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3.2 Současná hodnota v souvislosti se splácenı́m úvěrů

Nejdřı́ve uvedeme definici počátečnı́ hodnoty pomocı́ akumulačnı́ho faktoru. Dále přejdeme
k definici počátečnı́ hodnoty všech plateb pomocı́ nominálnı́ a efektivnı́ úrokové mı́ry a vysvětlı́-
me souvislost se splácenı́m.

DEFINICE 3.6. [3] Počátečnı́ hodnotou částky C z času t rozumı́me hodnotu, kterou by bylo
třeba v čase 0 investovat, aby v čase t investice dosáhla právě hodnoty C. Počátečnı́ hodnotu
jednotkové částky z času t > 0 značı́me v(t). Počátečnı́ hodnotu jednotkové částky lze vyjádřit
pomocı́ akumulačnı́ho faktoru

v(t) =
1

A(0, t)
.

Dále definujeme současnou hodnotu všech plateb pomocı́ akumulačnı́ho faktoru a přejdeme
k vyjádřenı́ pomocı́ efektivnı́ a nominálnı́ úrokové mı́ry.

DEFINICE 3.7. [3] Počátečnı́ hodnota PV všech diskrétnı́ch plateb Ct v čase t je dána součtem
počátečnı́ch hodnot jednotlivých plateb

PV = ∑
t

Ctv(t), (3.2)

kde v(t) označuje počátečnı́ hodnotu jednotkové platby v čase t.

Pokud chceme počátečnı́ hodnotu jednotkové částky v(t) = 1
A(0,t) vyjádřit pomocı́ efektivnı́

úrokové mı́ry ie f , tak z definice 3.2 vı́me, že platı́ A(t, t + h) = 1 + ie f . V našem přı́padě je
počátečnı́ čas t = 0 a obdobı́ h je pro efektivnı́ úrokovou mı́ru použı́vanou k porovnánı́ v délce
jednoho roku h = 1, tj. 1

A(0,1) = 1
1+ie f

. Pro současnou hodnotu vyjádřenou pomocı́ efektivnı́
úrokové mı́ry platı́

PV =
T

∑
t=0

Ct

(1 + ie f )
t
p

, (3.3)

kde p je frekvence splácenı́ v jednom roce a T je celkový počet všech splátek.
Parametry z definice současné hodnoty 3.3 přeznačı́me a upravı́me ve smyslu hypotečnı́ho

splácenı́. U hypotečnı́ho splácenı́ platı́ pro současnou hodnotu, že pokud se PV = 0, tak se
počátečnı́ dluh C0 rovná všem zaplaceným splátkám Ct. Jediné půjčené penı́ze jsou v době 0
a z pohledu banky činı́ tento dluh C0 = −D0. Ostatnı́ platby Ct jsou přijaté splátky úmorů,
úroků a poplatků. Upravený výraz pro hypotečnı́ splácenı́ přejde do tvaru

0 = −D0 +
T

∑
t=0

Ct

(1 + ie f )
t
p

. (3.4)

Pokud namı́sto efektivnı́ úrokové mı́ry ie f , chceme použı́t nominálnı́ úrokovou mı́ru i, tak

upravı́me výraz (3.1) do tvaru 1 + i
p =

(
1 + ie f

) 1
p a dosadı́me do (3.4)

0 = −D0 +
T

∑
t=0

Ct(
1 + i

p

)t . (3.5)
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V následujı́cı́m přı́kladu si ukážeme výpočet efektivnı́ úrokové mı́ry, dle výše odvozeného
výrazu (3.4) pro stejně velké splátky Ct = R.

Přı́klad 3.8. V minulém přı́kladu jsme měli půjčku ve výši D0 = 120 000 Kč s nominálnı́ úrokovou
mı́rou i = 0,04 p.a. Jedinou splátkou na konci roku p = 1 zaplatil klient 124 800 Kč. Rozšı́řenı́m
přı́kladu může být přı́pad, kdy klient mı́sto 124 800 jednou ročně, by chtěl splátky rovnoměrně
rozprostřı́t do 12 měsı́ců p = 12 se splátkou R = 10 400 Kč. Při porovnánı́ jedné platby 124 800
Kč a 12 plateb 10 400 Kč zaplatı́me na úrocı́ch stejnou částku 4 800 Kč, ale efektivnı́ úroková
mı́ra bude odlišná. Pro ročnı́ splácenı́ je nominálnı́ úroková mı́ra shodná s efektivnı́ ie f = 0,04
a pro měsı́čnı́ splácenı́ p = 12 je ie f = 0,07553. Pro měsı́čnı́ splácenı́ je efektivnı́ úroková mı́ra
spočtena dle vzorce (3.4). V tomto přı́padě je při stejném množstvı́ zaplacených úroků vyššı́
efektivnı́ úroková mı́ra při vyššı́ frekvenci splácenı́.

Při úvěrovém splácenı́ se v praxi nesetkáváme s efektivnı́ úrokovou mı́rou ie f , ale s tak-
zvaným RPSN neboli ročnı́ procentnı́ sazbou nákladů, kterou označujeme A ∈ 〈0,+∞). Efek-
tivnı́ úroková mı́ra ie f se narozdı́l od RPSN vztahuje jen k úrokům, a proto u splácenı́ bez
poplatků jsou mı́ry totožné. RPSN je procentnı́ vyjádřenı́ souhrn úroků a poplatků, jako je
napřı́klad jednorázový poplatek za uzavřenı́ úvěru, pravidelný poplatek za vedenı́ účtu nebo
platba pojistného v přı́padě neschopnosti splácet. V nadcházejı́cı́ podkapitole se podı́váme na
výpočet zbylého dluhu v závislosti na RPSN. Nejprve ukážeme výpočet pro splácenı́ bez po-
platků, dále přidáme pravidelně splácené a jednorázové poplatky.

3.3 Splácenı́ bez poplatků

Začneme u hypotečnı́ho splácenı́, které jsme uvažovali doposud a tı́m je splácenı́ bez poplatků.
Pro nominálnı́ výši úroku i = 0 obsahuje splátka jen úmor a RPSN je proto také rovno A = 0.
Zbylý dluh spočteme jednoduše jako Dt = D0 − tR.

Při nenulovém úročenı́ i > 0 docházı́ k navýšenı́ RPSN. Při známe nominálnı́ úrokové mı́ře
můžeme RPSN spočı́tat stejně jako efektivnı́ úrokovou mı́ru pomocı́ (3.1). Pro výpočet zbylého
dluhu Dt můžeme využı́t odvozený vzorec (1.8) se závislostı́ na nominálnı́ úrokové mı́ře i nebo
můžeme zbylý dluh zapsat v závislosti na RPSN. Protože pro RPSN stejně tak jako pro efektivnı́

úrokovou mı́ru v (3.1) platı́, že 1 + i
p = (1 + A)

1
p , tak výraz 1 + i

p z rovnice (1.1) nahradı́me. V
čase t ∈ 〈0, T − 1〉 je okrajová úloha definována jako

Dt+1 = (1 + A)
1
p Dt − R,

D0 = D,
DT = 0,

kde D ∈ R+ označuje počátečnı́ dluh. Řešenı́ úlohy je ve tvaru

Dt = (1 + A)
t
p

D0 −
R

(1 + A)
1
p − 1

+
R

(1 + A)
1
p − 1

.

Nalezenı́ řešenı́ je obdobné jako v úloze (1.4) v 1. kapitole. V následujı́cı́ podkapitole přidáme
poplatky s pravidelnou dobou splácenı́.
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3.4 Pravidelné poplatky splácené se stejnou frekvencı́ jako úmor

V této podkapitole přidáme ke splácenı́ konstantnı́ poplatky P splácené se stejnou frekvencı́
jako úmor a vysvětlı́me rozdı́l mezi skutečnou výšı́ zbylého dluhu Dt a fiktivnı́ zbylou výšı́
dluhu Ft vypočtenou pomocı́ diferenčnı́ rovnice.

Dt je skutečná výše dluhu, která je vždy rozepsána v umořovacı́m plánu a na obrázku 3.1
je zobrazena černou barvou, na rozdı́l od fiktivnı́ výše dluhu Ft, která je vyznačena oranžovou
barvou.

0.0 0.5 1.0 1.5 2.0 2.5 3.0
t148000

148500

149000

149500

150000

150500
Dt , Ft

Obrázek 3.1: Fiktivnı́ (oranžová) a skutečná (černá) výše zbylého dluhu, kde D0 = 150 000 Kč,
R = 1 035 Kč, i = 0,03 p.a., p = 12 a t ∈ (0, 3) s měsı́čnı́m poplatkem P = 50 Kč.

U skutečné výše dluhu Dt funkce narůstá pomocı́ Dt−1(1+ i
p ) a následně je ponı́žena o splát-

ku R. Okrajová úloha pro výpočet skutečné výše zbylého duhu Dt je definována stejně jako
v prvnı́ kapitole 1.4 

Dt+1 = (1 + i
p )Dt − R,

D0 = D,
DT = 0,

s řešenı́m 1.8

Dt =

(
1 +

i
p

)t
(

D0 −
R
i
p

)
+

R
i
p

.

Pokud do diferenčnı́ rovnice přidáme jakékoliv poplatky, tak zbylou výši dluhu budeme

označovat za fiktivnı́ Ft. U fiktivnı́ výše zbylého dluhu Ft narůstá funkce o Ft−1(1+ A)
1
p . Protože

poplatky P placené se stejnou frekvencı́ jako úmor lze chápat jako navýšenı́ splátky R o výši
poplatku P, tak se funkce snižuje nejen o splátku R, ale i o poplatek P. Okrajová úloha pro
t ∈ 〈0, T − 1〉 je ve tvaru
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t Dt po úročenı́ Dt po splacenı́ Ft po úročenı́ Ft po splacenı́
1 80 200 60 074 80 598 60 223
2 60 224 40 099 60 673 40 298
3 40 200 20 074 40 599 20 224
4 20 125 0 20 375 0

Tabulka 3.2: Skutečný a fiktivnı́ dluh pro parametry z přı́kladu 3.9.


Ft+1 = (1 + A)

1
p Ft − R− P,

F0 = F,
FT = 0,

kde F je počátečnı́ dluh. Řešenı́ okrajové úlohy nalézáme

Ft = (1 + A)
t
p

F0 −
R + P

(1 + A)
1
p − 1

+
R + P

(1 + A)
1
p − 1

.

Skutečná a fiktivnı́ výše dluhu se rovnajı́ v čase 0 a na konci doby splácenı́ T, tedy D0 = F0
a DT = FT = 0. Rozdı́l mezi fiktivnı́ a skutečnou výšı́ dluhu se zvyšuje do času T − 1, kde

celkový rozdı́l mezi DT−1(1 + i
p ) a FT−1(1 + A)

1
p je výše poplatku P.

Přı́klad 3.9. V tabulce 3.2 je uveden přı́klad skutečné a fiktivnı́ výše dluhu pro počátečnı́ dluh
D0 = F0 = 80 000 Kč s nominálnı́ úrokovou mı́rou i = 0,03 p.a. placenou měsı́čně p = 12
v celkové době T = 4 měsı́ce. K měsı́čnı́ splátce 20 125 Kč je přidán pravidelný měsı́čnı́ poplatek
P = 250 Kč.

3.5 Jednorázový poplatek na začátku obdobı́

K okrajové úloze s pravidelnými poplatky přidáme počátečnı́ poplatek P0, jako je napřı́klad
poplatek za oceněnı́ nemovitosti nebo za vyřı́zenı́ hypotéky. Poplatek placený jednorázově při
založenı́ hypotéky lze chápat stejně, jako kdybychom si půjčili o výši P0 méně z počátečnı́ho
dluhu F0. Okrajová úlohu pro t ∈ 〈0, T − 1〉 stanovı́me

Ft+1 = (1 + A)
1
p Ft − R− P,

F0 = F− P0,
FT = 0.

Řešenı́ nalézáme ve tvaru

Ft = (1 + A)
t
p

F0 − P0 −
R + P

(1 + A)
1
p − 1

+
R + P

(1 + A)
1
p − 1

.

Na přı́kladu si ukážeme rozdı́l výše RPSN s počátečnı́m poplatkem pro dvě různé výše půjčky.

Přı́klad 3.10. Pro oba přı́pady s různou výšı́ půjčky máme společné parametry jako je počet
splátek T = 6 měsı́ců, měsı́čnı́ frekvence splácenı́ p = 12, nominálnı́ úroková mı́ra i = 0,03 p.a.,
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počátečnı́ poplatek P0 = 2000 Kč a uvažujeme půjčku bez pravidelných poplatků P = 0 Kč.
Nejdřı́ve budeme uvažovat půjčku ve výši F0 = 10 000 Kč s měsı́čnı́ splátkou R = 1681 Kč a dru-
hou půjčku s F0 = 100 000 Kč se splátkou R = 16 812 Kč, kde výše splátek je vypočtená dle 1.9.
RPSN v prvnı́m přı́padě činı́ 126,64 %. Ve druhém přı́padě uvažujeme většı́ počátečnı́ dluh
a zachováváme stejnou výši poplatku. Zvýšenı́m počátečnı́ho dluhu se snı́žı́ poměr poplatků
a úroků ve splátkách, a tak se snı́žı́ i hodnota RPSN. V druhém přı́padě RPSN činı́ 10,47 %.

3.6 Okrajová úloha s obecnými platbami

Okrajovou úlohu můžeme zobecnit pro platby s různou výšı́ poplatků Pt v časech t. Obecná
okrajová úloha je ve tvaru 

Ft+1 = (1 + A)
1
p Ft − Pt+1,

F0 = F− P0,
FT = 0.

Protože pro RPSN existuje analytické vyjádřenı́ jen ve specifických přı́padech, tak je pro okra-
jovou úlohu s obecnými platbami vytvořená hypotečnı́ kalkulačka, která využı́vá numerickou
metodu půlenı́ intervalů [5].

3.7 Úvěrová kalkulačka

V této podkapitole se nejdřı́ve budeme věnovat obecnému popisu fungovánı́ kalkulačky a dále
si na konkrétnı́m přı́kladu ukážeme jejı́ výstupy.

Na přiloženém CD nalezneme soubor ”kalkulačka.xlsx“. Nejprve je nutné pro funkčnost
kalkulačky a jejı́ch součástı́ na listu ”RPSN a splátka“ zadat základnı́ parametry v části pro zá-
kladnı́ údaje. Mezi nezbytné parametry patřı́ výše půjčky uváděná v korunách, počet splátek,
ročnı́ nominálnı́ úroková mı́ra a frekvence splácenı́, kde frekvenci lze vybrat z rozevı́racı́ho
seznamu s možnostı́ zvolit týdennı́, měsı́čnı́, čtvrtletnı́, pololetnı́ či ročnı́ frekvenci splácenı́.
Kalkulačka umožňuje zadat i dalšı́ vstupnı́ proměnné mezi než patřı́ jednorázové a pravi-
delné poplatky. Mezi jednorázové poplatky při uzavřenı́ úvěru řadı́me mj. vyhotovenı́ smluvnı́
dokumentace, komplexnı́ posouzenı́ či refinancovánı́ úvěru. Dále se při úvěrovém splácenı́
setkáváme s poplatkem při uzavřenı́ úvěru a mimořádnými jednorázovými poplatky. K pra-
videlným poplatkům řadı́me napřı́klad poplatky za vedenı́, výpisy nebo za čerpánı́ úvěru.

Na výstupu je uživateli dána výše splátky bez poplatků a vypočtené RPSN. Na dalšı́m
listě ”Umořovacı́ plán“ může uživatel vidět vypočtený umořovacı́ plán obsahujı́cı́ výši splátky,
úmory, úroky a stav dluhu v obdobı́ch odpovı́dajı́cı́ frekvenci splácenı́. Dále na listě ”Zbývajı́cı́
dluh - graf“ je možné vidět graf závislosti zbývajı́cı́ho dluhu v závislosti na čase. Na listu ”Úmor
a úrok ve splátce - graf“ je vyobrazen graf výše splátek, úmorů a úroků opět v závislosti na čase.

Přı́klad 3.11. Pro představu máme uživatele kalkulačky, který si chce půjčit 1 000 000 Kč se
čtvrtletnı́m splácenı́m. Banka klientovi nabı́zı́ nominálnı́ úrokovou mı́ru 0,09 p.a a splácenı́
na 20 let. Banka si účtuje poplatek za vyřı́zenı́ účtu v hodnotě 4 000 Kč, 500 Kč po jednom
roce za speciálnı́ služby, 100 Kč čtvrtletně za správu účtu a 200 Kč ročně za pojištěnı́ schopnosti
splácet úvěr. Tyto údaje jsou postupně vyplněny do kalkulačky přiložené na CD na listu ”RPSN
a splátka“. Možný přı́klad je vidět na obrázku 3.2. Kalkulačka na základě zadaných parametrů
spočte výši splátek bez poplatků v hodnotě 27 063,76 Kč a RPSN 9,46 %. Na dalšı́ch listech si
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může klient prohlédnout celý umořovacı́ plán, graf zbývajı́cı́ho dluhu zobrazený na obrázku
3.3 a výši úmorů a úroků ve splátce na obrázku 3.4.

Obrázek 3.2: Ukázka zadánı́ vstupnı́ch parametrů do úvěrové kalkulačky pro výpočet výše
splátek a RPSN z přı́kladu 3.11.
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Obrázek 3.3: Ukázka výstupu úvěrové kalkulačky zobrazujı́cı́ závislost zbylého dluhu na čase
pro parametry z přı́kladu 3.11.

Obrázek 3.4: Ukázka výstupu kalkulačky zobrazujı́cı́ výši splátek (modrá), úmorů (oranžová) a
úroků (zelená) v závislosti na čase pro parametry z přı́kladu 3.11.
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http://home.zcu.cz/ friesl/hfim/hFimP.pdf

[4] FULFORD, Glenn, FORRESTER, Peter. Modelling with Differential and Difference Equations.
Cambridge University Press, 2006.
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BP Svrcinova.pdf - elektronická verze bakalářské práce

kalkulačka.xlsx - kalkulačka obsahuje výpočet výše splátek, RPSN, umořovacı́ho plánu a zob-
razuje závislost zbylého dluhu, úmorů a úroků na čase
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