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Abstrakt

Tato bakalarska préace je zaméiena na Fucdikovo spektrum dvou okrajovych tloh pro dife-
rencialni rovnice druhého radu. Nejdiive vysetrujeme tilohu s jednoduchou nelokélni podmin-
kou, ke které pristupujeme vlastnim zptisobem, a nalezneme ¢ast jejiho spektra. Déale naleze-
nou ¢ast spektra odhadneme nékolika mnozinami, jejichz hranice tvori algebraické kiivky. V
zavéru tyto kroky provedeme u tlohy ve tvaru

u’(t) + aut(t) — pu(t) =0, t € (0,1),
u(0) =0, [Pu(t)dt+ [ u(t)dt =0,

kde o, B € R, p? + (¢ —1)2 # 0 a p,q € [0, 1], které se tykaji hlavni vysledky prace.

Abstract

This Bachelor Thesis is focused on the Fucik spectrum of two boundary value problems
for second order differential equations. First, we solve boundary value problem with simple
nonlocal condition that we approach to in our own way and we find part of its spectrum. This
part of the spectrum is then estimated by several sets whose boundary is formed by algebraic
curves. Finally, we do the same for nonlocal boundary value problem

u’(t) + aut(t) — fu(t) =0, t € (0,1),
u(0) =0, [Pu(t)dt+ [ ju(t)dt =0,

where o, 3 € R, p> + (¢ — 1)? # 0 and p, q € [0, 1], which concern main results of this Thesis.
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Kapitola 1

Uvod

Cilem této prace je studium tlohy

u’(t) + aut(t) — pu(t) =0, t € (0,1),
u(0) =0, (1.1)
JEu(t)dt+ [ u(t)dt =0,

kde p* 4+ (¢ —1)> # 0, p,q € [0,1], o, B € R, u € C[0,1] N C*(0,1), u™(t) = max {u(t),0} a
u~ (t) = max {—u(t),0}. Budeme se zabyvat mnoZinou

Ypg = {(a, B) € R?; tloha (1.1) mé netividlni feseni u} ,

kterou nazveme Fuéikovym spektrem tlohy (1.1) a sestavime odhady pro jeho lokalizaci.

V druhé kapitole dlohu (1.1) redukujeme na pripad, kde p = ¢. Timto ziskdme tlohu
s nelokalni podminkou, ktera jiz byla zkouména v ¢lanku [3]. My vsak budeme k tomuto
problému pristupovat novym zptsobem, uréenym pro «, 5 > 0 a vychézejicim z vhodné
upravy integralni podminky. Timto sice ziskdme popis Fucikova spektra pro p = ¢ jen v
prvnim kvadrantu roviny o3, ale bude urc¢en pomoci jedné hladiny transcendentni funkce dvou
proménnych a proto bude snadno implementovatelny napriklad v programu Mathematica, v
némz jsou vytvorené i prilozené koédy. Navic pak budeme moci ziskat odhady pro Fucikovo
spektrum pravé v prvnim kvadrantu.

Ve treti kapitole vyuzijeme naseho pristupu k popisu spektra z druhé kapitoly a budeme
konstruovat odhady pro Fuéikovo spektrum tlohy (1.1) prop = ga «, § > 0. Potom vytvorime
mnoziny takové, ze s jistotou budou obsahovat vsechny body Fucikova spektra prvniho kvad-
rantu. Uzitek téchto mnozin je v tom, zZe jejich hranice je tvofena algebraickymi kiivkami,
které Ize snadnéji popsat.

Ve ¢tvrté kapitole se nakonec vratime k tloze (1.1). Zde nejdiive vyuzijeme poznatki druhé
kapitoly a nalezneme popis spektra pro libovolné p,q € [0,1] takové, Ze p? + (¢ — 1) # 0.
Po té vyuzijeme poznatki ze treti kapitoly a nalezneme mnoziny obsahujici vSechny body
Fucikova spektra v prvnim kvadrantu.



Kapitola 2

Po castech linearni tuloha s
jednoduchou integralni podminkou

V této kapitole se budeme zabyvat nasledujici okrajovou tilohou

' (t) + aut(t) — Bu=(t) =0, t € (0,1),
u(0) = 0, (2.1)
Jiu(t)dt =0,

kde a > 0, 3> 0, u € C[0,1] N C%(0,1), u*(t) = max {u(t),0} a u~(t) = max {—u(t),0}.
Definice 2.1 : Fucikovym spektrem tlohy (2.1) s «, 8 > 0 nazveme mnozinu

Y= {(a, B) € RT x RT; tloha (2.1) ma netrividln{ feseni u} .

2.1 Pocatecni tloha

Nadale budeme vyuzivat feSeni pocatec¢ni tlohy

u’'(t) +aut(t) — pu(t) =0, t e R,

u(0) =0, (2.2)
' (0) = ¢,
kde ¢c € R a o, 8 > 0. Uloha (2.2) mé vzdy préavé jedno T-periodické feSeni u s periodou
w T
T=—+—.
Va T 7B
Toto Feseni vypada na [0, 7] pro ¢ > 0 nasledovné
- sin \/at, te0,),
ut) =4 Ve o . (2.3)
ﬁsm\/ﬁ(ﬁ —1), telj Tl
Pro ¢ < 0 mé feSeni u tvar
< sin \/Bt, telo, ),
u) =g V' 2
WSIH\/E(W—t), t e [W,T]
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Definice 2.2: Definujme pro ¥ jeji podmnoziny

¥t = {(a,B) € 3; tloha (2.1) m4 netrivialni feden{ u, u'(0) >0},
Y7 = {(a, 8) € I; tloha (2.1) m4 netrividlni feSen{ u, u'(0) < 0} .

Pozndmka. Pro podminku u/(0) = 0 dostavdme u = 0 jako trividln{ fesen{ tlohy (2.1). Proto
mnozinu ¥ ziskdme jako sjednoceni mnoZin ¥ a X~.

Lemma 2.1: Dvojice (o, 3) € X7 pravé tehdy, kdyz dvojice (3, a) € ¥™.

Diikaz. Necht nejdiive dvojice (a,3) € XT. Dle definice (2.2) pro dvojici (a,3) existuje
nenulovd funkce u jako FeSenf tlohy (2.1) a to takovd, ze u'(0) > 0. Déle tedy plati rovnost

v+ aut — Bu” =0. (2.4)
Vyndasobime-li obé strany rovnosti (2.4) ¢islem (—1), dostavame

—u" —out + pu” = 0. (2.5)

Vsimnéme si, Ze vzhledem k vlastnostem funkci u™ a u™ z tlohy (2.1) je ziejmé ut = (—u)
au” = (—u)t. Tim paddem z (2.5) obdrzime

(—u)” + B(—u)" —a(—u)” = 0.

Navic funkce u spliuje okrajové podminky tlohy (2.1) pravé tehdy, kdyz funkce —u je spliiuje
také. Pro dvojici (3, «) je tedy funkce —u netrividlnim fesenim tlohy (2.1) a (5,«a) € ¥™.
Necht nyni dvojice (8,«) € X~. VSimnéme si, Ze sta¢i postupovat opaénym smérem, nebot
veskeré upravy v dikazu byly ekvivalentni. O

Reseni pocatecni tlohy (2.2) vyuzijeme k vytvoreni ekvivalentni dlohy k tloze (2.1). Diky
lemmatu 2.1 ndm naddle staéi pracovat s fesenim pro kladné c. Zbytek spektra pak ziskdme
diky jeho symetrii dle diagonaly prvniho kvadrantu. Navic, jelikoz je rovnice v pocatecni tloze
(2.2) pro ¢ > 0 linearni, je jejim fesenim i libovolny k-nésobek, k € R, funkce u. Proto si za ¢
miuizeme zvolit hodnotu, kterd nam bude nejvice vyhovovat, aniz by jsme prisli o dalsi feSeni.
V tomto ptipadé volime ¢ = \/ay/B > 0, jak vidime na obrazku 2.1.

Y

Obrazek 2.1: Graf Feseni (2.3) pocatecni tlohy (2.2) na intervalu [0,7] pro a =49, § = 25

ac=/a\/B.
Pro snadnéjsi praci budeme nadale znacit a = \/a a b = \/B. M&me tedy pocatecni tilohu
u’(t) + a’ut(t) — b*u=(t) =0, t € R,
u(0) = 0, (2.6)
u'(0) = ab,



kde a > 0 a b > 0 s fesenim

bsin at, te]
u(t) =
asinb(T —t), te|

=
Q3

);
].

S

B

)

Okrajovou ulohu (2.1) s novym znacenim a,b mame ve tvaru

u’(t) + a®ut(t) — b*u=(t) =0, t €[0,1]
u(0) =0, (2.8)
Jyu(t)dt =0,

kde a >0, b >0, u € C[0,1]NC?(0,1), u*(t) = max {u(t),0} a u~(t) = max {—u(t),0}.

Definice 2.3: Definujme mnozinu

M = {(a, b) € RT x RT : dloha (2.8) ma netrividln{ feseni u

s derivaci v nule u/(0) = ab > 0} .

Poznamenejme, 7e patii-li dvojice (a, b) do mnoziny M, pak dvojice (a2, b?) € . A naopak

patii-li dvojice (v, 3) do mnoziny X, pak dvojice (v/a, v/B) € M nebo (1/3,v/a) € M.
2.2 MnozZina M

Definice 2.4: Definujme si funkci

F(t) = /0 ‘w(z)dz, L ER,

kde u je Fesenim pocateéni ulohy (2.6).
Integralni okrajovou podminku v tloze (2.8) si nyni pomoci funkce F' zapiseme nasledovné

F(1)=0. (2.9)
Pomoci pfimé integrace s vyuzitim (2.7) zjistime, ze funkce F' m4 na intervalu [0, T'] nésledujici
tvar:
F(t) = { ‘ - 322’8 (af)’ _ te [?r’ o) (2.10)
¢4+ 2+ Fceos(b(E —t), telf,T]
Lemma 2.2: Necht a > 0 a b > 0. Pak pro funkci F' plati

VteR: F(t+T)=F(t)+ F(T), (2.11)

kde 2(b? — a?)

F(T)= —

Specialné pro a = b je funkce F' T-periodicka.



Diikaz. Pro levou stranu rovnice v (2.11) plati:

Fit+T) = [TTu(z)dx
= Jo w(x)de + [7 " u(z) dx.

/t+Tu($) dz

T

V urcitém integralu

pouzijeme substituci p = x — T po které dostavame

T t
F(t+T) :/ u(m)daz+/u(p+T)dp / dx—i—/ p)dp = F(T) + F(t), (2.12)
0 0
¢imz je dokézano (2.11). Z vyjadieni funkce F' ve (2.10) dostavame

F(T) =-%+24 2cos(b(Z—T))
= +2b+bcos(b(1—1—%))
= g+%b+gcos( )

2a | 2b _ 2(b°—d®
=Ry 2 =00,
Tedy pro a = b je
2(b% — a?)
FT)=———=0 2.13
() =22 (213)
z (2.11) a (2.13) tedy plyne, ze F' je T-periodicka funkce. O

Na obrazcich 2.2 a 2.3 jsou znazornény grafy neperiodické funkce F' pro a > b a periodické
funkce F' pro a = b.

Y IR : o ;
T\ T ! 5
i\ i '
, -y = F() ; y=F()
: ! |
: : . a. i
; ! ! T p
Obrazek 2.2: Graf funkce F' na intervalu  Obrazek 2.3: Graf funkce F' na intervalu
[0,2T] pro proa =T ab=>5. [0,2T] pro a = b=5.

Definice 2.5: Definujme funkci F' a konstantu @ ndsledovné

Pz) = /Ox(u(t) _@)dt, 7 €R,

T
_:;Au@ﬁ



T
kde funkce u je feSenim pocatecni tlohy (2.6) a T'= — + —.
a

Poznamenejme, ze u je stfedni hodnota funkce w na intervalu [0, 7] a s vyuzitim vyjadieni
F(T) z lemmatu (2.2) plati

IR e

Vsimnéme si, ze
) 1 1 1
(1) = / (u(t) — @) dt :/ u(t) dt —/ adt = F(1) — i
0 0 0
Podminka (2.9) je tedy splnéna pravé tehdy, kdyz
F(1) = —a.

Zformulujme si nyni ekvivalentni tlohu k dloze (2.8), kde navic u/(0) = ab:

FQ) = —% (—2: + ib> : (2.15)

kde a > 0, b > 0.

Lemma 2.3: Funkce F je T-periodicka, kde T' = T + % aa,b>0.
a

Diikaz. Ukéazeme, ze plati
VeeR: Flx+T)=F(z). (2.16)

Pro pravou stranu rovnice v (2.16) plati:

A pro levou stranu rovnice v (2.16) plati:
. z+T
Pla+T) = / (u(t) — @) dt = F(z +T) — a(z +T).
0

Z lemmatu 2.2 a z vyjadreni u v (2.14) dostavame

Flea+T)-u(z+T) =F(z)+F(T)—uzx— F(T)
= F(z) — ux.

Tedy vztah (2.16) plati. O

Dle lemmatu 2.3 je funkce F jiz T-periodické pro libovolné a, b > 0. Rozepiseme-li si ji
pro t € [0, 7], tak dostavame
Fle) = —2 (-2 +2)t+ L2 - beos(at), te|
) 1l (_2a 426y
T b a

+ 2 acos(b(E—1), tel

a

(SISESEIS
SERS)
~ Q3
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kde jsme uzili vyjadieni (2.10) pro funkci F a vztahu (2.14). Zakladni perioda funkce F' zévisi
na a a b, jelikoz T'= 7 + 7. Nyni vytvoiime funkci F' takovou, Ze plati

Tt

271')'

F(x) = F(

Uéel této funkee je sjednoceni frekvenci funkce F pro vsechna a > 0 a b > 0. Jako zakladni
délku periody volime 27 a docilime ji nasledujici substituci ve funkci £

2ab
= t. 2.17
v a+b ( )

Vyjadfeni funkce F' vypadé na intervalu [0, 27] nasledovné

_1(_2a 4 2b) atb b_ b a+b 2bm
F(ZE)— T b + a 2ab$+a aCOS( 2b .Z'), 336[0, a+b)’
- 1 ( _2a , 2bYatb,. a | 2b | a b _ a+b 2bm
T b + a ) 2ab 7 bjL a erCOS(a 2a 33), .TG[a+b,27T].

Po substituci (2.17) se a a b ve vyjadfeni funkce F' vyskytuji pouze v podilech. Pro dali
zjednoduseni si tedy zavedeme novou proménnou k nasledujicim zptisobem:

k= - (2.18)

Dostavame funkci, kterou si oznacime jako S, kde k > 0:

2 %—k %J;—Fk—kcos(%x), a:E[O,f_]“T’,;),
Sth,z) = 2(L-% lm—l+2k+lcos(k7r—ﬂx) x € (2 on)
T \ k 27 k k 2 ) 1+k? .

A po upravé dostavame 2m-periodickou funkci v druhé proménné a pro k > 0

1E7’f2a:+k—k:cos (%x), x € [O,f_’%)
Skye) =9 1T 1 14k 2%k (2.19)
Tr x—E+2k+ECOS(kT(—?x), xe[m,Qﬂ']
Definice 2.6 : Definujme funkci
1—k?
P(k,z) := z, k>0, zeR (2.20)

a funkci S, kterd je 2m-periodickd v druhé proménné pro k > 0 a z € R. Pro = € [0, 27]
vypada néasledovné

S(k.2) P(k,z)+ k — kcos (%x), x €0, 12_%) (2.21)
,T) = .
P(k,x)—%—i—?k—i—%cos(lm—%x), 1'6[12_17_77]2,27(],
Grafy funkci S a P mizeme vidét na obrazku 2.4.
Lemma2.4: Mémea>0,b>0a i € [0,1]. Pak plati
b 2ab A
S| - ) =F(Z). 2.22
(a’ a+ bx> () (2.22)

11



Diikaz. Oznacme si nejprve

B 2ab
€Tr =
a pro T plati

(2.23)
Vsimnéme si, ze ve formulaci rovnosti (2.22) provadime transformaci proménnych k a x funkce
S na a,b a t funkce F' dle pouzitych substituci (2.18) a (2.17) a navic dle rovnosti (2.23)
dostdvdme pro S(g, #) funkci F' v bodé £ = 2 a tedy plati

b 2ab .
2 2 = ().
S(a’a—i—bx) (2)

8

10 2 .

Obrézek 2.4: Graf funkce S a funkce P pro x € [0,4n] a k =5/7
Lemma2.5:

Méjme a > 0, b > 0 a z € [0, 1]. Pak plati

P(b, 2ab 95):—1
a a+b

( 2a n 2b> .
T a Z.
Dukaz. 7 dikazu lemmatu 2.4 jiz vime, ze

a

2ab . 27
T=—
a+b T
Déle tedy plati

b 2ab 1 (8)
p(L 2 ) 1o lE) o

. (a b ) 2r . 1 (2a 2b
il S (. ==
27’[‘ T bﬂ'
z ¢ehoz jiz dostavame

O
12



Véta2.1: Méjme a > 0 a b > 0. Dvojice (a,b) patii do mnoziny M pravé tehdy, kdyz

plati
b 2ab b 2ab
— = — 2.24
S<a7a+b> P(a’a—i—b)’ (2.24)

kde funkce S je definovana v (2.21) a funkce P je definovand v (2.20).

Diikaz. Ukazeme, 7Ze rovnost (2.24) je ekvivalentni s rovnosti v tloze (2.15). Zde muZeme
pouzit lemmata 2.4 a 2.5 pro & = 1. Nejdrive tedy dle lemmatu 2.4 plati rovnost

b 2ab N
S(a’a+b) = F(1).

Dale dle lemmatu 2.5 plati rovnost

Ploats) =75 +3)
a'a+b) T b a)’

7 ¢ehoz nakonec dostavame, ze rovnost

S(b, Qab):P<b7 2ab>
a a+b a a+b

plati pravé tehdy, kdyz je splnéno
A 1 2a  2b
Fl)=—(——+—]).
(1) T( b + a)

Véta (2.1) nam tedy déva zpusob jak ziskat mnozinu M, kterou muzeme vidét na obrazku
2.5. Poznamenejme, Ze pro funkci P plati

O]

T

(b 2ab> 1 < 2a Zb) ab  2a> —2b>  2(a—b)
-, f— —7+— = = .
a a+b b a ar + b ab T

Mnozina M je tedy pro funkci dvou proménnych takovou, ze

b 2ab>2(a—b)

(@) s (7,25

)
s

kde S je 2m-periodickd funkce z definice 2.6, nulovou hladinou.

2.3 Fucdikovo spektrum

Ziskat mnozinu Fuc¢ikova spektra je ted jiz snadné. Mnozina M, kterou jsme ziskali tedy resi
ulohu (2.15), ktera je ekvivalentni s okrajovou ulohou (2.8), kde tedy pro dvojici (a,b) € M
existuje netrividlni fesen{ u takové, ze u/(0) = 0. Pfipomerime, Ze mezi a,b a «, § byly vztahy
a = a a b = /B. Piejdeme-li tedy zpét k a, 3, ziskdme dvojici (a?,b?) = (a, ) € X7
nebot feseni u pro tuto dvojici v tloze (2.1) mé v bodé nula derivaci nulovou. Diky lemmatu
2.1 ziskdme druhou ¢ast spektra zdménou S za «, nebot pro (a,3) € Xt je (B,a) € ¥~ a
Ytux- =3.

13
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Obréazek 2.5: Mnozina M.
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Obrézek 2.6: Fucikovo spektrum ¥ v prvnim kvadrantu roviny «, 8 okrajové tlohy (2.1).

14



Kapitola 3

Fucikovo spektrum v oblezeni
algebraickych krivek

V predchozi kapitole jsme nasli Fucikovo spektrum pro a, b > 0, popsané nultou hladinou
transcendentni funkce dvou proménnych. Nyni budeme hledat mnozinu ohrani¢enou alge-
braickymi kiivkami a lezici v prvnim kvadrantu roviny ab takovou, ze je M jeji podmnozinou.
Hranice takové mnoziny ziskdme pomoci po ¢astech polynomidlni funkef SH(k, x) a SP(k,z) s
periodou délky 27 v druhé proménné takovych, ze plati

V(k,z) € (0,00) x R: S®(k,2) < S(k,z) < S*(k, ). (3.1)

Jelikoz budou vSechny funkce, se kterymi budeme pracovat, 2m-periodické v druhé proménné,
staci se pri konstrukei hledanych funkei omezit na interval, kde x € [0,27] a k > 0.

Definice 3.1: Necht SP : RT xR — R a S¥: Rt x R — R jsou funkce takové, ze spliiuji
podminku (3.1). Ozna¢me 2 nasledujici mnozinu:

Q= {(a,b)eR+xR+; SD<b, M)gp(b, 2ab)§5H<b, 2“b>}.
a a+b a a+b a a+b

Véta3.1: Pro mnozinu M plati:

M C Q.

Diikaz. Méjme dvojici (a,b) € M. Pak dle véty 2.1 plati:

b 2ab b 2ab
S(a’a#—b)_P(a’cH—b)' (3:2)

Vzhledem k vlastnostem funkeci SP a S™ navic plati

SP(k,x) < S (k,x) < S"(k,x) (3.3)

pro libovolné (k,z) € (0,400) x R. Pak z (3.2) a (3.3) plyne nerovnost

SD<b, 2ab>gp<b’ 2ab>§SH<b7 2ab>‘
a a+b a a+b a a+b

A tedy dle definice 3.1 téz (a,b) € Q. O
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Pozndmka. Hranice mnoziny €2 tvoii osy a,b a nulové hladiny funkci

(a, b)»—>SD<b 2ab) 2(a —b)

)

a a+b T
(a, b)|—>SH<b 2ab) 2(a —b)
a a+b T

V dikazu véty (3.1) vidime, ze ndm tedy pro vytvoreni odhadu spektra staci, kdyz nalez-
neme funkce S" a SP tak, Ze plati podminka (3.1). Za¢neme nejdiive s mnozinami s jednodu-
chou hranici.

Definice 3.2: Oznacme gy nésledujici mnozinu:

-l cw o s (D) <o (4 25) <5 ()

kde
B . 2(k—1)
SD(k) k — kcos (arcsin 2(2;1) + 207H) arjrsm mk 1<k,
0lk) = in 2(:=1) in ==+
2(1—k) (7r+k7r:karc31n A 1)> + 9%k — % + COS(‘W+M;SIH%)’ 0<k<1,

2(1—k) (k arcsin 251 1
k+ a-h( — )—k:cos(w arcsin (kkl) , 1<k,

(1-k) (Qarcsir;:k;UfZTrk) Lok % i cos(arcs1]r: (kﬂ 1))’ 0<k<l.

Lemma3.1: Pro kazdé k > 0 a z € R plati

S(k,x)=S8 (i,—:c) .

Diikaz. Budeme vychazet z tvaru funkci S a P v definici 2.6. Nejprve provedme tpravu v
prvni proménné

g (1 x) _ { k Ccos (“5'%) € [0, 12erk)
k' _ Lk k+ 2+ keos (7 — 1Fka), gce[ﬁrk’gﬂ
Déle poupravime interval na kterém se pohybujeme
g <1 x) _ { 1 (:c—|—27r) + — Ecos (1J2rk(x+27r)) x € [-2m,—2m + 1+k>
£%) T e o)k ke (- G 420, w2 20
- ,m o4+ 1 kcos(1+kx+7r+k7r) v € [~2, Z2n52kmidn
{ _1;7;:2 242 —k+2 +k‘cos(f—%g;_77_g)’ ZL‘G[%W),O},

1+k

T+ k— k:cos( 1247€k$> xE[—i’%,O}.

{ —1?“ k+2k+ECOS(ﬂ$+k‘ﬂ'), z € [—2m, —2kn),

Nakonec po dosazeni —x za x dostavame

2
T 1=Kk 11k C 0. 2kr
i Tt cos (S5, e ]
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Lemma 3.2: Pro mnozinu M plati:
M C Q.

Dikaz. Nasi funkci S nejdiive pro jednotlivdi & odhadneme konstantni funkci, a to jejim
maximem a minimem. Hleddme tedy staciondrni body funkce S, kde si k zafixujeme a x €
[0, 27]. Mé&jme tedy funkci jedné proménné Si(x) :  — S(k,x). Funkce Si(x) je periodickd
a spojitd pro z € R, tedy je omezena a existuje pro ni maximum i minimum v bodech, pro
které plati

Sp(x) =0,
kde ,
fon | e 5 sin (), zeo, &),
Se@) =9 T | 1k 1tk 2%m (3-4)
o T oop sin(km — 5w)), @ € [$, 2n).

Funkce (3.4) mé vzdy pravé dva nulové body a to rizné pro 1 < k a pro 0 < k < 1. Diky
lemmatu 3.1 nam stac¢i nalézt maximum a minimum tfeba jen pro 0 < k < 1 nebof plati, ze
maximum funkce S(k,z) je rovno maximu funkce S(3,—x) a jelikoz je S periodické, tak ma
is (%, x) maximum stejné. Tedy maximum funkce Si(z) pro 1 < k ziskdme nahrazenim % za,
k v maximu pro 0 < k£ < 1. To samé plati pro minimum. Pro 0 < k < 1 tedy funkce Si(x)
nabyva minima na intervalu [2X7 27] v bodé

1+k°
2 arcsin @ + 27k + 21
xr1 =
! k+1
a maxima na intervalu [12_]?—7,;, 27r] v bodé
B —2arcsin @ + 27k
2= k+ 1

A predpisy pro nase odhady tedy vypadaji pro = € [0, 27| nasledovné pro dolni odhad

1

— k) arcsin 2= —
) 2(1—k)a jrs zk — 4 k — kcos (arcsin % , 1<k,
SO (k) - 2(1—k) (7r+k7r+arcsin 2<k71>) 1 cos(f arcsin M*ﬂ') (35)
Hen T ) Lok = o<k<l,
a pro horni odhad
—k) (karcsin 251 _7p _
) 2(1-k) ( MC_S:]C Tk ) + k — kcos <7r — arcsin 2(1;;rk1)) , 1<k,
SO (k) - 2(1—k) (arcsin 72(1:—1) —7T]€) 1 cos(arcsin 72(1;—1)) (3'6)
sl T Nl Ui 0<k<l
O

Pozndmka. Predpis funkce (3.4) téz popisuje FeSeni pocatecéni tlohy (2.2) na intervalu [0, 77,
posunuté o konstantu (2.14).

Na obrazcich 3.1 a 3.2 mtzeme vidét funkci S a jeji dolni odhad S§ a horni odhad S§. Na
obrazku 3.3 lze po té vidét mnozZina g
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_ QH(5
y=50(3)
y . y
wf  Aw=SGE) N 20— a
15f ‘ 15F ‘
\ \ \ \
/ /
/ / / /
o { l".. / ‘I". o { [ ‘\
/ \ / \
/ I.I.I f \‘.I / \‘.I
0.5 I\l'. ..’ll D 5 I-I\_ 0.5 5 \l'.\ ! I-I\._
I —_— ¥ p— \ /
/ J Yy = 80(7) A Sy = 5(7, 1’) / A
; / ! N, F
. , L . \ . . Ny . N
2 4 6 8 10 12 2 4 6 8 10 12
xT xT

Obrazek 3.1: Graf funkce S a SB na inter-  Obréazek 3.2: Graf funkce S a Sg na inter-
valu [0, 47] pro k = 2. valu [0, 47] pro k = 2.

20

2 5 10 = 20 25 20
Obrazek 3.3: Mnozina €.

Pomoci téchto odhadi ale nelze vytvorit algebraickou kiivku, kterou hledame, nebot ob-
sahuji goniometrické funkce. To napravime v nasledujicim lemmatu za cenu zvétSeni mnoziny
Q.

Definice 3.3: Oznac¢me ; nasledujici mnozinu:

- {lner () sr( 24) ()

kde
1—-k, 1<k,
st ={ 174
R <k§17
1+k 1<k,

SH(k) = {

1+4, 0<k<Ll

Lemma 3.3: Pro mnozinu M plati:

M C Q.
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Dikaz. Zde navazeme na dukaz lemmatu (3.2). Nase odhady tedy upravime tak, ze goniome-
trické funkce vhodné nahradime jejich maximem, popfipadé minimem, tak, aby byla pro obé
funkce splnéna podminka (3.1).

U funkce Sj jednotlivé ¢leny pripadné zmensime. Pro 0 < k < 1 dostdvdme pro prvni ¢len
funkce S

2(1—k) (w+k) 2(1—k) arcsin 72(1;_1) 2(1—k)(w+km) 2(1*k)(*£)
Tk + Tk 2 71'k1 + :
> 2(1—k:)k(§+k)
>1 4212k
1
>z +1-2k
a nakonec pro jeji ¢tvrty clen

cos (—7T + arcsin @) 1

>
k -k

U funkce S§ postupujeme analogicky s tim ze jednotlivé ¢leny piipadné zvétsime. Pro 0 <
k <1 tedy dostdvdme pro prvni ¢len funkce S

(1—k)2arcsin@ _ (1-k)2rk <
—7k —7k —
<

a nakonec pro jeji ¢tvrty clen
( . 2(k71)>
COS arCSlnT 1
k k
Zde opét muzeme vyuzit lemma 3.1, diky kterému ziskdme minimum ¢i maximum pro 1 < k
jen tim, ze ve funkci pro 0 < k < 1 jen nahradime k za % V zévéru tedy dostavame pro

x € [0,2n]
1—k 1<k
k) = { -
k

1-1 o0<k<u,

SH(k) — 1+k, 1<k,
1+4, 0<k<Ll
O

Na obrazcich 3.4 a 3.5 lze vidét funkci S, jeji dolni odhad S? a horni odhad S¥. Na obrazku
3.6 je pak nalezend mnozina 2;.
Nyni zkusme nalézt mnozinu s hranici danou po ¢astech.

Definice 3.4: Oznac¢me ()5 nasledujici mnozinu

(b:{@@ER+MW}$<R2M>SI«é Mb>§$(52w)}’

a’ a+b a a+b a a+b

kde
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m(m—2k? 1+k)2 o 1+k)3
_(24 )y 4 (K72 2;103’
D _ kn?(2—(34+2k)m) 212+ 12k +12k3 73 + k2 (4m—2472)
Sy (k,x) = 12 + Bk o kf)CS_
_ 3m+12kn+15k2r46k37 2 + 3
13k T8+ g T
on—k2m? (1+k)?7 o  (1+k) 3
24k + TomET TS
Sé_[(k, :ZI) — km (71'1—26—4k) _7r(2+k(12$1—;€-k) —kﬂ')):E_
_(1+k)2(142k) 2 |, (14K)3 3
A 7 A
5
y Y= S?(?)
5 25
20 /-\\y:S(%x) ¢ \
\ zof 5
1.5 ..llr ."., i A B f’/ y = S(?? "E) // \\
/ \ f \ 5 .-"l. ) \
1ok ‘ / \ .-"f \ / '-\\
_." \\'-. .\". 1o0fF _-"l \‘ / \-
05 I_f' X / A\ - I \ / X
f \ \ \ 4
f ; oo . . \ 05} ‘\_.__ x"’ \
2 4 g & 10 1z Vi . . . / "\\
-0.5k 2 4 i 8 10 12
_ Qb(5 X
y=257 (?)
Obréazek 3.4: Graf funkce S a S} na inter-  Obrazek 3.5: Graf funkce S a S} na inter-
valu [0, 47] pro k = 2. valu [0, 47] pro k = 2.
b
30
20 [
o
10
a C1 1 1 1 1 1 1
] 5 10 15 20 25 30 a
Obrazek 3.6: Mnozina ;.
Definice 3.5: Necht a,b > 0. Definujme T-periodické funkce uP, v, kde T = T+ 3
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pro z € [0,7] jsou urCeny nésledovné

UD:{T(l—(—HT)Q), t

2

AT -2,

s

5 2
L)) e,
2
—T(—1+(1+%f—2bt) > te |z, T).

7r a’

Lemma 3.4: M¢éjme a,b > 0. Pak plati
vt e R:uP(t) < u(t) <uf(t), (3.7)
kde u je feSenim pocatecni tlohy (2.6).

Diikaz. Diky tomu, Ze jsou v, uf, a u T-periodické, staci nerovnost v (3.7) dokazat Vt € [0, T).
Déle si lze vSimnout, Ze pro ¢ € [0, T] plati

Tedy staci nerovnost v (3.7) dokdzat jiz jen V¢ € [0, 7]. Navic si lze jesté vSimnout, Ze jsou
funkce uP(t + 5%), u(t + 3=) a u(t + 4=) sudé na [0, Z]. Nerovnost v (3.7) tedy dokdZzeme jen
Vt € [0, 5-]. Ukdzeme tedy, ze plati nasledujici nerovnost

%” (1 - (—1 + 2:’5)2) < bsin(at) < ”;b (1 - (—1 + 27Tat>2> (3.8)

pro t € [0, 5-]. Nerovnosti v (3.8) vydélime b > 0 a pro snadnéjsi praci zavedeme substituci
p = at, tedy dostavame

(- (102t (o (o2)).

kde p € [0, 5]. Nerovnost v (3.9) lze téz napsat jako

/Up<1 — 2:) dx < /Opsin(p) dx < /Opg (1 — 2:) dz. (3.10)

A nerovnost (3.10) plati, nebot plati nasledujici nerovnost

(1 - 295) < cos(z) < g (1 - 2:”) (3.11)

s T

kterou lze vidét na obrazku 3.7. O
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Funkce uP a u" a jejich srovnani s funkei v 1ze vidét na obrazcich 3.8 a 3.9.
Y

Obrazek 3.7: Nerovnosti (3.11).

=1
=1

0 o

Obrazek 3.8: Graf funkce u a v na inter-  Obréazek 3.9: Graf funkce u a v’ na inter-
valu [0,27] proa=5ab="7. valu [0,27] proa=5ab="T.

Definice 3.6 : Pro a,b > 0 definujme
FP(z) = / (@) - @) dt+ T (- a), v €R,
0

D I
U= — dt
U T/Ou ,

Fi(z) = /Ox () - @) dt+ T (" ~u), z €R,

H-—l/THdt
u.—TOu ,

kde u je definovdna v 2.5, T'= = + 7 a u je feSenim pocatecni tlohy (2.6).
Nyni potfebujeme nasledujici lemma pro dikaz nékterych vlastnosti funkci P o [H
kterym se po té budeme vénovat.

Lemma3.5: Me¢jme T-periodickou funkci v(t) € C[R|, T > 0 a zavedme si funkci
V(z) = [y(v(t) —v)dt, kde v = %fOTv(t) dt. Pak funkce V() je téz T-periodicka.

Dukaz. Ukazeme, ze plati X X
VeeR: V(x+T)=V(x). (3.12)
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Pro levou stranu rovnosti v (3.12) plati

N z+T T 4T o+T
V(x—i—T):/ (u(t) — B) dt:/ v(t) dt+/ v(t) dt—/ b dt.
0 0 T 0
V uréitém integralu

/m+Tv(t) dt

T
pouzijeme substituci p =t — T po které dostavame

N T z+T
V(@+T) = / dt+/ (p+T)dp / b dt
0

—Tv—i-/ —(x+T)v /Ozv(t)dt—:c@.

A pro pravou stranu rovnosti v (3.12) plati

V() —/Ox(v(t)—f)) dt—/ozv(t) dt — av.

Tedy vztah (3.12) plati. O

Lemma 3.6: Necht a,b > 0. Pak funkce FP o [H jsou T-periodicka a plati
Vo € R: FP(z) < F(z) < F¥(z). (3.13)

Diikaz. Nejdifve si viimnéme, Ze funkce uP a u? jsou spojité a periodické s periodou T =
2+ % > 0. Dle lemmatu 3.5 jsou tedy i funkce FP a [ T-periodické. Dale diky lemmatu 3.4
dostavame, ze Vx € R plati néasledujici posloupnost tivah

uP(z) —u(z) <0 < uf(z) —u(x),
T T
/O (1)~ u(t)) dt <0< /O (w(t) — u(t)) d,
P (x) — u(z) <0 < ul(x) — u(x).

Diky T-periodi¢nosti funkei FP, F® a F nam staéi nerovnost v (3.13) staéi dokazat pro
x € [0,T]. Pro tato x tedy plati

/0 () — ult)) dt + (T —2) (& — ) < 0 g/
/0 (uDit)—u(t)—l-ﬂ—ﬂD) dt+T (@ —a) <0 g/
/0 (uD(t) - aD) dt+T(aD - a) < (u( ) — @) dt

u()) dt+ (T — ) (@ - a),

(v
(w(t) = u(t) + 7 — @) dt+T (@ —a),

/( H(t) — aH)dtJrT(aH—a),

Tedy platii (3.13). O

Lemma 3.7: Pro mnozinu M plati

M C Q.
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Diikaz. Hledejme nyni po ¢dstech polynomidlni periodické funkce S5 a S3 vysstho fddu s
periodou 27 v druhé proménné takové, ze plati

V(k,z) € (0,00) x [0,27] : S3(k,z) < S(k,z) < S5(k,z).

Diky lemmatu 3.13 vime, e mame funkce F? a FY takové, Ze plati

Ve € [0,7): FP(z) < F(z) < F¥(z). (3.14)
Staci tedy uz jen pouzit v substituci
k=2,
_ T
A dostavame napriklad v programu mathematica pro (k,z) € (0,00) x [0,T7:
7 (r—2k?) (1+k)2 2 (1+k)® 3
D _k 2(224k(3+326k_)‘_) o 2x2+:2k2 Iifzk?’ ’3+k2(4 2472)
— ¥y — ™ ™ e s ™ ™
SQ (k;x) - 12 + 248k s k:L‘3—
_37r+12k7r+4§?€k n 6k 2 | (1;]6) 3,
2 3
271—;::]:”237 + (1+k) Tl'x2 . (1+k2) 1'3,
H kr(r—6—4k k k)2—k
Sy (k,x) = 7w2;4> _:igﬁ%;) 1?53
+ + 2 +k)® 3
- 8k T+ ik
O

Na obrézcich 3.10 a 3.11 lze vidét srovnani funkei S a S3, ptipadné S¥. Na obrazku 3.12 je
po té vyobrazena mnozina {2y a nakonec na obrazku 3.13 je k vidéni srovnani hranic mnozin

Q(), Ql a QQ.

5

7

y = S3(

Obréazek 3.10: Graf funkce S a S3 na in-
tervalu [0, 47] pro k = 2.
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Obréazek 3.11: Graf funkce S a S¥ na in-
tervalu [0, 47] pro k = 2.



..................................
w|
25
201
15
10}
0 5 10 15 20 25 20

Obrazek 3.12: Mnozina .

Obrazek 3.13: Srovnéani hranic mnozin g (zelené), €y (oranzové) a {2y (modfe) a mnozina

M (erné).
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Kapitola 4

Po c¢astech linearni tiloha s novou
integralni podminkou

V této kapitole se budeme zabyvat okrajovou tlohou
u”(t) + a®ut(t) — b*u=(t) =0, t € (0,1)
u(0) =0, (4.1)
JEu(t)dt + [lu(t)dt =0, p*+ (g —1)2 £0
kde a >0, b >0, u € C[0,1] N C%(0,1), u(t) = max {u(t),0} a u~(t) = max {—u(t),0}.
Definice 4.1: Definujme mnozinu
Mg = {(a, b) € Rt x RT : tloha (4.1) m4 netrivialni fesen{ u
s derivaci v nule v’(0) = ab > 0} .

Vytvoime ekvivalentni lohu podobné jako u okrajové tlohy (2.8). Nejdfive si upravme
integralni podminku v tloze (4.1)

o_A%@ﬁ+éﬁ@ﬁ_AZ@@+AZ@@-A%@&,

kterou si zapiseme pomoci funkce F' z definice 2.4
F(p)+ F(1) — F(q) =0. (4.2)

Dale s pouzitim periodické funkce F 7 definice 2.5 dostavdme

A A

Do)+ P() — Fla) = fRu(t) — ) de + [ ut) — ) dt — [Ju(t) — ) de
= F(p) + F(1) — F(q) — pu — u + qu.

A podminka (4.2) je splnéna pravé tehdy, kdyz
F(p)+ FQ) — F(q) = —pu — @ + qa.
Nyni formulujme ekvivalentni tlohu k tloze (4.1), kde u/(0) = ab

. . 1

P+ P() - Fla) = (-p -1+ 07 (-5 + ), (13)
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kde @ > 0, b > 0 a F' je funkce z definice 2.5.

Véta4.1: Méjme a > 0a b > 0. Dvojice (a,b) patii do mnoziny M,, pravé tehdy, kdyz
plati

b 2ab b 2ab b 2ab \ _ p (b 2ab b 2ab b 2ab
S (5 a5he) +5 (2. 38) -5 (2. 2%0) = P (2. 0) + P (2. 25) - P (2. 288e).
(4.4)
kde funkce S je definovana v (2.21) a funkce P je definovand v (2.20).

Dikaz. Ukazeme, Ze rovnost (4.4) je ekvivalentni s rovnosti v tloze (4.3). Dle lemmatu 2.4 je

S(b %ﬁ)>+s<b;ﬁz> s(ZCiﬁ)>—ﬁﬁn+Fu)—F@y

Déle dle lemmatu 2.5 je

A tedy

b 2ab b 2ab b 2ab 1 2a 2b
P( +b>+P<wa+b>_P< +b> _T(_b*'a>@+1_m'

A a, b spliuji rovnost (4.4) pravé tehdy, kdyz jsou feSenim tlohy

o)+ F() - Flo) = (cp- 14y (<242

O]

Takto jsme ziskali Fu¢ikovo spektrum prvniho kvadrantu okrajové tlohy (4.1), které ndm
ukazuje obrazek 4.1 pro vybrana p, q.
Vénujme se nyni hledani algebraickych ktivek prislusnych tomuto spektru.

Definice4.2: Necht SP : RT xR — R a S¥: RT x R — R jsou funkce takové, ze spliiuji
podminku (3.1). Definujme mnozinu:

(a,0) € R xR 87 (2, 28p) + 87 (2, 245 ) — 8™ (2, 5a) <
O = Pt 7 (6 08) -7 (&) <
5% (4 2) + 5% (4 288) - 5° (3 250)
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Obrézek 4.1: Fucikovo spektrum ¥, v prvnim kvadrantu roviny ab prop =0a g = % (vlevo)
a pro p = % aq= % (vpravo).

Véta4.2: Pro mnozinu M,, plati:
Mpg C g

Diikaz. Méjme (a,b) € Mp,. Pak dle véty 4.1 plati:

S (3 2200) + 5 (4.28) - 5 (2 20) = P (2. 280) + P (2.28) - P (3 280).

(4.5)
Vzhledem k vlastnostem funkei SP a S* navic plati
SP(k,x) < S (k,x) < S*(k,x) (4.6)
nebo téz
— S (k,z) < =S (k,z) < —S° (k, ) (4.7)

pro libovolné (k,z) € (0,4+00) x R. Pak z (4.5), (4.6) a (4.7) plynou nerovnosti
b 2ab b 2ab b 2ab b 2ab b 2ab b 2ab
S° (& 2%p) + 8 (8. 228) — 5" (2. 3%a) < P (. 2%%0) + P (2 285) - P (2 2%50)
b 2ab b 2ab b 2ab b 2ab b 2ab b 2ab
P (L 25p) +P (L 285) — P (5 25q) < 5% (L 2%p) + 57 (L 25) — s (L. 2

a’ atbd
A tedy dle definice 4.2 téz (a,b) € Q. O

Mnoziny €, s vyuzitim funkei S} a S¥ pro p, ¢ z obrdzku 4.1 lze vidét na obrazku 4.2.
Na obrazku 4.3 1ze po té vidét mnoziny €, s vyuzitim funkef S5 a S§.
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Obrézek 4.2: Mnoziny Q,, s vyuZitim funkef S? a S¥ prop=0a g =3 (vlevo)aprop=1a
q = 3% (vpravo).

=
o

Obrézek 4.3: Mnoziny €, s vyuzitim funkei S5 a S prop=0a g = % (vlevo) a pro p =
q =3 (vpravo).
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Kapitola 5
Zavér

Cilem této prace bylo nalézt Fucikovo spektrum ulohy

{ u'(t) + aut(t) — Bu=(t) =0, t € (0,1), (5.1)

u(0) =0, [Yu(t)dt+ [ u(t)dt=0

a sestavit odhady pro lokalizaci tohoto spektra pro vybrané parametry p, g, kde p?+(¢—1)? #
0 a p,q € [0,1]. Nejdiive jsme Tesili okrajovou tlohu

u’(t) + aut(t) — fu(t) =0, t € (0,1), (5.2)
u(0) =0, [Ju(t)dt=0, '

jejiz Fucikovo spektrum jsme hledali vlastnim zptusobem. Ten spocival v tom, ze jsme vyuzili
feSeni pocatecni tlohy, které by pro vhodné a, g fesilo téz tlohu (5.2), k vytvoreni ekvivalentni
ulohy. Tu jsme pak prevedli na hledani hladiny funkce dvou proménnych.

V dalsi kapitole jsme zkonstruovali tfi rtizné odhady spektra. Hranice prvni mnoziny
byla tvorena jednoduchou transcendentni kiivkou. Hranice druhé mnoziny uz byla tvorena
jednoduchou algebraickou kfivkou. Nakonec hranice treti mnoziny byla dana po ¢astech alge-
braickou kiivkou. V zavéru této kapitoly je srovnani hranic vSech t¥{ konstruovanych odhadi,
na kterém si lze vSimnout, ze kazda z hranic je v urcitych oblastech ke spektru blize nez
hranice ostatni. Ale zadny z téchto odhadt nelze povazovat za jednoznac¢né nejlepsi.

V posledni kapitole jsme Fesili ilohu (5.2) u které jsme nasli Fuc¢ikovo spektrum pro dvé
zvolena nastaveni parametra p, q. Pro tato dvé spektra jsme pak téz nalezli odhady pomoci
mnozin ze tieti kapitoly, které byly ohrani¢eny algebraickymi kfivkami.
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