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s použit́ım citovaných pramen̊u, jejichž úplný seznam je součást́ı práce.
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Abstrakt

Tato práce se věnuje oskulačńım křivkám a jejich systémům. Nejprve jsou
uvedeny definice základńıch pojmů. Dále se práce věnuje definici dotyku řádu
q dvou křivek a jeho souvislosti s oskulačńımi křivkami. Poté je zpracován
výčet r̊uzných typ̊u oskulačńıch křivek zahrnuj́ıćı jejich definici, oskulačńı
a hyperoskulačńı vlastnosti, zp̊usob výpočtu a vždy nejméně jeden př́ıklad.
Dále se práce zabývá vlastnostmi systémů oskulačńıch křivek na základě
variaćı Tait-Kneserovy věty.

Kĺıčová slova

oskulačńı křivka, dotyk řádu q, Tait-Kneserova věta

Abstract

This thesis deals with osculating curves and their families. First,
definitions of basic terms are given. Further, the thesis deals with the
definition of the contact of qth order of two curves and its relation to the
osculating curves. Then, a list of different kinds of osculating curves, including
their definition, osculating and hyperosculating properties, the calculation
method and at least one example is given. Further, the thesis deals with
families of osculating curves and their properties based on variations of the
Tait-Kneser theorem.
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Seznam přiložených programů 51
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Úvod

V geometrii, zejména deskriptivńı, je
”
oskulačńı kružnice“ všeobecně známý

pojem, spojovaný předevš́ım s konstrukćı kuželoseček. Méně známé je použit́ı
slova

”
oskulačńı“, které lze přeložit jako ĺıbaj́ıćı či obj́ımaj́ıćı, v souvislosti

s daľśımi typy křivek, např́ıklad pro oskulačńı kuželosečky nebo oskulačńı
šroubovice. Přitom s některými z křivek, kterým se věnuje tato práce, běžně
pracujeme, aniž bychom si vždy uvědomovali, že se jedná o oskulačńı křivky.

V prvńı kapitole je uveden přehled definic pojmů z diferenciálńı geometrie,
které jsou použ́ıvány v této práci.

Ve druhé kapitole je podrobně popsán pojem
”
dotyk řádu dvou křivek“,

který je kĺıčový k porozuměńı problematiky oskulačńıch křivek. Dále je v
této kapitole uvedeno, jak dotyk určitého řádu ovlivńı vzájemnou polohu
dvou křivek na okoĺı bodu dotyku.

Ve třet́ı kapitole je uvedeno, jak dotyk dvou křivek souviśı s oskulačńımi
křivkami. Nejprve je zaveden pojem

”
obecně nejvýše možný řád dotyku“ pro

křivku daného typu. Dále je uvedeno, jak obecně nejvýše možný řád dotyku
pro křivku daného typu určit, a poté jsou pomoćı tohoto pojmu definovány

”
oskulačńı“ a

”
hyperoskulačńı křivky“. Následuje šest podkapitol, které se

jednotlivě věnuj́ı těm křivkám, které je za jistých podmı́nek vhodné využ́ıt
jako oskulačńı křivky, což jsou: př́ımka, kružnice, kuželosečky, polynomy,
lineárńı lomená funkce a cylindrická šroubovice.

Čtvrtá kapitola se zabývá vlastnostmi systémů rovinných oskulačńıch
křivek stejného typu. Pomoćı Tait-Kneserovy věty a jej́ıch variant je zde
popsáno chováńı systémů většiny oskulačńıch křivek uvedených v předchoźı
kapitole.
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Rešerše

Jedńım z ćıl̊u této práce je zpracovat rešerši na téma oskulačńı křivky.
Většina nalezených zdroj̊u se věnuje oskulačńı kružnici, proto je j́ı i v této
práci věnováno v́ıce prostoru, než jiným křivkám. Nejuceleněǰśı informace
o oskulačńı kružnici je možno nalézt v publikaci [1], z ńıž je převzata též
většina definic uvedených v této práci.

Jediný článek, který se naopak o kružnićıch nezmiňuje, je článek [2].
Zde se autor zabývá převážně stejnoměrnou konvergenćı posloupnosti křivek
procházej́ıćıch daným počtem bod̊u, jejichž limitńı křivkou, jak se body bĺıž́ı
k sobě, je právě oskulačńı křivka. Z tohoto článku je do této práce převzato
pouze několik okrajových informaćı o oskulačńıch kuželosečkách, ale mohl
by být dobrým podkladem pro př́ıpadné rozš́ı̌reńı této práce, nebot’ obsahuje
několik kapitol věnovaných oskulačńım plochám.

Dvojice článk̊u [3] a [6] pojednává o Tait-Kneserově větě, která popisuje
vlastnosti systémů oskulačńıch křivek daného typu. Článek [3] se zaměřuje
sṕı̌se na teorii kolem základńıho zněńı Tait-Kneserovy věty pro kružnici,
a článek [6] se převážně věnuje variantám této věty a jejich d̊ukaz̊um pro
daľśı typy křivek. Tyto články poskytuj́ı nejuceleněǰśı přehled r̊uzných typ̊u
rovinných oskulačńıch křivek ze všech nalezených zdroj̊u. Ovšem pro většinu
oskulačńıch křivek, s výjimkou př́ımky, kružnice a Taylorova polynomu,
jsem nikde nenalezla zpracovaný postup výpočtu nebo vyjádřené vzorce
pro výpočet parametr̊u těchto křivek. Článek [4] je jediný zdroj věnuj́ıćı se
prostorové oskulačńı křivce a to cylindrické šroubovici. Je zde také uveden
postup výpočtu parametr̊u oskulačńı kružnice prostorové křivky.
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1 Definice

Nejprve uved’me definice pojmů, které je d̊uležité znát pro správné
porozuměńı následuj́ıćıch kapitol (převzato z [1]).

Mějme křivku c popsanou vektorovou funkćı p = p(t), t ∈ I, kde t je
obecný parametr, nebo p = p(s), s ∈ I∗, kde parametr s je oblouk. Označme

p′(t) =
dp(t)

dt
a ṗ(s) =

dp(s)

ds
.

Definice 1 Mějme bod P (t0) křivky c. Vektor, jehož počátečńı bod je
umı́stěn v počátku soustavy souřadnic a koncový bod je bod P (t0), nazveme
pr̊uvodičem bodu P (t0) a znač́ıme p(t0).

Definice 2 Bud’ P (t0) regulárńı bod křivky c. Tečnou t křivky c v jej́ım
bodě P (t0) rozumı́me př́ımku, která je pro h → 0 limitńı polohou sečny,
procházej́ıćı bodem P (t0) a daľśım bodem P (t0 + h) křivky c. Bod P (t0)
nazýváme dotykovým bodem dané tečny.

Definice 3 Oskulačńı rovinou křivky c v jej́ım regulárńım bodě P (t0) ro-
zumı́me rovinu, která je pro h → 0 limitńı polohou roviny, která je určena
tečnou křivky c v bodě P (t0) a daľśım bodem P (t0 + h) křivky c.

Definice 4 Př́ımku, která procháźı bodem P (t0) křivky c a je kolmá na
tečnu křivky c v P (t0), nazveme normálou křivky c v bodě P (t0). Hlavńı
normálou n křivky c v bodě P (t0) rozumı́me normálu, která lež́ı v oskulačńı
rovině př́ıslušné bodu P (t0) křivky c.

Definice 5 Binormálou b křivky c v jej́ım bodě P (t0) rozumı́me př́ımku,
která procháźı bodem P (t0) a je kolmá na oskulačńı rovinu př́ıslušnou bodu
P (t0).

Definice 6 Velikost vektoru p̈(s0) nazýváme prvńı křivost́ı křivky c v
bodě P (s0) a znač́ıme 1k(s0). Převrácená hodnota prvńı křivosti se nazývá
poloměr křivosti.

Definice 7 Čı́slo 2k vypočtené pro daný bod P (s0) křivky c z rovnice

2k = −ḃn

kde b je jednotkový vektor binormály a n je jednotkový vektor hlavńı normály,
nazveme druhou křivost́ı křivky c v bodě P (s0).
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2 Řád dotyku křivek

Podkladem pro tuto kapitolu je publikace [1] a článek [3].

Než si definujeme oskulačńı křivky, seznámı́me se bĺıže s pojmem dotyk
určitého řádu dvou křivek, který je pro problematiku oskulačńıch křivek
kĺıčový. Mějme křivku g popsanou vektorovou funkćı g = g(τ), τ ∈ J , popř.
g = g(s), s ∈ J∗ jej́ı parametrizaci obloukem, a bod X0 společný bod křivek
g a c (popis křivky c viz kapitola 1), na jehož okoĺı budeme zkoumat vztah
obou křivek. Pro jednoduchost budeme předpokládat, že jsou obě křivky
vztažené k témuž obloukovému parametru s a společný bod je v s = 0, tj.
X0 = p(0) = g(0).

Definice 8 Křivky c a g maj́ı ve společném bodě X0 dotyk nejméně q-
tého řádu, neboli dotyk nejméně (q + 1) bodový, jsou-li splněny podmı́nky

lim
s→0

d(s)

sk
= 0, (k = 0, 1, ..., q), (1)

kde d(s) = p(s)− g(s).

Věta 1 Nutná a postačuj́ıćı podmı́nka pro to, aby křivky křivky c a g měly
ve společném bodě X0 dotyk nejméně q-tého řádu, neboli dotyk nejméně
(q + 1) bodový, je platnost následuj́ıćıch rovnost́ı

p(0)(k) = g(0)(k), (k = 0, 1, ..., q) (2)

za předpokladu existence potřebného počtu derivaćı.

Důkaz: Jelikož se jedná zároveň o nutnou i postačuj́ıćı podmı́nku, je
vztah mezi dotykem nejméně q-tého řádu obou křivek a platnost́ı rovnost́ı
2 ekvivalenćı. Nejprve si dokážeme, že dotyk nejméně řádu q obou křivek
implikuje platnost rovnost́ı 2 (nutná podmı́nka). Funkce p(s) a g(s)
nahrad́ıme na dostatečně malém okoĺı společného bodu s = 0 následuj́ıćımi
rozvoji

p(s) = p(0) + ṗ(0)s+
1

2!
p̈(0)s2 +

1

3!

...
p(0)s3 + ...

g(s) = g(0) + ġ(0)s+
1

2!
g̈(0)s2 +

1

3!

...
g (0)s3 + ... (3)
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a tyto dosad́ıme do vztahu d(s) = p(s)− g(s)

d(s) = [p(0)−g(0)]+s[ṗ(0)−ġ(0)]+
s2

2!
[p̈(0)−g̈(0)]+

s3

3!
[
...
p(0)−...

g (0)]+... (4)

Podle definice 8 plat́ı pro dotyk nejméně q-tého řádu vztahy 1. Dosazeńım
výrazu 4 do těchto vztah̊u dostaneme

lim
s→0

(
[p(0)− g(0)]

sk
+

[ṗ(0)− ġ(0)]

sk−1
+

[p̈(0)− g̈(0)]

2!sk−2
+

[
...
p(0)− ...

g (0)]

3!sk−3
+ ...

)
= 0

(5)
pro k = 0, 1, ..., q. Zvolme k = q

lim
s→0

(
[p(0)− g(0)]

sq
+

[ṗ(0)− ġ(0)]

sq−1
+

[p̈(0)− g̈(0)]

2! sq−2
+

[
...
p(0)− ...

g (0)]

3! sq−3
+ ...

...+
[p(q−1)(0)− g(q−1)(0)]

(q − 1)! s
+

[p(q)(0)− g(q)(0)]

q!
+
s[p(q+1)(0)− g(q+1)(0)]

(q + 1)!
+ ...) = 0

(6)

Tato rovnost plat́ı jen v př́ıpadě, že jsou čitatelé prvńıch q + 1 sč́ıtanc̊u
rovny nule, tj. jsou splněny podmı́nky 2, což jsme chtěli dokázat.
Nyńı ještě ukážeme, že je tato podmı́nka také postačuj́ıćı, tj. splněńı
podmı́nek 2 implikuje dotyk nejméně řádu q obou křivek. Vzhledem k
platnosti podmı́nek 2 se ve vztahu 4 odečtou všechny derivace až do řádu k
včetně, č́ımž pro k = 0, 1, ..., q dostaneme následuj́ıćıch q + 1 rovnost́ı

d(s) =
sk+1

(k + 1)!
[p(0)(k+1)−g(0)(k+1)]+

sk+2

(k + 2)!
[p(0)(k+2)−g(0)(k+2)]+... (7)

Rovnosti vyděĺıme výrazem sk

d(s)

sk
=

s

(k + 1)!
[p(0)(k+1)−g(0)(k+1)]+

s2

(k + 2)!
[p(0)(k+2)−g(0)(k+2)]+... (8)

kde k = 0, 1, ..., q. Pro limitu s→ 0 všech těchto výraz̊u plat́ı

lim
s→0

s

(k + 1)!
[p(0)(k+1)−g(0)(k+1)]+

s2

(k + 2)!
[p(0)(k+2)−g(0)(k+2)]+... = 0 (9)

což odpov́ıdá podmı́nkám v definici 8 dotyku nejméně q-tého řádu, č́ımž je
d̊ukaz proveden.
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Důsledek 1 Nutná a postačuj́ıćı podmı́nka pro to, aby křivky g a c měly ve
společném bodě X dotyk nejméně řádu q, tj.: (q + 1) bodový, je dáno pro:
q = 1 rovnost́ı jednotkových tečných vektor̊u
q = 2 rovnost́ı jednotkových tečných vektor̊u, jednotkových vektor̊u hlavńıch
normál a rovnost́ı prvńı křivosti
q = 3 rovnost́ı jednotkových tečných vektor̊u, jednotkových vektor̊u hlavńıch
normál, rovnost́ı prvńı a druhé křivosti a rovnost́ı derivace prvńı křivosti.

Důkaz viz [1].

Obrázek 1: Vliv hodnoty řádu dotyku q křivek k1 a k2 v bodě X0 na jejich
vzájemnou polohu.

Nakonec se pod́ıvejme, jak dotyk určitého řádu dvou křivek ovlivńı jejich
vzájemnou polohu na malém okoĺı dotykového bodu. Mějme křivky k1 a k2
popsané funkcemi

k1 : y = f(x)

k2 : y = g(x) (10)

Necht’ maj́ı tyto křivky ve společném bodě x0 dotyk řádu q, tj plat́ı:

f (k)(x0) = g(k)(x0), k = 0, ..., q

f (q+1)(x0) 6= g(q+1)(x0) (11)
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Pro rozd́ıl d(x) = f(x) − g(x) źıskáme v dostatečně malém okoĺı bodu x0
rozvoj

d(x) =
f (q+1)(0)− g(q+1)(0)

(q + 1)!
x(q+1) +

f (q+2)(0)− g(q+2)(0)

(q + 2)!
x(q+2) + ... (12)

Necht’ pro dostatečně malé ε plat́ı x0 − ε < xa < x0 < xb < x0 + ε. Je-li
q sudé, je d(x) v xa a xb r̊uzného znaménka a křivka k2 lež́ı v malém okoĺı
bodu x0 na r̊uzných stranách křivky k1. Je-li q liché, je d(x) v xa a xb, téhož
znaménka a křivka k2 lež́ı v určitém okoĺı bodu x0 na téže straně křivky k1.
(viz obrázek 1).

3 Oskulačńı křivky

Podkladem pro tuto kapitolu je publikace [1] a článek [3].

O oskulačńı křivce g lze uvažovat jako o křivce, která aproximuje danou
křivku c na okoĺı jej́ıho zvoleného bodu X lépe, než kterákoli jiná křivka
pocházej́ıćı ze stejného systému křivek jako křivka g (např.: systém kružnic).
Obecně plat́ı, že libovolná křivka k aproximuje křivku c na okoĺı společného
bodu X0 t́ım lépe, č́ım vyšš́ı je řád dotyku obou křivek v daném bodě.
Ovšem skutečnost, že maj́ı dvě křivky ve společném bodě dotyk určitého
řádu, nezaručuje, že je jedna z nich oskulačńı křivkou té druhé. Zavedeme si
proto daľśı pojem.

Definice 9 Necht’ r je počet parametr̊u, jimǐz je křivka k v prostoru jedno-
značně určena. Obecně nejvýše možný řád dotyku (zkráceně ONM řád
dotyku) pro křivku k je řád dotyku q

ONM
= r − 1.

Např́ıklad, je-li křivka k kružnice, lze ji v prostoru jednoznačně určit
třemi parametry (r = 3) a má tedy q

ONM
= 2 (tř́ıbodový). Kružnic, které

maj́ı s křivkou c v bodě X0 dotyk řádu nižš́ıho než q
ONM

(tj. q ∈ {0, 1})
je možno nalézt nekonečně mnoho (viz obrázek 2 vlevo a uprostřed).
Naopak kružnice, která má s křivkou c v bodě X0 dotyk řádu q

ONM
je (za

předpokladu, že X0 je regulárńı bod křivky c) právě jedna (viz obrázek 2
vpravo).
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Obrázek 2: Dotyk řádu n = 0, 1, 2 kružnic ki s křivkou c v bodě X0.

Je-li křivka k rovinná algebraická křivka stupně d ≥ 1, pak lze počet jej́ıch
parametr̊u spoč́ıtat pomoćı vzorce

r = n(d)− ν, (13)

kde n(d) = d(d+ 3)/2 je nejvyšš́ı možný počet parametr̊u pro křivku stupně
d, a ν ∈ {0, 1, ..., n(d)} udává, kolik z těchto parametr̊u je pro křivku k pevně
zvoleno.

Př́ıklad 1 Určeme ONM řád dotyku pro:

a) Kuželosečku

b) Polynom 2. stupně

Řešeńı:

a) Necht’ křivka k je kuželosečka popsaná obecnou rovnici

Ax2 +By2 + Cxy +Dx+ Ey + F = 0. (14)

Kuželosečka je algebraická křivka stupně d = 2 obecně bez pevně zvolených
parametr̊u, tj. ν = 0. Dosad’me do vzorce 13.

r = n(d)− ν =
2(2 + 3)

2
− 0 = 5.
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Kuželosečka k má tedy dle definice 9 obecně nejvýše možný řád dotyku q =
r − 1 = 4 (pětibodový).

b) Necht’ křivka k je grafem polynomu druhého stupně popsaného rovnićı

g(x) = Āx2 + B̄x+ C̄. (15)

Opět se jedná o algebraickou křivku stupně d = 2, ovšem tentokrát bude
ν r̊uzné od nuly. Polynom druhého stupně je parabola, tedy křivka k,
která se řad́ı mezi kuželosečky, a lze ji vyjádřit pomoćı rovnice 14. Nutná
podmı́nka pro to, aby kuželosečka byla parabolou, je nulovost právě jednoho
z koeficient̊u u kvadratických člen̊u v rovnici 14. Daľśı omezeńı vycháźı ze
skutečnosti, že polynomy jsou funkce y = y(x) jedné reálné proměnné a tedy
plat́ı, že pro každé x existuje právě jedno y. To lze zajistit pouze v př́ıpadě,
kdy je osa paraboly rovnoběžná s osou y, tj.: když koeficient před smı́̌seným
členem zp̊usobuj́ıćım natočeńı osy paraboly je roven nule. Zvolili jsme tedy
dva parametry z rovnice 14 tak, abychom źıskali polynom druhého stupně,
tj. ν = 2. Dosad́ıme

r = n(d)− ν =
2(2 + 3)

2
− 2 = 5− 2 = 3.

Křivka k, která je grafem polynomu druhého stupně, má ONM řád dotyku
q = 2 (tř́ıbodový).

Definice 10 Křivku g, která má s danou křivkou c ve společném bodě X0

dotyk řádu ONM, nazveme oskulačńı křivkou křivky c v bodě X0.

Poznámka: Oskulačńı křivka g křivky c v regulárńım bodě X0 je určen
jednoznačně.

Definice 11 Křivku g, která má s danou křivkou c ve společném bodě X0

dotyk řádu vyšš́ıho než obecně možného, nazveme hyperoskulačńı křivkou
křivky c v bodě X0. Bod X0 pak nazveme extatický bod křivky c.

Jak již bylo řečeno, oskulačńı křivky slouž́ı k aproximaci dané křivky c
na okoĺı jej́ıho daného bodu X0. Z toho d̊uvodu je logické požadovat, aby
oskulačńı křivka g byla jednodušš́ı (snáze narýsovatelná či použitelná ve
výpočtech) než křivka c a zároveň, aby křivku c aproximovala co nejlépe,
tj. aby oskulačńı křivka g měla co možná největš́ı řád dotyku obecně nejvýše
možného. Následuj́ıćı podkapitoly se jednotlivě věnuj́ı právě těm křivkám,
které je vhodné využ́ıt jako oskulačńı křivky.
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3.1 Př́ımka

Podkladem pro tuto kapitolu je publikace [1].
Př́ımka je nejjednodušš́ı křivka g, jakou můžeme pro oskulaci zvolit. V
prostoru E3 ji poṕı̌seme vektorovou funkćı

g : g(τ) = Aτ +B, A,B ∈ R3, τ ∈ J ⊂ R.

Jelikož se jedná o rovinnou algebraickou křivku, uvedeme si také jej́ı popis
pomoćı funkce jedné reálné proměnné v prostoru E2

g : y = g(x) = ax+ b, a, b ∈ R, x ∈ J ⊂ R.

Pro př́ımku je d = 1 a ν = 0. Dosazeńım do vzorce 13 dostaneme r = 2 a
tedy řád dotyku obecně nejvýše možného pro př́ımku je q = 1 (dvoubodový
dotyk).

Podle d̊usledku 1 plat́ı pro dotyk prvńıho řádu dvou křivek rovnost jejich
jednotkových tečných vektor̊u ve společném bodě X0, tj.: obě křivky maj́ı v
X0 společnou tečnu. Jelikož je křivka g př́ımkou, je zároveň onou společnou
tečnou v bodě X0. Oskulačńı př́ımka g křivky c je tedy jej́ı tečna v bodě X0.
V př́ıpadě, že má př́ımka s křivkou c v daném bodě dotyk vyšš́ıho (nejméně
druhého) řádu, nazveme ji hyperoskulačńı př́ımkou nebo též inflexńı tečnou.

Pod́ıvejme se na dotyk rovinné křivky c s př́ımkou g, které jsou popsány
funkcemi jedné reálné proměnné

c : y = f(x)

g : y = g(x) (16)

Podmı́nka, aby křivka c a př́ımka g měly ve společném boděX0 dotyk nejméně
prvńıho řádu, je podle věty 1 rovnost jejich funkčńıch hodnot a prvńıch
derivaćı, tj. platnost rovnost́ı

f(x0) = g(x0)

f ′(x0) = g′(x0) (17)

Za těchto podmı́nek je př́ımka g oskulačńı př́ımkou (tečnou) křivky c v bodě
X0. Kdybychom přidali daľśı podmı́nky pro dotyk vyšš́ıch řád̊u (rovnost
druhých a vyšš́ıch derivaćı), záviselo by splněńı těchto podmı́nek už pouze
na křivce c, nebot’ druhá (a všechny následuj́ıćı) derivace rovnice př́ımky
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jsou identicky nulové. Na základě podmı́nek 17 určeme vzorce pro výpočet
parametr̊u oskulačńı př́ımky g křivky c v boděX0. Nejprve zderivujme rovnici
př́ımky.

g(x) = ax+ b

g′(x) = a

Dosad’me x = x0 a zohledněme podmı́nky 17.

f(x0) = ax0 + b

f ′(x0) = a.

Odtud vyjádřeme a a b.

a = f ′(x0)

b = f(x0)− f ′(x0) · x0. (18)

Př́ımka g, jej́ıž parametry jsou vypočteny pomoćı vzorc̊u 18, je tečnou křivky
c v bodě X0 = [x0, f(x0)].

3.2 Kružnice

Podkladem pro tuto kapitolu je publikace [1] a články [3] a [4].

Křivku g zvolenou jako kružnici poṕı̌seme vektorovou funkćı

g : g(τ) = (r · cos(τ) + xs, r · sin(τ) + ys, 0), (19)

kde r je poloměr a xs, ys jsou souřadnice středu kružnice. Tato funkce popisuje
kružnici lež́ıćı v rovině xy, což (jak vyplyne z následuj́ıćıch vět) je pro
zkoumáńı oskulačńıch kružnic dostačuj́ıćı. Dále si uvedeme ještě středovou
rovnici kružnice

g : (x− xs)2 + (y − ys)2 = r2. (20)

Nyńı určeme řád dotyku obecně nejvýše možného pro kružnici g. Kružnice
je kuželosečka, tedy algebraická křivka druhého stupně. Z obecné rovnice
kuželosečky 14 źıskáme obecnou rovnici kružnice volbou dvou parametr̊u
A = B 6= 0, C = 0 (tj. ν = 2). Počet parametr̊u kružnice dle vzorce 13 je

r = n(2)− 2

r = 5− 2

r = 3

Nejvýše obecně možný řád dotyku pro kružnici g tedy je q = 2 (tř́ıbodový).
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Definice 12 Kružnice g, která procháźı bodem X0 křivky c, v němž 1k 6= 0, a
má v něm s křivkou c dotyk druhého řádu (tř́ıbodový), se nazývá oskulačńı
kružnice křivky c v bodě X0. Střed S[xs, ys] kružnice g se nazývá střed
křivosti a jej́ı poloměr r poloměrem křivosti křivky c v bodě X0.

Pozn: Oskulačńı kružnice se též nazývá kružnice křivosti, nebot’ hodnota
jej́ı prvńı křivosti (konstantńı ve všech bodech kružnice) je rovna prvńı
křivosti křivky c v bodě X0.

Věta 2 Oskulačńı kružnice v bodě P (t0) prostorové křivky c lež́ı v oskulačńı
rovině křivky c v tomto bodě, jej́ı poloměr se rovná př́ıslušnému poloměru r
prvńı křivosti křivky c a jej́ı střed S má pr̊uvodič

s(t0) = p(t0) + rn, (21)

tedy lež́ı na hlavńı normále křivky c v uvažovaném bodě.

T́ım, že poloměr r oskulačńı kružnice křivky c v bodě X0 je převrácenou
hodnotou prvńı křivosti křivky c v X0, je ukázán geometrický význam těchto
hodnot.

Poznámka: Křivka, která je tvořena středy oskulačńıch kružnic křivky c,
se nazývá evoluta křivky c. Na obrázku 3 je modře vykreslena evoluta elipsy
a hnědě několik oskulačńıch kružnic této elipsy.

Obrázek 3: Evoluta elipsy
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Věta 3 Pravoúhlý pr̊umět prostorové křivky do jej́ı oskulačńı roviny v
uvažovaném bodě je rovinná křivka, maj́ıćı s danou prostorovou křivkou ve
zmı́něném bodě společnou oskulačńı kružnici.

Z vět 2 a 3 plyne, že oskulačńı kružnice křivky c (uvažujeme-li c jako
prostorovou křivku) neńı ovlivněna jej́ı druhou křivost́ı. Při daľśım studiu
vlastnost́ı oskulačńıch kružnic tedy můžeme pro jednoduchost a bez újmy na
obecnosti předpokládat, že c je křivka rovinná.

Následuj́ıćı tři věty poskytuj́ı návod na určeńı parametr̊u oskulačńı
kružnice g v př́ıpadech, kdy je křivka c zadána explicitně, implicitně a
parametricky.

Věta 4 Křivka c popsaná explicitně funkćı y = y(x) má v bodě X0[x0, y(x0)],
pro který je y′′ 6= 0, oskulačńı kružnici g, jej́ı̌z poloměr r a souřadnice xs, ys
středu S jsou dány vzorci

r = (1+(y′)2)3/2

|y′′| xs = x0 − y′ 1+(y′)2

y′′
ys = y0 + 1+(y′)2

y′′
. (22)

Důkaz: Ukážeme, že kružnice g s parametry vypočtenými ze vzorc̊u 22
je oskulačńı kružnićı křivky c v bodě X0, tj. že g a c maj́ı v bodě X0 dotyk
nejméně druhého řádu. Nutnou a postačuj́ıćı podmı́nkou pro dotyk nejméně
druhého řádu dvou křivek je rovnost jejich hodnot ve společném bodě až do
druhé derivace včetně. Zderivujme obě křivky dvakrát podle proměnné x

c : y = y(x) g : (x− xs)2 + (y − ys)2 − r2 = 0
y′ = y′(x) x− xs + (y − ys)y′ = 0
y′′ = y′′(x) 1 + (y′)2 + (y − ys)y′′ = 0

Jelikož máme křivku c zadanou explicitně a kružnici g popsanou středovou
rovnićı (implicitně), zajist́ıme splněńı podmı́nek dotyku nejméně druhého
řádu dosazeńım funkčńı hodnoty a derivaćı křivky c (vyč́ıslených pro bod
X0) do středové rovnice kružnice a jej́ıch derivaćı

(x0 − xs)2 + (y(x0)− ys)2 − r2 = 0

x0 − xs + (y(x0)− ys)y′(x0) = 0 (23)

1 + (y′(x0))
2 + (y(x0)− ys)y′′(x0) = 0

Z těchto rovnic vyjádř́ıme parametry r, xs, ys a po úpravě źıskáme přesně
vzorce 22.
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Věta 5 Křivka c popsaná implicitně funkćı F (x, y) = 0 má ve svém bodě
X[x0, y0] oskulačńı kružnici g, jej́ı̌z parametry jsou dány vzorci

r =
(F 2

x+F
2
y )

3/2

|J | xs = x0 − Fx
F 2
x+F

2
y

J
ys = y0 − Fy

F 2
x+F

2
y

J
(24)

kde

J = FxxF
2
y − 2FxyFxFy + FyyF

2
x ,

Fx =
∂F

∂x
, Fy =

∂F

∂y
, Fxx =

∂2F

∂x2
, Fyy =

∂2F

∂y2
, Fxy =

∂2F

∂xy

za předpokladu, že c nemá v bodě X tečnu rovnoběžnou s osou y.

Důkaz: Do vzorc̊u 22 dosad́ıme za y′, y′′ vztahy pro prvńı a druhou derivaci
implicitńı funkce, tj. výrazy

y′ = −Fx
Fy

y′′ =
1

(Fy)3

0 Fx Fy
Fx Fxx Fxy
Fy Fxy Fyy

=
−J

(Fy)3

a uprav́ıme

r =
(1 +

(
−Fx

Fy

)2
)
3
2

| −J
(Fy)3
|

=

((Fx)2+(Fy)2)
3
2

|Fy |3

|J |
|Fy |3

=
(F 2

x + F 2
y )

3
2

|J |

xs = x0 −
(
−Fx
Fy

) 1 +
(
−Fx

Fy

)2
−J

(Fy)3

= x0 −
Fx
Fy

(Fx)2+(Fy)2

(Fy)2

J
(Fy)3

= x0 − Fx
F 2
x + F 2

y

J

ys = y0 +
1 + (−Fx

Fy
)2

−J
(Fy)3

= y0 −
(Fx)2+(Fy)2

(Fy)2

J
(Fy)3

= y0 − Fy
F 2
x + F 2

y

J

Dostali jsme vzorce 24. Tyto jsou tedy pouze jinak zapsané vzorce 22 z věty
4, jej́ıž platnost jsme již dokázali.
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Věta 6 Křivka c s parametrickým vyjádřeńım x = φ(t), y = ψ(t) má ve
svém bodě X0[φ0, ψ0] oskulačńı kružnici, jej́ı̌z parametry jsou dány výrazy

r =
((φ′)2 + (ψ′)2)3/2

|φ′ψ′′ − φ′′ψ′|
; xs = φ0 − ψ′

(φ′)2 + (ψ′)2

φ′ψ′′ − φ′′ψ′
; ys = ψ0 + φ′

(φ′)2 + (ψ′)2

φ′ψ′′ − φ′′ψ′
(25)

kde (φ′ψ′′ − φ′′ψ′) 6= 0.

Důkaz této věty se provád́ı obdobně jako u předchoźı věty, tj. ukáže se,
že vzorce 25 jsou pouze jinak zapsané vzorce 22, jejichž platnost jsme již
dokázali.

Poznámka: Vzorce 22, 24 a 25 nelze použ́ıt v př́ıpadě, kdy se jmenovatelé
v těchto výrazech rovnaj́ı nule. Tato situace nastane v bodech X0, které jsou
inflexńımi body křivky c. V limitě pro X → X0 se hodnota jmenovatel̊u bĺıž́ı
k nule a hodnota parametr̊u r, xs, ys tak roste nade všechny meze. Z toho
plyne, že se prvńı křivost oskulačńı kružnice (i prvńı křivost křivky c v X0)
neomezeně bĺıž́ı k nule, tj.: oskulačńı kružnice se neomezeně bĺıž́ı k tečně v
inflexńım bodě X0. Jelikož máme stále nejméně trojbodový dotyk, jedná se
o inflexńı tečnu, nebo též oskulačńı kružnici s nekonečně velkým poloměrem.

Definice 13 Kružnice g, která procháźı bodem X0 křivky c, v němž 1k 6= 0,
a má v něm s křivkou c dotyk nejméně třet́ıho řádu (čtyřbodový), se nazývá
hyperoskulačńı kružnice křivky c v uvažovaném bodě X0.

Poznámka: Bod, ve kterém má křivka c hyperoskulačńı kružnici o dotyku
lichého řádu se nazývá vrchol křivky.

Věta 7 V bodě X0 křivky c : y = f(x), pro který plat́ı

3y′(y′′)2 − (1 + (y′)2)y′′′ = 0 (26)

má oskulačńı kružnice s křivkou c dotyk řádu nejméně třet́ıho (čtyřbodový),
tj. je kružnićı hyperoskulačńı.

Myšlenka d̊ukazu: Aby měla oskulačńı kružnice s křivkou c v bodě X
dotyk nejméně třet́ıho řádu, muśı kromě rovnic 23, z nichž jsme určili tři
parametry kružnice, nav́ıc platit rovnost třet́ıch derivaćı obou křivek ve
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společném bodě. Tuto podmı́nku źıskáme zderivováńım posledńı rovnice ze
soustavy 23. Po jednoduché úpravě dostaneme rovnici 26.

Poznámka: Podmı́nku 26 splňuj́ı také inflexńı body křivky c.

Podmı́nka hyperoskulace neobsahuje žádný z parametr̊u oskulačńı
kružnice, tj. skutečnost, zda kružnice oskuluje či hyperoskuluje v daném
bodě jej́ı parametry už nijak neovlivńı. Změńı se však vzájemná poloha obou
křivek, jak bylo popsáno na konci minulé kapitoly: zat́ımco v bodě X0 ve
kterém maj́ı g a c dotyk 2. řádu (sudého) přecháźı g z jedné strany křivky
c na druhou, tak v bodě X0 v němž g hyperoskuluje má s c dotyk 3. řádu
(lichého), a tedy g z̊ustává na okoĺı bodu X0 na jedné straně křivky c.

Věta 8 Předpokládejme, že poloměr oskulačńı kružnice je spojitou funkćı pa-
rametru x ∈ I rovinné křivky c, tj. pro křivku c plat́ı 1k 6= 0 pro x ∈ I, a exis-
tuje potřebný počet derivaćı funkce r(x). Potom je poloměr r hyperoskulačńı
kružnice lokálně extrémńı hodnotou poloměru křivosti pro danou rovinou
křivku c.

Důkaz: Hledáme lokálńı extrém funkce r = r(x) dané předpisem

r(x) =
(1 + (y(x)′)2)3/2

y(x)′′
,

tj. hledáme bod, který bude vyhovovat rovnici r′(x) = 0 a zároveň nebude
inflexńım bodem funkce r(x). Po zderivováńı r(x) a následných úpravách
dostaneme rovnici 26, což je podmı́nka hyperoskulace. Hledaný bod lokálńıho
extrému poloměru křivosti je tedy bod, v němž oskulačńı kružnice křivky c
hyperoskuluje.

Poznámka: Pokud pro bod X0 křivky c plat́ı, že
1

lim
x→x0

k(x) = 0, potom

je lim
x→x0

r(x) = lim
x→x0

1
1k(x)

≈ ∞. Bod X0 je tedy bodem nespojitosti 2. druhu

funkce r(x).

Př́ıklad 2 Necht’ křivka c je graf funkce y = x5, x ∈ R. Pro tuto křivku

a) upravme vzorce pro výpočet parametr̊u r, sx, sy a vykresleme několik
oskulačńıch kružnic,
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b) vykresleme funkci křivosti a z podle jej́ıch grafu odhadněme počet vr-
chol̊u a inflexńıch bod̊u křivky c,

c) určeme všechny inflexńı body. Dále vypočtěme přesný řád dotyku in-
flexńı tečny s křivkou c a vykresleme ji,

d) nalezněme všechny vrcholy křivky c a vykresleme př́ıslušné hy-
peroskulačńı kružnice.

Řešeńı:(Zpracováno v zadavani.m)

a) Parametry oskulačńıch kružnic explicitně dané křivky c vypočteme
pomoćı vzorc̊u 22. Budeme potřebovat předpisy prvńıch dvou derivaćı křivky
c

y = x5

y′ = 5x4

y′′ = 20x3

které do vzorc̊u dosad́ıme

r =
(1 + (y′)2)3/2

|y′′|
=

(1 + (5x4)2)3/2

|20x3|

xs = x0 − y′
1 + (y′)2

y′′
= x− 5x4

1 + (5x4)2

20x3

ys = y0 +
1 + (y′)2

y′′
= x5 +

1 + (5x4)2

20x3

Pomoćı těchto vzorc̊u můžeme určit parametry oskulačńıch kružnic ve všech
bodech křivky c s výjimkou těch bod̊u x0, pro které je y′′ = 0. V našem
př́ıpadě tuto výjimku splňuje jediný bod x0 = 0. Na obrázku 4 jsou hnědě
vykresleny oskulačńı kružnice v bodech x0 = 0.1, 0.2, 0.3, 0.4, 0.5.

b)Funkce prvńı křivosti křivky c má, podle grafu vykresleného na obrázku
TTT, dva extrémy a jeden bod nespojitosti 2. druhu. Lze tedy očekávat, že
křivka c má dva vrcholy a jeden inflexńı bod.

c) Dle poznámky za větou 6 má křivka c oskulačńı kružnici s nekonečně
velkým poloměrem, neboli inflexńı tečnu, v bodech x0, pro které je y′′(x0) =
0. Jsou to přesně ty body x0, v nichž nelze použ́ıt vzorce z předchoźı části
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př́ıkladu, tj. zde jediný bod x0 = 0. Inflexńı tečna v tomto inflexńım bodě je
dána rovnićı

g : g(x) = y′(0) · x+ y(0)− f ′(0) · 0, x ∈ R.

Jelikož pro x0 = 0 je y′(0) = 0, y(0) = 0, je př́ıslušná inflexńı tečna
totožná s osou x soustavy souřadnic (viz obrázek 4(žlutá)). Určeme nyńı,
jaký je přesně řád dotyku této inflexńı tečny g s křivkou c. Jelikož funkce x5

v bodě x0 = 0 měńı znaménko (tj. přecháźı z jedné strany osy x na druhou),
očekáváme, že řád dotyku v tomto bodě je sudý.
Hledáme nejvyšš́ı č́ıslo q takové, že pro křivku c a inflexńı tečnu plat́ı

g(0)(k) = y(0)(k), k = 0, 1, 2, ..., q.

Pro inflexńı tečnu g(x) = 0 jsou všechny derivace identicky nulové, odtud

y(0)(k) = 0, k = 0, 1, 2, ..., q. (27)

Určeme nyńı řád dotyku q

y = x5 → y(0) = 0
y′ = 5x4 → y′(0) = 0
y′′ = 20x3 → y′′(0) = 0
y′′′ = 60x2 → y′′′(0) = 0
y(iv) = 120x → y(iv)(0) = 0
y(v) = 120 → y(v)(0) = 120

Rovnost 27 je splněna až do čtvrté derivace, což je podmı́nka pro dotyk
nejméně čtvrtého řádu. Jelikož pro pátou derivaci již rovnost 27 splněna
neńı, má inflexńı tečna s křivkou c ve společném bodě dotyk přesně čtvrtého
řádu.

d) Vrcholy, tj. body v nichž má oskulačńı kružnice s křivkou c dotyk
nejméně třet́ıho řádu, křivky c muśı splňovat podmı́nku hyperoskulace z
věty 7.

19



Dosad’me

3y′(y′′)2 − (1 + (y′)2)y′′′ = 0

15x4 · (20x3)2 − (1 + (5x4)2) · 60x2 = 0

75x10 − x2 = 0

x2(75x8 − 1) = 0

⇒ x0 = 0

75x8 − 1 = 0

⇒ x0 = ± 8

√
1

75

Nalezli jsme tři body, které splňuj́ı podmı́nku hyperoskulace. Jeden z nich
je inflexńı bod x0 = 0, nebot’ v něm maj́ı obě křivky dotyk řádu q = 4(tj.

vyšš́ı, než q
ONM

pro kružnice). Ostatńı dva body, tj. x0 ∈ {− 8

√
1
75
, 8

√
1
75
}, jsou

vrcholy křivky c. Př́ıslušné hyperoskulačńı kružnice jsou vykresleny fialově
na obrázku 4.

Obrázek 4: Oskulačńı kružnice křivky c : y = x5
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Př́ıklad 3 Necht’ křivka c je zobecněná šroubovice daná předpisem:

c : p(t) = (6 cos(t), 4 sin(t), 3t), t ∈ I.

Určeme předpis oskulačńı kružnice g křivky c v bodě X0 = p(0) = (6, 0, 0).

Řešeńı:(Zpracováno v osk sroubovice.m)
Kružnici v prostoru poṕı̌seme pomoćı následuj́ıćıho vztahu

g(t) = r cos(t) i + r sin(t) j + S, t ∈ 〈0, 2π), (28)

kde r je poloměr, S = (sx, sy) je střed kružnice a vektory i a j jsou jednotkové
navzájem kolmé vektory určuj́ıćı rovinu, v ńıž kružnice lež́ı. Dle věty 2
lež́ı oskulačńı kružnice v oskulačńı rovině křivky c př́ıslušné bodu dotyku
X0. Z definic 3 a 4 vyplývá, že oskulačńı rovina je určena tečnou a hlavńı
normálou křivky c v př́ıslušném bodě. Označme t jednotkový tečný vektor a
n jednotkový vektor hlavńı normály křivky c v bodě X0. Potom volbou

i = t

j = n

zajist́ıme, že kružnice g bude ležet v př́ıslušné oskulačńı rovině. Dále z věty 2
v́ıme, že poloměr r oskulačńı kružnice je převrácenou hodnotou prvńı křivosti
křivky c v daném bodě a jej́ı střed S lež́ı na hlavńı normále ve vzdálenosti r
od bodu dotyku X0. Spočtěme parametry t,n,1 k křivky c v bodě X0

t = p′

||p′|| ⇒ t(0) = (0, 0.8, 0.6)
1k = ||dt1

ds
|| = ||dt1

dt
dt
ds
|| = || t′1

||p′|| || ⇒
1k(0) = 0.24

n = p̈(s)
||p̈(s)|| = 1

1k
dt1
ds

= 1
1k

t′1
||p′|| ⇒ n(0) = (−1, 0, 0)

Odtud

i = (0, 0.8, 0.6)

j = (−1, 0, 0)

r =
1

0.24
= 4.16̄

S = X0 + rn1 = (6, 0, 0) + 4.16̄(−1, 0, 0) = (1.83̄, 0, 0)

Kružnice g s výše vypočtenými parametry je oskulačńı kružnićı křivky c v
bodě X0 = [6, 0, 0] a je vykreslena na obrázćıch 5 (v axonometrii a pr̊umětech
do rovin xz a yz) a 6 (v pr̊umětech do roviny xy a oskulačńı roviny).
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Obrázek 5: Oskulačńı kružnice g křivky c (zobecněné šroubovice) v bodě
X0 = [6, 0, 0] v axonometrii (vlevo) a jej́ı pr̊uměty do rovin xz (uprostřed) a
yz(vpravo).

Obrázek 6: Pr̊umět křivky c (zobecněné šroubovice) a jej́ı oskulačńı kružnice
g v bodě X0 = [6, 0, 0] do roviny xy (vlevo) a pr̊umět do oskulačńı roviny
(vpravo).
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3.3 Kuželosečky

Podkladem pro tuto kapitolu jsou články [2], [3] a [6].
Pro kuželosečky jsme již v prvńı kapitole spoč́ıtali řád dotyku obecně

nejvýše možného q = 4 (pětibodový).

Definice 14 Kuželosečka g, která má s křivkou c ve společném bodě X0 dotyk
čtvrtého řádu (pětibodový), se nazývá oskulačńı kuželosečka křivky c v
bodě X0.

Věta 9 Předpokládejme, že rovinná křivka c je na okoĺı svého bodu X0 po-
psatelná explicitně pomoćı funkce jedné reálné proměnné y = f(x), x ∈ I a
že f(x) ∈ C4(I). Potom oskulačńı kuželosečka g křivky c v bodě X0[x0, f(x0)]
s obecnou rovnićı

g : ax2 + by2 + cxy + dx+ ey + f = 0 (29)

je jednoznačně určena parametry a, ..., f , které jsou řešeńım soustavy
lineárńıch rovnic

g : ax2 + by2 + cxy + dx+ ey + f = 0

g′ : 2ax+ 2byy′ + c(y + xy′) + d+ ey′ = 0

g′′ : 2a+ 2b((y′)2 + yy′′) + c((y′)2 + xy′′) + ey′′ = 0 (30)

g′′′ : 2b(3y′y′′ + yy′′′) + c(2y′y′′ + y′′ + xy′′′) + ey′′′ = 0

g(iv) : 2b(3(y′′)2 + 4y′y′′′ + yy(iv)) + c(2(y′′)2 + 2y′y′′′ + 2y′′′ + xy(iv)) + ey(iv) = 0,

kde
x = x0 y′′ = f ′′(x0)
y = f(x0) y′′′ = f ′′′(x0)
y′ = f ′(x0) y(iv) = f (iv)(x0)

(31)

za předpokladu, že y′′ 6= 0 a zároveň y′′′ 6= 0.

Myšlenka d̊ukazu: Jednotlivé rovnice ze soustavy 30 vznikly postupným
derivováńım obecné rovnice kuželosečky g podle proměnné x až do čtvrté
derivace. Dosazeńım výraz̊u 31, tj. funkčńıch hodnot a derivaćı křivky c
vyč́ıslených pro daný bod x0 zajist́ıme splněńı podmı́nek pro požadovaný
dotyk nejméně čtvrtého řádu křivek g a c v bodě X0. Jelikož máme 5
lineárńıch rovnic pro 6 neznámých, má soustava 30 nekonečně mnoho řešeńı.
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Za předpokladu, že y′′ 6= 0 a zároveň y′′′ 6= 0, je hodnost matice M soustavy
30 hod(M) = 5. Parametry a, ..., f vypočtené z této soustavy jsou pak závislé
na jednom parametru k následuj́ıćım zp̊usobem (pro volbu e := k)

a = kā d = kd̄
b = kb̄ e = k
c = kc̄ f = kf̄

(32)

kde ā, ..., f̄ ∈ R. Kuželosečka g daná rovnićı

g : kāx2 + kb̄y2 + kc̄xy + kd̄x+ ky + kf̄ = 0,

pro libovolné k ∈ R \ {0} však popisuje stále stejnou křivku. Proto za
předpokladu k 6= 0 je oskulačńı kuželosečka g s parametry a, ..., f , které
jsou řešeńım soustavy 30, určena jednoznačně.

Výpočet koeficient̊u a, ..., f si lze usnadnit t́ım, že si předem zvoĺıme
koeficient k r̊uzný od nuly, č́ımž dle vztah̊u 32 rovnou źıskáme hodnotu
koeficientu e. Soustava 30 se touto volbou změńı na nehomogenńı soustavu
pěti lineárńıch rovnic pro pět neznámých parametr̊u, která má (za
předpokladu: y′′ 6= 0 a zároveň y′′′ 6= 0) právě jedno řešeńı.

Poznámka: V př́ıpadě, že y′′ = 0 a zároveň y′′′ = 0, se sńıž́ı hodnost matice
M soustavy 30 na hod(M) = 4. Tato situace nastane v bodě X0, který je
inflexńım bodem křivky c. Inflexńı tečna v tomto bodě je pak př́ıslušnou
oskulačńı kuželosečkou g křivky c v bodě X0.

Př́ıklad 4 Vykresleme několik oskulačńıch kuželoseček g kubické křivky c
dané obecnou rovnićı

c : ax3 + by3 + cx2y + dxy2 + ex2 + fy2 + gxy + hx+ iy + j = 0 (33)

Řešeńı:(Zpracováno v osk kuželosečky pro kubiku.ggb)

Pro implicitně zadanou křivku c vyjádř́ıme jej́ı derivace y′, ..., yiv pomoćı
pravidel pro derivováńı implicitńıch funkćı (tj. proměnnou y v předpisu
křivky budeme chápat jako funkci proměnné x, celý výraz zderivujeme podle
proměnné x a nakonec vyjádř́ıme př́ıslušnou derivaci yk). V přiloženém
programu jsou předpisy derivaćı kubické křivky c zadány jako funkce dvou
proměnných a dosazuj́ı se do nich souřadnice bodu X0. Dále pokračujeme ve
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výpočtu parametr̊u oskulačńı kuželosečky v bodě X0 dle postupu popsaného
v myšlence d̊ukazu věty 9.

Pro kubickou křivku c danou předpisem

c : 0.6x3 − y3 + x2 − 3x = 0 (34)

je několik jej́ıch oskujačńıch kuželoseček vykresleno na obrázku 7.

Obrázek 7: Oskulačńı kuželosečky podél kubické křivky c.

3.4 Polynomy

Podkladem pro tuto kapitolu jsou články [3] a [6].

Definice 15 Funkci g(x), x ∈ I ve tvaru

g(x) = anx
n + an−1x

n−1 + ...+ a2x
2 + a1x+ a0, an, ..., a0 ∈ R, n ∈ N

(35)
nazveme polynom stupně n.
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Určeme řád dotyku obecně nejvýše možného pro polynom stupně n. Počet
parametr̊u r, jimiž je polynom stupně n určen, odpov́ıdá počtu koeficient̊u
an, ..., a0, tj. r = n + 1. Řád dotyku ONM q pro polynom stupně n je tedy
roven př́ımo stupni daného polynomu.

Definice 16 Necht’ křivka c je grafem hladké funkce jedné reálné proměnné
y = f(x), x ∈ I, f ∈ Cn(I) a křivka g je grafem polynomu y = g(x) stupně
n. Potom polynom g, pro který plat́ı

g(k)(x0) = f (k)(x0), k = 0, ..., n (36)

nazveme oskulačńım polynomem křivky c v bodě X0[x0, f(x0)].

Definice 17 Mějme funkci y = f(x), x, x0 ∈ I, f ∈ Cn(I). Pak definujeme
Taylor̊uv polynom stupně n se středem v x0 jako polynom

Tx0(x) =
n∑
k=0

f (k)(x0)

k!
(x− x0)k (37)

kde f (k)(x0) 6= 0.

Věta 10 Oskulačńı polynom g stupně n křivky c v bodě X0 je Taylor̊uv po-
lynom stupně n se středem v x0.

Myšlenka d̊ukazu: Budeme hledat koeficienty an, ..., a0 takové, aby
polynom g byl oskulačńım polynomem křivky c v x0, tj. aby platila podmı́nka
36. Z této podmı́nky źıskáme lineárńı soustavu n + 1 rovnic pro n + 1
neznámých koeficient̊u an, ..., a0

xn0 xn−10 · · · x20 x0 1 f(x0)
nxn−10 (n− 1)xn−20 · · · 2x0 1 0 f ′(x0)
...

...
...

...
...

...
...

n!x0 (n− 1)! 0 0 0 0 f (n−1)(x0)
n! 0 0 0 0 0 f (n)(x0)

 (38)

Tato soustava má právě jedno řešeńı. Po dosazeńı koeficient̊u an, ..., a0,
źıskaných řešeńım této soustavy, do předpisu 35 pro polynom g(x) a
následných úpravách dostaneme předpis Taylorova polynomu stupně n se
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středem v x0.

Pro úplnost dodejme, že Taylor̊uv polynom Tx0(x) stupně n hyperoskuluje
křivku c v bodě x0 pokud plat́ı

g(n+1)(x0) = f (n+1)(x0). (39)

Jelikož n + 1 derivace polynomu stupně n je identicky rovna nule, dojde k
hyperoskulaci v bodech x0 funkce f , pro které plat́ı f (n+1)(x0) = 0.

Př́ıklad 5 Necht’ f(x) = ex, x ∈ (−2, 2), x0 = 0. Spočtěme a vykresleme
Taylorovy polynomy stupně n = 0, ...5 funkce f v daném bodě x0 na daném
intervalu.

Řešeńı: (Zpracováno v zadavani.m)

Nejprve vyč́ısleme derivace dané funkce f

f(x) = ex ⇒ f(0) = 1

f ′(x) = ex ⇒ f ′(0) = 1

...

f (v)(x) = ex ⇒ f (v)(0) = 1.

Dosad’me do předpisu 37 Taylorova polynomu stupně n. Pro

n = 0 : g(x) = 1
n = 1 : g(x) = 1 + x

n = 2 : g(x) = 1 + x+ x2

2

n = 3 : g(x) = 1 + x+ x2

2
+ x3

6

n = 4 : g(x) = 1 + x+ x2

2
+ x3

6
+ x4

24

n = 5 : g(x) = 1 + x+ x2

2
+ x3

6
+ x4

24
+ x5

120

Grafy funkce ex a jej́ıch Taylorových polynomů stupně n = 0, 1, ..., 5 jsou
vykresleny na obrázku 8.

Pomoćı Taylorova polynomu jsme danou funkci nahradili lineárńı
kombinaćı mocnin funkce x. Pod́ıvejme se na př́ıpad, kdy je daná funkce f(x)
periodická. K aproximaci takové funkce můžeme použ́ıt Taylor̊uv polynom,
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Obrázek 8: Taylorovy polynomy stupně n = 0, ..., 5 funkce ex v bodě x0 = 0
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který nám poskytne dobrou aproximaci funkce na okoĺı bodu. Pokud však
požadujeme, aby oskulačńı funkce g(x) zachovala periodicitu dané funkce
f(x), muśı být g(x) lineárńı kombinaćı periodických funkćı.
Nyńı si definujeme polynom, jehož bázové funkce jsou goniometrické funkce
sin(x) a cos(x).

Definice 18 Funkci g(x), x ∈ I ve tvaru

g(x) = c+
∑n

k=1(ak cos(kx) + bk sin(kx)), c, ak, bk ∈ R, an · bn 6= 0, x ∈ I
(40)

nazveme trigonometrický polynom stupně n.

Trigonometrický polynom stupně n má vždy 2n+1 koeficient̊u a tedy řád
dotyku ONM q = 2n.

Definice 19 Necht’ f(x) je hladká 2π periodická funkce a I je interval délky
2π. Trigonometrický polynom gx0 stupně n je oskulačńı trigonometrický
polynom funkce f(x) v bodě x0, jestlǐze se jeho funkčńı hodnoty a hodnoty
jeho prvńıch 2n derivaćı v bodě x0 shoduj́ı s př́ıslušnými hodnotami funkce
f(x).

Poznámka: Oskulačńı trigonometrický polynom gx0 nazveme
hyperoskulačńı, pokud plat́ı:

f (2n+1)(x0) = g(2n+1)(x0)

Koeficienty oskulačńıho trigonometrického polynomu funkce f(x) v bodě
x0 spoč́ıtáme opět na základě podmı́nek 36, kde k = 0, ..., 2n. Budeme tedy
řešit nehomogenńı soustavu 2n + 1 lineárńıch rovnic pro 2n + 1 neznámých
parametr̊u c, am, bm, kde m = 0, ..., n, tj:

Ax = b, (41)

kde A je matice:

1 cos(x0) sin(x0) · · · cos(nx0) sin(nx0)
0 − sin(x0) cos(x0) · · · −n sin(nx0) n cos(nx0)
0 − cos(x0) − sin(x0) · · · −n2 cos(nx0) −n2 sin(nx0)
0 sin(x0) − cos(x0) · · · n3 sin(nx0) −n3 cos(nx0)
0 cos(x0) sin(x0) · · · n4 cos(nx0) n4 sin(nx0)
...

...
...

. . .
...

...
0 (−1)n cos(x0) (−1)n sin(x0) · · · (−1)nn2n cos(nx0) (−1)nn2n sin(nx0)


,
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x je vektor hledaných koeficient̊u:

(c, a1, b1, ..., an, bn)T

a b je vektor derivaćı funkce f :

(f(x0), f
′(x0), ..., f

(2m−1)(x0), f
(2m)(x0))

T .

Př́ıklad 6 Vypočtěme oskulačńı trigonometrický polynom g(x) stupně n = 1
křivky c, která je grafem funkce f(x) = sin(4x) + cos(3x), x ∈ 〈−2π, 2π〉, v
bodě x0 = 0 a porovnejme jeho graf s grafem Taylorova polynomu T0(x) křivky
c, který má shodný řád dotyku (tj. q = 2).

Řešeńı:(Zpracováno v zadavani.m)

Vypočtěme derivace funkce f(x) v bodě x0 = 0

f(x) = sin(4x) + cos(3x) ⇒ f(0) = 1
f ′(x) = 4 cos(4x)− 3 sin(3x) ⇒ f ′(0) = 4
f ′′(x) = −16 sin(4x)− 9 cos(3x) ⇒ f ′′(0) = −9

Dosad’me do soustavy 41  1 1 0 1
0 0 1 4
0 −1 0 −9


Odtud

b1 = 4
a1 = 9
c = 1− 9 = −8

Výsledný oskulačńı trigonometrický polynom má předpis

g0(x) = −8 + 9 cos(x) + 4 sin(x) (42)

Př́ıslušný Taylor̊uv polynom je dán předpisem

T0(x) = 1 + 4x− 9x2

2
(43)

Graf funkce f a grafy oskulačńıch polynomů 42 a 43 jsou vykresleny na
obrázku 9.
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Obrázek 9: Oskulačńı trigonometrický polynom 1. stupně (vlevo) a Taylor̊uv
polynom 2. stupně (vpravo) křivky c : f(x) = sin(4x) + cos(3x) v bodě
x0 = 0.

3.5 Lineárńı lomená funkce

Podkladem pro tuto kapitolu jsou články [3], [6] a [5].

Definice 20 Funkce y = g(x) taková, že

g(x) =
ax+ b

cx+ d
, x ∈ R\

{
−d
c

}
, a, b, c, d ∈ R, c 6= 0 (44)

se nazývá lineárńı lomená funkce (nebo též Möbiova transformace).

Křivka g, která je grafem lineárńı lomené funkce, je hyperbola s vertikálńı
a horizontálńı asymptotou. Lze ji tedy zapsat pomoćı obecné rovnice
kuželoseček, což provedeme, abychom určili jej́ı ONM řád dotyku.
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y =
ax+ b

cx+ d

y(cx+ d) = (ax+ b)

cxy + dy − ax− b = 0 (45)

Výpočet řádu dotyku ONM provedeme dosazeńım do vzorce 13.
Hyperboly jsou křivky 2. stupně (tj. d = 2). Koeficienty před kvadratickými
členy x2 a y2 jsou ve výrazu 45 rovny nule (tj. ν = 2). Dosad’me

r = n(d)− ν =
2(2 + 3)

2
− 2 = 5− 2 = 3.

Řád dotyku ONM pro hyperboly s vertikálńı a horizontálńı asymptotou je
q
ONM

= r − 1 = 2 (tř́ıbodový dotyk).

Definice 21 Mějme křivku c, která je grafem hladké funkce y = f(x), x ∈ I,
jej́ı̌z alespoň prvńı dvě derivace nejsou identicky nulové. Křivka g, která je
grafem lineárńı lomené funkce y = g(x), se nazývá oskulačńı hyperbola
(nebo též oskulačńı Möbiova transformace) křivky c v bodě x0, pokud maj́ı obě
křivky v daném bodě dotyk nejméně druhého řádu, tj. pokud plat́ı

f (k)(x0) = g(k)(x0), k = 0, 1, 2 (46)

Pojmem Möbiova transformace se označuje lineárńı lomená funkce v
oblasti komplexńı analýzy, kde se jedná o poměrně d̊uležitou funkci. Je
zde ovšem funkćı komplexńı proměnné z a je definována pro všechny body
Gausovy roviny včetně z ∈ {−d

c
,∞}, což pro lineárńı lomenou funkci reálné

proměnné x obecně neplat́ı. Z oboru komplexńı analýzy si nyńı definujeme
daľśı pojem, se kterým Möbiova transformace úzce souviśı, a lze ho aplikovat
též na reálné funkce.

Definice 22 Necht’ y = f(x), x ∈ I je hladká funkce a f ′(x) 6= 0. Výraz

S(f) =
f ′′′(x)

f ′(x)
− 3

2

f ′′(x)

f ′(x)
(47)

nazveme Schwarzova derivace funkce f .
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Souvislost Schwarzovy derivace s lineárńı lomenou funkćı g je následuj́ıćı:
Lineárńı lomená funkce g je jediná funkce, pro kterou je S(g(x)) = 0 pro
všechna x ∈ I (za předpokladu, že ad − bc 6= 0). V d̊usledku toho plat́ı, že
pokud S(f) = S(g), potom f nutně muśı být lineárńı lomená funkce. Tuto
vlastnost využijeme při hledáńı extatických bod̊u funkce f . Předpokládejme,
že f neńı lineárńı lomená funkce, tj. S(f) neńı konstantně rovna nule.
Ovšem může nastat situace, že pro některé body x0 funkce f bude rovnost
S(f(x0)) = 0 splněna, a právě tyto body jsou hledané extatické body.

Obrázek 10: Schwarzova derivace funkćı f(x).

Poznámka: Předpoklad ad − bc 6= 0 je pro lineárńı lomenou funkci g(x)
ekvivalentńı s výrazem g′(x) 6= 0, nebot’

g′(x) =
ad− bc

(cx+ d)2
.

V př́ıpadě, že g′(x) = 0, neńı S(g(x)) definována pro žádné x ∈ I. Na obrázku
10 je vykreslena Schwarzova derivace lineárńı lomené funkce f(x) = 2

x
(vlevo),

funkce f(x) = ex (uprostřed), funkce f(x) = x2 (vpravo).
Nyńı určeme vzorce pro parametry a, b, c, d oskulačńı hyperboly. Nejprve

zderivujme výraz 45 dvakrát podle proměnné x.

cxy + dy − ax− b = 0

c(y + xy′) + dy′ − a = 0

c(2y′ + xy′′) + dy′′ = 0
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Máme homogenńı soustavu tř́ı lineárńıch rovnic pro čtyři neznámé parametry.
Obdobně jako u oskulačńıch kuželoseček źıskáme řešeńı závislé na jednom
parametru k, přičemž pro libovolnou volbu k ∈ R\{0} určuj́ı źıskané
parametry a, ..., d oskulačńı hyperbolu jednoznačně (viz myšlenka d̊ukazu
věty 9). I zde můžeme rovnou zvolit jeden z parametr̊u a, ..., d a dále řešit
nehomogenńı soustavu tř́ı rovnic pro tři neznámé parametry, která má jediné
řešeńı. Zvolme d = 1.

cxy − ax− b = −y
c(y + xy′)− a = −y′

c(2y′ + xy′′) = −y′′

Odtud

c =
−y′′

2y′ + xy′′

a =
y′(2y′ − y′′)
2y′ + xy′′

b = y − xy′ + x2y′y′′

2y′ + xy′′

Poznámka: Volbou d̄ = k źıskáme koeficienty ā = ka, b̄ = kb a c̄ = kc.

Př́ıklad 7 Necht’ křivka c je grafem funkce

f(x) =
3
√

0.6x3 + x2 − 3x, x ∈ (−5, 5).

Pro tuto křivku určeme všechny extatické body X0 a vykresleme př́ıslušné hy-
peroskulačńı hyperboly. Dále určeme body X0, ve kterých Schwarzova derivace
funkce f neńı definována a prověřme, jak se změńı oskulačńı hyperboly, když
se limitně přibĺı̌źıme k těmto bod̊um.

Řešeńı: (zpracováno v osk LLF.ggb)

Pro zadanou křivku si vykresleme pr̊uběh Schwarzovy derivace a
odvod’me body, pro které je S(f) = 0 nebo S(f) neńı definována (viz
obrázek 11).
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Extatické body:
H1

.
= (−2.87, 1.39)

H2
.
= (−0.68, 1.32)

H3
.
= (0.28,−0.91)

H4
.
= (1.35,−0.91)

Body v nichž S(f) neńı definována:
N1

.
= (−3.22, 0)

N2
.
= (−1.96, 1.73)

N3 = (0, 0)
N4

.
= (0.85,−1.13)

N5
.
= (1.55, 0)

(Přesnost výpočt̊u a vykreslováńı v programu je nastavena na tři desetinná
mı́sta)

Obrázek 11: Schwarzova derivace S(f) a body křivky c, pro které S(f) = 0
(body H1...4) nebo S(f) neńı definována (body N1...5).

V extatických bodech vykresleme hyperoskulačńı hyperboly a porovnejme
je s oskulačńımi hyperbolami v neextatických bodech (viz obrázek 12).
Na okoĺı extatického bodu má právě hyperoskulačńı hyperbola mezi všemi
ostatńımi oskulačńımi hyperbolami nejdeľśı hlavńı poloosu.

Pokusme se vykreslit oskulačńı hyperboly v bodech v nichž neńı
definována Schwarzova derivace (viz obrázek 13). V bodech N2 a N4 je
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Obrázek 12: Hyperoskulačńı hyperbola v bodě H1 a oskulačńı hyperboly v
bodech X1 a X2.

Obrázek 13: Tečny v bodech N2 a N5 a oskulačńı hyperboly v bodech X1...4.
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f ′(x0) = 0 a oskulačńı hyperboly zdegeneruj́ı na dvojici př́ımek rovnoběžných
s osami x a y, přičemž př́ımka rovnoběžná s osou x je tečna křivky c v daném
bodě. Při přechodu přes tyto body Ni změńı větve oskulačńıch hyperbol
kvadranty (viz oskulačńı hyperboly v bodech X1 a X2 na obrázku 13).

V bodech N1, N3 a N5 je f ′(x0) ≈ ∞ a z pohledu funkćı zde žádná
oskulačńı hyperbola neńı definována. Ovšem z chováńı oskulačńıch hyperbol
jakožto křivek, když X → Ni, lze usoudit, že v těchto bodech hyperboly opět
zdegeneruj́ı na dvojici př́ımek rovnoběžných s osami x a y, přičemž tentokráte
bude tečnou křivky c př́ımka rovnoběžná s osou y. Při přechodu přes tyto
body Ni se dotykový bod přemı́st́ı na druhou větev oskulačńı hyperboly (viz
oskulačńı hyperboly v bodech X3 a X4 na obrázku 13).

3.6 Šroubovice

Podkladem pro tuto kapitolu je článek [4].

Necht’ cp je prostorová (nerovinná) křivka.
Dosud jsme volili pouze rovinné oskulačńı křivky, které však maj́ı

vzhledem ke své konstantně nulové druhé křivosti omezenou možnost
aproximace křivky cp. Toto omezeńı vycháźı z d̊usledku 1 věty 1, kde je jednou
z podmı́nek dotyku třet́ıho řádu rovnost druhých křivost́ı obou křivek. Je-li
jedna z křivek rovinná (jej́ı druhá křivost je rovna nule), potom je pro splněńı
podmı́nky dotyku třet́ıho řádu nutné, aby také druhá křivka byla (alespoň na
okoĺı bodu X0) rovinná. Z toho vyplývá, že rovinná oskulačńı křivka g může
aproximovat křivku cp nejvýše do druhého řádu. V d̊usledku toho např́ıklad
oskulačńı kružnice nemůže v žádném bodě křivky cp hyperoskulovat.

Necht’ oskulačńı křivka g je cylindrická šroubovice, jej́ıž pr̊umět do roviny
kolmé k ose šroubovice je kružnice, popsaná vektorovou funkćı

g(t) = a cos(t)i + a sin(t)j + btk, t ∈ R (48)

kde a > 0, b ∈ R a vektory i, j,k jsou navzájem kolmé jednotkové, přičemž
vektor k je směrový vektor osy šroubovice.

Takto zadaná šroubovice má konstantńı druhou křivost (obecně r̊uznou
od nuly pro prostorovou křivku), d́ıky čemuž se dokáže lépe než kružnice
přimknout k zadané křivce cp. Ovšem ONM řád dotyku má tato šroubovice
stejný jako kružnice, tj. q = 2, nebot’ má (stejně jako kružnice) konstantńı
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prvńı křivost a tedy nulovou derivaci prvńı křivosti. Právě rovnost derivace
prvńı křivosti dvou křivek je daľśı nutnou podmı́nkou pro dotyk třet́ıho
řádu (viz d̊usledku 1 věty 1). Šroubovice může mı́t s křivkou cp v bodě
X0 dotyk třet́ıho řádu jen v př́ıpadě, že je derivace prvńı křivosti křivky cp
v bodě X0 rovna nule. Možnost dotyku třet́ıho řádu tedy záviśı už pouze
na vlastnostech křivky cp v daném bodě, proto při dotyku třet́ıho řádu
šroubovice hyperoskuluje křivku cp v bodě X0. V př́ıpadě, že je daná křivka
c rovinná, zdegeneruje oskulačńı šroubovice na oskulačńı kružnici.

Nemáme k dispozici žádnou obdobu věty 2, která by poskytla návod na
určeńı parametr̊u oskulačńı šroubovice. Vycházejme tedy z podmı́nek dotyku
druhého řádu (rovnost jednotkových tečných vektor̊u, jednotkových vektor̊u
hlavńıch normál a prvńıch křivost́ı) a požadavku rovnost́ı druhých křivost́ı
obou křivek v daném bodě. Určeme tyto čtyři parametry pro šroubovici.

t =
g′

||g′||
=
−a sin(t)i + a cos(t)j + bk√
a2 sin2(t) + a2 cos2(t) + b2

=
−a sin(t)i + a cos(t)j + bk√

a2 + b2

(49)

ds

dt
= ||g′|| =

√
a2 + b2

dt

ds
=
dt

dt

dt

ds
=
−a cos(t)i− a sin(t)j

a2 + b2

1k = ||dt
ds
|| =

√
a2 cos2(t) + a2 sin2(t)

(a2 + b2)2
=

a

a2 + b2
(50)

n =
1
1k

dt

ds
=
a2 + b2

a

−a cos(t)i− a sin(t)j

a2 + b2
= − cos(t)i− sin(t)j (51)

b = t× n = [
−a sin(t)i + a cos(t)j + bk√

a2 + b2
]× [− cos(t)i− sin(t)j]

=
b sin(t) i− b cos(t)j + ak√

a2 + b2

dn

ds
=
dn

dt

dt

ds
=

sin(t)i− cos(t)j√
a2 + b2

2k =
dn

ds
· b =

[sin(t)i− cos(t)j] · [b sin(t) i− b cos(t)j + ak]

a2 + b2

=
b sin2(t) + b cos2(t)

a2 + b2
=

b

a2 + b2
(52)

38



Umocněńım a sečteńım výraz̊u pro 1k a 2k źıskáme jednu rovnici
provazuj́ıćı vztahy obou těchto parametr̊u s poloměrem a a výškou závitu
b oskulačńı šroubovice

(1k)2 + (2k)2 =
a2

(a2 + b2)2
+

b2

(a2 + b2)2
=

1

a2 + b2

1

(1k)2 + (2k)2
= a2 + b2

vzorec pro výpočet parametru a (popř. b) źıskáme z této rovnice
vynásob́ıme-li ji parametrem 1k (popř. 2k)

1k

(1k)2 + (2k)2
= (a2 + b2)

a

a2 + b2
= a

2k

(1k)2 + (2k)2
= (a2 + b2)

b

a2 + b2
= b (53)

Dále urč́ıme vektory i, j,k. Zvolme t = 0 a dosad’me do vztah̊u pro t,n a b

t =
aj + bk√
a2 + b2

n = −i (54)

b =
−bj + ak√
a2 + b2

odtud máme
i = −n (55)

označme v := j jednotkový vektor, kterým skalárně vynásob́ıme vztahy 54,
č́ımž źıskáme soustavu tř́ı rovnic pro tři neznámé souřadnice vektoru v

v · t =
a√

a2 + b2
=

1k√
(1k)2 + (2k)2

v · n = 0 (56)

v · b =
−b√
a2 + b2

=
−2k√

(1k)2 + (2k)2
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Jelikož jsou vektory t,n a b lineárně nezávislé, je vektor v určen jednoznačně.
Nakonec urč́ıme vektor k pomoćı vektorového součinu vektor̊u i a j

k = i× j = −n× v (57)

Vektorovou rovnici oskulačńı šroubovice máme nyńı ve tvaru

g(t) = a cos(t)(−n) + a sin(t)v + bt(−n× v), t ∈ R (58)

Zbývá jen oskulačńı šroubovici správně umı́stit do prostoru tak, aby
procházela bodem X0, tj:

g(t) = X0 + a cos(t)(−n) + a sin(t)v + bt(−n× v), t ∈ R (59)

Př́ıklad 8 Necht’ je křivka c zobecněnou šroubovićı, jej́ı̌z osa je totožná s
osou z soustavy souřadnic a jej́ı̌z pr̊umět do roviny xy je elipsa

c : p(t) = (6 cos(t), 4 sin(t), 3t), t ∈ I (60)

V bodě X0 = p(0) = [6, 0, 0] určeme parametry oskulačńı šroubovice křivky c
a vykresleme ji.

Řešeńı:(Zpracováno v osk sroubovice.m)

Nejprve spočteme jednotkový vektor tečny a hlavńı normály, a prvńı a
druhou křivost křivky c

tc(0) =
p′(0)

||p′(0)||
= (0, 0.8, 0.6)

1kc(0) = ||dtc
ds

(0)|| = 0.24

nc(0) =
1

1kc

dtc
ds

(0) = (−1, 0, 0)

bc(0) = tc × nc = (0,−0.6, 0.8)

2kc(0) =
dnc
ds

(0) · bc(0) = 0.08
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Nyńı spočtěme poloměr a výšku závitu oskulačńı šroubovice dosazeńım do
vzorc̊u 53

a =
1k

(1k)2 + (2k)2
=

0.24

(0.24)2 + (0.08)2
= 3.75

b =
2k

(1k)2 + (2k)2
=

0.08

(0.24)2 + (0.08)2
= 1.25

a vektory i, j,k dosazeńım do vzorc̊u 55, 57 a vyřešeńım soustavy 56

i = −n = (1, 0, 0) 0 0.8 0.6
−1 0 0
0 −0.6 0.8

 · v =


0.24√

(0.24)2+(0.08)2

0
−0.08√

(0.24)2+(0.08)2

 (61)

j = v
.
= (0.95, 0,−0.32)

k = i× j
.
= (0,−0.32, 0.95)

Obrázek 14: Oskulačńı šroubovice gs a oskulačńı kružnice gk křivky c
(zobecněné šroubovice) v bodě X0 = [6, 0, 0] v axonometrii.
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Obrázek 15: Pr̊uměty oskulačńı šroubovice gs a oskulačńı kružnice gk křivky
c (zobecněné šroubovice) v bodě X0 = [6, 0, 0] do rovin xz (vlevo) a yz
(vpravo).

Obrázek 16: Pr̊uměty oskulačńı šroubovice gs a oskulačńı kružnice gk křivky
c (zobecněné šroubovice) v bodě X0 = [6, 0, 0] do roviny xy (vlevo) a do
roviny určené vektory i a j (vpravo).
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Oskulačńı šroubovice g křivky c v bodě X0 s výše vypočtenými parametry
je vykreslena na obrázćıch 14 (v axonometrii a pr̊umětu do rovin xz a yz) a
15 (v pr̊umětu do roviny xy a roviny určené vektory i a j).

Nakonec této kapitoly uvád́ım přehledný seznam všech oskulačńıch
křivek zmı́něných v této práci s informaćı o jejich ONM řádu
dotyku a využitelnost́ı pro oskulaci rovinných či prostorových křivek c.

Pro křivku c
Oskulačńı křivka q

ONM
rovinnou prostorovou

Tečna 1
√ √

Kružnice 2
√ √

Šroubovice 2
√ √

Lineárńı lomená funkce 2
√

×
Taylor̊uv polynom st. n n

√
×

Trigonometrický polynom st. n 2n
√

×
Kuželosečka 4

√
×

Kubika 8
√

×

4 Vlastnosti systémů oskulačńıch křivek

Podkladem pro tuto kapitolu jsou články [3] a [6].

V této kapitole se zaměř́ıme na vzájemné vztahy oskulačńıch křivek g
dané rovinné křivky c. Vezmeme oskulačńı křivky g stejného typu, tj. máme
jednoparametrický systém oskulačńıch křivek parametrizovaný bodem X0

křivky c.

4.1 Tait-Kneserova věta

Následuj́ıćı věta (a jej́ı varianty pro r̊uzné typy oskulačńıch křivek) se nazývá
Tait-Kneserova věta (zkráceně T-K věta). V základńı podobě je vyslovena
pro systém oskulačńıch kružnic.

Věta 11 (T-K věta pro kružnice) Necht’ prvńı křivost rovinné křivky c
monotónně roste nebo klesá, tj. žádný bod X0 křivky c neńı vrchol. Potom se
žádné dvě jej́ı oskulačńı kružnice g neprot́ınaj́ı a vždy jedna lež́ı uvnitř druhé.
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Myšlenka d̊ukazu: Zvolme libovolné dva body S1 a S2 na evolutě křivky
c (tyto body jsou středy dvou oskulačńıch kružnic křivky c). Pokud křivka
c nemá žádné vrcholy, potom vždy plat́ı, že vzdálenost |S1S2| je kratš́ı než

oblouk evoluty Ŝ1S2, neboli vzdálenost střed̊u obou oskulačńıch kružnic je
menš́ı než rozd́ıl jejich poloměr̊u. V takovém př́ıpadě lež́ı kružnice s menš́ım
poloměrem uvnitř kružnice s větš́ım poloměrem (viz obrázek 17).

Obrázek 17: Závislost vzájemné polohy kružnic na vzdálenosti jejich střed̊u

Obrázek 18: Vztahy oskulačńıch kružnic křivky c dle věty 11.
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Pod́ıvejme se ještě na situaci, kdy má křivka c vrchol, tedy bod lokálńıho
extrému prvńı křivosti. Vrcholu křivky c odpov́ıdá bod vratu V na evolutě.
Zvolme nyńı body S1 a S3 na evolutě tak aby ležely na opačných stranách od
bodu vratu V . V takovém př́ıpadě může nastat situace, kdy vzdálenost |S1S3|
bude deľśı než rozd́ıl oblouk̊u Ŝ1V a Ŝ3V (rozd́ıl poloměr̊u obou kružnic) a
oskulačńı kružnice se vzájemně protnou (viz obrázek 18).

Necht’ je křivka c spirála. Na obrázku 19 je vykreslen systém oskulačńıch
kružnic podél této křivky c, která splňuje podmı́nku věty 11 (nemá žádný
vrchol).

Obrázek 19: Systém oskulačńıch kružnic spirály c.

Necht’ je oskulačńı křivka g kuželosečka. Aby posledńı část následuj́ıćı věty
dávala smysl, uvažme prostor v němž lež́ı křivka c i všechny jej́ı oskulačńı
kuželosečky g jako reálnou projektivńı rovinu (tj. Eukleidovskou rovinu E2

rozš́ı̌renou o nevlastńı body), nebot’ v tomto prostoru jsou všechny regulárńı
kuželosečky uzavřené křivky.

Věta 12 (T-K věta pro kuželosečky) Předpokládejme, že žádný bod na
křivce c neńı extatický bod. Potom se žádné dvě oskulačńı kuželosečky g křivky
c neprot́ınaj́ı a vždy jedna lež́ı uvnitř druhé.
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Obrázek 20: systém oskulačńıch kuželoseček křivky c na úseku mezi
extatickými body.

Myšlenka d̊ukazu: Ukážeme, že se dvě nekonečně bĺızké oskulačńı
kuželosečky gx0 a gx0+ε neprot́ınaj́ı. Podle Bezoutovy věty je počet pr̊useč́ık̊u
dvou algebraických křivek roven součinu jejich stupň̊u. Dvě kuželosečky se
tedy obecně prot́ınaj́ı ve čtyřech bodech. Oskulačńı kuželosečky gx0 a gx0+ε
maj́ı jeden čtyřnásobný pr̊useč́ık (bod dotyku 3. řádu), nebot’ každá z nich
je určena pěti splývaj́ıćımi body křivky c, a vzhledem k nekonečně malému
ε spolu čtyři z těchto bod̊u spolu sd́ılej́ı. Jelikož v́ıce než čtyři společné body
mı́t nemohou a jejich čtyřbodový dotyk je dotyk lichého řádu, muśı nutně
jedna ležet uvnitř druhé.
Pomoćı této myšlenky d̊ukazu lze dokázat též předchoźı T-K větu pro
kružnice a následuj́ıćı variantu T-K věty pro lineárńı lomené funkce, jejichž
grafy jsou hyperboly, tedy opět křivky druhého stupně.

Na obrázku 20 je vykresleno několik oskulačńıch kuželoseček kubiky c na
úseku mezi dvěma extatickými body, které jsme určily v př́ıkladu 4.

Věta 13 Necht’ křivka c je grafem funkce f(x), f ∈ C2(I), x ∈ I, a Schwar-
zova derivace funkce f je r̊uzná od nuly na I. Potom se žádné dvě oskulačńı
hyperboly křivky c, které jsou grafy oskulačńıch lineárńıch lomených funkćı
funkce f , vzájemně neprot́ınaj́ı.
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Na obrázku 21 je vykreslen systém oskulačńıch hyperbol křivky c z př́ıkladu
7 na intervalu I takovém, že pro každé x ∈ I je S(f(x)) 6= 0, tj. křivka c
splňuje na intervalu I podmı́nky věty 13

Obrázek 21: Systém oskulačńıch hyperbol křivky c na úseku mezi extatickými
body.

Pod́ıvejme se nyńı, zda lze myšlenku d̊ukazu T-K věty pro kuželosečky
zobecnit pro algebraické oskulačńı křivky vyšš́ıch řád̊u. Prostor algebraických
křivek stupně d má dimenzi n(d) = d(d+3)

2
. Oskulačńı algebraická křivka

stupně d procháźı n(d) nekonečně bĺızkými body křivky c. Dvě nekonečně
bĺızké oskulačńı křivky stupně d v bodě X0 maj́ı n(d)− 1 společných bod̊u,
přičemž obecně dvě algebraické křivky stupně d se mohou prot́ınat nanejvýš
v d2 bodech. Pro platnost myšlenky d̊ukazu muśı platit

d2 = n(d)− 1

Tato podmı́nka je splněna pro d ≤ 2, avšak pro vyšš́ı stupně je

d2 > n(d)− 1

Pro oskulačńı algebraické křivky stupně d ≥ 3 nemůžeme vyloučit možnost,
že se protnou ještě v daľśıch bodech mimo bod dotyku X0. Jedinou výjimkou
je kubická křivka složená ze dvou komponent (viz obrázek 22). Uzavřenou
komponentu nazveme ovál a druhou komponentu jdoućı do nekonečna
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nazveme větev kubické křivky. Pro kubické křivky je počet pr̊useč́ık̊u d2 = 9.
Předpokládejme, že bod dotyku X0 lež́ı na oválu kubické křivky. Je známo, že
dvě uzavřené křivky se prot́ınaj́ı v sudém počtu bod̊u, proto v př́ıpadě ovál̊u
oskulačńıch kubik můžeme předpokládat, že počet pr̊useč́ık̊u bude maximálně
8 (zbývaj́ıćı jeden pr̊useč́ık bude ležet na větvi kubiky). Jelikož dimenze
kubické křivky je n(d) = 8, můžeme vyslovit následuj́ıćı větu.

Obrázek 22: Kubická křivka složená ze dvou komponent.

Věta 14 (T-K věta pro kubické křivky) Necht’ c je rovinná křivka
a jej́ı oskulačńı křivky g jsou kubiky složené ze dvou komponent.
Předpokládejme, že bod dotyku X0 lež́ı na oválu a že žádný bod křivky c neńı
extatický bod. Potom se žádné dva ovály oskulačńıch kubických křivek g křivky
c vzájemně neprot́ınaj́ı a vždy jeden lež́ı uvnitř druhého.

Daľśı varianty T-K věty vyslov́ıme pro Taylorovy polynomy Tx0(x) stupně
n.

Věta 15 (T-K věta pro Taylorovy polynomy sudého stupně) Necht’

c je grafem funkce y = f(x), x ∈ I, f ∈ Cn+1(I). Předpokládejme, že n je
sudé a f (n+1)(x) 6= 0 na intervalu I. Potom pro každé a, b ∈ I, a < b se grafy
Taylorových polynom̊u Ta(x) a Tb(x) neprot́ınaj́ı na celém R.

Důkaz: Zderivujme Taylor̊uv polynom Tx0(x) podle x0.

∂T

∂x0
(x) =

n∑
k=0

f (k+1)(x0)

k!
(x−x0)k−

n∑
k=1

f (k)(x0)

(k − 1)!
(x−x0)k−1 =

f (n+1)(x0)

n!
(x−x0)n

(57)
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Vzhledem k předpoklad̊um věty je ∂T
∂x0

(x) > 0 (s výjimkou x = x0). Tx0(x)
je tedy rostoućı funkce vzhledem k x0 a proto je Ta(x) < Tb(x) pro všechna
x ∈ R

Systém Taylorových polynomů stupně n = 2 funkce x3, která splňuje
podmı́nky věty 15, je vykreslen na obrázku 23 vlevo.

Věta 16 (T-K věta pro Taylorovy polynomy lichého stupně) Necht’

c je grafem funkce y = f(x), x ∈ I, f ∈ Cn+1(I). Předpokládejme, že n je
liché a f (n+1)(x) 6= 0 na intervalu I. Potom pro každé a, b ∈ I, a < b se grafy
Taylorových polynom̊u Ta(x) a Tb(x) neprot́ınaj́ı na intervalu 〈b,∞).

Důkaz provedeme obdobně jako u věty předchoźı. Pro liché n ovšem plat́ı
∂T
∂x0

(x) > 0 pouze pro x > x0, tedy nerovnostTa(x) < Tb(x) plat́ı pro x ≥ b.

Systém Taylorových polynomů stupně n = 3 funkce x4, která splňuje
podmı́nky věty 16, je vykreslen na obrázku 23 vpravo.

Obrázek 23: Oskulačńı Taylorovy polynomy: kvadratické pro fci f(x) = x3

(vlevo) a kubické pro fci f(x) = x4 (vpravo).

Dále za oskulačńı křivky g zvolme grafy oskulačńıch trigonometrických
polynomů stupně n.
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Věta 17 (T-K věta pro trigonometrické polynomy) Předpokládejme,
že oskulačńı trigonometrické polynomy gx0(x) stupně n funkce f(x) nehy-
peroskuluj́ı pro x0 ∈ I. Potom pro každé a, b ∈ I, a 6= b se grafy oskulačńıch
trigonometrických polynom̊u ga(x) a gb(x) neprot́ınaj́ı na celém R.

Důkaz lze provést obdobně jako u věty 15. Systém oskulačńıch
trigonometrických polynomů stupně n = 1 funkce x3 na intervalu x ∈
(−1.5, 1.5) je vykreslen na obrázku 24.

Obrázek 24: Oskulačńı trigonometrické polynomy 1. stupně funkce f(x) = x3

Pro křivky g, pro které byla výše vyslovena varianta T-K věty, vyslovme
nyńı d̊usledek př́ıslušných T-K vět.

Důsledek 2 Necht’ body X1 a X2 jsou body křivky c. Pokud se dvě oskulačńı
křivky g (stejného typu) regulárńı křivky c s body dotyku X1 a X2 vzájemně
prot́ınaj́ı, potom se na intervalu I = 〈X1, X2〉 nacháźı extatický bod (př́ıslušný
typu oskulačńı křivky g).

Poznámka: V př́ıpadě, že se dvě oskulačńı křivky g křivky c neprot́ınaj́ı,
nedokážeme ř́ıci, zda se mezi jejich body dotyku nacháźı extatický bod.
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Seznam přiložených programů

GeoGebra:
Pokud neńı u př́ıslušného programu napsáno jinak, potom:
Funkci f(x) je možno změnit jej́ım přepsáńım v algebraickém okně.
Bod dotyku X0 se voĺı pomoćı posuvńıku x0.
Interval pro x je možno dle potřeby změnit v nastaveńı vlastnost́ı posuvńıku x0.

1. osk kružnice.ggb
Program vykresluje oskulačńı kružnice zadané funkce f(x) v bodě X0.
Je možno zapnout/vypnout funkci křivosti (funkce k(x)) a evolutu (para-
metrická křivka e)

2. osk kuželosečky.ggb
Program vykresluje oskulačńı kuželosečky zadané funkce f(x) v bodě X0.

3. osk kuželosečky pro kubiku.ggb (Př́ıklad 4)
Program vykresluje oskulačńı kuželosečky kubické křivky c v bodě X0.
Koeficienty kubické křivky lze měnit pomoćı př́ıslušných posuvńık̊u. Bod
X0 je připoutaný ke křivce c a lze ho změnit př́ımo v nákresně jeho tažeńım
podél křivky c.

4. osk LLF.ggb (Př́ıklad 7)
Program vykresluje oskulačńı hyperboly (grafy lineárńıch lomených funkćı)
zadané funkce f(x) v bodě X0.
Je možno zapnout/vypnout Schwarzovu derivaci (funkce Sf(x)).

MATLAB:

1. zadavani.m
Hlavńı skript jehož prostřednictv́ım se spoušt́ı všechny skripty uvedené dále,
s výjimkou skriptu osk sroubovice.m. Zp̊usob úpravy zadáńı (funkce f(x), in-
terval pro vykresleńı, body dotyku X0, typ osk. kuželosečky, ...) je přehledně
popsán v komentář́ıch př́ımo v tomto skriptu.

Doprovodné skripty ke skriptu zadavani.m:

(a) osk kruznice.m
Vyṕı̌se rovnice oskulačńıch kružnic v zadaných bodech X0 a vykresĺı
celou situaci.

(b) osk kuzelosecka.m
Vyṕı̌se rovnice oskulačńıch kuželoseček s informaćı, o jakou
kuželosečku se jedná, v zadaných bodech X0 a vykresĺı celou situaci.
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(c) osk lomena fce.m
Vyṕı̌se rovnice oskulačńıch lomených funkćı v zadaných bodech X0 a
vykresĺı celou situaci.

(d) osk Taylor.m
Vyṕı̌se rovnice Taylorových polynomů zadaného stupně v zadaných
bodech X0 a vykresĺı celou situaci.

(e) osk trigon.m
Vyṕı̌se rovnice trigonometrických polynomů zadaného stupně v za-
daných bodech X0 a vykresĺı celou situaci.

(f) evoluta pro vse.m
Vykresluje evolutu zadané funkce f .

2. osk sroubovice.m
Vykresĺı oskulačńı šroubovice a oskulačńı kružnice vektorové funkce ve 3D.
Je nutné tento skript otevř́ıt a upravit zadáńı samostatně.
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Závěr

V této práci jsem se zabývala oskulačńımi křivkami. Nejprve jsem uvedla
kĺıčové pojmy a pomoćı nich definovala nejd̊uležitěǰśı pojem této práce, tj.
oskulačńı křivku. Následně jsem se věnovala jednotlivým typ̊um oskulačńıch
křivek. Ke každé oskulačńı křivce jsem uvedla teorii spojenou ze všech zdroj̊u,
které o dané křivce pojednávaly, a pro ilustraci vypočetla pro každou z těchto
křivek (vyjma tečny) alespoň jeden př́ıklad doplněný obrázky. Také veškerou
teorii zpracovanou z článk̊u jsem, pro snazš́ı seznámeńı čtenáře s novými
pojmy, rozš́ı̌rila o vhodné obrázky. Na konci třet́ı kapitoly jsem uvedla stručný
přehled všech typ̊u oskulačńıch křivek zmı́něných v této práci spolu s jejich
dotykem řádu obecně nejvýše možným a možnost́ı jejich využit́ı k oskulaci
rovinných nebo prostorových křivek. V posledńı kapitole jsem se věnovala
systémům oskulačńıch křivek. Pomoćı Tait-Kneserovy věty jsem popsala a
na obrázćıch ilustrovala vzájemné vztahy oskulačńıch křivek stejného typu
podél zadané křivky.

Možným rozš́ı̌reńım této práce je zpracováńı tématu oskulačńıch ploch,
které maj́ı souvislost s parciálńı derivaćı obdobně, jako oskulačńı křivky
souvisej́ı s obyčejnou derivaćı.

Součást́ı této práce jsou soubory zpracované v softwaru MATLAB a
GeoGebra.
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