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Abstrakt

Tato bakalafska prace je zamérena na studium vicebodovych okrajovych tloh. Nejprve ukazeme,
jak obecné vypada vicebodova okrajova tloha. Zaméiime se na konkrétni ¢tyrbodovou okrajo-
vou tulohu, pro niz najdeme vlastni ¢isla a prislusné vlastni funkce. Déle se zabyvame hledanim
adjungované ulohy k této ¢tyrbodové okrajové tloze. Na zavér zkoumame feSitelnost této tilohy
s nenulovou pravou stranou.

Klicova slova: vicebodova okrajova tloha, vlastni ¢isla, vlastni funkce, adjungovand tloha,
fesitelnost nehomogenni tlohy

Abstract

This bachelor thesis is focused on studying of multipoint boundary value problems. At first, we
show how the multipoint boundary value problem looks like in general. We focuse on a par-
ticular four point boundary value problem for which we find eigenvalues and corresponding
eigenfunctions. Next, we deal with looking for an adjoint to this four point boundary value
problem. In the end, we study the solvability of this problem with a nonzero right hand side.

Key words: multipoint boundary value problem, eigenvalues, eigenfunctions, adjoint, solvabi-
lity of nonhomogeneous problem
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1 Uvod 1

Kapitola 1
Uvod

Studium vicebodovych okrajovych tloh pro oby¢ejné diferencidlni rovnice druhého #ddu bylo
zahdjeno autory II'inem a Moiseevem [1]. Od té doby se touto problematikou zabyvalo mnoho
dalsich autoru, napf. Gupta [2], Ma a Castaneda [3] nebo Feng a Webb [4].

Vicebodové okrajové tilohy pro obycejné diferencidlni rovnice maji Siroké vyuziti v aplikované
matematice, fyzice a mechanice. Mnoho problémi z oblasti elastické stability [5] lze takto mode-
lovat. Naptiklad problém, kdy médme nosnik vetknuty na krajich a podepfeny v ur¢itém misté
pilifem, muzeme popsat pomoci tiitbodové okrajové tlohy pro diferencidlni rovnici ¢tvrtého
fadu [6, str. 13].

Typickym piikladem vicebodové okrajové tlohy pro diferencidlni rovnici druhého fadu, jimiz
se v tomto textu budeme zabyvat, je iloha [2]:

u(z) + gz, u(x),v'(z)) = f(x), = €[0,1], (1.1)

m—2

m—2

u(0) =Y b (&), ul)= Y am(&), (1.2)
i=1 1=1

kde &; € (0,1) tak,ze 0 < &1 < &2 < ... < &m—2 < 1, koeficienty a;,b; € R, g = g(z, s,t) je obecné

nelinedrni funkce a f = f(z) je funkce pravé strany. Nejjednodussim piipadem vicebodové okra-

jové tlohy je tdloha t¥ibodova, jejiz fesitelnost zkoumali napiiklad autori Feng a Webb [4].

V této praci se budeme zabyvat konkrétni ¢tyrbodovou okrajovou tlohou pro diferencialni
rovnici druhého fadu ve tvaru:

() + du(z) = f(x), z€(0,1), (1.3)

s okrajovymi podminkami
u'(0) = u'(§), (1.4)
u(l) = u(n), (1.5)

kde A € R, £ € (0,1) an € (0,1). Vidime tedy, ze podle (1.2) jsou pouze koeficienty as, by
nenulové, konkrétné rovny jedné, a m = 4. V naem piipadé funkce g(z,u(x), v (z)) = Au(z)
a je tedy linedrni. V rovnici budeme nejprve uvazovat funkci pravé strany f(z) = 0, déle pak
prozkoumdme i piipad, kdy f(x) Z 0. Takovou situaci ukdzeme na nékolika piikladech.

Text této prace je clenén do tii ¢asti. Nejprve se zamétime na hledéni vlastnich ¢isel a vlastnich
funke{ homogenni tlohy, tj. pro funkci f(x) = 0. Déle se budeme zabyvat tim, co se déje
pii limitnich pfechodech parametru pro nami zkoumanou tlohu, a toto porovname se situaci,
kdy provedeme limitni pfechod parametru pro vlastni ¢isla a vlastni funkce tlohy. Ukédzeme,
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ze pii limitnich pfechodech parametru £ a 7 ziskdme Dirichletovu, Neumannovu i periodickou
tlohu. Dostaneme tedy standardni dvoubodové okrajové tlohy.

V dalsf ¢ésti se zabyvame hleddnim adjungované dlohy k tdloze (1.3) — (1.5) a jejich vlastnich
¢isel a vlastnich funkci. V posledni ¢asti rozebereme fesitelnost nehomogennich rovnic pro ruzné
nastaven{ koeficientu A a f. Ukdzeme analogii mezi ndmi zkoumanou ilohou a dlohou Sturm-
Liouvilleova typu a dale také, jaky vliv na feSitelnost ma vztah vlastnich funkci a vlastnich
funkci adjungované tlohy s pravou stranou f.
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Kapitola 2

Vypocet vlastnich cisel a
vlastnich funkci

V této kapitole se budeme zabyvat néasledujici ilohou na vlastni ¢isla:

u’(z) + du(z) =0, z€(0,1), (2.1)

s okrajovymi podminkami
u'(0) = u/(€), (2.2)
u(l) = u(n), (2.3)

kde A € R, £ € (0,1) a n € (0,1). Vlastnim ¢islem rozumime takové A, pro které existuje
netrivialni feseni zadané tlohy. Takové feSeni nazyvame vlastni funkce.

2.1 Obecné feseni diferencialni rovnice (2.1)
Nejprve vyjaddiime charakteristickou rovnici ptislusnou k rovnici (2.1). Dostdvame tedy
PP+ A=0.

Reseni rozdélime do ti{ krokt, kdy postupné zvazujeme A =0, A <0, A > 0.

1. Uvazujme A\ = 0. Kofeny charakteristické rovnice v tomto piipadé jsou
p12=0
a fundamentdlni systém diferencidlni rovnice (2.1) vypada takto:
F ={1, x}.

Obecné feseni diferencidlni rovnice (2.1) lze zapsat jako libovolnd linedrni kombinace
funkci z fundamentélniho systému, ma tedy tvar

ui(x) = A+ Buz, A, BeR. (2.4)
2. Déle uvazujme A\ < 0. Kofeny charakteristické rovnice ziskdme v tomto ptipadé ve tvaru
p=V=A p2= VX
a fundamentdalni systém zapiseme jako

F, = {e\/j"t, e_\/j”’}.
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Pouzitim vzorcu pro hyperbolické funkce na F5 dostaneme jiny fundamentdlni systém,
ktery muzeme psat takto:

Fo = {eosh (V). s (V) ).

V nasem pifpadé je pro dalsi vypocty vhodnéjsi zvolit Fy. Obecné feseni diferencidlni
rovnice (2.1) mé potom tvar

uz(x) = Acosh (\/—7)\95) + Bsinh (\/jx) ) A,BeR. (2.5)

3. Nasledné uvazujeme A > 0. Opét nejprve vyjadiime kofeny charakteristické rovnice.

V tomto ptipadé jsou
P11 = Z\/X, P2 = *’L\/X,

kde i je imagindrni jednotka a i2 = —1. JelikoZz pro nase vypocty potiebujeme

vyjadiit redlny fundamentalni systém a kofeny charakteristické rovnice jsou komplexni
¢isla, vyuzijeme Eulerovu identitu. Nami uvazovany fundamentalni systém pak vypadd

nasledovné:
F3 = {cos (\F)\x) , sin (\/Xx)} .

Tedy obecné fesen{ diferencidlni rovnice (2.1) zapiSeme ve tvaru

uz(x) = Acos (\F)@) + Bsin (\F)\x) ) A,BeR. (2.6)

2.2 ReSeni okrajové tlohy

Uvazujme okrajové podminky pro diferencidlni rovnici (2.1), tedy (2.2) a (2.3). Vypocet budeme
znovu provadét ve tfech krocich.

1. Nejprve méjme opét A = 0. Pracujeme s obecnym feSenim (2.4), tj. s uj (z). Pro okrajové
podminky (2.2) a (2.3) dostdvame nésledujici soustavu rovnic:

B =B,

A+B=A+ B

Vyiesime tuto soustavu a dostivame B = 0, A € R. Tedy netrividlni feSeni okrajové
tlohy ma tvar
uo(z) = A, A e R\ {0},

a A\g = 0 patii do systému vlastnich ¢isel.

2. Déle uvazujme A < 0. Pro okrajové podminky (2.2) a (2.3) dostdvame nésledujici soustavu
rovnic:

AV =Xsinh <m€> + BV—=X (cosh (\/jf) - 1) =0, (2.7)
A (cosh (\/jAn) — cosh (\/—7)\)) +B (sinh (\/—7)\77) — sinh (\/—7)\)) = 0. (2.8)
Vyjadifme si matici Xy soustavy (2.7) — (2.8):

X, — { sinh (\/—7)\5) cosh (\/—7)\5) -1 }
2 cosh (\/TAn) — cosh (\/—7)\) sinh (\/TAn) — sinh (\/TA) '
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Hleddme netrividlni Fesenf této soustavy, tedy A% + B2 # 0. Proto musi byt determinant
matice Xy roven 0.

det X, = sinh (V=X¢) (sinh (vV=2) = sinh (V=X)) = (cosh (VEXe) — 1)
(cosh (ﬂn) — cosh (ﬁ)) —0.

Pomoci vzorcu pro hyperbolické funkce upravime tento vyraz do nasledujiciho tvaru:

det X5 = sinh (W) sinh <\/?5> cosh (ﬁ"; VoA \/?§> —0.

Tento vyraz nikdy nulovy neni, tedy jediné fesen{ soustavy (2.7) a (2.8) je A=0a B =0.
Resen{ okrajové tlohy je trividlni, tj. u(z) =0, a tedy A < 0 neni vlastnim ¢islem.

3. Nésledné uvazujme A > 0. Pro okrajové podminky (2.2) a (2.3) po tpravé opét ziskdme
soustavu dvou rovnic

—Asin (\/Xf) +B (cos (\f)\f) - 1) =0, (2.9)
A (cos (ﬁ) — cos (\F)\n)) +B (sin (\/X) — sin (\/Xn)) =0. (2.10)
Vyjadifme si matici X3 soustavy (2.9) — (2.10):

—sin (\5\5) cos (\A{) -1

Xs = cos (\/X) — Cos (ﬁn) sin (ﬁ) —sin (ﬁn)

Hled4me netrividlni fegeni této soustavy, tedy A? + B2 # 0. Proto musi byt determinant
matice X3 roven 0.

det X5 = sin (ﬁg) (sin (ﬁn) _sin (ﬁ)) - (cos (ﬁg) - 1)
(cos (VA) = cos (VAn) ) = 0.

Pomoci goniometrickych vzorci tento vyraz upravime do nasledujiciho tvaru:

det X3 = sin <M> sin <\/2X€> cos (ﬁ{ — \5\77 + ﬁ) =0.

2 2 2

Netrivialni feseni ziskdme pro

4k3m? 4k3m? 2k —1)27?
/\a,k=77r2, /\b,kZTW, c,k:(i)ﬂ-ga k eN,
(1—=mn) 3 (I+n-¢)
tedy Mgk, Aok @ Ack jsou hledanymi vlastnimi ¢isly.
Tim jsme odvodili nasledujici tvrzeni.
Véta 1. Viastni éisla dlohy (2.1) — (2.3) magi tvar
4k3m? 4k?m? 2k — 1)272
Ao =0, Aok = u bk = " ) Aek = 7( ) k e N.

(1—mn)? £ (14+n=8*
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2.3 Systém vlastnich ¢isel a vlastnich funkci

K vlastnim ¢islum uvedenym ve vété 1 nyni vyjadiime piislusné vlastni funkce, které upravime
pomoci goniometrické identity

Asin(z) + B cos(z) = Csin(z + ¢), (2.11)
B
kde tgp = T C = VA% + B2. Pro jednoduchost volime amplitudu vlastnich funkc{ rovnu 1.
1. Nejprve zvolime A = Ay = 0. Volbou parametru A = 1 ziskdme vlastni funkci ve tvaru
ug(z) = 1. (2.12)

2. Zvolime-li A = A\, 1, pak z (2.9) a (2.10) dostaneme

Asin <2k‘ﬂ£> =B (cos (M) — 1> .

L= L=

Piedpokladejme, Ze nenastane piipad, kdy A, r = Ay, pro néjaké k,l € N. Tedy tato dvé
vlastni ¢isla nesplynou v jedno s nasobnosti dva a plati, ze

Upravou pomoci goniometrickych vzorcu ziskame

Acos (W> = —Bsin (lmf) .
1—-n I—n

Vhodnym pfendsobenim upravime vlastni funkci pfislusnou vlastnimu ¢islu A, do tvaru:

_ Al kmé 2km km€ \ . 2km
Ug k() = sin m cos mm — coS m sin mm :

Na tento tvar pouzijeme vySe zminénou goniometrickou identitu, vhodné zvolime kon-
stantu A tak, aby amplituda u, () byla rovna jedné, a dostdvdame Feseni dlohy (2.1) —

(2.3) ve tvaru
wkﬁ)—$n<f?;<x§)). (2.13)

1 —
Pro libovolné k € N jsou tyto funkce periodické s periodou T' = Tn, tj. platf uq 1 (n) =

Ug,k(M+T) = uq 1 (1). Diky fAzovému posunu plati u, (g) = 0 a funkce u, i jsou lise sy-

metrické podle bodu 2 tj. uy, 1,(0) = ug, 1 (§). Mdme tedy vlastni ¢islo a prislusnou vlastni

funkci rovnice (2.1) s periodickymi podminkami na intervalu (n,1). Grafické zobrazeni
vidime na obrézku 2.1.

3. Zvolime-li A = Ay, pak z (2.9) a (2.10) dostaneme

(o (2] o (22)) o (2 ()

Opét predpokladdame, ze zaddnd dvé vlastni ¢isla nesplynou. Upravou pomoci goniomet-
rickych vzorcu ziskame

s (P < s (L),
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Obréazek 2.1: Vlastni funkce u, (z) pro k = 1 vlevo s parametry n > &,
&€ > n. Hodnoty u4.1(€) a uq,1(n) jsou po fadé vyznaceny Cerné a Cervené.
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0.8 10 0.2 0.4 0.6 0.8 10

X X

vpravo s parametry

vhodné pifenasobime a upravime vlastni funkei pfislusnou vlastnimu éislu Ay 5 do tvaru:

wnate) = A (cos (FUE Y os (2} s (PO ) sin (20) )

3 § § £

Déle na tento tvar pouzijeme vySe zminénou goniometrickou identitu, vhodné zvolime
konstantu A a dostdvdme Fesenf tlohy (2.1) — (2.3) ve tvaru

up(z) = cos (2’” (x - 1*")) .

2.14
: : (214)
Pro libovolné k € N jsou tyto funkce periodické s periodou T = % tj. plati up ,(0)

1
up k(1) = wp k(). Diky fazovému posunu plati ug,k <J2rn) = 0 a funkce up k jsou sudé

symetrické podle bodu 77, ti. up k(n) = up,x(1). Méme tedy vlastni éislo a pfislusnou

vlastn{ funkci rovnice (2.1) s periodickymi podminkami na intervalu (0, ). Grafické zob-
razeni vidime na obrazku 2.2.

1.0 10+

A

05

Up 1 (X)

-05

-1.0

Obréazek 2.2: Vlastni funkce up x(x) pro k = 1 vlevo s parametry n > &,

[

/\\/\/

0.0

//\\

n
/ / \

I

Uy 1 (X)

0.0

0.5

1.0

// \\ / \\ /
i

X

B
J_

I
0.6

0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 10

X

vpravo s parametry

& > n. Hodnoty uyp, 1(§) a up1(n) jsou po fadé vyznaCeny Cerné a Cervené.

4. Zvolime-li A = A i, pak z (2.9) a (2.10) dostaneme

Asin (

(2k — 1)m¢
1+n-¢

) (o

(2k — )¢
1+n-¢

)-)
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Opét predpokldddme, Ze A, nemd nadsobnost vétsi nez jedna. Upravou pomoci goniome-
trickych vzorcu ziskdme

Acos (2(<21k+_n1)—7r§>> - (2(<21k+_ nl)—ﬂg) |

Vhodnym piendsobenim upravime vlastni funkci pfislusnou tomuto vlastnimu éislu

do tvaru:
. (2k—1)m¢ ) <(2k — ) )
¢ = A _— _— —
Ue, k() (Sln<2(1+77_£) cos 1_'_77_51‘
ms((%“_nmf)an<wk_lﬁﬁ>)
2(1+n-¢) L+n—=¢ '
Po dalsi tipravé a vhodné volbé A dostdvéme Feseni tlohy (2.1) — (2.3) ve tvaru

st s (207 (). 19

2(L+n-¢)
2k — 1

Uek(x) = uc g (z + T). Diky fdzovému posunu plati . (g) = 0 a funkce u,j jsou lise

Pro libovolné k € N jsou tyto funkce periodické s periodou T' = , tj. plati

1
symetrické podle bodu g, tj. ul x(0) = u ,(§). Déle plati u, , (?) = 0 a funkce

Uec,i; jsou sudé symetrické podle bodu J7 tj. Ue,k(n) = ucr(1). Mdme tedy vlastni ¢islo

a piislusnou vlastni funkei rovnice (2.1) s kombinaci Dirichletovych a Neumannovych okra-

1
jovych podminek na intervalu <§, % . Grafické zobrazen{ u. 1 (x) pro rizna rozlozeni
parametru 7 a £ vidime na obrazku 2.3 a 2.4.

Timto postupem jsme odvodili nasledujici tvrzeni.

Véta 2. Viastni funkce okrajové dlohy (2.1) — (2.3) prislusné viastnim &islim Ao, Aak, Aok,

a Ak, kde k € N, maji tvar
uo(x)

Ug k()
ube(lL’)

Ue k()

L

(25 (-9)
2km 1

(15
2k — )m

(850 (-5)

Poznamka 1. Ve vySe uvedeném odvozeni jsme neuvazovali piipad, kdy jedno z vlastnich ¢isel
ma nasobnost vétsi nez jedna, tj. ptipad, kdy pii ur¢itém nastaveni parametru £ a n dvé vlastni
¢isla splynou. Pro ilustraci uvazujme piipad, kdy A = Aqx = Ay pro néjaké k,I € N. Tedy
toto vlastni ¢islo ma nésobnost 2 a piislusné vlastni funkce lze vyjadfit jako linedrni kombinaci

vlastnich funkei pifslusnych k A, 1 a Ay ve tvaru

u(z) = Aug i (x) + Bup, (),

Grafické zobrazeni konkrétniho ptipadu vidime na obrazku 2.5.
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Obréazek 2.3: Vlastni funkce u () pro k = 1 s parametry n > £. Vpravo jsou parametry
zvoleny blize ke krajnim bodam intervalu. Hodnoty u.1(§) a uc,1(n) jsou po fadé vyznaceny
cerne a Cervene.

10} e 10t

051 051 /

0.0

0.0

Ug.1(X)
Ue1(X)

-05r -0.5F

“0b—" e 100 o e

X X

Obrézek 2.4: Vlastni funkce u. () pro k = 1 s parametry n < £. Vpravo jsou parametry
zvoleny blize ke krajnim bodum intervalu. Hodnoty wu.1(§) a uc1(n) jsou po fadé vyznaceny
cerne a cervene.

2.4 Parametry n a §

V této ¢dsti budeme zkoumat, jak se tloha (2.1) — (2.3) méni spolu s limitnimi pfechody
parametri. Vyuzijeme Rolleovu vétu. Tento piipad porovname se situaci, kdy dojde k limitnimu
pfechodu parametri pro vlastni ¢isla A, i, Ay @ A & piislusné vlastni funkce této tlohy. Tuto
situaci graficky znazornime.

Véta 3 (Rolleova [7, str. 99]). Necht funkce f : [a,b] — R je spojitd, md v kaidém bodé
intervalu (a,b) vlastni nebo nevlastni derivaci a plati f(a) = f(b). Pak existuje ¢ € (a,b) tak,
ze f'(c) = 0.

Rolleovu vétu pouzijeme pro funkei u(x) i pro jeji prvof derivaci uv’(z). V obou piipadech jsou
splnény piedpoklady véty, jelikoz funkce u(z) ma spojitou druhou derivaci, tj. u(z) € C? ([0, 1]).
Z (2.2) a Rolleovy véty vyplyva, ze existuje hodnota &, € (0, §) takova, ze u” () = 0. Dosazenim
do rovnice (2.1) dostdvadme u(§y) = 0. Stejné tak z (2.3) a Rolleovy véty plyne, Ze existuje
hodnota ng € (n,1) takovd, ze u'(ny) = 0.

1. Nejprve uvazujme limitni pfechody takto: n — 1, & — 0, tj. rovnéz 9y — 1, §, — 0. Okra-
jové podminky (2.3) a (2.2) pfejdou na w'(1) — 0 a u(0) — 0. Limitnim pfechodem tedy
ziskdme k ptvodni rovnici (2.1) smiSené okrajové podminky — kombinaci Dirichletovych
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Obrézek 2.5: Graf vlastni funkce u = wuq k() + 2up,(z) pro volbu k = 2, [ = 3 s parametry
3(1 —n) = 2¢. Hodnoty u(€) a u(n) jsou po fadé vyznaceny Cerné a cerveneé.

a Neumannovych okrajovych podminek:

u(0) = 0, (2.16)
W' (1) = 0. (2.17)

Vlastni ¢isla a vlastni funkce takové tlohy maji tvar

A = ((2]4:—1) (g))Q, ug(x) = sin ((Qk;l)ﬂ-x) , ke N.

Nyni provedeme limitn{ pfechod vlastnich ¢isel tlohy (2.1) — (2.3), ktery vypadd
2
nasledovné: A\gr — +00, X\pp — +00, Ackp — ((2k—1) (g)) . Pfislusné vlastni

2k — )m
——

funkce u. maji tedy tvar u.x(z) = sin (( 3 ) Grafické zobrazeni pro k = 1

vidime na obrazku 2.6.

2. Déle uvazujme limitn{ prechody takto: n — 0, & — 1. Okrajové podminky (2.2) a (2.3)
prejdou na «'(0) — /(1) a w(0) — wu(1). Ziskdme tak periodické okrajové podminky
s periodou T' = 1. Puvodn{ tloha tedy pfejde na tdlohu s rovnici (2.1) a okrajovymi
podminkami

u(0) = wu(l), (2.18)
u'(0) = (1), (2.19)

Vlastni ¢isla a vlastni funkce takové tlohy maji tvar
A = (2k7)? U1 (z) = sin (2k7z), ug 2(z) = cos (2kmz) , ke N.

Jelikoz je vlastni ¢islo A\x dvojnasobné, piisluseji mu dvé rtzné vlastni funkce ug 1 a ug, 2.
Tedy i libovolna kombinace téchto vlastnich funkci je téz vlastni funkci této lohy.
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Uc1(X) pron » 1aé -0

X

Obrazek 2.6: Vlastni funkce u. () pro k =1 a limitni pfechod parametra n — 1, £ — 0.

Limitni pfechod vlastnich ¢&fsel ulohy (2.1) — (2.3) pak bude vypadat takto:
Aok — (2k:71')2, Aok — (2k7r)2,/\c,k — +oo. Piislusné vlastni funkce w,p maji

tvar ugqr(xz) = sin(2kmx —kw) = —sin(2krx) a vlastni funkce wp), maji tvar
up,, = cos(2kmx — km) = — cos (2kmx). Vynormovanim ziskdme vlastni funkce ve tvaru
Ugk(x) = sin (2kmzx) a up . = cos (2knx). Grafické zobrazeni pro k = 1 vidime na obrdzku
2.7.

3. Nasledné uvazujme limitni prechody takto: n — 1, £ — 1, tj. rovnéz ng — 1. Okrajové
podminky (2.2) a (2.3) prejdou na «'(0) — /(1) a /(1) — 0. Tedy i «’'(0) — 0. Ziskdme
tak Neumannovy okrajové podminky. Limitnim pfechodem tedy ziskdme tlohu s rovnici
(2.1) a okrajovymi podminkami

u'(0) = 0, (2.20)
W' (1) = 0. (2.21)

Vlastni ¢isla a vlastni funkce takové tlohy maji tvar

e = (k7). wug(z) = cos(krz), keN.

Limitni pfechod vlastnich ¢isel dlohy (2.1) — (2.3) pak bude vypadat takto: A, — 400,
Mok — (2km)?, Aerr — ((2k — 1)7)°. Pifslusné vlastni funkce Upk & U majl tvar
up () = cos (2kmx — k) = — cos (2k7x) a ucx(r) = (—1)* 1 cos ((2k — 1)7x). Vynor-
movanim ziskdme vlastn{ funkce ve tvaru up, = cos (2kmx) a ucr = cos ((2k — 1)mx).
Grafické zobrazeni pro k = 1 vidime na obrazku 2.8.

4. Na zavér uvazujme limitni pfechody nésledovné: n — 0, & — 0, tj. rovnéz & — 0.
Okrajové podminky (2.3) a (2.2) pfejdou na u(0) — u(1l) a z ziskdme u(0) — 0, tudiz
i u(l) = 0. Mdme tedy Dirichletovy okrajové podminky. Pivodni tloha piejde na tlohu
s rovnic{ (2.1) a okrajovymi podminkami

u(0) = 0, (2.22)
u(l) = 0. (2.23)
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Vlastni ¢isla a vlastni funkce takové tlohy maji tvar

A= (km)®,  up(x) =sin(krz), keN.

Limitni pFechod vlastnich ¢isel dlohy (2.1) — (2.3) pak bude vypadat takto: Ay — (2km)?,
Aok — +00, Aok — ((2k — 1)7r)2. Prislusné vlastni funkce uq 1 a ek maji tvar uq k() =
sin (2kmx) a ue (z) = —sin ((2k — 1)mx). Vynormovanim ziskdme vlastni funkce ve tvaru

Ugk(x) = sin (2kmx) a ucp(x) = sin((2k — 1)7z). Grafické zobrazeni pro k = 1 vidime
na obrazku 2.9.

Z vyse uvedeného vyplyvé, Ze po limitnim pfechodu pro vlastni ¢fsla a vlastni funkce tlohy (2.1)
- (2.3) ziskdme vynormovanim a v piipadech 3 a 4 slouc¢enim téchto funkef stejné vysledky jako
limitnim pfechodem celé tdlohy. Limitn{ pfechod pro tlohu (2.1) — (2.3) je tedy ekvivalentn{
limitnimu pfechodu pro vlastni ¢isla a vlastni funkce této tlohy. Vlastni ¢islo Ag = 0 a k nému
piislugnd vlastni funkee ug(x) = 1 existuji jen v piipadech 2 a 3.

Zavislost vlastnich ¢isel na parametrech 7 a £ muzeme vidét na obrazku 2.10.

10 10t

- 05r . o05f
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N N
© ©
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L oo I o0
° °
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_os| 05}

~10k, \ \ \ \ \ ~10L, \ \ \ \ \

00 02 04 06 08 10 00 02 04 06 08 10

X

Obréazek 2.7: Vlastni funkce u, 1 (z) a upx(z) pro k = 1 a limitni pfechod parametra n — 0,
&E— 1.

10F 104
. o5f _ os|

1 r T
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o L o
B 3 2
> _os- ¥ os|

EY . . . . . Y . . . .
00 02 04 06 08 10 00 02 04 06 08 10
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Obrazek 2.8: Vlastni funkce up 1 (z) a uci(z) pro kK = 1 a limitni pfechod parametria n — 1,
& — 1.
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Obréazek 2.9: Vlastni funkce uq () a ucx(z) pro k = 1 a limitni pfechod parametra n — 0,
& —0.

Aa.k! Ac,k

Ab,k' Ac,k

Obrazek 2.10: V hornim grafu vidime zavislost A\qx @ Acx pro k = 1,2,3,4,5 na parametru
7. Modrou barvou jsou zobrazeny A, j, Cervenou A.j. Dole totéZz pro zavislost Ay i a Acg
na parametru £. Modfe jsou zobrazeny Ay 1, Cervené Ag .
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Kapitola 3

Adjungovana tuloha

V této kapitole se budeme zabyvat hleddnim adjungované tlohy k tloze (2.1) — (2.3).
Vypocet provedeme podle postupu uvedeného v ¢lénku od Johna Lockera [8], jenz se zabyva
vicebodovymi diferencialnimi operdtory a hleddanim jejich adjungovanych tvaru s okrajovymi
podminkami ve vnitinich bodech zadaného intervalu, na némz je dana tuloha definovéna.

3.1 Obecné vyjadreni ulohy a jejiho adjungovaného tvaru

V této ¢édsti shrneme vysledky z [8], tj. naformulovéni dlohy a vyjadieni dlohy k ni adjungované,
abychom je déle mohli pouzit pro nase vypocty v ¢éasti 3.2.

3.1.1 Vicebodovy diferencialni operator

Méjme zadany uzavieny interval [a,b] a S Hilberttv prostor L?[a,b]. Necht

T:lz:ai(x) (Cldx)i (3.1)

je formdlni diferencidlni{ operdtor n-tého fadu, koeficienty a; = a;(z) jsou funkce redlné
proménné z C* ([a,b]) a a, # 0. Nechf H"[a,b] je linedrni podprostor prostoru S obsahujici
vsechny funkce u = u(z) z C"* ([a,b]) s u(»~1) absolutné spojitymi na [a,b] a u(™ z S.

Déle zavedeme 7 = {a = zy < z1 < .. < x,,, = b} déleni intervalu [a,b]. Symbolem
H™(7) ozna¢me vsechny funkce u z S, které spliuji nasledujici vlastnosti.

a) Na kazdém podintervalu [z;_1,x;] pro ¢ = 1,...,m mé funkce u limitu zleva i zprava,
tedy muzeme definovat funkce u; = u;(x) tak, ze u;(x) = u(z) pro ;o1 < & < x4,
wi(zio1) = w(@f ) a ui(z;) = u(z;). Piseme, ze u = u(x) = (ug (), ..., um(z)), kde u;

nazyvame komponenty funkce wu.
b) Komponenty u; jsou z prostoru H"[x;_1,x;] pro i =1,...,m.

H™(r) je linedrni podprostor S obsahujici H"[a, ], tedy muzeme aplikovat formélni operédtor
7 na jakoukoliv funkci u, abychom ziskali novou funkci 7u z S.

Podle [8] se daji okrajové podminky v bodech délen{ intervalu zapsat jako

1
(Ozijlulm(xl,ﬂ + ﬁijlul(j)(ajl)) =0, i=1,..k, (32)
15=0

m n—
1=
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kde koeficienty ovj1, Bij1 a k jsou zadand redlnd ¢isla.

Necht L je linearni operdtor na S definovany takto:

Lu = Tu, D(L) ={ue€ H"(rw); Bi(u) = 0,i =1, ..., k}. (3.3)

3.1.2 Adjungovany vicebodovy diferencialni operator

V této ¢asti nadefinujeme adjungovany diferencialni operator L* k obecnému vicebodovému
operatoru L z pfedchozi ¢dsti. Ziskdme ho podle véty Theorem 1 [8, str. 564]. Adjungovany
operator L* je vicebodovym diferencidlnim operatorem definovanym jako

L*v = 1"v, D(L*) ={v e H"(m); B (v) =0,i=1,....,2mn — k}, (3.4)
kde 7* je formdlni adjungovany diferencidlni operdtor a Bj(u) = 0 je 2mn — k linedrné
nezévislych okrajovych podminek. Pro libovolné funkce v = u(x) a v = v(x) z prostoru H" ()
plati:

b b
(tu,v) — (u, %) = / Tu(x)v(z)de 7/ u(z)mv(r)de =

m n—1

> (Frmu? ool (@) — FE @) (@) ) =0, (3.5)
=1 p,q=0
kde F, = [FP?] je matice typu n x n slozend z koeficientu z vypoctu (3.5) pomoci integrace

per-partes, x € [a, b]. Uvazujme systém linedrné nezgvislych rovnic

»

Tato soustava ma nekonecné mnoho feSeni, 2mn — k volnych parametri. Lze chipat, Ze

Olijlle + Bijiyji) = 0, i=1,..k. (3.6)

HM?

odpovid4 ul(j)(xl_1), tj. odpovidd j-té derivaci komponenty u; v bodé z;_1, y;; odpovidd

ul(j)(asl) a koeficienty oj; a 85 jsou redlnd ¢isla z okrajovych podminek (3.2).

Necht usporddané dvojice [@iji, yiji], ¢ = 1,...,2mn — k, jsou konkrétnim FeSenim soustavy
rovnic (3.6). Déle necht koeficienty oy a B jsou konstanty definované vztahy

n—1
E * 72 -
’le - xlpl ml 1 a il — ylPlel (37)
p=0

proi=1,...2mn—k; j=0,...,n—1; I =1,..,m. Pak B(u) jsou adjungované vicebodové
okrajové podminky definované jako

B} (v) = Z (a:-‘jlvl(j)(xl 1)+ B”lvl(])( )) =0, i=1,..,2mn — k. (3.8)

Pro vypocet je vyhodnéjsi maticovy zapis. Vyuzijeme matice Py, Q;, X;, Y, X, X* a F defi-
nované takto:

P, = [aj;] a Qi = [B51] (3.9)
X = [w4ji] a Y = [yiji) (3.10)

pro [ = 1,...,m, kde uvedené matice jsou typu (2mn — k) x n. Ze vztahu (3.7) plyne

Pl = _XlF:r,_l a Ql Yl z- (311)
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Déle méjme matice typu (2mn — k) x 2mn
X =[X1Y1..X, Y] a X*=[P1Q1..PnQun] (3.12)
a matici typu 2mn x 2mn
F = diag(—F4o, Fsyy ., —Fo,,_  Fu, ). (3.13)

Muzeme tedy psat
X* = XF. (3.14)

Réadky matice X* jsou linedrné nezavislé, jejich pocet je 2mn—Fk, a obsahuji koeficienty g, I}
tedy ziskdme 2mn — k linedrné nezavislych okrajovych podminek B} (v) = 0.

*
ijls

3.2 Vyjadieni adjungované tilohy k tloze (2.1) — (2.3)

V této ¢ésti se budeme zabyvat vyjddienim adjungované tulohy k tloze (2.1) — (2.3) pomoci
vyse uvedeného postupu. Formélni diferencidlni operdtor 7 mame ve tvaru
d2

T=——. 3.15
Vidime tedy, ze v nasem piipadé se zabyvame diferencidlnim operdatorem druhého tadu,
tj. n = 2. Koeficient a,, = as = -1, ostatni koeficienty a;(t) jsou identicky nulové,
tj. ap = a1 = 0. Pro nasi dlohu vypadd déleni intervalu [0, 1] ndsledovné, uvazujeme-li piipad,
kdy ¢ < m:m = {0 < £ < n < 1}, tedy m = 3. Tudiz u = u(x) se skldadd ze t¥{ kompo-
nent, tj. u = u(x) = (u1(z), uz(z), uz(x)). V piipadé, kdy £ > 7, bychom postupovali analogicky.

Pro feSeni puvodni tlohy plati, ze u € C'([0,1]), dokonce z rovnice (2.1) vyplyva,
7e u € C?(0,1). Ale feseni adjungované tlohy uz tyto vlastnosti nemd. Pfepiseme tedy
puvodni okrajové podminky (2.2) a (2.3) podle vztahu (3.2). Vidime, ze k nim piibudou
dalsf ¢tyfi podminky na spojitost funkce u a jeji prvni derivace v’ v bodech £ a 1. Okrajové
podminky prepsané do nového tvaru vypadaji takto:

Bi(u) = uy(0) —uy(§) =0, (3.16)
By(u) = us(l) —us(n) =0, (3.17)
Bs(u) = wi(§) —u2(§) =0, (3.18)
By(u) = uj(§) —us(§) =0, (3.19)
Bs(u) = ua(n) —us(n) =0, (3.20)
Bo(u) = wuy(n) —uz(n) =0, (3.21)

tj. k = 6, a111 = B203 = B3o1 = Ba11 = Bso2 = Be12 = 1 a B111 = @203 = Q302 = ui2 =
o503 = ag13 = —1, ostatni koeficienty a1, B;; jsou nulové. Vicebodovy diferencidlni operdtor
L v nasem piipadé vypada takto:
Lu(z) = —u" (), D(L) = {u(z) € H*(n); B;(u) = 0,i = 1,...,6}. (3.22)
Puvodn{ dlohu (2.1) — (2.3) mizeme pomoci diferencidlntho operdtoru L zapsat jako
Lu(x) = Au(z). (3.23)
Pro formalni diferencidlni operator 7* plati

T = =", (3.24)
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Integraci per-partes na libovolném intervalu (a,b) C (0,1) ziskdvame:

’

o’ (x)v(x)dr — /

a

b

u(z)v” (x)dz = u'(b)v(b) — u'(a)v(a) — u(b)v'(b) + u(a)v'(a)

a tedy podle (3.5) matice koeficientu F, vypadd takto:

Nyni vyjaddiime soustavu rovnic (3.6) pro zadanou tlohu:

SO O O OO

[N el oNoNol S

SO O~ OOo

r—|

SO = OO

0 0
0 0
0 0
-1 0
0 1
0 0

-1

1
0

] Vz € [0,1].

_ O OO oo

OO O OO

[N ool "

OO O O oo

Zo1
T11
Yo1
Yo1
Zo2
T12
Yo2
Y12
To3
Z13
Yo3
Y13

(3.25)

Tato soustava ma nekoneé¢né mnoho feseni. Vyjadiime je pomoci Sesti parametru ve tvaru

Zo1
T11
Yo1
Yo
Z02
Z12
Yo2
Y12
Zo3
Z13
Yo3
Y13

OO DD DO DODDODOO OO

OO DD DO O RO OFO

+ fog

SO OO O OO OHOO

+ fog

OHR OO, OOOOoOOoOOo

SO O OO oo OoO

— O OO OO0 oo oo

Jelikoz v nasem piipadé k = 6, m = 3, n = 2, matice X;, a Y; pro [ =1,2,3 jsou typu 6 x 2.
Vidime, ze matice X m4a tvar

X = XY XY, X3Y5) =

oo oo o

OO OO~ O

OO O+ OO

el eoBeoBeolN "

S oo RO O

OO OO+~ O

OO = O OO

O OO oo

oo, O OO

O OO OO

oo = O OO

_— o0 oo oo
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jeji tadky jsou linearné nezavislé. Matice F je podle definice tfidiagonédlni a vypada nasledovné:

[0 -1 0 00 0O 0 0O O O O]

1 0 0 0 0 O 0 0 0 O 0 O

0 0 0 1.0 0 0 0 0 O 0 O

0 0 -1 0 0 O 0 0 0 O 0 O

0 0 0O 00 -1 0 00 O 0 0

F— 0 0 0 01 0 0 0 0 O 0 0

0 0 0 0 0 O 0 1 0 0 0o 0|’

0 0 0 00 0 -1 0 0 O 0 0

0 O 0 0 0 O 0 00 -1 0 O

0 0 0 0 0 O 0 0 1 0 0 0

0 0 0 0 0 O 0 0 0 O 0 1
| 0 0 0 0 0 O 0 00 0 -1 0|
tedy X*, kterd se sklada z matic Py, Q1, P2, Qz, P3 a Q3 typu 6 X 2 ma tvar

0O -1 0 00 O 0 0 0 O 0 0
1 0 -1 01 0 0 0 0 O 0 O
N 0 0 0O 1.0 -1 0 00 O 0 0
X' =XF = 0 O 0 0 0 O 0 1.0 -1 0 1
0 0 0o 00 0 -1 01 0 0 0
0 O 0 0 0 O 0 00 0 -1 0

Z matice X* ziskame koeficienty a;?‘j a B
podminek adjungované ilohy ve tvaru

751> nasli jsme tedy 2mn—k = 2-3-2—6 = 6 okrajovych

B (v) —v1(0) =0, (3.26)
Bi(v) = v1(0) —vi(§) +v2(§) =0, (3.27)
Bi(v) = vi(§) —v5(§) =0, (3.28)
Bi(v) = wvy(n) —vs(n) +uvs5(1) =0, (3.29)
Bs(v) = —wva(n)+ws(n) =0, (3.30)
Bi(v) = -—w3(l)= (3.31)

K vicebodovému diferencidlnimu operatoru L tedy ziskdme adjungovany diferencidlni operator
L* jako
L*v(z) = —v" (), D(L*) = {v(z) € H*(7); B} (v) = 0,i = 1,...,6}. (3.32)

3

3.3 Vlastni cisla a vlastni funkce adjungované ulohy

V této casti se budeme zabyvat vypoctem vlastnich ¢isel a vlastnich funkef adjungované ilohy,
kterou jsme ziskali ve tvaru:

L*v(z) = (). (3.33)
Jinak zapsano, méjme tlohu

v (x) + M(x) =0, z € (0,1), (3.34)

s okrajovymi podminkami B} (v) =0, i =1,...,6, tj.
v'(0) = 0, (3.35)
v(0) v(§—) —v(&+), (3.36)
V(E-) = v(E4), (3.37)
V(1) = (nt) —v'(n-), (3.38)
v(n=) = v(n+t), (3.39)
u(1) 0, (3.40)
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kde A € R, & € (0,1), 7 € (0,1) a pro jednoduchost uvazujeme pifpad 0 < ¢ < 1 < 1. Redeni
tlohy ziskame ve tvaru:
vi(z) proz € (0,¢)
n

0,¢),
v(z) = ¢ wvo(x) prozx € (&n), (3.41)
vs(z) proz € (n,1).
Vidime, ze v; € C? na pifslusném podintervalu pro i = 1,2,3, avak funkce v ¢ C([0,1]).
Vypocet opét rozdélime do tii ¢asti pro A =0, A >0a A < 0.
1. Nejprve volime A = 0. Obecné feseni diferencidlni rovnice (3.34) mé tvar
A1+ Bz pro z € (0,§),

)
v(z) =4 A2+ Box proz € (§,1), (3.42)
Az + Bsx pro x € (n,1).
(

Vyfesime okrajovou tilohu. Z okrajovych podminek (3.35) — (3.40) dostdvdme nésledujici
soustavu rovnic

B, = 0, (3.43)
Ay + Byt = 0, (3.44)
By = By, (3.45)
By, = 0, (3.46)
As+ Bsy = 0, (3.47)
A3+ By = 0. (3.48)
Vidime tedy, ze A} € R a Ay = A3 = B = By = Bs = 0. Reeni tilohy (3.34) — (3.40)

o A prowe(0,6),
”0("”)—{ 0 proe (&)U (1) (3.49)

neni trividlni pro A; # 0, tudiz je A\g = 0 vlastnim ¢&islem. Po vynormovani vyjadiime
vlastni funkci prislusnou k vlastnimu ¢éislu Ay jako

= {5 s Elenon 50
Grafické znazornéni vidime na obrazku 3.1.
2. Déle volime A > 0. Obecné feseni diferencidln{ rovnice (3.34) mé tvar
Ay cos (VAx) 4+ Bysin (VAz) pro z € (0,€),
v(z) =< Agcos (VAz) + Bysin (VAz) proz € (€,7), (3.51)
Ascos (Vx) 4+ Bssin (VAz) pro z € (n,1).

Vyfesime okrajovou tlohu. Z okrajovych podminek (3.35) — (3.40) dostdvame nésledujici
soustavu rovnic

By =0, (3.52)
A, (1 — cos (ﬁg)) — By sin (ﬁg) + Ay cos (ﬁg) + Bysin (ﬁg) =0, (3.53)
—Aj sin (\f)\f) + Bj cos (\f){) + As sin (ﬁ{) — By cos (ﬁf) =0, (3.54)

—As sin (ﬁn) + Bs cos (\[\n) + A (sin (ﬁn) — sin (ﬁ)) +
B3 (COS (\F/\) — cos (\577)) =0, (3.55)
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Obrazek 3.1: Vlastni funkce v(x) s parametry n > &. Hodnoty v§(§) a vi(n) jsou po fadé
vyznaceny cerné a cervene.

—As cos (\ﬂn) — Bssin (\ﬁn) + Aj cos (\f)\n) + Bj3sin (\F)\n) =0, (3.56)
Az cos (ﬁ) + B3 cos (ﬁ) =0. (3.57)

Vyjadifme si matici soustavy (3.52) — (3.57):

0 1 0 0 0 0
1 — cos (\/X{) — sin (\/X&) cos (V¢ sin (\/X{ 0 0
—sin (ﬁs) cos (ﬁg) sin (VNE cos (VNE 0 0,
X = 0 0 — sin \/Xn) cos (VAn sin (\/Xn) — sin (\/X) cos (\/X) — cos (ﬁn)
0 — cos E\/X'q) — sin (\/Xn) cos (\/Xn) sin (\/X'r])
0 0 0 0 cos (VX) cos (V)

Hleddme netrividln{ fesen{ této soustavy, tedy [A1, Ba, Aa, Ba, Az, B3]T # 0. Proto musf
byt determinant matice X soustavy (3.52) — (3.57) roven 0. Vyjiddiime si vyraz pro de-
terminant, upravime jej pomoci goniometrickych vzorcu a ziskdme rovnici

det X — sin (‘M) sin<\/§£>cos<\/x(1+n_£)> = 0. (3.58)

2 2
Odtud vidime, Ze netrividlni feSeni ziskdme pro
4k% 72 4k% 72 (2k — 1)%n2
Aak = 75 Ap k= —5— Ak = 77—, keN,
Yt (1-n)? & (- €)?
tedy gk, Apk @ Ack jsou hledanymi vlastnimi ¢isly. Tato vlastni ¢isla jsou stejné jako
pro tlohu (2.1) — (2.3). Nynf si vyjaddiime piislusné vlastni funkce.

a) Nejprve zvolime A = A, ;. Vhodnou volbou volnych parametru a dpravou pomoci
goniometrickych vzorcu dostdvdme vlastni funkei piislusnou tomuto vlastnimu &islu

ve tvaru
0 pro z € (0,£),
N 0 rox € (&, n),
Ua,k(x) = ) 2k7r($ . 1) P (5 77) (3.59)
sin B —— pro z € (n,1).

Grafické zndzornéni vidime na obrazku 3.2.
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Obrézek 3.2: Graf vlastni funkce v} ; (z) pro volbu k = 1 s parametry 1 > &. Hodnoty v; ; ()
a vy 1(n) jsou po fadé vyznaceny Cerné a Cervené.

b) Vlastni funkci pfislusnou vlastnimu &islu A, ;, po vynormovani ziskdme ve tvaru

cos (2]{?36) pro z € (0,¢),
v () = 0 pro x € (£,7), (3.60)
0 pro z € (n,1).

Grafické zndzornéni vidime na obrazku 3.3.
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Obrézek 3.3: Graf vlastni funkce vy, (z) pro volbu k = 1 s parametry n > £. Hodnoty vy, (§)
a vl’;l(n) jsou po fadé vyznaceny Cerné a Cerveneé.

c) Daéle vyjadifme vlastn{ funkci pfislusnou vlastnimu ¢éislu A . Opét vhodné zvolime
volné parametry a upravime pomoci goniometrickych vzorcu. Pro jednoduchost ne-
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rozepisujeme A, a znacime pouze A. Dostévéme

sin (\A(l _ n)) cos (ﬁx) pro z € (0,£),
—2sin (ﬁg) sin (\f)\(1 - 77)) sin (ﬁ (x - g)) pro = € (€,7),
2sin <ﬁ§) sin (ﬁ(n - §)> sin (ﬁ(x - 1)) pro z € (1, 1).

V()

Grafické zndzornéni vidime na obrazku 3.4.
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Obrazek 3.4: Graf vlastni funkce vj’k(m) pro volbu k =1 a k =7 s parametry n > £. Hodnoty
vy 1(§) a vy 1(n) jsou po fadé vyznaceny cerné a Cervené.

Poznamka 2. Pro vhodnou volbu parametru £ a  muze nastat situace, kdy nékterd
vlastn{ ¢&fsla splynou, napiiklad pro symetrii k¢ = (1 — n) pro konkrétni k, [ € N.
Pro ilustraci tedy uvazujme piipad, Ze A = Aqr = Ap; pro néjaké k, ! € N. Nésobnost
vlastniho ¢&isla je rovna dvéma a podle toho vypadaji i piislusné vlastni funkce. Muzeme
je zapsat jako linedrni kombinaci vlastnich funkei pifslusnych k vlastnim éislim A, i, Ay
ve tvaru

v* = Avg . + Buyy, A,B eR.
Totéz plati i pro puvodni tlohu.

Grafické zndazornéni vidime na obrazku 3.5.

3. Nésledné uvazujeme A\ < 0. Postupujeme analogicky jako pro A > 0. Ziskdme pouze
trividlni feSeni, proto A < 0 neni vlastnim ¢islem.

Vyse uvedenym postupem jsme odvodili nasledujici tvrzeni.
Véta 4. Viastni ¢isla adjungované dlohy (2.1) a (3.35) - (3.40) maji tvar
4k? 72 4k> 72 (2k — 1)%72

Mo =0 Mok = o Ny = L Aep = keN.
o=" T2 bkT T A RSP ©
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VA (X) = Va2"(X) + 2V}, 17 (X)

0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

X

Obrézek 3.5: Graf vlastni funkce v* = v ; (z) + 2v;,(x) pro volbu k = 2, | = 1 s parametry
2¢ =1 —n. Hodnoty v*(§) a v™(n) jsou po fadé vyznaceny Cerné a Cervené.

Pro & < n prislusné vlastni funkce této ilohy jsou

. _ 1 prox € (0,§),
v () { 0 proxe(§n)U(n,1),

0 pro x € (0,§),
. 0 pro z € (§,1),
Vo (@) = . 2km(x—1)
sin pro xz € (n,1),
I—mn
cos <2kmc> pro x € (0,£),
v () = $
bk pro x € (&),
0 pro x € (n,1),

sin (ﬁ(l - 77)) cos (\f/\x) pro z € (0,§),
« (x)={ —2sin (ﬁ’f) sin (\FA(1 - n)) sin <\f)\ (x - g)) pro x € (&),

2sin <\f/\§)2 sin (ﬁ(n - §)> sin (ﬁ(x - 1))2 pro z € (1, 1).

Poznamka 3. Jelikoz operdtor L neni samoadjungovany, nemaji adjungované vlastni funkce

v* stejné vlastnosti, které jsme mohli pozorovat v kapitole 2 u vlastnich funkeci u puvodni ilohy

(2.1) - (2.3), avsak jistou analogii zde najit mizeme. Diky nulovosti ¢dst{ vlastnich funkef v} ,

a vy ), jsou zachovany vlastnosti periodicity, tj. tyto funkce splituji na intervalech (n, 1) pro v} ;

a (0,&) pro vy, periodické podminky. Plati tedy, ze v}, . (n) = v} ,(n +T) = v}, (1), kde T je
§

perioda, a je navic splnéno vy, , <2> = 0. Stejné tak platf v; , (0) = v;k(T) = vy 1,(€), kde T je

1
perioda, a je navic splnéno v;;’k’ (‘;77) =0.

Oproti tomu se adjungovand vlastni funkce wv7, odlisuje. Pokud bychom rozsirili jeji
Cast vo na interval (0,1), ziskdme funkci spliujici kombinaci Dirichletovych a Neumannovych
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1 1
podminek na intervalu <g, ‘5”)7 tj. vo (g) =0av) (‘5’7) =0.

Pozndmka 4. Obdobné muzeme zkoumat piipad, kdy n < £. Vlastni ¢isla takové tdlohy pak
zustanou stejnd jako v situaci, kdy € < n. Odlisuji se az vlastni funkce tlohy.
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Kapitola 4

Resitelnost nehomogenni rovnice

V nésledujici kapitole se budeme zabyvat Tesitelnosti nehomogenni rovnice, tj. fesitelnosti dife-
rencidlni rovnice (2.1) pro konkrétni ¢islo A, ke které piiddme pravou stranu f. Ziskdme tedy
rovnici

u(z) + Mu(z) = f(x), x€(0,1), (4.1)

s puvodnimi okrajovymi podminkami (2.2) a (2.3). Déle ukézeme, ze formulace podminek exis-
tence a jednoznacnosti feseni pro tuto tlohu je analogicka k wloze Sturm-Liouvilleova typu
a luzce souvisi s adjungovanou tlohou z kapitoly 3.

4.1 Priklady
Pro ilustraci uvadime nasledujici ¢tyri konkrétni situace.
Piiklad 1. Nejprve budeme uvazovat A = 1 a f(z) = 1. Resfme tedy rovnici
' (x) +ulx) =1, xz€(0,1), (4.2)

s okrajovymi podminkami (2.2) a (2.3). Obecné FeSeni lze zapsat jako soucet obecného Feseni
homogenni rovnice uy,(z) a partikuldrniho feseni nehomogenni rovnice u,(z), tedy

Ua () = un(z) + up(), (4.3)
kde obecné feseni homogenni rovnice ma tvar
up(z) = Acos (z) + Bsin (z), A,BeR, (4.4)
a partikularni feSeni hleddme pomoci metody odhadu. Predpoklddame, ze ma tvar
up(z) = K, K eR. (4.5)

Toto feSeni musi splitovat rovnici (4.2). Po dosazeni zjistujeme, ze K = 1. Obecné feSeni m4
tedy tvar
ug(x) = Acos (x) + Bsin (z) + 1, A,BeR. (4.6)

Nésledné vyfesime okrajovou ilohu. Z okrajovych podminek (2.2) a (2.3) dostdvdme soustavu
rovnic

Asin (§) + B(1 —cos (§)) =0, (4.7)
A(cos(n) —cos (1)) + B(sin(n) —sin (1)) = 0. (4.8)
Vyjadfime si matici soustavy Xg:
x._[ m© (1 - cos 6)

(cos(n) —cos (1)) (sin(n) —sin(1))
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a jeji determinant

det X, = sin (&) (sin (n) —sin (1)) — (1 — cos (£)) (cos (n) — cos (1)).

Pouzitim goniometrickych vzorcu upravime vyraz do podoby

det X, = sin (1;77) sin (g) cos (1—1—727—5) .

Jelikoz plati, ze £ € (0,1) an € (0,1), vyraz vyse se nikdy nule nerovnd. Z toho vyplyvd, ze
soustava (4.7) a (4.8) mé jediné feseni A =0 a B = 0. Tedy

ua(z) = 1, (4.9)

tzn. existuje pravé jedno feseni nehomogenni rovnice (4.2) s okrajovymi podminkami (2.2) a
(2.3). <

Priklad 2. Déle uvazujme A = 0 a f(x) = 1. Budeme tedy fesit rovnici
W' () =1, xz€(0,1), (4.10)

s okrajovymi podminkami (2.2) a (2.3). Opét nejdiive nalezneme feSeni homogenni rovnice,
které ma tvar
up(z) = A+ Bz, A,BeR. (4.11)

Déle hledame partikuldrni feseni pomoci metody odhadu. Jelikoz je v tomto piipadé tloha
v rezonanci, partikularni feseni musi mit tvar

uy(z) = Ka?, K eR. (4.12)

1
Po dosazeni do rovnice (4.10) zjistujeme, ze K = 3 Obecné feseni lze zapsat jako soucet up, ()

a up(x), tedy
2

up () :A—i-Bac—i—%, A,BeR. (4.13)

Nésledné vyfesime okrajovou ulohu. Z okrajovych podminek (2.2) a (2.3) dostdvdme soustavu
rovnic

B =B+n, (4.14)

1 2
A+B+§:A+Bn+%. (4.15)

Z rovnice (4.14) plyne, ze £ = 0, coz vzhledem k tomu, ze £ € (0,1), nikdy nenastane. Z toho
vyplyvd, ze tloha (4.10), (2.2) a (2.3) nem4 feSeni. N

Piiklad 3. Déle uvazujme A =0 a f(z) zadanou po ¢édstech

_J 0 proze (0,6,
f(w)_{l pro z € (§,1).

Budeme tedy tesit rovnici

n, ~ | 0 proxe(0,),
ui(z) = { 1 proze (§1) (4.16)

s puvodnimi okrajovymi podminkami (2.2) a (2.3), ke kterym pfiddme podminky na spojitost
u(z) a v (x) v bodé &:
u(€-) = (€+), (4.17)

u(§—) = u(§+). (4.18)
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Pozadujeme tedy, aby funkce u(z) = w1 pro z € (0,§) a u(z) = uz pro z € (£, 1) byla tiidy
C' ([0,1]). Resen{ rovnice (4.16) ziskdme ve tvaru:

Ul(ﬂi) = A + Bix, Al, B; € R, (419)
2

’UQ(I) = Ay + Box + %7 AQ, B; € R. (420)

a) Nejprve fesime pro 0 < £ < n < 1. Vyfesime okrajovou ulohu. Z okrajovych podminek
(2.2), (2.3), (4.17) a (4.18) dostavame soustavu rovnic

Bl = Bla

N 1
AQ+BQT]+?:A2+BQ+§7

By =By +¢,
62

z niz ziskame Teseni ulohy ve tvaru

ul(a:) A2—§+£I—l(n+1)
ue(x) = 12 2 2 (4.21)
uz(x):Ag—g(n—i—l)x—l—?, Ay eR.

Vidime tedy, ze feSeni v tomto pfipadé existuje a je zavislé na parametru A, tj. existuje
nekone¢né mnoho teseni.

b) Pro piipad, kdy 0 < n < £ < 1, postupujeme analogicky, vyslednou funkci u(x) vsak
ziskdme v odlisném tvaru, a to

2 -1 2
) =y & + S,
_ 2 2(n-1)
uc(ac) - 1+ 52 _ 2577 332 (422)
ug () 2+ 30— 1) + 5 9 €
Reseni tedy opét neni uréeno jednoznaéné. <
iy R 4k*7? L
Priklad 4. Ve ¢rvrtém piipadé zvolime A = Ay = e a f(z) = 1. Budeme tedy fesit
rovnici 122
4k
u'(x) + é_72u(a:) =1 (4.23)

s okrajovymi podminkami (2.2) a (2.3). Obecné feSeni opét zapiSeme jako soucet obecného
feSeni homogenni rovnice a partikularniho feSeni nehomogenni rovnice, tedy

£ 4k272’

Dale vytesime okrajovou ulohu. Z okrajovych podminek (2.2) a (2.3) dostdvame soustavu rovnic

2
uq(x) = Acos (2]?-33) + Bsin (mx> + 3 A, BeR. (4.24)

B (cos (2km) — 1) =0, (4.25)

(o) o (2) -0 (22) ().
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Z prvni rovnice vyplyvé, ze B € R. Druhou rovnici upravime do néasledujictho tvaru, k tpravé
vyuzivame goniometrické vzorce:

Asin (Tkﬂ) sin (1 gnlm> = Bcos <1—£nk7r> sin <1;77k77> . (4.27)

Vidime, ze muze nastat piipad, kdy feSeni zavisi na obou parametrech A a B, tj. iloha m&
dvojnasobné vlastni ¢islo. To odpovida situaci, kdy

. (1-n )
sin knm) =0,
( 3

km = lm pro néjaké k, [ € N, tj. A\p p = A\g,. Ziskdme tedy FeSeni tlohy

1—n

coz nastane, kdyz

ve tvaru (4.24). Pokud tato situace nenastane, feseni vyjddifme jako

uq(z) = C cos (Q?Tx) cos (kﬂ'n —g 1) + C'sin (Tx) sin <l<:71'77 2_ 1> + ﬁ;, (4.28)

kde C € R, tj. vysledné teseni existuje, bude zdviset na parametru C' a neni tedy urceno
jednoznaé¢né. 4

V piikladu 1 vidime, Ze tloha méa pravé jedno feSeni a soucasné zvolené ¢islo A neni vlastnim
¢islem tlohy (2.1) — (2.3).

V piikladu 2 mdme A = 0, k nému piislusnou vlastni funkci ug(xz) = 1, vlastni funkce
piislusné adjungované ulohy vg(z) = 1 pro z € (0,€), vi(z) = 0 pro z € (§,1) a funkei pravé
strany ve tvaru f(z) = 1. Muzeme sledovat nésledujici vlastnosti:

/01 f(z)ug(x)dx = /1 lde =1#0,

0

1 3 1
/Of(x)va‘(x)da::/o 1d96—i—/g Odr =€ #0

a zaroven neexistuje feSeni. Vidime, ze prava strana f neni kolma na vlastni funkci, ani na
vlastni funkci adjungované tlohy.

V pitkladu 3 je opét A = 0, k nému pifslusnd vlastni funkce ug(z) = 1, vlastni funkce
piislusné adjungované ulohy vi(x) = 1 pro z € (0,¢), vi(z) = 0 pro x € (&,1) a funkci
pravé strany mame tentokrat ve tvaru f(z) = 0 pro = € (0,€), f(z) =1 pro z € (£, 1). Opét
sledujeme tyto vlastnosti:

1 1
/ f(@)uo(z)dz = / ldz =1#0,
0 0

/01 f(z)vj(z)de = /del‘—i—/: 0dx = 0,

tj. adjungovand vlastni funkce v je kolmd na funkci pravé strany f dané po ¢astech. Soucasné
vidime, Ze TeSeni ulohy existuje, avsak neni urc¢eno jednoznacné.

4k27?

V piikladu 4 uvazujeme A\ = Ay = 572, prislusné vlastni funkce wpy, vlastni funkce

adjungované ulohy v; , a pravou stranu f (z) = 1. Pozorujeme, Ze jsou opét splnény vztahy
1
[ t@uat@yiz 2o, (4.29)
0

/0 f(@)vy (x)dz =0, (4.30)
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tj. funkce pravé strany je kolms na vlastni funkei adjungované tlohy. Reseni tlohy existuje,
neni vSak urceno jednoznac¢né. Nyni se zaméiime na piipad, kdy oba parametry A, B ve vztahu
(4.24) muzeme volit libovolné, tedy na piipad dvojndsobného vlastntho ¢isla A = Ag; = Ap ke
pro konkrétni k,! € N. Vidime, ze tomuto vlastnimu ¢islu nyni odpovidaji dvé vlastni funkce
Uq, @ up,k; a vlastni funkee adjungované tlohy v} ; a v ;. Kromé (4.29) a (4.30) navic plati

/0 f(@)ug,(z)dzx # 0,

/ @)t (w)dz =0,
0

tedy funkce pravé strany je kolma na obé vlastni funkce adjungované ulohy a zaroven feseni
neni urc¢eno jednoznacné.

Vzhledem k vySe uvedenym integralnim rovnostem se d& piredpoklddat, ze na feSitelnost

tlohy bude mit vliv pouze vlastni funkce adjungované tlohy v*, nikoliv vlastni funkce wu,
konkrétné kolmost této funkce na funkci pravé strany f.

4.2 Podminky reSitelnosti

V této céasti se budeme zabyvat tim, jak je to s existenci a jednoznacnosti feseni okrajové tlohy
Sturm-Liouvilleova typu, a naformulujeme analogickd tvrzeni pro tlohu (4.1), (2.2) a (2.3).

4.2.1 Podminky fesitelnosti Sturm-Liouvilleovy ilohy

Nejprve shrneme vztahy a postupy z [9]. Uvazujeme okrajovou tlohu ve tvaru

—(p(2)y'(2))" + a(2)y(x) = f(z), = €(0,D), (4.31)

kde Il € RT a f = f(z) je funkce pravé strany, s okrajovymi podminkami

ay(0)+ By'(0) =0, laf+B| #0, (4.32)
() +0y'(1) =0, |yl +1d] #0. (4.33)

Predpokladejme, ze
p € C([0,1]), q € C°([0,1)), fe (o), p(x) > 0. (4.34)

Takto formulovand tloha se nazyva Sturm-Liouvilleova tloha. Nyni tuto ulohu prepiSeme
do operatorového tvaru

Ly(z) = f(z), (4.35)

kde
Ly(z) = —(p(z)y'(2))" + q(2)y(x) (4.36)
D(L) = {y(x) € C*(0,1) N C*([0,1]); ay(0) + By'(0) = 0,yy(l) + dy'(I) = 0}. (4.37)

Véta 5 ([9, str. 67]). Necht ¢islo 0 neni vlastnim éislem operdtoru L na mnoZiné D(L). Pak
existuje prdavé jedno klasické reseniy = y(x) okrajové tlohy (4.31) — (4.33) a lze jej psdt ve tvaru

l
y(z) = / G, €) £ (€)d, (4.38)

kde G(z,€) je Greenova funkce uvazované okrajové ulohy.
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Véta 6 (]9, str. 68]). Necht ¢islo 0 je s-ndsobnym vlastnim éislem operdtoru L na mnoziné D(L)
a necht mu odpovidaji linedrné nezdvislé vlastni funkce vo1,vg2, ..., Vos. Pak existuje klasické
feseni w = w(x) okrajové ulohy (4.31) — (4.33) prdvé tehdy, spliuje-li funkce f podminky

l
(f,vo5) = /0 f(x)voj(z)dz =0 Vi=1,2,..,s. (4.39)

Toto Teseni neni uréeno jednoznacéné. Jednoznacénost zarucéime dodatecnymi podminkamsi
(w,voj) =0 V] = 1,2,...,8. (440)

Obecné jakdkoli funkce y = y(x) ve tvaru
(x) + Z ¢;vo;(z), (4.41)
j=1
kde c1, ca, ..., cs jsou libovolné konstanty, je rovnéz reSenim tlohy (4.31) — (4.33).

4.2.2 Fourierova metoda

Fourierova metoda je jednou z metod zabyvajici se konstrukei Feseni okrajové udlohy (4.31)
— (4.33). Nejprve sestrojime odpovidajici tilohu na vlastni ¢isla, najdeme posloupnost {A;}
vlastnich ¢éisel operatoru L a k nim odpovidajici iplny ortogondlni systém vlastnich funkef {vy}.
Vlastnost ortogonality vlastnich funkci operatoru L plyne ze samoadjungovanosti operatoru L.
Daéle stanovime rozvoj funkce pravé strany f do Fourierovy fady podle ortogonalni soustavy

{vx}:

2) = dile),  dp= (s 00). (4.42)

[|vk]|?

V dalsim kroku metody pak predpoklddédme feseni y = y(x) ve tvaru Fourierovy rady

- Z crop (), (4.43)
k=1

kde ¢ jsou v tuto chvili nezndmé konstanty. Formalnimi ipravami diferencidlni rovnice (4.31)
dostaneme vztah pro vypocet koeficientu c. Protoze systém {vy} je iplny, musi platit

Cp g = dg, k=1,2,3,... (4.44)

Nemé-li feSend uloha nulové vlastni ¢islo, hledané feSeni muzeme zapsat ve tvaru

Z —vk (4.45)

Toto vyjadieni 1ze dale pomoci formalnich iprav napsat ve tvaru

/f Z )\kHUkHQ > (4.46)

Funkci
, xz, & €10,1], 4.47

nazyvame Greenovou funkeci okrajove ulohy (4.31) — (4.33) a TeSeni potom muzeme psat ve tvaru
(4.38). Vidime tedy, ze v piipadé, kdy existuje index ko takovy, ze ¢&islo Ap, = 0 je vlastnim
¢islem operatoru, musi byt koeficient di, nulovy. Pokud by toto nebylo splnéno, nelze feseni
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konstruovat pomoci Fourierovy metody. Pokud koeficient dy, je nulovy, vySe uvedeny postup
pouzit lze, ale neuréime koeficient cg,, ktery muze nabyvat libovolné realné hodnoty. Pokud
di, = 0, plyne z (4.42), ze plati (f, vx,) = 0. Je tedy splnéna nutnd podminka existence resen.
V piipadé nasobného vlastniho ¢isla musi byt vSechny vlastni funkce pfislusné k Ay, = 0 kolmé
na funkci pravé strany f.

Poznamka 5. Formalnimi dpravami zminénymi v textu se rozumi zdména sumy a integralu
ve vztahu (4.46), coz lze provést za predpokladu stejnomérné konvergence Fourierovy rady
na intervalu (0,1).

4.2.3 Formulace podminek feSitelnosti pro dlohu (4.1), (2.2) a (2.3)

Nyni se budeme zabyvat existenci a jednozna¢nosti feseni ulohy (4.1), (2.2) a (2.3). Tato
tloha neni Sturm-Liouvilleova. Po piepsani této tlohy do tvaru (3.32) dostaneme sice dife-
rencidlni operator, ktery rovnici odpovidda operdtoru Sturm-Liouvilleova typu, kdy v nasem
piipadé p(z) = —1 a ¢(x) = -\, avSak odlisuje se v okrajovych podminkach (2.2) a (2.3).
Nelze tedy pouzit vyse uvedené vysledky a konstrukce reseni. Navic ndmi uvazovany operator
L (3.32) neni samoadjungovany, tim pddem je porusena vlastnost ortogonality vlastnich funkec{
a nemuzeme tedy pouzit ani Fourierovu metodu ke konstrukci feseni. Ocekavame, ze ve for-
mulaci podminek FeSitelnosti nehraji dulezitou roli jeho vlastni funkce, nybrz vlastni funkce
adjungovaného operdtoru L*. Tudiz ani vySe uvedené tvrzeni o nutné a postacujici podmince
na existenci a jednoznac¢nost feseni nelze pouzit, avsak vyslovime analogické tvrzeni pro ndmi
zkoumanou ulohu.

Hypotéza 1. Necht ¢islo X neni vlastnim &islem operdtoru L na mnoZiné D(L). Pak existuje
pravé jedno klasické teseni y = y(x) okrajové dlohy (4.1), (2.2) a (2.3) a lze jej psdt ve tvaru

l
y(z) = /0 G, €)f(€)d, (4.48)

kde G(x,&) je Greenova funkce uvaZované okrajové ilohy.

Hypotéza 2. Necht éislo \ je s-ndsobnym vlastnim éislem operdtoru L na mnoZiné D(L) a
necht mu odpovidaji linedrné nezdvislé vlastni funkce ui,us, ..., us a linedrné nezdvislé vlastni
funkce prislusné adjungované dlohy vi,vs,...,vE. Pak existuje TeSeni w = w(x) nehomogenni
okrajové tilohy (4.1), (2.2) a (2.3) prdvé tehdy, kdyz jsou v kolmé na funkci pravé strany f, tj.
spliuje-li funkce f podminky

1
(f.07) :/ fayui(@)de=0 V=12 .5 (4.49)
0
Toto TeSent nent uréeno jednoznacné. Jednoznacénost zaruc¢ime dodateénymsi podminkamsi
(w,u;) =0 Vi=1,2,..s. (4.50)

Obecné jakdkoliv funkce y = y(x) ve tvaru
y(x) = w(z) + Z cjuj(x), (4.51)
j=1

kde c1,ca, ..., cs jsou libovolné konstanty, je rovnéz reSenim dlohy (4.1), (2.2) a (2.3).

Naformulovali jsme obdobnd tvrzeni pro dlohu (4.1), (2.2) a (2.3), jakd byla vyslovena
v predchozi ¢asti pro Sturm-Liouvilleovu tlohu. Jsou ve tvaru hypotéz, jelikoz nejsme schopni
pomoci zakladnich prostfedku matematické analyzy dokazat postacujici podminku. Umime ale
vyfesit otdzku tykajici se nutné podminky fesitelnosti a tvaru feSeni, proto tato tvrzeni nyni

naformulujeme jako véty, které nésledné dokazeme.
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Véta 7 (Nutnd podminka FeSitelnosti). Necht )\ je s-ndsobngm vlastnim éislem nehomo-
genni ulohy (4.1), (2.2) a (2.3) s prislusnygmi linedrné nezdvislymi vlastnimi funkcemi adjungo-
vané dlohy v, j =1,..,s, a necht existuje Tesent této lohy. Potom plati

l
(f,v;):/o fapt(@de=0  Vji=1,.s (4.52)

Dukaz. Dukaz provedeme analogicky ke klasickému dikazu pro Sturm-Liouvilleovu tlohu, jehoz
néstin lze nalézt napi. v [9, str. 68, 69]. Za predpokladu, ze existuje feseni u = u(z) ilohy (4.1),
(2.2) a (2.3) a0 < & < n < 1, provedeme nésledujici tpravy. Nejprve skaldrné vyndsobime
rovnici (4.1) libovolnou vlastni funkei adjungované dlohy v} prislusnou vlastnimu ¢islu A, tedy

u’(z) + du(z) = f(x) /- vj(x). (4.53)

Nyni pomoci metody per-partes rozepiSeme levou stranu rovnosti (4.53). Jelikoz je funkce Ch
po céastech hladkd, pocitame integrédl na levé strané téz po castech.

1 1 € n
/0 u” (z)v] (m)dm—f—/o Au(z)v] (x)d;v:/o u" (x)v] (gc)dac—i—/E u” (w)v] (z)dr +
[ wemi@an [ s = @@l - [ 0 @)1+
¢ " * I n— * nn— K * "
/0 u(z) (v;(x)) dzx + [v*(x)u (3:)]5+ - [u(:z:) (v*(2)) ]€+ —|—/§ u(x) (vj (1:)) dx +

1 1
[v*(a:)u’(a:)}:ﬁ — [u(:c) (v*(x))/} - —|—/ u(x) (v}‘(x))” dx +/O u(2)v; (x)d.

Z okrajovych podminek (2.2), (2.3) a (3.35) — (3.40) vime, 7Ze se hranién{ ¢leny odectou. Déle

. . " . p .y
vyuzijeme rovnosti Lvj = — (vj*) = Avj a tim pddem dostavdme

u(x) (v;(x))” dx —|—/0 u(z)v} (v)de =

/Oéu(x) (03 ()" de + /;u(:c) (03 (2))" de +/

n
1 1 1 1
/ u(x) (U;(l‘))// d;v+/ Au(z)v; (z)dr = —/ )\u(x)v;-‘(x)dx—l—/ Au(z)vi(z)dx = 0,
0 0 0
tedy
1
0— / fapt(@)de  Vi=1,..8
0
a dukaz je hotov. Pro piipad 0 < n < £ < 1 dokdzeme analogicky. O

Véta 8 (O tvaru feSeni). Necht A je s-ndsobnym vlastnim éislem nehomogenni ilohy (4.1),
(2.2) a (2.3) s prislusngmi linedrné nezdvislymi vlastnimi funkcemiuj, j =1, .., s, a necht funkce
w = w(x) je TeSenim této ilohy. Potom plati, Ze obecné jakdkoli funkce y = y(x) ve tvaru

@) = i) + 3 ey (o), (159

kde c1,ca, ..., cs gsou libovolné konstanty, je rovnéz reSenim dlohy (4.1), (2.2) a (2.3).

Dikaz. Dukaz provedeme dosazenim funkce y do rovnice (4.1). Ziskdme

w”(z) + Mw(z) + Z cjuf(x) + X Z cju;(z) = f(z). (4.55)
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Za predpokladu, ze w je FeSenim nehomogenni dlohy (4.1), (2.2) a (2.3) dostaneme vztah
Z cjuy () + A Z cju;(z) = 0. (4.56)
j=1 j=1

Vlastni funkce u; pifslusné vlastnimu ¢islu A jsou feSenim nehomogenni dlohy (2.1) — (2.3).
Vztah (4.56) tim padem plati. Funkce w i u; spliuji okrajové podminky, které jsou homogenni,
tedy i funkce y vznikla souc¢tem téchto funkci je splituje a dukaz je hotov. O

Poznamka 6. Prostiedky funkcionalni analyzy ndm umoznuji zkoumat resitelnost obecnéjsich
iloh, nez jsou ulohy Strum-Liouvilleova typu, pomoci tzv. Fredholmovy alternativy, kterou
muzeme najit napi. jako Theorem 6.6 a Remark 4 v [10, str. 160]. Avsak tyto dilohy musi byt
ve tvaru

u—Tu=f, (4.57)

kde T je kompaktni operator. Fredholmova alternativa se pak da formulovat jako:

1. Bud m4 homogenn{ rovnice (4.57) jen trividln{ feSeni a pak (4.57) je jednoznaéné feSitelnd
pro libovolnou pravou stranu f,

2. nebo mé homogenni rovnice (4.57) s linedrné nezavislych feseni a pak ma (4.57) s libo-
volnou pravou stranou f feSeni pravé tehdy, kdyz je splnéno s podminek ortogonality
takovych, ze

(f,v7)=0 proj=1,2,..,s,

kde v* — T*v* =0 a T* je adjungovany operétor k operatoru 7.

Citované tvrzeni odpovidé vyslovenym hypotézam 1 a 2. Pokud bychom ndmi zkoumanou tilohu
prepsali do operatorové podoby (4.57), lze tento obecny ndstroj pouzit k jejich dukazu.



5 Zavér 34

Kapitola 5
Zaveér

V této bakalarské praci jsme se zabyvali konkrétni ¢tyrbodovou okrajovou tilohou, pro niz jsme
nalezli vlastni ¢isla a piislusné vlastni funkce. Zjistili jsme, ze pro urcitd nastaveni parametru
tato uloha prejde na jednu ze standardnich dvoubodovych okrajovych loh. Déle jsme k této
tloze sestrojili adjungovanou tlohu pomoci obecného postupu z [8] a nasli jeji vlastni ¢isla a
vlastni funkce. V posledni kapitole jsme se zabyvali fesitelnosti této ilohy pro nenulovou pravou
stranu, vyfresili nékolik konkrétnich pripadu pro pevné A\ a pevné f a zjistili, Ze pro fesitelnost
takovych tloh je dulezitd kolmost vlastnich funkci adjungované ilohy na pravou stranu f.
Na zékladé podminek Fesitelnosti pro tlohy Sturm-Liouvilleova typu [9] jsme vyslovili nové
tvrzeni pro nami zkoumanou tlohu a tvrzeni tykajici se nutné podminky fesitelnosti a tvaru
feen{ jsme nasledné dokazali.

V piipadé, Ze bychom se déle zabyvali timto tématem, muzeme zkoumat TfeSitelnost
uvazované tulohy z pohledu funkciondlni analyzy, kompaktnich a Fredholmovych operatoru a
také hledat prislusnou Greenovu funkci lohy, coz ale presahuje ramec této prace.
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