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Abstrakt

P°edm¥tem práce je grafový invariant známý jako proplétací polynom. Byl de�no-
ván jako zobecn¥ní funkce, díky které bylo moºno spo£ítat v²echny Eulerovské tahy
v "2-in, 2-out"orientovaných grafech. Odtud plyne jeho biologická významnost, ne-
bo´ ze znalosti po£tu Eulerovských tah· t¥chto graf· lze ur£it po£et v²ech moºných
rekonstrukcí °et¥zce DNA, jehoº men²í pod°et¥zce p°edstavují grafové vrcholy. Nej-
prve se podíváme na okolnosti vedoucí k jeho vzniku a poté popí²eme jeho základní
vlastnosti s pomocí d°íve publikovaných £lánk·. Nakonec se pokusíme zjednodu²it
po£ítání polynomu pro grafy, které obsahují volnou cestu a najít iterativní p°edpis
polynomu pro t°ídu "²estiúhelníkových"graf·.

Klí£ová slova

Teorie graf·, Eulerovský tah, grafový invariant, proplétací polynom

Abstract

The subject of this bachelor thesis is the graph invariant known as the interlace
polynomial. It was de�ned as a generalization of a function used to calculate the
number of Eulerian circuits in "2-in, 2-out"digraphs. Herein lies its signi�cance in
biology, because with the knowledge of the number of Eulerian circuits in these gra-
phs we can determine the number of all possible reconstructions of a DNA string, if
its substrings are represented as the graphs' vertices. We will �rst take a look at the
circumstances that led to its creation, before describing its basic properties using
previously-published articles. We will then try to simplify the computation of the
polynomial for graphs that include a free path and �nd the iterative formula of the
polynomial for the class of "hexagonal"graphs.
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1 Úvod

V této práci se budeme zabývat pojmem proplétací polynom, coº jeden z grafových
invariant·. V následujících dvou kapitolách se podíváme na okolnosti vedoucí k
jeho vzniku a jeho význam v biologii a následn¥ budeme de�novat n¥které základní
pojmy z teorie graf·, které budou d·leºité k pochopení problematiky. V kapitole 4
se podrobn¥ji zam¥°íme na pojem proplétacího polynomu a grafové operace, které se
vyuºívají k jeho de�nici. Dále se podíváme na vzhled, vlastnosti a n¥které zajímavé
hodnoty polynomu a zrekapitulujeme výsledky z jiných publikací, kde byly mimo
jiné nalezeny tvary polynom· pro n¥které základní t°ídy graf·. V kapitole 5 shrneme
vlastní výsledky, konkrétn¥ proplétací polynom graf· obsahujících volnou cestu a
proplétací polynomy "²estiúhelníkových"graf·.

2 Motivace

U zrození my²lenky o proplétacím polynomu stojí £lánek od Arratii, Bollobáse a spol.

[5] o sekvencování DNA pomocí hybridizace, ve kterém byla popsána metoda rekon-
strukce dlouhých °et¥zc· DNA, tedy nalezení sekvence nukleotid· t¥chto °et¥zc· po-
mocí znalostí o jejich krat²ích pod°et¥zcích. Jednozna£ná rekonstrukce údajn¥ není
vºdy moºná a celkový po£et rekonstrukcí je dán po°adím opakujících se pod°et¥zc·.
Jelikoº se kaºdý pod°et¥zec m·ºe opakovat maximáln¥ dvakrát, tak se posloupnost
pod°et¥zc· dá popsat tzv. dvojicováním: °adou symbol· o délce 2n, kde se kaºdý
symbol objevuje práv¥ dvakrát.

Tato dvojicování obsahující "propletené"symboly indukují grafy typu "2-in, 2-
out", tedy orientované grafy, jejichº kaºdý vrchol má vstupní i výstupní stupe¬ roven
2. U nich je d·leºitý po£et jejich Eulerovských tah·, coº jsou u orientovaných graf·
takové tahy, ve kterých se vyskytují v²echny hrany daného grafu práv¥ jednou. Bylo
totiº zji²t¥no, ºe po£et v²ech moºných rekonstrukcí °et¥zce DNA pro zadané páro-
vání je stejný jako po£et Eulerovských tah· v daném 2-in, 2-out grafu.

Existují metody, které jsou schopny spo£ítat Eulerovské tahy graf· v polyno-
miálním £ase. Ty ale neposkytují pot°ebné strukturní informace, které by byly pro
zp¥tnou rekonstrukci d·leºité. Byla tedy snaha o °e²ení opa£ného problému, tedy
najít v²echny moºné rekonstrukce °et¥zc·, pokud byl znám celkový po£et Eulerov-
ských tah· p°íslu²ného grafu.

Díky tomuto p°ístupu byl de�nován tzv. proplétací polynom, který je schopný
nejen spo£ítat Eulerovské tahy 2-in, 2-out graf·, ale i po£et v²ech moºných °ez·
rozd¥lujících graf na k komponent, pro libovolné nezáporné k.
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3 Základní de�nice

Téma, kterým se v této práci zabýváme, spadá tématicky do teorie graf·, a proto
je nutné nejprve de�novat n¥které d·leºité pojmy, které by £tená°i nemusely být
známy. Nejprve je d·leºité de�novat, co je to graf.

De�nice 1 [1]. Neorientovaný graf G je dvojice G = (V,E), kde V je kone£ná

mnoºina nazývaná mnoºina vrchol· a E ⊂
(
V

2

)
se nazývá mnoºina hran, p°i£emº

(
V

2

)
= {{x, y} : x, y ∈ V, x 6= y}

je mnoºina v²ech dvouprvkových podmnoºin mnoºiny V. Orientovaný graf (také
digraf, z anglického directed graph) D je dvojice D = (V,E), kde V je mnoºina
vrchol· a E ⊂ V × V je mnoºina hran.

Nebude-li uvedeno jinak, budeme v této práci pracovat s grafy, které jsou prosté.
Znamená to, ºe neobsahují násobné hrany ani smy£ky (hrany, pro které je po£áte£ní
vrchol stejný jako koncový vrchol). Dále zmíníme, ºe v teorii graf· je obvyklé zna£it
hrany {x, y} zkrácen¥ xy a i v této práci se budeme této notace drºet. Rovn¥º,
pokud nebude uvedeno jinak, symbolem G budeme zna£it graf neorientovaný a D
graf orientovaný.

Následující de�nice se budou týkat d·leºitých vlastností vrchol· grafu.

De�nice 2 [1]. Stupe¬ vrcholu v grafu G je po£et hran grafu G, které obsahují
vrchol v. Zna£í se dG(v). Vstupní stupe¬ d

+
D(u) vrcholu u v orientovaném grafu D je

po£et hran, které kon£í ve vrcholu u, tedy po£et dvojic (x, u) ∈ E(D), kde x ∈ V (D).
Podobn¥ výstupní stupe¬ d−D(u) je po£et dvojic (u, x) ∈ E(D).

De�nice 3 [1]. Graf G se nazývá k-regulární, pokud mají v²echny jeho vrcholy
stupe¬ k.

De�nice 4 [1]. Vrchol v grafu G se nazývá izolovaným vrcholem, pokud platí
dG(v) = 0, tedy pokud jej neobsahuje ºádná hrana grafu G.

Pro správné ur£ení polynomu v pozd¥j²ích kapitolách je d·leºitá práce s podgrafy,
tedy s £ástmi p·vodního grafu.

De�nice 5 [1]. Graf H je podgrafem grafu G (psáno H ⊂ G), pokud V (H) ⊂
V (G) a E(H) ⊂ E(G). Graf H je indukovaným podgrafem grafu G, pokud V (H) ⊂

V (G) a E(H) = E(G)∩
(
V (H)

2

)
. GrafH je faktorem grafu G, pokud V (H) = V (G)

a E(H) ⊂ E(G).
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Po£ítání proplétacího polynomu je provád¥no pomocí rekurze, ve které se pracuje
s grafy, které vzniknou z p·vodního grafu odstran¥ním daných vrchol·. Je nutné
proto znát, co tato operace obná²í.

De�nice 6 [1]. Nech´ v je vrchol grafu G. Graf G − v, vzniklý odstran¥ním
vrcholu v, je de�nován jako indukovaný podgraf grafu G na mnoºin¥ V (G) \ {v}.

V teorii graf· se £asto zabýváme otázkou, zda existuje posloupnost hran, kte-
rými bychom byli schopni se dostat z jednoho vrcholu grafu do druhého. Následující
de�nice se budou týkat této problematiky.

De�nice 7 [1]. Sled v grafu G je libovolná posloupnost v0, v1, . . . , vk, kde vi jsou
vrcholy grafu G a pro kaºdé i = 1, . . . , k je vi−1 vi hranou grafu G. Délka sledu je
rovna k.
Tah v grafu G je sled, ve kterém se mohou opakovat vrcholy, ale hrany vi−1 vi jsou
pro rozdílné hodnoty i r·zné.
Cesta v grafu G je sled, ve kterém se kaºdý vrchol vi objevuje pouze jednou.
Kruºnice v grafu G je uzav°ená cesta, ve které platí v0 = vk.

Poznamenejme, ºe v orientovaných grafech se analogicky de�nují orientovaný
sled, orientovaný tah a orientovaná cesta. Orientovanou uzav°enou cestu nazýváme
cyklus.

De�nice 8 [1]. Graf G je souvislý, pokud pro kaºdé dva vrcholy x, y existuje v
grafu G cesta mezi x a y.

De�nice 9 [1]. Komponenta grafu G je maximální souvislý podgraf grafu G.

De�nice 10 [1]. Strom je souvislý graf, který neobsahuje ºádnou kruºnici.

Krom¥ strom· existují je²t¥ dal²í speciální t°ídy graf·, se kterými se v teorii
graf· £asto pracuje díky jejich vlastnostem. V následující de�nici si ukáºeme ty z
nich, které pro nás budou v následujících kapitolách relevantní.

De�nice 11 [1].

• cesta Pn: V (Pn) = {v0, . . . , vn}, E(Pn) = {vi−1 vi, i = 1, . . . , n}

• kruºnice Cn: V (Cn) = {v0, . . . , vn−1}, E(Cn) = {vi−1 vi, i = 1, . . . , n− 1}∪
{vn−1 v0}

• diskrétní graf En: V (En) = {v0, . . . , vn−1}, E(En) = ∅

• úplný graf Kn: V (Kn) = {v0, . . . , vn−1}, E(Kn) =

(
V (En)

2

)
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• hv¥zda Sn: V (Sn) = {v0, . . . , vn}, E(Sn) = {v0 v1, . . . , v0 vn}

De�nice 12 [4]. Graf G nazýváme bipartitním grafem, pokud platí V (G) =
V1 ∪ V2, kde V1 ∩ V2 = ∅ a E(G) ⊂ {xy : x ∈ V1 ∧ y ∈ V2}. Pokud E(G) = V1 × V2,
potom je graf úplným bipartitním grafem a zna£íme ho Km,n, kde m = |V1| a
n = |V2|.
Analogicky pro k > 2 nazýváme G k-partitním grafem, pokud V (G) = V1 ∪ V2 ∪
. . . ∪ Vk, kde Vi ∩ Vj = ∅ pro i 6= j a E(G) ⊂ {xy : x ∈ Vi ∧ y ∈ Vj ∧ i 6= j}. Pokud
E(G) = {xy : x ∈ Vi ∧ y ∈ Vj ∧ i 6= j}, potom je graf úplným k-partitním grafem a
zna£íme ho Kn1,n2,...,nk

, kde ni = |Vi| pro i = 1, 2, . . . , k.

Z de�nice lze odvodit, ºe hv¥zdy Sn m·ºeme také de�novat jako úplné bipartitní
grafy K1,n.

Nakonec budeme de�novat pojmy nezávislá mnoºina, nezávislost a párování,
které budou d·leºité pro ur£ování n¥kterých vlastností proplétacího polynomu.

De�nice 13 [2]. Nech´ G je graf. Mnoºina S ⊆ V se nazývá nezávislá mnoºina,
pokud ∀x, y ∈ S : xy 6∈ E(G). Nezávislost α(G) grafu G je £íslo, které je rovno
velikosti nejv¥t²í nezávislé mnoºiny grafu G.

De�nice 14 [3]. Nech´ G je graf. Párování v grafu G je libovolný 1-regulární
podgraf H grafu G. Pokud je H 1-regulárním faktorem grafu G, nazýváme ho per-
fektním párováním.
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4 Proplétací polynom

V této kapitole budeme nejprve de�novat operace, které jsou nutné k zavedení pojmu
proplétací polynom a následn¥ se podíváme na vznik polynomu, jeho vlastnosti a
zajímavé hodnoty po dosazení. Nakonec popí²eme vzhled polynomu pro n¥které
základní t°ídy graf·.

4.1 Proplétání a pivotace

De�nujme nejprve pojem "2-in, 2-out"grafu. Jedná se o orientovaný graf, v n¥mº má
kaºdý vrchol vstupní i výstupní stupe¬ roven 2 [6]. U 2-in, 2-out graf· nás zajímá
po£et Eulerovských tah· a vlastnosti, které lze z jejich po£tu odvodit. Eulerovským
tahem p°itom míníme orientovaný tah v D procházející v²emi hranami D. K tomuto
výpo£tu se vyuºívá vlastnosti dvojice vrchol·, které se °íká propletenost.

De�nice 15 [6]. (Propletenost a proplétací graf)
Nech´ D je orientovaný 2-in, 2-out graf a C je jeho libovolný Eulerovský tah. O
vrcholech a, b ∈ V (D) °íkáme, ºe jsou propleteny, pokud je C prochází v po°adí
. . . a . . . b . . . a . . . b . . . . Proplétací graf H = H(C) p°íslu²ný k C je neorientovaný
graf s V (H) = V (D) a mnoºinou hran tvo°enou hranami ab, kde vrcholy a a b jsou
propleteny v C.

Propletení dvou vrchol· lze jednodu²e pochopit, pokud si Eulerovský tah C
p°edstavíme jako samostatný "cyklus", v n¥mº budou hrany mezi vrcholy ur£ené
po°adím, ve kterém C tyto vrcholy nav²t¥vuje. Vrcholy a a b budou propleteny,
pokud cesta mezi ob¥ma instancemi vrcholu a bude mít alespo¬ jednu spole£nou
hranu s cestou mezi instancemi vrcholu b.

De�nice 16 [6]. Nech´ C je Eulerovský tah, ve kterém jsou vrcholy a a b pro-
pleteny. Transpozicí podle dvojice ab budeme rozum¥t úpravu, kterou vznikne nový
tah Cab tak, ºe se vym¥ní jedna hranová sekvence z a do b s druhou.

Obrázek 1: [6] Ukázka transpozice. Tah C (vlevo) ukazuje pr·chod grafem s vrcholy
{a, b, 1, 2, 3, 4} ve sm¥ru hodinových ru£i£ek. P°i pouºití transpozice podle ab vznikne
tah Cab (vpravo). Tu£n¥ jsou vyzna£eny cesty z a do b.
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Alternativn¥ m·ºeme tuto de�nici chápat tak, ºe v a i b máme dv¥ dvojice hran,
p°i£emº v kaºdé dvojici je jedna hrana vstupní a druhá výstupní a hrany ve spole£né
dvojici jsou v tahu C nav²tíveny po sob¥. Transpozicí dojde k p°ehození koncových
hran z jedné dvojice do druhé. Popi²me si tento proces na obrázku 1. V tahu C
je vrchol a nav²tíven dvakrát, nejprve hranami (4, a) dovnit° a (a, 1) ven a pozd¥ji
hranami (2, a) dovnit° a (a, 3) ven. Transpozicí podle ab vznikne tah Cab, který
nav²t¥vuje a hranami (4, a) dovnit° a (a, 3) ven a pozd¥ji hranami (2, a) dovnit°
a (a, 1) ven. Jak obrázek demonstruje, tak po transpozici z·stávají vrcholy a a b
propleteny. Také platí, ºe vrcholy, které byly propleteny s a, ale ne s b, budou po
transpozici propleteny s b, ale ne s a, a naopak.

Nyní budeme de�novat operaci pivotace, která libovolnému grafu G p°i°adí p°í-
slu²ný graf Gab.

De�nice 17 [6]. (Pivotace)
Nech´ G je libovolný neorientovaný graf a a, b jsou dva jeho r·zné vrcholy. Dále
nech´ v²echny vrcholy z V (G) \ {a, b} jsou rozd¥leny do skupin následovn¥:

(1) vrcholy sousedící s a, ale nikoliv s b,

(2) vrcholy sousedící s b, ale nikoliv s a,

(3) vrcholy sousedící s a i b, a

(4) vrcholy nesousedící ani s a, ani s b.

Pivotací grafu G nazýváme graf Gab, který vznikne následujícím postupem. Poloº
Gab = G. Dále pro kaºdou dvojici vrchol· xy, kde x náleºí jedné ze skupin (1− 3) a
y náleºí jiné ze skupin (1−3) neº x, "p°epni"dvojici xy: jsou-li tyto vrcholy spojené
hranou, odstra¬ tuto hranu z E(G) a pokud spolu nesousedí, p°idej hranu xy do
E(G).

Z de�nice vyplývá, ºe Gab = Gba. Pivotace je sice de�nována pro libovolnou
dvojici vrchol· ab, ale my ji budeme pouºívat pouze v p°ípad¥, ºe ab je hranou. Dále
budeme pot°ebovat je²t¥ jednu operaci.

De�nice 18 [6]. (Zám¥na zna£ení)
M¥jme libovolný ozna£ený graf G a jeho libovolnou dvojici vrchol· s ozna£ením a
a b. Grafem Gab budeme rozum¥t ten samý graf, ve kterém v²ak byla zam¥n¥na
ozna£ení a a b.

Následující lemma nám dokazuje, ºe pro proplétací grafy má operace pivotace
podle hrany ab stejný význam jako transpozice na Eulerovském tahu C p°íslu²ném
k danému grafu podle stejné hrany.

Lemma 19 [6]. Nech´ D je orientovaný 2-in, 2-out graf, C je jeho libovolný
Eulerovský tah a H = H(C) je proplétací graf p°íslu²ný k C. Dále nech´ H obsahuje
hranu ab (tedy nech´ vrcholy a a b jsou propleteny v C). Potom Hab = (H(Cab))ab.
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Se znalostí p°íslu²ných operací se dostáváme k samotnému po£ítání Eulerovských
tah·.

De�nice 20 [6]. Pro libovolný orientovaný graf D, nech´ r1(D) zna£í po£et Eu-
lerovských tah· grafu D.

V²echny Eulerovské tahy 2-in, 2-out grafu D lze vygenerovat pomocí transpozic
aplikovaných na libovolný Eulerovský tah C, kterým odpovídají pivotace na pro-
plétacím grafu. Znamená to tedy, ºe celkový po£et Eulerovských tah· grafu D lze
vypo£ítat z proplétacího grafu H(C) pro libovolný Eulerovský tah C. Na základ¥
této my²lenky byla vyslovena následující v¥ta.

V¥ta 21 [6]. Existuje funkce q1, zobrazující mnoºinu proplétacích graf· do mno-
ºiny p°irozených £ísel, taková, ºe pro libovolný 2-in, 2-out graf D s Eulerovským
tahem C je celkový po£et jeho Eulerovských tah· r1(D) roven q1(H(C)), kde H(C)
je proplétací graf p°íslu²ný Eulerovskému tahu C. Navíc je q1 jednozna£n¥ de�novaná
následujícím rekurzivním p°edpisem:

q1(G, x) =

{
1 pokud E(H) = ∅,

q1(H − a) + q(Hab − b) pokud ab ∈ E(H).

Zam¥°me se nyní na jiné vlastnosti pivotace. Víme jiº, ºeGab = Gba. Dále platí, ºe
tato operace je involucí (zobrazením, které je samo sob¥ inverzní), a tedy G(ab)(ab) =
G, p°i£emº zápisem G(ab)(cd) zna£íme postupnou pivotaci (Gab)cd. Dále lze dokázat i
jiné, jiº ne tak o£ividné vlastnosti.

Lemma 22 [6]. Nech´ a, b, c jsou odli²né vrcholy grafu G, p°i£emº ab, ac ∈ E(G).
Potom

(i) G(ab)(ac)(ab) = Gbc

(ii) G(ab)(ac) = (Gac)bc

Tvrzení 23 [6]. Pokud je G souvislý graf, tak pro libovolnou hranu ab je Gab

také souvislý.

4.2 De�nice a základní poznatky

De�novali jsme funkci q1(G) pro proplétací grafy, která jim p°i°azuje p°irozené £íslo.
M·ºeme ji v²ak zobecnit pro libovolné grafy zavedením grafového polynomu o jedné
prom¥nné, který nazveme proplétací polynom q(G, x). Lze také pouºívat zna£ení
q(G) nebo qG bez významového rozdílu. Tento polynom bude navíc spl¬ovat pod-
mínku, ºe pokud G bude proplétací graf, tak potom q1(G) = q(G, 1).
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Proplétací polynom je de�nován itera£n¥ s pomocí pivotací podle existujících
hran v grafu.

De�nice 24 [6]. (Proplétací polynom)
Nech´ G je neorientovaný graf bez smy£ek a násobných hran o n vrcholech. Potom
proplétací polynom q(G, x) grafu G je de�nován jako:

q(G, x) =

{
xn pokud E(G) = ∅,

q(G− a, x) + q(Gab − b, x) pokud ab ∈ E(G).

Jak bylo dokázáno v [6], tak tímto p°edpisem je polynom dob°e de�novaný na
prostých grafech. To znamená, ºe polynom je pro n¥ de�nován jednozna£n¥ a ne-
závisí na po°adí hran pouºitých p°i rozkladu. Z této de�nice vyplývají následující
vlastnosti.

Lemma 25 [6]. Nech´ G1 a G2 jsou neorientované grafy, pro které je V (G1) ∩
V (G2) = ∅. Dále m¥jme graf G1 ∪G2, kde V (G1 ∪G2) = V (G1) ∪ V (G2) a E(G1 ∪
G2) = E(G1) ∪ E(G2). Potom platí, ºe q(G1 ∪G2, x) = q(G1, x) · q(G2, x).

Tvrzení 26 [6]. Nech´ G je prostý graf a n = |V (G)|. Pokud n ≥ 1, tak q(G, x)
nemá konstantní £len.

Tvrzení 27 [6]. Nech´ pro v²echny vrcholy a, b ∈ G jsou q(G−a, x) a q(Gab−b, x)
dob°e de�nované a qab(G, x) := q(G− a, x) + q(Gab − b, x). Potom platí:

(i) Pokud je ab hrana v G, potom qab(G, x) = qba(G, x).

(ii) Pokud jsou ab, ac hrany v G, potom qab(G, x) = qac(G, x).

Tvrzení 28 [6]. Pro libovolný graf G a jeho libovolnou hranu ab platí q(Gab, x) =
q(G, x).

Jedna ze zajímavých vlastností polynomu q(G, x) je jeho hodnota v x = 2.

Tvrzení 29 [6]. Pro libovolný graf na n vrcholech platí q(G, 2) = 2n.

Následující tvrzení nám poskytuje odhad stupn¥ polynomu pomocí nezávislosti
grafu.

Tvrzení 30 [6]. Nech´G je graf aH jeho libovolný podgraf. Potom deg(q(G, x)) ≥
deg(q(H, x)). Navíc platí, ºe deg(q(G, x)) ≥ α(G), kde α(G) je nezávislost grafu G,
tedy velikost nejv¥t²í nezávislé mnoºiny vrchol· grafu G.
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Tvrzení 31 [6]. Je-li v q(G, x) £len aix
i £lenem s nejniº²í mocninou, potom je

i = k(G), kde k(G) je po£et komponent v grafu G.

Poslední tvrzení této kapitoly pracuje s pojmem matice sousednosti, coº je jeden
ze zp·sob· maticového zobrazení grafu.

De�nice 32 [1]. Nech´ G je graf na vrcholech {v1, . . . , vn}. Matice sousednosti
grafu G je reálná matice A o rozm¥rech n× n, de�novaná p°edpisem

aij =

{
1 pokud vivj ∈ E(G),
0 jinak

pro i, j = 1, . . . , n.

Tvrzení 33 [10]. Nech´ A je matice sousednosti grafu G °ádu n a r je hodnost
matice I +A v aritmetice modulo 2, p°i£emº I je jednotková matice °ádu n. Potom
q(G,−1) = (−1)r2n−r = (−1)n(−2)n−r.

4.3 Extrémní vlastnosti proplétacího polynomu

V této kapitole se budeme zabývat odhadem extrémních hodnot stupn¥ proplétacího
polynomu, jeho hodnoty v 1 a po£tu nenulových £len· ve spojitosti s po£tem vrchol·
a hran daného grafu.

Pomocí následujících dvou tvrzení m·ºeme odhadnout stupe¬ proplétacího po-
lynomu.

Tvrzení 34 [6]. Pro libovolný graf G s n vrcholy je deg(q(G)) ≤ n, p°i£emº
rovnost nastává práv¥ tehdy, kdyº G = En. Dále platí q(G, 1) ≥ 1, p°i£emº rovnost
znovu platí práv¥ tehdy, kdyº G = En.

Tvrzení 35 [6]. Pokud je q(G) ryze lineární polynom, potom je graf G úplný.

Nyní se zam¥°íme na dolní a horní odhady hodnoty q(G, x) pro x = 1.

Lemma 36 [6]. Pro libovolný strom G s n vrcholy platí q(G, 1) ≤ Fn+1, kde Fn+1

je (n+ 1)-ní Fibonacciho £íslo. Rovnost nastává práv¥ tehdy, kdyº G je cesta Pn−1.

Následující dv¥ tvrzení dávají horní a dolní odhad hodnoty q(G, 1) s vyuºitím
po£tu hran grafu. Následující lemmata pracují s pojmem tripartitních graf·. Po-
znamenejme, ºe mezi úplné tripartitní grafy budeme °adit také diskrétní grafy a
úplné bipartitní grafy s tím, ºe jednu nebo více partitních mnoºin mnoºiny vrchol·
povolíme prázdné.

Tvrzení 37 [6]. Pro libovolný graf G je q(G, 1) ≥ |E(G)| + 1, p°i£emº rovnost
platí práv¥ tehdy, kdyº se G skládá z úplného tripartitního grafu a izolovaných
vrchol·.
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Tvrzení 38 [6]. Pro souvislý graf G s m hranami je q(G, 1) ≤ Fm+2, p°i£emº
rovnost je spln¥na pouze pro cestu Pm. Dále pokud se G skládá z komponent Gi

s mi hranami, potom je q(G, 1) ≤
∏

Fmi+2. Navíc vºdy platí, ºe pokud G má m

hran, potom q(G, 1) ≤ 2m, p°i£emº rovnost nastává práv¥ tehdy, kdyº se G skládá
z m hran, které nemají po dvojicích ºádný spole£ný vrchol, a izolovaných vrchol·.

V následujících dvou tvrzeních odhadneme hodnotu q(G, 1) s pomocí °ádu grafu.

Tvrzení 39 [6]. Nech´ G je graf s n vrcholy, p°i£emº ºádný z nich není izolovaný.
Potom je q(G, 1) ≥ n a rovnost nastává práv¥ tehdy, kdyº je G hv¥zdou nebo grafem
na 4 vrcholech se dv¥ma vrcholov¥ disjunktními hranami.

Tvrzení 40 [6]. Pro libovolný graf G s n vrcholy je q(G, 1) ≤ 2n−1, kde rovnost
nastává práv¥ tehdy, kdyº G = Kn.

Následující tvrzení se týká po£tu nenulových £len· proplétacího polynomu.

Tvrzení 41 [6]. Pokud má graf G alespo¬ 3 vrcholy a polynom q(G) má n − 1
nenulových £len·, potom q(G) = 2x+ x2 + . . .+ xn−1 a graf G je hv¥zda Sn.

Proplétací polynom v sob¥ skrývá nejen d·leºité strukturní informace pro re-
konstrukci °et¥zc· DNA, ale i jiné grafové invarianty, nap°íklad Eulerovské tahy,
nezávislost nebo po£et komponent. Lze je ur£it pomocí dosazování r·zných hodnot
do polynomu.

Tvrzení 42 [7, 9, 10]. Nech´ G je graf bez násobných hran a n = |V (G)|.

1. q(G, 1) je roven po£tu indukovaných podgraf· G s lichým po£tem perfektních
párování.

2. Pokud G je prostý graf, potom q(G, 0) = 0 pokud n ≥ 1.

3. q(G, 3) = k · q(G,−1) pro n¥jaké liché k.

4.4 Proplétací polynomy základních t°íd graf· a "ºeb°íko-

vých"graf·

V této kapitole se podíváme na strukturu polynom· n¥kterých základních t°íd graf·.

Tvrzení 43 [6]. Proplétací polynomy následujících t°íd graf· vypadají takto:

1. (úplné grafy Kn) q(Kn, x) = 2n−1x,

2. (hv¥zdy Sn) q(Sn, x) = 2x+ x2 + x3 + . . .+ xn pro n ≥ 2,
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3. (úplné bipartitní grafy Km,n)
q(Km,n, x) = (1 + x+ . . .+ xm−1)(1 + x+ . . .+ xn−1) + xm + xn − 1,

4. (cesty Pn s n hranami) q(P1, x) = 2x, q(P2, x) = x2 + 2x a pro n ≥ 3 je
q(Pn, x) = q(Pn−1, x) + x q(Pn−2, x),

5. (kruºnice Cn) q(C3, x) = 4x, dále pro n ≥ 4 a y =
√
1 + 4x,

q(Cn, x) =

(
1− y
2

)n

+

(
1 + y

2

)n

+
y4 − 10y2 − 7

16
pro sudé n,

q(Cn, x) =

(
1− y
2

)n

+

(
1 + y

2

)n

+
y2 − 5

4
pro liché n.

P°edpisy v¥t²iny graf· z p°edcházejícího tvrzení lze jednodu²e najít i pro velké hod-
noty n. V p°ípad¥ cest, které v p°edpisech vyuºívají rekurzi a kruºnic, ve kterých
se objevuje substituce za odmocninu, uº v²ak m·ºe být odvození tvaru polynomu
sloºité i pro malé hodnoty n. V následující tabulce jsou proto znázorn¥ny p°edpisy
proplétacích polynom· cest a kruºnic pro hodnoty n = 1, . . . , 10 vypo£tené s pomocí
programu Wolfram Mathematica.

n q(Pn, x) q(Cn, x)
1 2x -
2 x2 + 2x -
3 3x2 + 2x 4x
4 x3 + 5x2 + 2x 3x2 + 2x
5 4x3 + 7x2 + 2x 5x2 + 6x
6 x4 + 9x3 + 9x2 + 2x 2x3 + 10x2 + 4x
7 5x4 + 16x3 + 11x2 + 2x 7x3 + 14x2 + 8x
8 x5 + 14x4 + 25x3 + 13x2 + 2x 2x4 + 16x3 + 21x2 + 6x
9 6x5 + 30x4 + 36x3 + 15x2 + 2x 9x4 + 30x3 + 27x2 + 10x
10 x6 + 20x5 + 55x4 + 49x3 + 17x2 + 2x 2x5 + 25x4 + 50x3 + 36x2 + 8x

Tabulka 1: Proplétací polynomy pro cesty Pn a kruºnice Cn v závislosti na délce n.

Hlavní motivací pro vznik této práce byl £lánek od A. Li a Q. Wu [8], kde je
zkoumán tvar a vlastnosti proplétacího polynomu pro t°ídu tzv. ºeb°íkových graf·.
Tyto grafy nejsou regulární, ale mají blízko k tomu, aby byly 3-regulární.

De�nice 44 [8]. Nech´ Ln je graf s 2n vrcholy a 3n − 2 hranami s následující
strukturou:

V (Ln) = {u1, . . . , un, v1, . . . , vn},

E(Ln) = {u1v1, . . . , unvn, uiui+1, vivi+1, i = 1, 2, . . . , n− 1}.

Tento graf Ln budeme nazývat n-p°í£kový ºeb°íkový graf.
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→ +

Ln Ln − {v1} =Mn Lu1v1
n − {u1}

Obrázek 2: [8] Rozklad 1 - Pivotace ºeb°íkového grafu Ln

Dále je v £lánku obdobn¥ de�nován grafMn = Ln−{u1}. Oba tyto grafy vidíme
v obrázku 2.

Z de�nice lze jednodu²e ov¥°it, ºe L1 = P1, L2 = C4 a M2 = P2. Díky tomu lze
najít p°edpis polynomu pro Ln a Mn, pokud je n malé.

Lemma 45 [8]. M¥jme ºeb°íkový graf Ln. Potom

1. q(L1, x) = 2x, q(L2, x) = 3x2 + 2x;

2. q(L3, x) = 2x3 + 10x2 + 4x;

3. q(M2, x) = x2 + 2x, q(M3, x) = x3 + 5x2 + 2x.

Následn¥ byly zji²t¥ny vztahy mezi proplétacími polynomy graf· Ln a Mn, které
lze dokázat pomocí postupných rozklad·, které vidíme na obrázcích 2 aº 6.

Lemma 46 [8]. Pro n > 3 platí

1. q(Ln, x) = q(Mn, x)+x q(Mn−1, x)+q(Mn−1, x)+x q(Mn−2, x)+x
2 q(Ln−3, x);

2. q(Mn, x) = q(Ln−1, x) + x q(Mn−1, x);

3. q(Mn, x) = xn +
n−2∑
k=0

xk Ln−k−1.
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→ +

Mn Ln−1 Mn−1 ∪ {u1}

Obrázek 3: [8] Rozklad 2 - Pivotace grafu Mn

→ +

Lu1v1
n − {u1} Mn−1 ∪ {v1}

Obrázek 4: [8] Rozklad 3

Díky t¥mto vztah·m lze sestavit iterativní p°edpis pro q(Ln, x).

Tvrzení 47 [8]. Pro n > 3 platí

q(Ln, x) = 2(1 + x)

(
xn−1 +

n−2∑
k=1

xn−k−2q(Lk, x)

)
+

+q(Ln−1, x)− q(Ln−2, x) + x2 q(Ln−3, x). (1)

Lze také najít opakující se vzory pro ur£ité hodnoty nebo koe�cienty q(Ln, x).
Podle lemmatu 45 je stupe¬ q(Li, x) roven i pro i = 1, 2, 3.

Tvrzení 48 [8]. Nech´ Ln je n-p°í£kový ºeb°íkový graf. Potom q(Ln) je stupn¥ n.
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→ +

Mn−1

Obrázek 5: [8] Rozklad 4

→ +

Mn−2 Ln−3 ∪ {v2}

Obrázek 6: [8] Rozklad 5

P°edchozí tvrzení lze dokázat pouºitím matematické indukce na p°edpisu z tvr-
zení 47.

De�nice 49 [8]. M¥jme polynom q(Ln, x). De�nujme následující koe�cienty:

an = q(Ln,−1), bn = q(Ln, 2).

Dále ozna£me lc(Ln) jako leading coe�cient q(Ln, x), tedy koe�cient u £lenu s nej-
v¥t²í mocninou x, cn jako koe�cient u £lenu s druhou nejv¥t²í mocninou x a dn jako
koe�cient u lineárního £lenu.

S vyuºitím této de�nice m·ºeme proplétací polynom q(Ln, x) p°epsat jako

q(Ln, x) = lc(Ln)x
n + cn x

n−1 + . . .+ dnx.
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Tvrzení 50 [8]. M¥jme ºeb°íkový graf Ln. Pro n ≥ 1 platí:

1. lc(L1) = 2, lc(L2) = 3. Pro n > 2 je lc(Ln) = 2;

2. {an}n≥1 je posloupnost s periodou 4 tvo°ená opakující se sekvencí −2, 1, 4, 1.
Explicitn¥ lze jednotlivé prvky posloupnosti napsat jako

an = 1 + 3 · in+1 · 1 + (−1)n+1

2
;

3. bn = 4n = 2|V (Ln)|;

4. Nech´ x je liché £íslo. Potom q(Ln, x) je sudý, kdyº n je liché a q(Ln, x) je
lichý, kdyº n je sudé. Navíc pokud x je sudé, tak i q(Ln, x) je sudý;

5. cn = 4n = 2|V (Ln)| pro n ≥ 4;

6. dn = 2Fn, kde Fn je n-té Fibonacciho £íslo.
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5 Vlastní výsledky

5.1 Cesta v grafu

V této £ásti se budeme zabývat problematikou vzhledu proplétacího polynomu u
graf·, ve kterých existuje tzv. volná cesta. M¥jme graf G, jehoº podgrafem je cesta
P délky alespo¬ 2 s koncovými vrcholy x a y taková, ºe dG(y) = 1, dG(x) > 2 a
dG(u) = 2 ∀u ∈ V (P ) \ {x, y}. Nazv¥me takovou cestu volnou cestou v G. Dále
zave¤me zna£ení Gn pro graf obsahující volnou cestu délky n.

Tvrzení 51. Nech´ Gn je graf s volnou cestou P délky n ≥ 2. Potom

q(Gn, x) = an · q(G0, x) + bn · q(G1, x)

kde

an = x · bn−1, bn = bn−1 + an−1, a1 = 0, b1 = 1,

p°i£emº graf G0 vznikne z Gn odstran¥ním v²ech vrchol· u cesty P s dP (u) ≤ 2, a
G1 vznikne z Gn nahrazením cesty P hranou.

D·kaz. Ozna£me p0 p1 . . . pn vrcholy cesty P tak, ºe dG(p0) ≥ 3 a pi pi+1 ∈ H(G),
kde i = 0, . . . , n− 1. D·kaz provedeme matematickou indukcí podle n.

1. Pro n = 2 m·ºeme provést pivotaci grafu G2 podle hrany p1 p2. Touto operací
dostaneme vyjád°ení q(G2, x) = x q(G0, x) + q(G1, x), coº znamená, ºe a2 =
x = x · 1 = x · b1 a b2 = 1 = 0+1 = a1+ b1. Oba výrazy tedy vyhovují tvrzení.

2. Nech´ tedy pro v²echna k < n platí q(Gk, x) = (x · bk−1) q(G0, x) + (ak−1 +
bk−1) q(G1, x).

3. Dokáºeme, ºe tvrzení platí pro libovolné n > 2. Provedeme pivotaci grafu
Gn podle hrany pn−1 pn. Dostaneme tím p°edpis q(Gn, x) = x q(Gn−2, x) +
q(Gn−1, x). Bude tedy platit, ºe an = x ·an−2+an−1 a bn = x · bn−2+ bn−1. Pro
graf Gn−2 známe výrazy an−2 a bn−2. Z induk£ního p°edpokladu víme, ºe pro
graf Gn−1 vyjdou výrazy an−1 = x · bn−2 a bn−1 = an−2 + bn−2. Dosazením do
rovnic výraz· an a bn dostaneme an = x · an−2 + an−1 = x · an−2 + x · bn−2 =
x · (an−2 + bn−2) = x · bn−1, a podobn¥ bn = x · bn−2 + bn−1 = an−1 + bn−1. �
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k ak bk
0 1 0
1 0 1
2 x 1
3 x x+ 1
4 x2 + x 2x+ 1
5 2x2 + x x2 + 3x+ 1
6 x3 + 3x2 + x 3x2 + 4x+ 1
7 3x3 + 4x2 + x x3 + 6x2 + 5x+ 1
8 x4 + 6x3 + 5x2 + x 4x3 + 10x2 + 6x+ 1
9 4x4 + 10x3 + 6x2 + x x4 + 10x3 + 15x2 + 7x+ 1
10 x5 + 10x4 + 15x3 + 7x2 + x 5x4 + 20x3 + 21x2 + 8x+ 1

Tabulka 2: Výrazy ak a bk pro malá k.

5.2 Zkoumání "²estiúhelníkových"graf· Sn

V této £ásti budeme zkoumat tvar a vlastnosti proplétacího polynomu pro "²estiú-
helníkové"grafy Sn.

Graf Sn budeme de�novat jako graf s 4n+2 vrcholy a 5n+1 hranami s následující
strukturou:

V (Sn) = {x0, x1, . . . , x2n, y0, y1, . . . , y2n},

E(Sn) = {x0x1, . . . , x2n−1x2n, y0y1, . . . , y2n−1y2n} ∪ {x2i y2i, i = 0, 1, . . . , n}.

�íslo n zde bude vyjad°ovat po£et st¥n grafu, které jsou ohrani£eny kruºnicí délky
6. Námi vytvo°ený graf bude tedy vypadat následovn¥:

Obrázek 7: Graf Sn

Zna£ení vrchol· na obrázku budeme v následujícím textu dodrºovat. Obdobn¥
de�nujeme grafy Cn, kde V (Cn) = V (Sn)∪{x2n+1} a E(Cn) = E(Sn)∪{x2nx2n+1},
a Hn, kde V (Hn) = V (Sn)∪{x2n+1, y2n+1} a E(Hn) = E(Sn)∪{x2nx2n+1, y2ny2n+1}.

V¥ta 52. Pro v²echna p°irozená £ísla n ≥ 2 platí

q(Sn, x) = x2 q(Sn−2, x) + (2x+ 1) q(Cn−1, x) + (x2 + 2x) q(Cn−2, x) +

+q(Hn−1, x) + (x+ 1) q(Hn−2, x), (2)
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kde

q(Cn, x) = q(Sn, x) + x2 q(Cn−1, x) + x q(Hn−1, x), (3)
q(Hn, x) = q(Cn, x) + (x2 + x) q(Hn−1, x) + x2 q(Cn−1, x). (4)

D·kaz. Pivotací grafu Sn podle hrany x2n y2n získáme grafy An−1 a B, viz obrázek
8. Dále pivotujeme B podle hrany x2n−1 y2n−1 a postupem vyobrazeným v obrázcích
9-13 získáme grafy Cn−1 ∪ {x2n}, Cn−1, An−2 ∪ {x2n}, An−2, Sn−2 ∪ {x2n−2, y2n−2} a
Cn−2 ∪ {x2n−2}. V obrázku 15 pivotací An−1 podle hrany y2n y2n−1 dostaneme grafy
Cn−1 ∪ {y2n} a Hn−1. Nyní m·ºeme sestavit p°edpis pro Sn.

q(Sn, x) = q(An−1, x) + q(B, x) = q(An−1, x) + x q(Cn−1, x) + q(D, x)

= x q(Cn−1, x) + q(Hn−1, x) + x q(Cn−1, x) + q(D, x)

= 2x q(Cn−1, x) + q(Hn−1, x) + q(Cn−1, x) + q(E, x)

= (2x+ 1) q(Cn−1, x) + q(Hn−1, x) + x q(An−2, x) + q(F, x)

= (2x+ 1) q(Cn−1, x) + q(Hn−1, x) + x q(An−2, x) +

+q(An−2, x) + xq(G, x)

= (2x+ 1) q(Cn−1, x) + q(Hn−1, x) + (x+ 1) q(An−2, x) +

+x [x q(Sn−2, x) + q(Cn−2, x)]

= x2q(Sn−2, x) + (2x+ 1)q(Cn−1, x) + q(Hn−1, x) +

+(x2 + x)q(Cn−2, x) + (x+ 1) q(Hn−2, x) + xq(Cn−2, x)

= x2 q(Sn−2, x) + (2x+ 1) q(Cn−1, x) + (x2 + 2x) q(Cn−2, x) +

+q(Hn−1, x) + (x+ 1) q(Hn−2, x).

P°edpis pro Cn získáme z obrázku 14, kde pivotací Cn−1 podle hrany y2n−2 y2n−1
získáme grafy An−2 ∪ {y2n−1} a Sn−1. Z obrázku 15 jiº víme, jak dopadne pivotace
An−2. Pokud budeme uvaºovat index n místo n − 1, tak m·ºeme sestavit p°edpis
pro Cn.

q(Cn−1, x) = x q(An−2, x) + q(Sn−1, x)

= q(Sn−1, x) + x2 q(Cn−2, x) + x q(Hn−2, x),

q(Cn, x) = q(Sn, x) + x2 q(Cn−1, x) + x q(Hn−1, x).

P°edpis pro Hn získáme z obrázku 16, kde pivotací Hn−1 podle hrany y2n−2 y2n−1 zís-
káme grafy Cn−1 a I. Graf I potom v obrázku 17 pivotujeme podle hrany x2n−2 x2n−1,
£ímº získáme grafy Hn−2 ∪ {x2n−1} a An−2. Znovu vyuºijeme rozkladu 8 k pivotaci
An−2. Pokud budeme uvaºovat index n místo n − 1, tak m·ºeme sestavit p°edpis
pro Hn.

q(Hn−1, x) = q(Cn−1, x) + x q(I, x)

= q(Cn−1, x) + x [x q(Hn−2, x) + q(An−2, x)]

= q(Cn−1, x) + x [(x+ 1) q(Hn−2, x) + x q(Cn−2, x)]

= q(Cn−1, x) + (x2 + x) q(Hn−2, x) + x2 q(Cn−2, x),

q(Hn, x) = q(Cn, x) + (x2 + x) q(Hn−1, x) + x2 q(Cn−1, x).
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�

→ +

Sn An−1 B

Obrázek 8: Rozklad 1

→ +

B Cn−1 ∪ {x2n} D

Obrázek 9: Rozklad 2

→ +

D E Cn−1

Obrázek 10: Rozklad 3

→ +

E An−2 ∪ {v} F

Obrázek 11: Rozklad 4
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→ +

F An−2 G ∪ {u}

Obrázek 12: Rozklad 5

→ +

G Sn−2 ∪ {v} Cn−2

Obrázek 13: Rozklad 6

→ +

Cn−1 An−2 ∪ {v} Sn−1

Obrázek 14: Rozklad 7

→ +

An−1 Cn−1 ∪ {v} Hn−1

Obrázek 15: Rozklad 8

→ +

Hn−1 Cn−1 I ∪ {u}

Obrázek 16: Rozklad 9
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→ +

I Hn−2 ∪ {v} An−2

Obrázek 17: Rozklad 10

V následujícím p°íklad¥ uvedeme p°edpisy polynom· q(Sn, x), q(Cn, x) a q(Hn, x)
pro malé hodnoty n.

P°íklad 5.1. q(S0, x) = q(P1, x) = 2x,
q(S1, x) = 2x3 + 10x2 + 4x,
q(S2, x) = 2x5 + 21x4 + 54x3 + 43x2 + 10x,
q(S3, x) = 2x7 + 37x6 + 164x5 + 329x4 + 316x3 + 144x2 + 24x,
q(C0, x) = q(P2, x) = x2 + 2x,
q(C1, x) = x4 + 7x3 + 12x2 + 4x,
q(C2, x) = x6 + 14x5 + 47x4 + 72x3 + 47x2 + 10x,
q(C3, x) = x8 + 23x7 + 124x6 + 323x5 + 474x4 + 381x3 + 154x2 + 24x,
q(H0, x) = q(P3, x) = 3x2 + 2x,
q(H1, x) = 5x4 + 14x3 + 14x2 + 4x,
q(H2, x) = 7x6 + 40x5 + 87x4 + 94x3 + 51x2 + 10x,
q(H3, x) = 9x8 + 84x7 + 298x6 + 576x5 + 666x4 + 452x3 + 164x2 + 24x.

Poznámka: V dal²ím textu budeme pro p°ehlednost a ²et°ení místa pouºívat
místo q(G, x) ozna£ení q(G).

Pro dal²í práci s proplétacími polynomy graf· bude nutné zjistit jejich stupe¬ v
závislosti na hodnot¥ £ísla n.

Tvrzení 53. Pro libovolné nezáporné celé £íslo n platí:

deg(q(Sn)) = 2n+ 1,
deg(q(Cn)) = 2n+ 2,
deg(q(Hn)) = 2n+ 2.

D·kaz. D·kaz provedeme matematickou indukcí podle n.

1. Pro n = 0 m·ºeme tvrzení ov¥°it s vyuºitím p°edpis· z p°íkladu 5.1.

deg(q(S0)) = deg(2x) = 1 = 2 · 0 + 1,
deg(q(C0)) = deg(x2 + 2x) = 2 = 2 · 0 + 2,
deg(q(H0)) = deg(3x2 + 2x) = 2 = 2 · 0 + 2.

2. Nech´ tedy pro v²echna k < n platí deg(q(Sk)) = 2k + 1,
deg(q(Ck)) = 2k + 2, deg(q(Hk)) = 2k + 2.
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3. Dokáºeme, ºe tvrzení platí pro n s vyuºitím p°edpis· (1) - (3).

Pro stupe¬ Sn bude platit
deg(q(Sn)) = max{deg(q(Sn−2)) + 2, deg(q(Cn−1)) + 1, deg(q(Cn−2)) + 2,
deg(q(Hn−1)), deg(q(Hn−2)) + 1}.
S vyuºitím induk£ního p°edpokladu dosadíme a dostaneme
deg(q(Sn)) = max{2n− 1, 2n+ 1, 2n, 2n, 2n− 1} = 2n+ 1.

Analogicky pro Cn bude platit
deg(q(Cn)) = max{deg(q(Sn)), deg(q(Cn−1)) + 2, deg(q(Hn−1)) + 1}.
Znovu dosadíme a získáme deg(q(Cn)) = max{2n+1, 2n+2, 2n−1} = 2n+2.

Analogicky pro Hn bude platit
deg(q(Hn)) = max{deg(q(Cn)), deg(q(Hn−1)) + 2, deg(q(Cn−1)) + 2}.
Je²t¥ jednou dosadíme a dostaneme deg(q(Hn)) = max{2n+2, 2n+2, 2n+2} =
2n+ 2. �

S rostoucí hodnotou £ísla n m·ºeme také pozorovat jisté vzory, kterými se °ídí
vybrané koe�cienty v proplétacích polynomech. M·ºeme nap°íklad zkoumat, jak se
vyvíjí leading coe�cient lc(G).

Tvrzení 54. Pro libovolné nezáporné celé £íslo n platí:

lc(Sn) = 2,
lc(Cn) = 1,
lc(Hn) = 2n+ 3.

D·kaz. Koe�cient u nejv¥t²í mocniny budou ovliv¬ovat pouze mnoho£leny, které
mají maximální stupe¬. S pouºitím tvrzení 53 ur£íme stupn¥ jednotlivých s£ítanc·
v p°edpisech (1) - (3). Z p°edpisu (2) tímto pro graf Cn získáme:

deg(q(Sn)) = 2n+ 1
deg(x2 q(Cn−1)) = 2n+ 2
deg(x q(Hn−1)) = 2n+ 1

 lc(Cn) = lc(Cn−1).

Vidíme, ºe maximální stupe¬ má pouze mnoho£len x2 q(Cn−1). Znamená to, ºe lea-
ding coe�cient u grafu Cn bude stejný jako u grafu Cn−1. Pokud budeme postupn¥
sniºovat hodnotu n, tak dosp¥jeme k lc(C0), který je roven 1. Dostáváme tedy, ºe
∀n ≥ 0 : lc(Cn) = lc(Cn−1) = . . . = lc(C1) = lc(C0) = 1.

Nyní ur£íme stejným zp·sobem z (3) leading coe�cient pro graf Hn:

deg(q(Cn)) = 2n+ 2
deg(x2 q(Hn−1)) = 2n+ 2
deg(x q(Hn−1)) = 2n+ 1
deg(x2 q(Cn−1)) = 2n+ 2

 lc(Hn) = lc(Cn) + lc(Hn−1) + lc(Cn−1).

Vidíme, ºe maximálního stupn¥ nabývají mnoho£leny q(Cn), x2 q(Hn−1) a x2 q(Cn−1).
To znamená, ºe leading coe�cient grafu Hn bude sou£tem leading coe�cient· graf·
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Cn, Hn−1 a Cn−1. My uº v²ak víme, ºe leading coe�cienty jsou u Cn a Cn−1 stejné a
jsou oba rovny 1. Postupným sniºováním hodnoty n provedeme následující výpo£et:

∀n ≥ 0 : lc(Hn) = lc(Cn) + lc(Hn−1) + lc(Cn−1)

= lc(Hn−1) + 2 · lc(Cn−1)

= lc(Hn−1) + 2 · 1
= lc(Hn−2) + 2 · 1 + 2 · 1
= lc(H0) + 2n · 1 = 3 + 2n · 1 = 2n+ 3.

Nakonec pouºijeme (1) a najdeme leading coe�cient pro graf Sn:

deg(x2 q(Sn−2)) = 2n− 3 + 2 = 2n− 1
deg(2x q(Cn−1)) = 2n+ 1

deg(q(Cn−1)) = 2n
deg(x2 q(Cn−2)) = 2n− 2 + 2 = 2n

deg(2x q(Cn−2)) = 2n− 2 + 1 = 2n− 1
deg(q(Hn−1)) = 2n

deg(x q(Hn−2)) = 2n− 2 + 1 = 2n− 1
deg(q(Hn−2)) = 2n− 2


lc(Sn) = 2 · lc(Cn−1).

Zde má maximální stupe¬ pouze mnoho£len 2x q(Cn−1). Leading coe�cient grafu
Sn tedy bude dvojnásobkem leading coe�cientu u Cn−1. Stejným postupem jako u
Cn tedy zjistíme, ºe ∀n ≥ 0 : lc(Sn) = 2 · lc(Cn−1) = . . . = 2 · lc(C0) = 2 · 1 = 2. �

I u lineárních £len· proplétacích polynom· zkoumaných graf· m·ºeme ur£it hod-
notu jejich koe�cient· lin(Cn), lin(Hn) a lin(Sn) v závislosti na hodnot¥ n.

Tvrzení 55. Pro libovolné nezáporné celé £íslo n platí:

lin(Sn) =


2 n = 0,
4 n = 1,

2 · lin(Sn−1) + lin(Sn−2) n ≥ 2.

Navíc platí lin(Cn) = lin(Hn) = lin(Sn).

D·kaz. Tvrzení dokáºeme s vyuºitím indukce podle n. Pro n = 0, 1 vyplývá tvrzení
z p°edpis· v p°íklad¥ 5.1.
Pro n > 2 : grafy, kterými se v této práci zabýváme, jsou souvislé a mají tedy jednu
komponentu. Z tvrzení 31 proto vyplývá, ºe nemají ºádný konstantní £len a mají
vºdy lineární £len. Pro graf Sn lze hodnotu lineárního £lenu vy£íst z p°edpisu (1),
p°i£emº bereme v potaz pouze polynomy graf·, které jsou násobeny konstantou. Z
(1) tedy dostaneme lin(Sn) = lin(Cn−1) + lin(Hn−1) + lin(Hn−2).
Dále stejným zp·sobem ur£íme z (3), ºe lin(Hn) = lin(Cn) a z (2), ºe lin(Cn) =
lin(Sn), a proto i lin(Hn) = lin(Sn). Tím jsme mimo jiné dokázali platnost druhé
£ásti tvrzení. S t¥mito znalostmi zp¥tn¥ dosadíme a získáme lin(Sn) = lin(Sn−1) +
lin(Sn−1) + lin(Sn−2) = 2 · lin(Sn−1) + lin(Sn−2). �
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Dále budeme zkoumat vývoj hodnoty q(G,−1), jejíº význam a vztah k matici
sousednosti byl zmín¥n nap°íklad v [10].

Tvrzení 56. Pro libovolné nezáporné celé £íslo n platí:

q(Sn,−1) =
{
−2 n je sudé,

4 n je liché.

D·kaz. I zde dokáºeme tvrzení pomocí indukce podle n.
Pro n = 0 s vyuºitím p°íkladu 5.1 dostaneme q(S0,−1) = 2 · (−1) = −2.
Pro n = 1 obdobn¥ získáme q(S1,−1) = −2 + 10− 4 = 4.
Pro n ≥ 2 : Dosazením do (1) dostaneme q(Sn,−1) = (−1)2 · q(Sn−2,−1) + (−2 +
1) · q(Cn−1,−1)+ ((−1)2− 2) · q(Cn−2,−1)+ q(Hn−1,−1)+ (−1+1) · q(Hn−2,−1) =
q(Sn−2,−1)− q(Cn−1,−1)− q(Cn−2,−1) + q(Hn−1,−1). Z (3) získáme q(Hn,−1) =
q(Cn,−1)+((−1)2−1)·q(Hn−1,−1)+(−1)2 ·q(Cn−1,−1) = q(Cn,−1)+q(Cn−1,−1).
Pokud pouºijeme tento vztah pro n− 1 a zp¥tn¥ dosadíme, dostaneme q(Sn,−1) =
q(Sn−2,−1)−q(Cn−1,−1)−q(Cn−2,−1)+q(Cn−1,−1)+q(Cn−2,−1) = q(Sn−2,−1).
Platí tedy q(Sn,−1) = q(Sn−2,−1).
Pro sudá n platí q(Sn,−1) = q(S0,−1) = −2. Pro lichá n platí q(Sn,−1) =
q(S1,−1) = 4. �

Nakonec se podívejme na délku trvání výpo£tu proplétacích polynom· de�nova-
ných v této kapitole v závislosti na £íslu n (viz tabulka 3). K výpo£tu jsme vyuºili
programu Wolfram Mathematica verze 11.0.1.0, ve kterém jsme sestavili následující
skript:

Cecko[n_] := x2 ∗ Cecko[n− 1] + x ∗Hacko[n− 1] + Esko[n];
Hacko[n_] := Cecko[n] + x2 ∗ Cecko[n− 1] + (x2 + x) ∗Hacko[n− 1];
Esko[n_] := x2 ∗Esko[n− 2] + (2x+1) ∗Cecko[n− 1] + (x2 +2x) ∗Cecko[n− 2]+

Hacko[n− 1] + (x+ 1) ∗Hacko[n− 2];

Cecko[0] = x2 + 2x;
Hacko[0] = 3x2 + 2x;
Esko[0] = 2x;
Esko[1] = 2x3 + 10x2 + 4x;
pocet = 10;

For[i = 0, i < pocet+ 1, i++, P rint[Timing[Simplify[Cecko[i]]; ]]]
For[i = 0, i < pocet+ 1, i++, P rint[Timing[Simplify[Hacko[i]]; ]]]
For[i = 0, i < pocet+ 1, i++, P rint[Timing[Simplify[Esko[i]]; ]]]

Funkce Cecko, Hacko a Esko s parametrem n jsou uºivatelem de�nované funkce,
které vypo£ítají proplétací polynom pro grafy Cn, Hn a Sn. Jelikoº pracují rekur-
zivn¥, tak je nutné de�novat výrazy Cecko[0], Hacko[0], Esko[0] a Esko[1]. V p°í-
padech, kdy funkce Timing, která m¥°í £as výpo£tu, vracela hodnotu 0., byla tato
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hodnota nahrazena hodnotou 0.0156001 jakoºto nejniº²í zaznamenatelný £asový oka-
mºik programem Wolfram Mathematica.

Výpo£ty byly provedeny na p°enosném po£íta£i Dell Inspiron 7520 s opera£-
ním systémem Windows 7, procesorem Intel Core i7-3612QM s 8GB pam¥ti RAM.
Poznamenejme, ºe pro v¥t²í hodnoty n zmín¥né polynomy obsahují v¥t²í mnoºství
£len· a jednotlivé koe�cienty velmi rychle rostou, jak je patrné z p°íkladu 5.1. Proto
je zde neuvádíme.

n Cn Hn Sn

0 - - -
1 0.0156001 0.0156001 -
2 0.0156001 0.0156001 0.0156001
3 0.0156001 0.0156001 0.0156001
4 0.0156001 0.0156001 0.0156001
5 0.01872012 0.0312002 0.01872012
6 0.14352092 0.2028013 0.08424054
7 0.79872512 1.08888698 0.44928288
8 5.16675312 6.9264444 2.34313502
9 27.20345438 36.71639536 15.00105616
10 146.4942991 198.2959911 80.26875454

Tabulka 3: Výpo£etní £as pot°ebný k nalezení p°edpisu pro proplétací polynomy
graf· Cn, Hn a Sn programem Wolfram Mathematica v sekundách
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6 Záv¥r

Cílem této práce bylo seznámit se s pojmem proplétacího polynomu, popsat jeho
základní vlastnosti a ur£it jeho tvar pro vybranou t°ídu ²estiúhelníkových graf·. V
druhé kapitole jsme se zam¥°ili na historii polynomu a problém, k jehoº vy°e²ení
byl stvo°en. Dále jsme ho ve £tvrté kapitole podrobn¥ji de�novali a poukázali na
jeho vlastnosti. V druhé £ásti £tvrté kapitoly jsme zkoumali hodnoty polynomu p°i
dosazení za prom¥nnou a sepsali jeho tvary pro n¥které základní t°ídy graf·, jako
nap°íklad cesty nebo kruºnice. Také jsme zkoumali chování proplétacího polynomu
ºeb°íkových graf·, coº byla problematika, která nás inspirovala k vytvo°ení této
práce. V páté kapitole jsme prezentovali vlastní výsledky. Nejprve jsme se pokusili
najít rekurzivní formuli, která by usnadnila hledání polynomu u graf·, které obsahu-
jící volnou cestu. Dále jsme na²li p°edpis proplétacího polynomu pro ²estiúhelníkové
grafy v závislosti na po£tu ²estiúhelník· v daném grafu. Nakonec jsme popsali jeho
vlastnosti, konkrétn¥ jeho stupe¬, leading coe�cient, lineární £len a jeho hodnotu v
x = −1.

Tato problematika je ve srovnání s ostatními tématy teorie graf· relativn¥ nová,
nebo´ £lánek, ve kterém Arratia, Bollobás a spol. polynom de�novali, byl vydán v
roce 2000. Existuje proto mnoho sm¥r·, do kterých se m·ºeme ve výzkumu tohoto
grafového invariantu vydat. Bylo by nap°íklad moºné se pokusit najít polynomy
graf·, které jsou podobné ºeb°íkovým, ale pouºívají jako základ kruºnice jiné délky,
nap°íklad 2k pro k > 3.
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