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Abstrakt

Předmětem této práce jsou diferenciálńı rovnice se zpožděńım. Je zde definováno zpožděńı,

systém diferenciálńıch rovnic se zpožděńım, počátečńı podmı́nka a počátečńı úloha

pro systém diferenciálńıch rovnic se zpožděńım. Uvedeny jsou taktéž kvalitativńı vlastnosti

řešeńı a metody pro řešeńı diferenciálńıch rovnic s konstantńım zpožděńım. Dále jsou zde

popsány př́ıklady model̊u v oblasti biologie. Model dravec-kořist je řešen pomoćı metody

krok̊u a následně ověřen numerickým výpočtem pomoćı softwaru Wolfram Mathematica.

Kĺıčová slova: diferenciálńı rovnice se zpožděńım, zpožděńı, kvalitativńı vlastnosti řešeńı,

konstantńı zpožděńı, metoda krok̊u, Laplaceova transformace, modely populaćı, model

dravec-kořist

Abstract

The subject of this thesis are delay differential equations. Delay, system of delay differen-

tial equations, initial condition and initial value problem are defined here. The qualitative

theory and solution methods for constant delay differential equations are also mentioned.

Furthermore, examples of biological models are described. The predator-prey model is sol-

ved using the method of steps and subsequently verified by a numerical calculation using

the Wolfram Mathematica software.

Keywords: delay differential equations, delay, qualitative theory, constant delay, method

of steps, Laplace transform, population models, predator-prey model
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Úvod

V této práci se věnujeme diferenciálńım rovnićım se zpožděńım a jejich aplikaćım. V prvńı

kapitole je představeno zpožděńı v jeho r̊uzných podobách. U každého takového druhu

zpožděńı je kromě zápisu diferenciálńı rovnice a systému diferenciálńıch rovnic uveden

př́ıklad reálného modelu se zaměřeńım na oblast biologie. Dále je definován systém dife-

renciálńıch rovnic se zpožděńım, počátečńı podmı́nka a následně počátečńı úloha pro systém

diferenciálńıch rovnic se zpožděńım včetně odvozeńı a vysvětleńı zápis̊u.

Druhá kapitola je věnována kvalitativńım vlastnostem řešeńı diferenciálńıch rovnic s ome-

zeným zpožděńım. V jej́ı prvńı části definujeme spojitost a lipschitzovskost, ve druhé části

se pak zabýváme existenćı a jednoznačnost́ı řešeńı.

Ve třet́ı kapitole jsou uvedeny metody řešeńı diferenciálńıch rovnic s konstantńım zpoždě-

ńım. Přibližujeme zde metodu krok̊u a Laplaceovu transformaci a také jsou zde uvedeny

př́ıklady.

V posledńı kapitole jsou sepsány poznatky ohledně modelováńı vývoje jednodruhových

a dvoudruhových populaćı. Nejprve je odvozena diferenciálńı rovnice popisuj́ıćı populaci

a následně je zavedeno zpožděńı. Jsou zde uvedeny základńı typy vzájemné interakce dvou-

druhových populaćı, z nichž byl pro detailněǰśı zkoumáńı zvolen vztah dravec-kořist. Systém

diferenciálńıch rovnic se zpožděńım modeluj́ıćı vztah dravec-kořist je odvozen, zpracován

metodou krok̊u pro zjednodušené počátečńı nastaveńı a dále řešen pomoćı numerického

softwaru Wolfram Mathematica. Výsledky výpočtu se s numerickým výpočtem shoduj́ı

a nav́ıc je sepsaný program vhodný pro výpočty dlouhodoběǰśıho vývoje.
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Použité značeńı

R . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . množina reálných č́ısel

C . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . množina komplexńıch č́ısel

N . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .množina přirozených č́ısel

τ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . zpožděńı

| · | . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . absolutńı hodnota

x(t) = (x1(t), x2(t), . . . , xn(t)) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . vektor

||x|| =
∑n

i=1 |xi| . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . norma vektoru

||Ψ||τ = sup
−τ ≤σ≤ 0

||Ψ(σ)|| . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . τ -norma spojité funkce Ψ (Ψ z [−τ, 0] do D)

X(s) = L{x(t)} . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .př́ımá Laplaceova transformace, kde:

x(t) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . originál,

X(s) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . obraz originálu,

L . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . operátor př́ımé Laplaceovy transformace.

x(t) = L−1{X(s)} . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . inverzńı Laplaceova transformace, kde:

L−1 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . inverzńı Laplace̊uv operátor
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3.1.2 Př́ıklad 1, metoda krok̊u . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 16
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Kapitola 1

Základńı definice

1.1 Zpožděńı

Zpožděńım τ(t) je obecně funkce, která v praxi nejčastěji vyjadřuje časovou prodlevu

potřebnou k započet́ı děje či reakce. Zpožděńı můžeme dělit do několika druh̊u. Př́ıklady

r̊uzných druh̊u zpožděńı jsou uvedeny ńıže.

Se zpožděńım se můžeme setkat např́ıklad u r̊ustu mikroorganismů, reprodukce vyšš́ıch

organismů, chemických reakćı nebo třeba u reakce imunitńıho systému živočicha na in-

fekci. Ke každému druhu zpožděńı je zde uvedený reálný př́ıklad užit́ı diferenciálńı rovnice

(př́ıpadně systému diferenciálńıch rovnic) v praxi, dokonce vždy v oboru biologie.

1.1.1 Konstantńı zpožděńı

Je takové zpožděńı, kde τ(t) = τ = konst. Diferenciálńı rovnici s konstantńım zpožděńım

pak lze zapsat jako:

x′(t) = f(t, x(t), x(t− τ)), τ > 0, (1.1)

kde t ∈ R, x(t) je hledaná funkce, x : R → R, x(t − τ) hledaná funkce se zpožděným

argumentem a f funkce z R3 do R.

Systém rovnic s konstantńım zpožděńım pak zapisujeme jako:

x′(t) = f(t,x(t),x(t− τ)), τ > 0, (1.2)
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kde x(t) = (x1(t), x2(t), . . . , xn(t)), xi : R→ R, i = 1, 2, . . . , n, n ∈ N, f : R3 → Rn.

Př́ıklad

Reálným př́ıkladem diferenciálńı rovnice s konstantńım zpožděńım je Mackey-Glass̊uv mo-

del krvetvorby (viz [6]):

x′(t) = β
x(t− τ)

1 + x(t− τ)n
− γx(t), (1.3)

kde byly parametry β, γ a n zvoleny tak, aby odpov́ıdaly experimentálńım dat̊um (podle

Mackeyho a Glasse např: β = 0, 2, γ = 0, 1 a n = 10), a kde τ vyjadřuje časové zpožděńı

mezi počátkem buněčné produkce v kostńı dřeni a konečným uvolněńım zralých buněk

do krevńıho oběhu.

1.1.2 Diskrétńı zpožděńı

Systém rovnic s v́ıce konstantńımi zpožděńımi nazýváme systém s diskrétńım zpožděńım.

Zapisujeme jej ve tvaru:

x′(t) = f(t,x(t),x(t− τ1),x(t− τ2), . . . ,x(t− τn)), 0 < τ1 ≤ τ2 ≤ · · · ≤ τn , (1.4)

kde x(t) = (x1(t), x2(t), . . . , xn(t)), xi : R→ R, i = 1, 2, . . . , n, n ∈ N, f : Rn+2 → Rn.

Př́ıklad

Př́ıklad nalezneme v modelováńı cirkadiánńıho rytmu savc̊u, tedy endogenńıho (vnitřńıho)

rytmu, který ovlivňuje zhruba dvacetičtyřhodinový cyklus aktivity a pasivity organismu.

Tento rytmus je modelován pomoćı systému rovnic (viz [8]):

B′(t) =
vsk

n1
1

kn1
1 +R(t− τ3)n1

+
vdPf (t− τ2)
k2 + Pf (t− τ2)

− k3B, (1.5)

P ′(t) =
vmk

n2
5

kn2
5 + Pf (t− τ2)n2

+
vpB(t− τ1)
k4 +B(t− τ1)

− k6P, (1.6)

R′(t) =
vrk

n3
7

kn3
7 + Pf (t− τ2)n3

+
vcB(t− τ1)

k8 +B(t− τ1)
− k9R, (1.7)

kde B(t), P (t), R(t) vyjadřuj́ı koncentraci proteinu BMAL1, komplexu CRY-PER a pro-

teinu REV-ERBα a kde Pf je volný komplex PER-CRY, pro který plat́ı: Pf = P − B
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a Pf = 0 pokud P < B, vs,p,r,c,d,m jsou rychlosti syntézy b́ılkovin, k1,2,4,5,7,8 jsou Michae-

lisovy konstanty, n1,2,3 jsou Hillovy koeficienty, které charakterizuj́ı mı́ru kooperativnosti

represivńıch proces̊u a k3,6,9 jsou degradačńı konstanty B,P a R prvńıho řádu .

Hodnota τ1 vyjadřuje zpožděńı vazby od BMAL1 k zahájeńı syntézy proteinu PER-CRY

a zároveň od BMAL1 k zahájeńı syntézy proteinu REV-ERBα, τ2 je zpožděńı proteinu

PER-CRY k aktivaci a potlačeńı BMAL1 a REV-ERBα a k potlačeńı vlastńı produkce

a τ3 je zpožděńı proteinu REV-ERBα k potlačeńı produkce BMAL1.

1.1.3 Zpožděńı závislé na čase

Rovnici se zpožděńım závislým na čase zaṕı̌seme jako:

x′(t) = f(t, x(t), x(t− τ(t))), τ(t) ≥ 0, (1.8)

kde zpožděńı τ(t) je tentokrát funkćı závislou na čase t.

Př́ıklad

Takové zpožděńı se např́ıklad vyskytuje v rovnićıch modeluj́ıćıch dvoudruhové populace

(tzv. model Lotka - Volterra), kterým je věnována část 4.2.

Obecný systém těchto rovnic (viz [7]) pak má tvar:

x′1(t) = x1(t)[r1 − a11x1(t)− a12x1(t− τ1(t))− a13x2(t− τ2(t))], (1.9)

x′2(t) = x2(t)[r2 − a21x2(t)− a22x2(t− τ3(t))− a23x1(t− τ4(t))], (1.10)

kde aij ≥ 0 pro i = 1, 2, j = 1, 2, 3, rk ≥ 0 pro k = 1, 2 τl(t) ≥ 0 pro l = 1, 2, 3, 4 jsou

spojitě diferencovatelné funkce na 〈0,+∞) a xm(t) pro m = 1, 2 vyjadřuje velikost m-tého

druhu populace v čase t.

1.1.4 Distribuované zpožděńı

1.1.4.1 Omezené distribuované zpožděńı

Na rozd́ıl od předchoźıch typ̊u neńı tento systém závislý na spočetně mnoha minulých

stavech, ale je zde nutné znát všechny předchoźı stavy na intervalu I = 〈t, t − τ〉. Z
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těchto předchoźıch zpožděńı následně poč́ıtáme vážený pr̊uměr. Systém rovnic s omezeným

distribuovaným zpožděńım má tvar:

x′(t) = f(t,x(t),
∫ τ
0
k(s)x(t− s)ds), ∞ > τ > 0, (1.11)

kde x(t) = (x1(t), x2(t), . . . , xn(t)), k(s) je váhová funkce a interval I je zde omezený, tedy

události ve vzdálené minulosti nemaj́ı na současnost vliv.

1.1.4.2 Neomezené distribuované zpožděńı

V tomto př́ıpadě nastává změna v omezenosti zpožděńı τ . Systém rovnic s neomezeným

distribuovaným zpožděńım má tedy tvar:

x′(t) = f(t,x(t),
∫∞
0
k(s)x(t− s)ds), (1.12)

kde x(t) = (x1(t), x2(t), . . . , xn(t)), k(s) je opět váhová funkce a interval I je zde neome-

zený, tedy na současnost maj́ı vliv i události ze vzdálené minulosti.

Př́ıklad

S distribuovaným zpožděńım se můžeme setkat např́ıklad při modelováńı infekce HIV

(viz [9]), kde je systém rovnic zanedbávaj́ıćı odpověd’ adaptivńı imunity modelován

následovně:

x′(t) = λ− δx(t)− βx(t)v(t), (1.13)

y′(t) = β

∫ h

0

f(τ)e−mτx(t− τ)v(t− τ)dτ − ay(t), (1.14)

v′(t) = ky(t)− µv(t), (1.15)

kde x(t), y(t) a v(t) označuj́ı koncentraci neinfikovaných buněk, infikovaných buněk a vol-

ných částic viru v čase t.

Neinfikované buňky jsou produkovány konstantou λ, umı́raj́ı rychlost́ı δx a jsou infikovány

volným virem rychlost́ı βxv.

Infikované buňky zanikaj́ı rychlost́ı ay.

Volné viry jsou produkovány infikovanými buňkami rychlost́ı ky a odumı́raj́ı rychlost́ı µv.

Dále předpokládáme, že neinfikované buňky jsou kontaktovány částicemi viru v čase t− τ
a stanou se infikovanými v čase t, kde τ je náhodná veličina s distribučńım rozděleńım
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pravděpodobnosti a hustotou pravděpodobnosti f(τ) v intervalu [0, h] a kde h je limes su-

perior tohoto zpožděńı. Toto rozděleńı pravděpodobnosti uvažujeme pro zjednodušeńı jako

kladnou integrovatelnou funkci na [0, h] splňuj́ıćı
∫ h
0
f(τ)dτ = 1. Výraz e−mτ znázorňuje

pravděpodobnost přežit́ı od času t − τ do času t, kde m je rychlost hynut́ı buněk, které

jsou infikované, ale ještě neprodukuj́ı viry.

1.1.5 Daľśı typy zpožděńı

Existuje mnoho typ̊u zpožděńı, která v předchoźım výčtu nejsou zahrnuta a samozřejmě

také úlohy s kombinacemi r̊uzných typ̊u zpožděńı.

Mezi daľśı typy zpožděńı, o kterých jsme zde zat́ım nehovořili můžeme zařadit např́ıklad

tzv. neutrálńı zpožděńı (viz [10]). Diferenciálńı rovnice s neutrálńım zpožděńım je potom

taková rovnice, kde se v pravé části objev́ı derivovaný člen se zpožděńım v argumentu,

např. takto: x′(t) = f(t, x(t), x(t− τ1), x′(t− τ2)).

Dále lze definovat např́ıklad diferenciálńı rovnici se zpožděńım závislým na stavu systému,

kde je zpožděńı definováno jako: τ(t) = τ(t,x(t)), kde x(t) = (x1(t), x2(t), . . . , xn(t)).

1.2 Úlohy se zpožděńım

1.2.1 Diferenciálńı rovnice se zpožděńım, počátečńı úloha

Diferenciálńı rovnićı se zpožděńım nazýváme takovou diferenciálńı rovnici, která vy-

jadřuje derivaci proměnné x podle času t pomoćı x (a derivaćı x nižš́ıho řádu) v čase t

a v dř́ıvěǰśıch okamžićıch. Tedy v argumentu neznámé funkce se vyskytuje zpožděńı τ(t).

Je pak zřejmé, že při zápisu diferenciálńı rovnice se zpožděńım neńı možné vynechávat

argumenty neznámé funkce.

Nyńı je třeba zavést obecné značeńı diferenciálńı rovnice se zpožděńım pro r̊uzné typy

zpožděńı. Předpis definujeme pro systém takových rovnic.
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Definice 1. (Systém diferenciálńıch rovnic se zpožděńım)

Necht’ je systém diferenciálńıch rovnic se zpožděńım dán rovnost́ı:

x′(t) = f(t,x(g1(t)), ...,x(gm(t))), (1.16)

kde x(t) : R → Rn, gj(t) : R → R se nazývá zpožděný argument a plat́ı: gj(t) ≤ t pro

j = 1, ...,m, m ∈ N, kde velmi často g1(t) = t. Dále J je interval v R, D je otevřená

množina v Rn a f : J ×Dm → Rn.

Poznámka 1. Lze také použ́ıvat značeńı t− τj(t) mı́sto gj(t), kde jsou nezáporné veličiny

τj(t) zpožděńımi.

Dále předpokládejme, že ∃ γ, t0, β ∈ R, γ ≤ t0 takové, že:

∀j = 1, . . . ,m : γ ≤ gj(t) ≤ t pro t0 ≤ t < β.

Nyńı definujme počátečńı podmı́nku. Poznamenejme, že oproti obyčejným diferenciálńım

rovnićım nám pro jednoznačné řešeńı diferenciálńı rovnice se zpožděńım nestač́ı počátečńı

podmı́nka dána specifikaćı systému v čase t0.

Definice 2. (Počátečńı podmı́nka)

Počátečńı podmı́nkou pro systém diferenciálńıch rovnic se zpožděńım rozumı́me rovnost:

x(t) = Θ(t), pro γ ≤ t ≤ t0, (1.17)

kde Θ je daná počátečńı funkce Θ : [γ, t0]→ D.

Definice 3. (Počátečńı úloha)

Počátečńı úlohou pro systém diferenciálńıch rovnic se zpožděńım rozumı́me systém (1.16)

spolu s počátečńı podmı́nkou (1.17):{
x′(t) = f(t,x(g1(t)), ...,x(gm(t))) pro t0 ≤ t < β,

x(t) = Θ(t) pro γ ≤ t ≤ t0.
(1.18)
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Kv̊uli častému odkazováńı na systém (1.16) definujeme ještě zkrácený zápis systému dife-

renciálńıch rovnic se zpožděńım.

Definice 4. (Zkrácený zápis systému diferenciálńıch rovnic se zpožděńım)

Zkrácený zápis systému diferenciálńıch rovnic se zpožděńım je dán rovnićı:

x′(t) = F(t,xt), (1.19)

kde F(t,xt) = f(t,x(g1(t)), . . . ,x(gm(t))).

Definice 5. (Zkrácený zápis počátečńı úlohy)

Zkrácený zápis počátečńı úlohy pro systém diferenciálńıch rovnic se zpožděńım je dán

vztahy: {
x′(t) = F(t,xt) pro t0 ≤ t < β,

x(t) = Θ(t), pro γ ≤ t ≤ t0.
(1.20)

Definice 6. (Řešeńı počátečńı úlohy)

Řešeńım počátečńı úlohy (1.29) je taková spojitá funkce x : [γ, β1) → D, která pro

libovolné β1 ∈ (t0, β] splňuje:

• x′(t) = F(t,xt) pro t0 ≤ t < β1,

• x(t) = Θ(t) pro γ ≤ t ≤ t0.

Definice 7. (Jednoznačné řešeńı)

Řekneme, že řešeńı je dáno jednoznačně, pokud pro každá dvě řešeńı x1(t), x2(t),

kde x1(t) : [γ, β1)→ D, x2(t) : [γ, β1)→ D, plat́ı:

x1(t) = x2(t) pro t ∈ [γ, β1). (1.21)

Definice 8. (Systém diferenciálńıch rovnic s omezeným zpožděńım)

Jestliže existuje τ ≥ 0 takové, že plat́ı:

t− τ ≤ gj(t) ≤ t pro t ≥ t0, j = 1, . . . , m, (1.22)
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pak o systému diferenciálńıch rovnic (1.16) hovoř́ıme jako o systému diferenciálńıch

rovnic s omezeným zpožděńım.

Definice 9. (Počátečńı podmı́nka pro systém s omezeným zpožděńım)

Počátečńı podmı́nka pro systém diferenciálńıch rovnic s omezeným zpožděńım

je dána vztahem:

x(t) = Θ(t), pro t0 − τ ≤ t ≤ t0, (1.23)

kde τ ∈ R, τ ≥ 0.

Definice 10. Necht’ je χ funkce definovaná alespoň na [t − τ, t] → Rn. Pak definujeme

novou funkci χt : [−τ, 0]→ Rn jako:

χt(σ) = χ(t+ σ) pro −τ ≤ σ ≤ 0. (1.24)

Tedy pro źıskáńı χt nejprve uvažujeme χ(s) na intervalu t − τ ≤ s ≤ t a tuto část poté

převedeme na interval [−τ, 0].

Pokud χ je spojitou funkćı, pak χt je spojitou funkćı na [−τ, 0].

Poznámka 2. Zde je úmyslně použito značeńı χ, abychom x značili takovou funkci, která

splňuje systém diferenciálńıch rovnic.

Značeńı

Označme C = C([−τ, 0],Rn) množinu všech spojitých funkćı z [−τ, 0] do Rn. Dále znač́ıme

CD = C([−τ, 0], D) množinu všech spojitých funkćı z [−τ, 0] do D.

Plat́ı, že pokud χ : [t− τ, t]→ Rn je spojitá funkce na [t− τ, t], potom χt ∈ CD.

Aby byly zápisy (1.16) a (1.19) ekvivalentńı pro f definovanou na J×Dm, pak potřebujeme,

aby F(t, χt) dávala smysl pro t ∈ J a χt ∈ CD. Tedy definujeme F jako:

F : J × CD → Rn.

Počátečńı podmı́nku (1.23) můžeme dále upravit do tvaru:

x(t0 + σ) = Θ(t0 + σ) pro −τ ≤ σ ≤ 0 (1.25)
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a následně do zkráceného tvaru:

xt0 = Θt0 . (1.26)

Zavedeńım rovnosti Φ = Θt0 dostáváme tvar:

xt0 = Φ. (1.27)

Tento zápis vyjadřuje x(t0 + σ) = Φ(σ), př́ıpadně pro t = t0 + σ dostáváme:

xt = Φ(t− t0) pro t0 − τ ≤ t ≤ t0. (1.28)

Poznamenejme také, že x(t0) = Φ(0).

Definice 11. (Zkrácený zápis počátečńı úlohy s omezeným zpožděńım)

Zkrácený zápis počátečńı úlohy pro systém diferenciálńıch rovnic s omezeným

zpožděńım definujeme jako: {
x′(t) = F(t,xt)

xt0 = Φ,
(1.29)

kde Φ ∈ CD, F : J × CD → Rn, kde J = [t0, β) pro β > t0, a kde D ⊂ Rn.

9



Kapitola 2

Kvalitativńı vlastnosti řešeńı

2.1 Úvodńı definice a věty

Tato kapitola se zabývá diferenciálńımi rovnicemi s omezeným zpožděńım. Vybudovat teorii

pro diferenciálńı rovnice s neomezeným zpožděńım je obecně náročněǰśı a v́ıce je možné

dohledat např́ıklad v knize [1]. Než přejdeme k větám o existenci a jednoznačnosti řešeńı,

je třeba zavést několik základńıch pojmů.

2.1.1 Spojitost

Definice 12. (Podmı́nka spojitosti)

Řekneme, že je splněna podmı́nka spojitosti, pokud F(t,xt) je spojitá funkce vzhledem

k t na J = [t0, β) pro každou spojitou funkci x : [t0 − τ, β)→ D.

Věta 1. (Řešeńı a spojitost)

Pokud F : [t0, β) × CD → Rn splňuje podmı́nku spojitosti z definice 12, potom je spojitá

funkce x : [t0 − τ, β1) → D pro libovolné β1 ∈ (t0, β) řešeńım (1.29) právě tehdy, když

plat́ı:

x(t) =

{
Φ(t− t0) pro t0 − τ ≤ t ≤ t0

Φ(0) +
∫ t
t0

F(s,xs)ds pro t0 ≤ t < β1.
(2.1)
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2.1.2 Grönwallovo lemma

Lemma 1. (Grönwall)

Necht’ C ≥ 0 je konstanta, C ∈ R, u, v jsou nezáporné spojité funkce definované na intervalu

J ⊆ R a t0 ∈ J takové, že plat́ı:

u(t) ≤ C +

∫ t

t0

u(s)v(s) ds pro všechna t ∈ J, (2.2)

potom plat́ı:

u(t) ≤ Ce
∫ t
t0
v(s) ds

pro všechna t ∈ J. (2.3)

2.1.3 Lipschitzovskost

Definice 13. (τ -norma)

Pro Ψ ∈ CD definujeme τ -normu jako: ||Ψ||τ = sup
−τ ≤σ≤ 0

||Ψ(σ)||.

Definice 14. (Lipschitzovskost)

Necht’ F : J×CD → Rn a necht’M je podmnožinou J×CD. Jestliže existuje K ≥ 0 takové,

že plat́ı:

||F(t,Ψ)− F(t, Ψ̃)|| ≤ K||Ψ− Ψ̃||τ (2.4)

kde (t,Ψ) a (t, Ψ̃) ∈ M, potom ř́ıkáme, že F je lipschitzovská na M s lipschitzovskou

konstantou K.

Definice 15. (Lokálńı lipschitzovskost)

Funkce F : J × CD → Rn je lokálně lipschitzovská, jestliže pro každé zadané

(t̄, Ψ̄) ∈ J × CD existuj́ı č́ısla a > 0, b > 0 taková, že množina Mab dána:

Mab = ([t̄− a, t̄+ a] ∩ J)× {Ψ ∈ CD : ||Ψ− Ψ̃||τ ≤ b} (2.5)

je podmnožinou J × CD a F je lipschitzovská na Mab.
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2.2 Existence a jednoznačnost řešeńı

Lemma 2. Necht’ je funkce χ : [t0 − τ, β) → Rn spojitá. Potom pro libovolné zadané

t̃ ∈ [t0 − τ, β) a ε > 0 existuje δ > 0 tak, že:

||χt − χt̃ ||τ < ε právě tehdy, když t ∈ [t0, β) a |t− t̃| < δ.

Věta 2. (Jednoznačnost)

Necht’ F : [t0, β)×CD → Rn splňuje podmı́nku spojitosti (viz definice 12) a necht’ je lokálně

lipschitzovská. Potom pro každou počátečńı podmı́nku Φ ∈ CD má počátečńı úloha (1.29)

nejvýše jedno řešeńı na [t0 − τ, β1) pro libovolné β1 ∈ (t0, β].

D̊ukaz. (Sporem)

Předpokládejme, že pro libovolné β1 ∈ [t0, β) existuj́ı dvě řešeńı x, x̃, kde

x : [t0 − τ, β1)→ D, x̃ : [t0 − τ, β1)→ D, taková že x 6= x̃.

Necht’: t1 = inf{t ∈ (t0, β1) : x 6= x̃}. Potom t0 ≤ t1 < β a x(t) = x̃(t) pro t0 − τ ≤ t ≤ t1.

Jelikož (t1,xt1) ∈ [t0, β1)× CD, existuj́ı č́ısla a > 0, b > 0 tak, že množina

M = [t1, t1 + a]× {Φ ∈ C : ||Φ− xt1||τ ≤ b}

je obsažena v [t0, β)× CD a F je Lipschitzovská na M.

Na základě lemmatu 2 existuje δ ∈ (0, a] tak, že (t, xt) ∈ M a (t, x̃t) ∈ M
pro t1 ≤ t < t1 + δ. Nav́ıc x a x̃ splňuj́ı podmı́nku spojitosti pro t0 − τ ≤ t < t1 + δ.

Tedy pro t1 ≤ t < t1 + δ plat́ı:

||x(t)− x̃(t)|| =
∥∥∥∥∫ t

t0

[F(s,xs)− F(s, x̃s)] ds

∥∥∥∥ ≤ ∫ t

t1

K||xs − x̃s||τ ds.

Pravá strana rovnosti je rostoućı funkćı proměnné t a zároveň plat́ı x(t) = x̃(t)

pro t1 − τ ≤ t ≤ t1. Z toho plyne:

||xt − x̃t||τ ≤
∫ t

t1

K||xs − x̃s||τds pro t1 ≤ t < t1 + δ

Použit́ım Grönwallovo lemmatu 1 zjǐst’ujeme, že x(t) = x̃(t) na intervalu [t1, t1 + δ), č́ımž

docháźıme ke sporu.
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Věta 3. (Spojitá závislost řešeńı na počátečńı funkci)

Necht’ F : [t0, β) × CD → Rn splňuje podmı́nku spojitosti a necht’ je (globálně) lipschi-

tzovská. Necht’ jsou dány Φ, Φ̃ ∈ CD a necht’ jsou x, x̃ jednoznačnými řešeńımi (1.19)

pro xt0 = Φ a x̃t0 = Φ̃.

Jestliže maj́ı x i x̃ smysl na [t0 − τ, β1), potom plat́ı:

||x(t)− x̃(t)|| ≤ ||Φ− Φ̃||τ eK(t−t0) pro t0 ≤ t ≤ β1 (2.6)

D̊ukaz. viz [1].

Věta 4. (Lokálńı existence)

Necht’ F : [t0, β) × CD → Rn splňuje podmı́nku spojitosti a necht’ je lokálně

lipschitzovská. Potom pro každou Φ ∈ CD má počátečńı úloha (1.29) jednoznačné

řešeńı na [t0 − τ, t0 + ∆) pro ∆ > 0.

D̊ukaz. viz [1].

Definice 16. (Prodlužováńı řešeńı)

Necht’ je x řešeńı úlohy (1.29) na intervalu [t0− τ, β1) a y řešeńı té samé úlohy na intervalu

[t0 − τ, β2). Pokud je β2 > β1, ř́ıkáme, že y je prodloužeńım x, neboli že x může být

prodlouženo na interval [t0 − τ, β2).

Řešeńı x rovnice (1.29) je úplné, pokud neexistuje řešeńı, které je jeho prodloužeńım.

Definice 17. (Kvazi-omezená funkce)

Ř́ıkáme, že funkce F : [t0, β)×CD → Rn je kvazi-omezená, pokud F je omezená na každé

množině ve tvaru: [t0, β1]× CA, kde t0 < β1 < β a A je uzavřená omezená podmnožina D.

Věta 5. (Prodloužená existence řešeńı)

Necht’ F : [t0, β)×CD → Rn splňuje podmı́nku spojitosti, necht’ je lokálně lipschitzovská a

kvazi-omezená. Potom pro každé Φ ∈ CD má soustava (1.29) úplné jednoznačné řešeńı

x na intervalu [t0 − τ, β1].
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D̊ukaz. viz [1] .

Věta 6. (Globálńı existence)

Necht’ D = Rn. Necht’ F : [t0, β)× C → Rn splňuje podmı́nku spojitosti a necht’ je lokálně

lipschitzovská. Dále předpokládejme, že¿

||F(t,Ψ)|| ≤ M(t) + N(t) ||Ψ)||τ na [t0, β)× C,

kde M a N jsou kladné spojité funkce na [t0, β).

Potom existuje úplné jednoznačné řešeńı na celém intervalu [t0 − τ, β)

D̊ukaz. viz [1] .
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Kapitola 3

Řešeńı diferenciálńıch rovnic

s konstantńım zpožděńım

3.1 Metoda krok̊u

3.1.1 Popis metody krok̊u

Metoda krok̊u využ́ıvá lokálńı transformaci dané diferenciálńı rovnice se zpožděńım

na obyčejnou diferenciálńı rovnici. Jedno takové částečné řešeńı pak nazýváme jedńım

krokem.

Na intervalu [t0 − τ, t0] máme zadanou počátečńı funkci Θ tak, že

x(t) = Θ(t) pro t0 − τ ≤ t ≤ t0.

V prvńım kroku hledáme prodloužeńı tohoto řešeńı na interval I1 délky τ , tedy pro všechna

t kde t ∈ I1 = [t0, t0 + τ ], vyřešeńım obyčejné diferenciálńı rovnice. Toto řešeńı, tedy řešeńı

x v prvńım kroku, označ́ıme jako x1.

Pro druhý interval opět délky τ , tedy I2 = [t0 + τ, t0 + 2τ ] využ́ıváme řešeńı x1 z intervalu

I1. Ve druhém kroku tedy hledáme prodloužené řešeńı x2 (které je prodloužeńım řešeńı x1)

na intervalu I2.

Takto pokračujeme do libovolného kroku, kde jsme schopni diferenciálńı rovnice řešit a kde

má takové řešeńı smysl. Můžeme také objevit v d́ılč́ıch řešeńıch nějaký řád a źıskat tak

předpis řešeńı pro libovolný krok.
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Výsledné řešeńı definujeme pomoćı jednotlivých krok̊u jako:

x(t) =



Θ(t) pro t ∈ [t0 − τ, t0],
x1(t) pro t ∈ [t0, t0 + τ ],

x2(t) pro t ∈ [t0 + τ, t0 + 2τ ],
...

xk(t) pro t ∈ [t0 + (k − 1)τ, t0 + kτ ],
...

(3.1)

3.1.2 Př́ıklad 1, metoda krok̊u

Uvažujme rovnici:

x′(t) = 2x(t− 5) (3.2)

s počátečńı podmı́nkou: Θ(t) = 1, pro t ∈ [−5, 0].

Zpožděńı je tedy konstantńı a jeho velikost je τ(t) = 5. Toto také použijeme při volbě

subinterval̊u v jednotlivých třech ukázkových kroćıch této metody.

1) t ∈ 〈0, 5〉: x′1(t) = 2 ·Θ(t− 5) = 2 · 1 = 2.

Obecné řešeńı: x1(t) = 2t+ c1.

Počátečńı podmı́nka pro t = 0: 1 = 2 · 0 + c1, z toho vyjádř́ıme c1 = 1 a dostáváme

partikulárńı řešeńı: x1(t) = 2t+ 1.

Nyńı je třeba vypoč́ıtat hodnotu x1(t) pro t = 5. Tu pak použijeme jako počátečńı

podmı́nku ve druhém kroku, tedy plat́ı x1(5) = 11.

2) t ∈ 〈5, 10〉: x′2(t) = 2 · x1(t− 5) = 2(2(t− 5) + 1) = 4t− 18.

Obecné řešeńı: x2(t) = 2t2 − 18t+ c2.

Počátečńı podmı́nka: 11 = 2 · 52 − 18 · 5 + c2, tedy c2 = 51.

Partikulárńı řešeńı: x2(t) = 2t2 − 18t+ 51,

x2(10) = 71.

3) t ∈ 〈10, 15〉: x′3(t) = 2 · x2(t− 5) = 2(2(t− 5)2 − 18(t− 5) + 51) = 4t2 − 76 + 382.

Obecné řešeńı: x3(t) = 4
3
t3 − 38t2 + 382t+ c3.
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Počátečńı podmı́nka: 71 = 4
3
· 103 − 38 · 102 + 382 · 10 + c3, tedy c3 = −1282, 3.

Partikulárńı řešeńı: x3(t) = 4
3
t3 − 38t2 + 382t− 1282, 3.

...

Na obrázćıch ńıže jsou vykreslena řešeńı tř́ı předchoźıch krok̊u a celkové řešeńı

pro t ∈ 〈0, 15〉.

Obrázek 3.1: t ∈ 〈0, 5〉 Obrázek 3.2: t ∈ 〈5, 10〉 Obrázek 3.3: t ∈ 〈10, 15〉

Obrázek 3.4: t ∈ 〈0, 15〉
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3.1.3 Př́ıklad 2, metoda krok̊u

Uvažujme rovnici:

x′(t) = 3x(t− π) (3.3)

s počátečńı podmı́nkou: Θ(t) = cos(t) pro t ∈ 〈−π
2
, π
2
〉.

Zpožděńı τ(t) = π je tedy opět konstantńı.

Ve třech kroćıch metody krok̊u budeme zkoumat interval t ∈ 〈π
2
, 7π

2
〉.

1) t ∈ 〈π
2
, 3π

2
〉:

x′1(t) = 3 ·Θ(t− π) = 3 cos(t− π) = −3 cos t.

Obecné řešeńı: x1(t) = −3 sin t+ c1.

Počátečńı podmı́nka: Θ(π
2
) = x1(

π
2
),

cos(π
2
) = −3 sin(π

2
) + c1, z toho: c1 = 3

Partikulárńı řešeńı: x1(t) = −3 sin(t) + 3.

x1(
3π
2

) = 6.

2) t ∈ 〈3π
2
, 5π

2
〉:

x′2(t) = 3 · x1(t− π) = 3(−3 sin(t− π) + 3) = −9 sin(t− π) + 9 = 9 sin t+ 9.

Obecné řešeńı: x2(t) = −9 cos t+ 9t+ c2.

Počátečńı podmı́nka: x1(
3π
2

) = x2(
3π
2

),

6 = −9 cos(3π
2

) + 9t+ c2, z toho: c2 = 6− (27π
2

)

Partikulárńı řešeńı: x2(t) = −9 cos t+ 9t+ 6− (27π
2

).

x2(
5π
2

) = 6 + 9π.

3) t ∈ 〈5π
2
, 7π

2
〉:

x′3(t) = 3 · x2(t+ π) = 3(−9 cos(t+ π) + 9(t+ π) + 6− 27π
2

) = −27 cos(t+ π) + 27(t+ π) +

18− 81π
2

= 27 cos t+ 27t+ 18− 27π
2

Obecné řešeńı: x3(t) = 27 sin t+ 27t2

2
+ 18t− 27πt

2
+ c3.

Počátečńı podmı́nka: x2(
5π
2

) = x3(
5π
2

),

6 + 9π = 27 sin(5π
2

) +
27( 5π

2
)2

2
+ 18(5π

2
)− 27π( 5π

2
)

2
+ c3, z toho: c3 = −21− 36π − (405π

2

8
)

Partikulárńı řešeńı: x3(t) = 27 sin t+ 27
2
t2 + (18− 27π

2
)t− 21− 36π − (405π

2

8
).

...
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Na obrázćıch ńıže jsou opět vykreslena řešeńı tř́ı krok̊u a celkové řešeńı pro t ∈ 〈π
2
, 7π

2
〉.

Obrázek 3.5: t ∈ 〈π
2
, 3π

2
〉 Obrázek 3.6: t ∈ 〈3π

2
, 5π

2
〉 Obrázek 3.7: t ∈ 〈5π

2
, 7π

2
〉

Obrázek 3.8: t ∈ 〈π
2
, 7π

2
〉
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3.2 Laplaceova transformace

3.2.1 Popis Laplaceovy transformace

Laplaceova transformace je častou metodou pro řešeńı obyčejných diferenciálńıch rovnic.

Můžeme ji ale využ́ıt i při řešeńı diferenciálńıch rovnic s konstantńım zpožděńım. Hlavńı

myšlenkou je źıskat pomoćı Laplaceovy transformace algebraickou rovnici, vyřešit ji a po-

moćı zpětné transformace źıskat p̊uvodńı řešeńı. V této části je čerpáno z [11] a [12].

3.2.1.1 Př́ımá Laplaceova transformace

Př́ımá Laplaceova transformace převád́ı reálnou funkci definovanou v časové oblasti

(tzv. originál nebo také předmět) na komplexńı funkci (tzv. obraz) definovanou v oblasti

komplexńı proměnné.

Př́ımou Laplaceovu transformaci definujeme vztahem:

X(s) = L{x(t)} =

∫ ∞
0

x(t)e−st dt, (3.4)

kde s = α + iβ je komplexńı proměnná: α je reálná složka komplexńı proměnné s, β

je imaginárńı složka komplexńı proměnné s, t je reálná proměnná (čas), x(t) je originál,

tedy reálná funkce definovaná v časové oblasti pro t ∈ 〈0,∞), X(s) je obraz originálu,

tedy komplexńı funkce definovaná v oblasti komplexńı proměnné s a L je operátor př́ımé

Laplaceovy transformace.

3.2.1.2 Inverzńı Laplaceova transformace

Inverzńı (nebo také zpětná) Laplaceova transformace je již podle názvu zpětným krokem

př́ımé Laplaceovy transformace, tedy převád́ı obraz (komplexńı funkci definovanou v oblasti

komplexńı proměnné) na originál (reálnou funkci definovanou v časové oblasti).

Inverzńı Laplaceovu transformaci definujeme vztahem:

x(t) = L−1{X(s)} =
1

2πi

∫ c+i∞

c−i∞
X(s)est ds, (3.5)

kde L−1 je inverzńı Laplace̊uv operátor a c je libovolné reálné č́ıslo lež́ıćı v oblasti konver-

gence obrazu X.
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3.2.1.3 Vlastnosti Laplaceovy transformace

Derivováńı originálu pro prvńı derivaci: L{x′(t)} = sX(s)− x(0).

Derivováńı originálu pro n-tou derivaci: L{x(n)(t)} = snX(s)−
∑n

j=1 s
n−j dj−1x(0)

dtj−1 .

Integrováńı originálu: L{
∫ t
0
x(σ)dσ} = 1

s
X(s).

Počátečńı a koncová hodnota:

x(0) = lim
t→0

x(t) = lim
s→∞

sX(s)

x(∞) = lim
t→∞

x(t) = lim
s→0

sX(s)

Posunut́ı (zpožděńı) originálu:

L{x(t− a)} = e−asX(s), kde a ≥ 0, x(t− a) = 0 pro t < a.

Posunut́ı (útlum) obrazu: L{e−atx(t)} = X(s+ a).

Podobnost (změna měř́ıtka):

L
{
x

(
t

a

)}
= aX(as),

L−1
{
X

(
s

a

)}
= ax(at).

3.2.2 Př́ıklad, Laplaceova transformace

Uvažujeme počátečńı úlohu:{
x′(t) = 2x(t− τ)

Θ(t) = 1, pro t ∈ [t0 − τ, t0],
(3.6)

kde τ = 5.

Na obě strany diferenciálńı rovnice aplikujeme Laplaceovu transformaci X(s) = L{x(t)} =∫∞
0
x(t)e−stdt.

Źıskáme tedy rovnici:
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∫ ∞
0

x′(t)e−stdt = 2

∫ ∞
0

x(t− τ)e−stdt

a jednotlivé integrály označ́ıme velkými ṕısmeny Ii, i = 1, 2:∫ ∞
0

x′(t)e−stdt︸ ︷︷ ︸
I1

= 2

∫ ∞
0

x(t− τ)e−stdt︸ ︷︷ ︸
I2

.

Oba integrály uprav́ıme.

I1 =

∫ ∞
0

x′(t)e−stdt = sX(s)−Θ(t)

I2 = 2

∫ ∞
0

x(t− τ)e−stdt =

= |u=t−τdu=dt | = 2

∫ ∞
−τ

x(u)e−s(u+τ)du =

= 2

∫ 0

−τ
x(u)e−s(u+τ)du+ 2

∫ ∞
0

x(u)e−s(u+τ)du =

= 2e−sτΘ(t)

∫ 0

−τ
e−sudu+ 2e−sτX(s) =

= 2Θ(t)
1− e−sτ

s
+ 2e−sτX(s)

T́ımto jsme převedli diferenciálńı rovnici se zpožděńım na algebraickou rovnici s neznámou

X(s) ve tvaru:

sX(s)−Θ(t) = 2Θ(t)
1− e−sτ

s
+ 2e−sτX(s).

Po vyjádřeńı X(s) dostaneme rovnici ve tvaru:

X(s) =
2Θ(t)(1− e−sτ ) + sΘ(t)

s(s− 2e−sτ )

a po dosazeńı Θ(t) = 1, τ = 5:

X(s) =
2(1− e−5s) + s

s(s− 2e−5s)
.

Nyńı by bylo třeba aplikovat zpětnou Laplaceovu transformaci a źıskali bychom řešeńı x(t).
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Kapitola 4

Modelováńı vývoje populaćı

Abychom co nejlépe pochopili reálný systém (at’ už biologický nebo jiný), všechny jeho

pochody a vnitřńı vazby, použ́ıváme matematické modelováńı. Výsledkem tohoto mo-

delováńı je abstraktńı zjednodušený popis p̊uvodńıho reálného systému.

Základem pro matematický model reálného systému jsou rovnice (včetně počátečńıch

podmı́nek), které tento systém popisuj́ı. Sestavujeme je pomoćı známých parametr̊u mo-

delu s danými počátečńımi hodnotami a pomoćı soubor̊u experimentálńıch dat. T́ımto se

pak dostáváme k diferenciálńım rovnićım.

V této kapitole čerpáme z textu [3].

4.1 Modely jednodruhových populaćı pomoćı diferen-

ciálńıch rovnic

Při popisu jednodruhové populace pokládáme za jej́ı charakteristickou vlastnost velikost

populace.

Tuto velikost lze vyjádřit počtem jedinc̊u dané populace žij́ıćıch v určitém vymezeném

prostoru nebo např́ıklad hustotou ośıdleńı tohoto prostoru.

Definice 18. (Základńı rovnice pro popis jednodruhové populace)

Základńı rovnici pro popis jednodruhové populace zapisujeme ve tvaru:

x(t+ ∆t) = x(t) + ∆xb −∆xd + ∆xm, (4.1)
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kde x(t) označuje velikost populace v závislosti na čase t, a pak tedy x(t+ ∆t) je velikost

populace v čase t+ ∆t.

Dále ∆xb znač́ı př́ır̊ustek v d̊usledku porodnosti za dobu ∆t, ∆xd úbytek zapř́ıčiněný

úmrtnost́ı a ∆xm ostatńı změny ve velikosti populace (zapř́ıčiněné jinými vlivy).

Ve zjednodušené situaci se můžeme soustředit pouze na změny velikosti populace

v závislosti na porodnosti a úmrtnosti a rovnici tedy zapsat jako:

x(t+ ∆t) = x(t) + ∆xb −∆xd. (4.2)

Počet narozených jedinc̊u ∆xb v celé populaci za dobu ∆t lze zapsat ve tvaru:

∆xb = B(x, t)∆t,

kde B(x,t) pak nazýváme porodnost, která vyjadřuje počet jedinc̊u narozených za jednotku

času.

Obdobně můžeme vyjádřit úmrtnost D(x, t) jako:

∆xd = D(x, t)∆t.

Pokud uvedenou porodnost a úmrtnost vztáhneme ke stavu populace, dostaneme potom

relativńı porodnost:

b(x, t) =
B(x, t)

x(t)

a relativńı úmrtnost:

d(x, t) =
D(x, t)

x(t)
.

Rovnici jednodruhové populace pak můžeme zapsat jako:

x(t+ ∆t) = x(t) + (b(x, t)− d(x, t))x(t)∆t. (4.3)

Neboli:
x(t+ ∆t)− x(t)

∆t
= γ(x, t)x(t), (4.4)

kde γ(x, t) = b(x, t)− d(x, t) vyjadřuje rozd́ıl relativńı porodnosti a relativńı úmrtnosti.
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Pro limitńı př́ıpad ∆t→ 0 dostaneme diferenciálńı rovnici ve tvaru:

x′(t) = γ(x, t)x(t), (4.5)

kterou označujeme jako obecné deterministické vyjádřeńı dynamiky stavu popu-

lace.

Pokud lze tento stav popsat spojitou funkćı, použ́ıváme spojité deterministické mo-

dely.

Z biologického hlediska lze tento stav popsat spojitou funkćı pokud plat́ı, že populace x(t)

je dostatečně velká, abychom nemuseli poč́ıtat s jednotlivci a zároveň jsou všichni jedinci

populace bez věkového rozlǐseńı (tzn. populace je jednotná z hlediska jedinc̊u v produkčńım

věku).

Pokud neńı některá z výše uvedených podmı́nek splněna, nemůžeme použ́ıt spojité modely.

Lze pak použ́ıt některý z diskrétńıch model̊u.

Př́ıklad

Jednoduchým př́ıkladem použit́ı spojitých deterministických model̊u může být rovnice, kde

polož́ıme:

γ(x, t) = 1.

Dostaneme diferenciálńı rovnici ve tvaru:

x′(t) = x(t).

Řešeńım této rovnice je pak

x(t) = Cet, kde C ∈ R.

Přidáńım počátečńı podmı́nky

x(0) = 100

źıskáme konkrétńı hodnotu konstanty C vyjádřeńım z rovnice:

x(0) = Ce0,

25



tedy

C = 100.

Řešeńım počátečńı úlohy je pak:

x(t) = 100et.

4.1.1 Spojité deterministické modely jednodruhových populaćı

pomoćı diferenciálńıch rovnic se zpožděńım

U model̊u jednodruhových populaćı podle rovnice:

x′(t) = f(x(t)) (4.6)

předpokládáme, že jednotlivci populace jsou schopni reprodukce ihned v okamžiku svého

narozeńı. V realitě se ale naopak často setkáváme s t́ım, že daný jednotlivec potřebuje

po svém zrozeńı určitý časový interval k dosažeńı schopnosti reprodukce. Tedy je rychlost

rozmnožováńı často ovlivněna stavem v minulosti rozd́ılné o středńı dobu τ potřebnou k

źıskáńı reprodukčńı schopnosti.

T́ım se pak dostáváme ke zpožděńı, které do rovnice jednodruhové populace začleńıme.

Definice 19. (Jednodruhová populace pomoćı diferenciálńı rovnice se zpožděńım)

Model jednodruhové populace pomoćı diferenciálńı rovnice se zpožděńım zapi-

sujeme ve tvaru:

x′(t) = f(x(t), x(t− τ)). (4.7)

4.1.2 Diskrétńı deterministické modely jednodruhových popu-

laćı pomoćı diferenciálńıch rovnic se zpožděńım

U populaćı, kde se vyskytuj́ı jedinci pouze z jedné generace už́ıváme diskrétńıch hodnot,

které vyjadřuj́ı stav populace v určité části vývoje (jako je zárodek, mládě, dospělý je-

dinec atd.). Tyto hodnoty jsou definovány pomoćı časového intervalu doby, která uplyne

od zrozeńı zárodku po dospělost.
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Definice 20. (Diskrétńı model jednodruhové populace)

Diskrétńı model jednodruhové populace zapisujeme pomoćı diferenčńı rovnice:

xn+1 = f(xn, xn−1, xn−2, ..., xn−k), (4.8)

kde n, k ∈ N, n > k a xn+1 je počet jedinc̊u n plus prvńı generace, xn počet jedinc̊u

zkoumané generace, xn−1 počet jedinc̊u předchoźı generace atd.

Počet jedinc̊u následuj́ıćı generace je tedy určen k + 1 po sobě jdoućımi předcházej́ıćımi

generacemi.

V jednodušš́ım př́ıpadě lze následuj́ıćı generaci vyjádřit pomoćı funkce počtu jedinc̊u pouze

předcházej́ıćı generace:

xn+1 = f(xn). (4.9)

V př́ıpadě, že v dané populaci potřebujeme zahrnout dosṕıváńı deľśı než základńı časový

krok měř́ıtka, potřebujeme opět zahrnout časové zpožděńı τ generaćı.

Dynamiku takových populaćı potom zaṕı̌seme pomoćı diferenčńı rovnice.

Definice 21. (Diskrétńı model jednodruhové populace se zpožděńım)

Diskrétńı model jednodruhové populace se zpožděńım definujeme rovnićı ve tvaru:

xn+1 = f(xn, xn−τ ). (4.10)
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4.2 Modely dvoudruhových populaćı pomoćı diferen-

ciálńıch rovnic se zpožděńım

V situaci, kdy žije v jedné oblasti v́ıce druh̊u, bývá vzájemným soužit́ım ovlivněna dyna-

mika každé z těchto populaćı. V nejjednodušš́ım př́ıpadě se zaměř́ıme na situace, kde jsou

takové druhy dva, tedy tzv. dvoudruhové populace.

Klasifikovat poté můžeme i vzájemný vliv těchto dvou populaćı. Jednoduchým rozděleńım

vlivu na kladný, záporný a neutrálńı můžeme vytvořit základńı typy vzájemné interakce,

jako např́ıklad:

• mutualismus, kde žij́ı obě populace ve vzájemné symbióze (každá má na druhou

kladný vliv, maj́ı tedy ze soužit́ı prospěch),

• opačnou konkurenci, kde maj́ı obě populace vzájemně špatný vliv na druhou,

• neutralismus, kde je vzájemný vztah neutrálńı,

• nebo velmi častý typ dravec-kořist, kde jedna populace prosṕıvá na úkor druhé.

4.2.1 Modely dravec-kořist

Označme (∆x)n počet kořist́ı narozených v časovém intervalu 〈t, t+ ∆t〉.

Předpokládáme-li úměru mezi (∆x)n, počtem kořist́ı x(t) v čase t, délkou časového intervalu

∆t a relativńı porodnost́ı k1 > 0, můžeme př́ır̊ustek populace kořisti vyjádřit jako:

(∆x)n = k1x(t)∆t. (4.11)

Dále označme (∆x)u počet kořist́ı ulovených počtem dravc̊u y(t) v časovém intervalu

〈t,∆t〉. Pak je (∆x)u úměrný délce intervalu ∆t, počtu vzájemných setkáńı jedinc̊u obou

druh̊u a pravděpodobnosti k2 > 0 setkáńı dravce s kořist́ı, které skonč́ı záhubou kořisti.

Potom (∆x)u můžeme zapsat do rovnosti jako:

(∆x)u = k2x(t)y(t)∆t. (4.12)
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Celkovou změnu stavu kořist́ı za dobu ∆t můžeme zapsat jako rozd́ıl:

∆x = (∆x)n − (∆x)u = k1x(t)∆t− k2x(t)y(t)∆t = ∆t(k1x(t)− k2x(t)y(t)). (4.13)

Obdobně předpokládejme úměru mezi počtem dravc̊u (∆y)n narozených za dobu ∆t,

počtem vzájemných setkáńı dravc̊u s kořist́ı, dobou ∆t a konstantou kp > 0, vyjadřuj́ıćı

účinnost přeměny biomasy kořisti na biomasu dravce. Konstantu k3 > 0 pak vyjádř́ıme

jako k2 · kp.

Pak můžeme zapsat rovnost:

(∆y)n = k3x(t)y(t)∆t. (4.14)

Stejným principem vyjádř́ıme úměru úbytku v populaci dravc̊u (∆y)u jako:

(∆y)u = k4y(t)∆t, (4.15)

kde y(t) je populace dravc̊u v čase t a k4 > 0 konstanta vyjadřuj́ıćı relativńı úmrtnost

dravc̊u.

Nyńı můžeme celkovou změnu v populaci dravc̊u vyjádřit vztahem:

∆y = (∆y)n − (∆y)u = k3x(t)y(t)∆t− k4y(t)∆t = ∆t(k3x(t)y(t)− k4y(t)) (4.16)

Pro limitńı př́ıpad ∆t→ 0 pak dostáváme obecný tvar rovnice dravec-kořist.

Definice 22. (Model dravec-kořist)

Model dravec-kořist obecně vyjadřujeme pomoćı systému diferenciálńıch rovnic ve tvaru:

x′(t) = k1x(t)− k2x(t)y(t) (4.17)

y′(t) = k3x(t)y(t)− k4y(t). (4.18)

Lze tedy vidět, že pokud je počet dravc̊u y(t) nulový, populace kořisti neomezeně roste,

jelikož předpokládáme, že konstanty k1, k2, k3, k4 jsou kladná č́ısla. Naopak pokud je nulový

počet kořisti x(t), hyne populace dravc̊u.
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4.2.1.1 Model dravec-kořist pomoćı diferenciálńıch rovnic se zpožděńım

U výše uvedené soustavy diferenciálńıch rovnic nyńı předpokládáme, že r̊ust populace

predátor̊u odpov́ıdá změnám počtu dravc̊u a kořisti se zpožděńım τ . Po přidáńı konstanty

K znač́ıćı kapacitu prostřed́ı dostáváme rovnice ve tvaru (viz [1]).

Definice 23. (Model dravec-kořist pomoćı diferenciálńıch rovnic se zpožděńım)

x′(t) = k1

(
1− x(t)

K

)
x(t)− k2x(t)y(t) (4.19)

y′(t) = k3x(t− τ)y(t− τ)− k4y(t). (4.20)

4.2.2 Model dravec-kořist, metoda krok̊u

V této části je uveden výpočet rovnic metody dravec-kořist analyticky pomoćı metody

krok̊u. V knize [1] je u výše zmı́něného tvaru rovnice poznamenáno, že metodou krok̊u

řešit lze.

Počátečńı podmı́nky jsou zjednodušeny. Ve výpočtu je tedy uvažováno: k1 = k2 = k3 =

k4 = 1, nav́ıc je zanedbán vliv kapacity prostřed́ı na kořist, tedy i celý výraz
(

1− x(t)
K

)
uvažujeme rovný 1.

Tedy dostáváme soustavu ve tvaru:

x′(t) = x(t)− x(t)y(t), (4.21)

y′(t) = x(t− τ)y(t− τ)− y(t). (4.22)

Dále uvažujeme konstantńı zpožděńı:

τ = 2

a počátečńı podmı́nky:

x(t) = 10, t ≤ 0, (4.23)

y(t) = 5, t ≤ 0. (4.24)
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Nyńı už následuje řešeńı pomoćı metody krok̊u:

1) t ∈ 〈0, 2〉:

y′1(t) = 10 · 5− y1 = 50− y1∫
1

50−y1dy =
∫

1dt

− ln |50− y1| = t+ c1, kde c1 ∈ R
Obecné řešeńı: y1 = ce−t + 50, c ∈ R
Počátečńı podmı́nka: y1(0) = 5 = c+ 50, z toho: c = −45

Partikulárńı řešeńı: y1(t) = −45e−t + 50.

y1(2) = −45e−2 + 50 = 43, 9 (zaokrouhleno).

x′1(t) = x1(t)− x1(t)(−45e−t + 50) = x1(1 + 45e−t − 50)∫
1
x1
dx =

∫
(1 + 45e−t − 50)dt

ln|x1| = −49t− 45e−t + c1, kde c1 ∈ R
Obecné řešeńı: x1 = ce−49t−45e

−t
, c ∈ R

Počátečńı podmı́nka: x1(0) = 10 = ce−45, z toho: c = 3, 49 · 1020 (zaokrouhleno).

Partikulárńı řešeńı: x1(t) = 3.49 · 1020e−49t−45e
−t

.

x1(2) = 34, 9e−98−45e
−2

= 2, 2 · 10−44 (zaokrouhleno).

2) t ∈ 〈2, 4〉:

y′2(t) = x2(t− 2)y2(t− 2)− y2(t) =

3.49 · 1020e−49t−45e
−t · (−45e−t + 50)− y2

Tuto rovnici neumı́me vyřešit analyticky.
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4.2.3 Model dravec-kořist a Wolfram Mathematica

V této části je uveden kód k výpočtu výše řešeného (zjednodušeného) tvaru modelu dravec-

kořist v softwaru Wolfram Mathematica. Celý kód viz obrázek 4.1.

Obrázek 4.1: Kód

Jednotlivé parametry jsou po spuštěńı programu nastavitelné pomoćı posuvných lǐst

v rámci definovaných meźı. Tedy např́ıklad pocetx vyjadřuj́ıćı počátečńı velikost

populace kořisti je na začátku nastaven na hodnotu počátečńı podmı́nky, tedy

pocetx = x(t) = 10, pro t ≤ 0, ale je možné pohybovat se v rozmeźı x(t) = 1 až x(t) = 20,

př́ıpadně nastavit jiné rozmeźı jednoduchou změnou kódu.
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Pro naš́ı volbu vstupńıch parametr̊u dostáváme graf viz obrázek 4.2.

Obrázek 4.2: Výsledek pro základńı nastaveńı parametr̊u na intervalu [0, 2]

Pro kontrolu vypočteného výsledku z části 4.2.2 je v obrázku 4.3 vykreslen výsledek metody

krok̊u.

Obrázek 4.3: Porovnáńı výsledk̊u
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Po zhlédnut́ı obrázku 4.3 bychom mohli váhat, zda tento model odpov́ıdá realitě, předevš́ım

zváž́ıme-li rostoućı populaci dravc̊u v době, kdy je kořist na pokraji vyhynut́ı. Můžeme

se tedy pod́ıvat na stejný vývoj bez zpožděńı τ , resp. s τ = 0, viz obrázek 4.4.

Obrázek 4.4: Výsledek pro základńı nastaveńı parametr̊u na intervalu [0, 2] bez zpožděńı τ

Pokud bychom vykreslili vývoj p̊uvodńıho modelu se zpožděńım i pro nedopočtený krok

t ∈ 〈2, 4〉, dostali bychom výsledek viz 4.5.

Obrázek 4.5: Výsledek pro základńı nastaveńı parametr̊u na intervalu [0, 4]

34



Po porovnáńı výsledk̊u z obrázk̊u 4.4 a 4.5 je viditelné, že po zavedeném zpožděńı rostla

populace dravc̊u déle, přestože již nebyl dostatek kořisti. Tato změna je zp̊usobena právě

zpožděńım τ , v tomto př́ıpadě s hodnotou τ = 2.

Program nám umožňuje sledovat vývoj do mnohem vyšš́ıch čas̊u, než jsme schopni vypoč́ı-

tat. Např́ıklad tedy můžeme pro p̊uvodńı nastaveńı parametr̊u zobrazit vývoj pro t = 0

až t = 60, viz obrázek 4.6.

Obrázek 4.6: Deľśı časový vývoj

Pro vysoké t (např. t = 167) při těchto vstupńıch parametrech vypisuje program chybo-

vou hlášku. Výpočet této soustavy diferenciálńıch rovnic se zpožděńım je pro vysoké časy

pro program Wolfram Mathematica náročný, tedy ani při jeho použit́ı nemůžeme očekávat

výsledky pro libovolné t. Pokud by šlo jen o několik málo hodnot, kdy program NDSolve

hláśı singularity v matici v pr̊uběhu numerického výpočtu, předpokládám, že by se tyto

hodnoty daly ošetřit např. použit́ım př́ıkazu WhenEvent a v těchto několika časech hodnotu

proměnných nevykreslit.

Opět by nás mohlo zaj́ımat, jak bude vypadat tento dlouhodoběǰśı vývoj pro nulové

zpožděńı a pro zpožděńı relativně velké.

Pro τ = 0 se nár̊ust a vymı́ráńı populaćı značně zrychluje. Tento cyklus se na stejném

časovém intervalu t ∈ [0, 60] odehraje dokonce tři a p̊ulkrát. Vývoj pro τ = 0 je vykreslen

na obrázku 4.7.
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Pro τ = 20 je nár̊ust a vymı́ráńı populaćı naopak výrazně zpomaleno. Vývoj pro τ = 20

je vykreslen na obrázku 4.8.

Obrázek 4.7: Deľśı časový vývoj pro τ = 0

Obrázek 4.8: Deľśı časový vývoj pro τ = 20

Tento model jistě neodpov́ıdá realitě, uváž́ıme-li nekonečné velikosti populaćı zachycené

na obrázku 4.6. Toto je dáno zjednodušeńım modelu a zanedbanou kapacitou prostřed́ı.

Pokud se vrát́ıme k p̊uvodńı soustavě rovnic (4.19), můžeme kód (viz obrázek 4.1) upravit

do podoby viz obrázek 4.9.
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Obrázek 4.9: Kód s kapacitou prostřed́ı

Hodnoty p̊uvodńıch parametr̊u tedy z̊ustaly stejné: k1 = k2 = k3 = k4 = 1, τ = 2,

pocetx = 10 pocety = 5. Vložili jsme ale zpět výraz
(

1− x(t)
K

)
, tedy kapacita prostřed́ı

neńı zanedbána. Proměnná K je v kódu kv̊uli interńım pravidl̊um softwaru značena c

a je nastavena na hodnotu c = 60. Obrázek 4.10 zachycuje model pro toto nastaveńı

parametr̊u se započ́ıtanou kapacitou prostřed́ı. V porovnáńı s obrázkem 4.6 tento model

zachycuje realitu o poznáńı lépe.

Obrázek 4.10: Model se započtenou kapacitou prostřed́ı
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Závěr

Ćılem této práce bylo popsat diferenciálńı rovnice se zpožděńım, čemuž byla detailně

věnována prvńı kapitola od představeńı zpožděńı v r̊uzných podobách po odvozeńı a defi-

nováńı pojmů systém diferenciálńıch rovnic se zpožděńım, počátečńı podmı́nka a počátečńı

úloha pro systém diferenciálńıch rovnic se zpožděńım. Zároveň byl v této kapitole splněn

požadavek na uvedeńı biologických model̊u popsaných pomoćı diferenciálńıch rovnic nebo

jejich soustav. Detailněji popsané modely včetně odvozeńı byly následně uvedeny ve čtvrté

kapitole.

Daľśım ćılem práce bylo popsáńı teorie existence řešeńı úloh se zpožděńım. Této proble-

matice byla věnována kapitola druhá, kde byly definovány podmı́nky existence a jedno-

značnosti řešeńı pro sytém diferenciálńıch rovnic se zpožděńım.

Ve třet́ı kapitole byly sepsány poznatky o řešeńı diferenciálńıch rovnic s konstantńım

zpožděńım. Byly zde nast́ıněny dvě metody, Metoda krok̊u a Laplaceova transformace,

spoč́ıvaj́ıćı v (lokálńı) transformaci diferenciálńı rovnice se zpožděńım na obyčejnou dife-

renciálńı rovnici. Zároveň zde byly představeny př́ıklady řešené odpov́ıdaj́ıćı metodou.

Posledńı kapitola otevřela téma modelováńı vývoje populaćı. Jsou zde odvozeny modely

vývoje jednodruhové a dvoudruhové populace. U dvoudruhových populaćı byly uvedeny

základńı typy vzájemné interakce, z nichž byl detailněji zkoumán vztah dravec-kořist.

Pro tento model byl proveden výpočet metodou krok̊u. Následně byl splněn posledńı

z ćıl̊u, řešeńı př́ıkladu pomoćı poč́ıtače. Pro stejný model byl sepsán kód v softwaru

Wolfram Mathematica, který umožňuje (pomoćı posuvných lǐst) měnit nastaveńı kon-

stant a počátečńıch podmı́nek v definovaném rozsahu. Výsledky výpočtu metodou krok̊u

se pro stejná počátečńı nastaveńı s výsledkem software shoduj́ı. Nav́ıc je sepsaný program

vhodný pro výpočty dlouhodoběǰśıho vývoje.

Vhodným rozš́ı̌reńım této práce by bylo zkoumáńı daľśıch metod pro řešeńı diferenciálńıch

rovnic se zpožděńım, př́ıpadně hlubš́ı pr̊uzkum uvedených reálných model̊u v prvńı kapitole

práce. Kód ve čtvrté kapitole by mohl být velmi jednoduše upraven pro jiné hodnoty, či je-

jich větš́ı rozmeźı, i pro kompletně jiné modely. Dále by bylo možné dodat k práci historická

data týkaj́ıćı se uvedených model̊u a celé discipĺıny diferenciálńıch rovnic se zpožděńım.
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