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Abstrakt

Tato prace se zabyva L(2, 1)-ohodnocenim grafii a zkouméa horni a dolni mez pro
¢islo A\a ;1. Toto ¢islo symbolizuje minimalni rozpéti L(2, 1)-ohodnoceni, kterym lze
dany graf ohodnotit. Prace shrnuje znamé vysledky v oblasti zéakladnich tiid grafi,
rovinnych grafii, produkti grafd, cirkulac¢nich grafi, Kneserovych grafti, podroz-
déleni grafti, zobecnénych Petersenovych grafli, prisem a regularnich siti. V podka-
pitole 3.5.1 jsou uvedeny vlastni vysledky tykajici se hledani horni hranice ¢i pfesné
hodnoty As; pro nékteré cirkulacni grafy, které vylepsuji doposud znamou obec-
nou horni mez. V podkapitole 3.9 jsou dokdzany horni meze pro Ay ; Kartézského

produktu nekonecnych regularnich siti a nekonecné cesty.



Abstract

This thesis deals with a L(2,1)-labelling of graphs and studies upper and lower
bounds on the number A;;. The number )\y; denotes the minimum spread of a
L(2,1)-labellings of a given graph. The thesis summarizes known results on the
number Ay ; of basic graphs classes, planar graphs, Cartesian products of graphs,
circular graphs, Kneser graphs, subdivisions of graphs, generalized Petersen graphs,
prisms and regular grids. In Paragraph 3.5.1, some new upper bounds or exact values
on Ay for some circular graphs are shown. These bounds improve a previously known
general bound. In Paragraph 3.9, we also prove some upper bounds for Cartesian

products of infinite regular grids and the infinite path.
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1 Uvod

Pojmem L(2, 1)-ohodnoceni grafti minime pfifazeni nezapornych hodnot vrcho-
lim grafu G tak, aby se hodnoty sousednich vrcholt lisily alespon o 2 a hodnoty
na vrcholech ve vzdalenosti 2 ligily alespon o jedna. Obecnéji feceno, L(dy, ..., dx)-
ohodnoceni je pfirazeni nezapornych hodnot vrcholim tak, Ze hodnoty na vrcholech
ve vzdalenosti i, 1 = 1,...,k, se lisl minimalné o d;. Maximalni hodnota pouzita
v ohodnoceni grafu je nazyvana ,rozpéti“ a cilem je minimalizovat takovéto rozpéti.
Pro pfipad L(2,1)-ohodnoceni je minimalni rozpéti znaceno ¢islem g1 (G).

Jednou z tloh, kterou lze Fesit pomoci L(2,1)-ohodnoceni grafii, je naptiklad
problém prifazovani frekvenci k radiovym vysilaciim na riiznych mistech tak, aniz by
se zpuisobovalo vzajemné ruseni. Tento problém byl nejprve formulovan jako problém
barveni grafu (Hale, [16]). F. S. Roberts poté v soukromém dopise J. R. Griggsovi
navrhl obménu na problém piitazovani kmitocti, ve kterém ,blizké" vysilace musi
prijimat rozdilné kmitocty a ,velmi blizké“ vysilace musi prijimat kmitocty, které
jsou od sebe vzdalené alespon dva kmitocty. Kdyz tento problém pfelozime do teorie
grafl, tak vysilace jsou zastoupeny vrcholy grafu; vrcholy jsou si ,,velmi blizké*, kdyz

spolu sousedi a ,blizké*, kdyz je jejich vzdélenost v grafu 2 (Griggs, [15]).

2 Definice pojmi

V této podkapitole uvedeme nékteré pojmy a znaceni z teorie grafii, které budeme
v praci pouzivat. Dalsi znaceni je prevzato predevsim z [10], kde 1ze nalézt i zdkladni
definice z oblasti teorie grafi.

V této praci se zabyvame tzv. prostymi grafy, tedy grafy bez smycek a nasob-
nych hran. V grafu G pouzivame znaceni V(G) pro mnozinu vrcholt a H(G) pro
mnozinu hran. Hranu mezi vrcholy x a y zapisujeme zy. Pro maximalni stupen grafu
G uzivame symbol A(G). Délkou cesty rozumime pocet hran cesty. Vzdalenost dvou
vrcholt z,y v grafu G znacime distg(z,y) a rozumime ji délku nejkratsi cesty mezi
vrcholy x a y. Primér grafu je maximalni vzdéalenost dvou vrcholta v grafu G. Dél-
kou kruznice rozumime pocet hran kruznice. Obvod grafu g(G) je délka nejkratsi
kruznice v grafu GG. Chromatické ¢islo x(G) grafu G je minimalni pocet barev, kte-
rych je potreba k obarveni grafu tak, aby kazdé dva vrcholy spojené hranou mély
ruzné barvy. Podgraf grafu G indukovany mnozinou S, S C V(G), zna¢ime G[S].

Perfektnim parovanim rozumime 1-regularni faktor grafu G.



3 L(2,1)-ohodnoceni graft

Uvazujme L(2,1)-ohodnoceni grafu jako funkci f, kterd pfifazuje mnoziné vr-
choli V(G) hodnoty z NU {0} tak, Ze pro kazdou dvojici sousednich vrcholi z,y €
V(G) plati |f(z) — f(y)| > 2, a pro kazdou dvojici vrcholi x,y ve vzdélenosti
2 plati |f(z) — f(y)] > 1. Hlavnim tkolem je nalézt ¢islo A\o1(G), tedy nejmensi
¢islo m takové, ze L(2,1)-ohodnocujici funkce f nabyvd maximélni hodnoty m, tj.
m = max{f(v) : v € V(G)}. Ohodnoceni L(2,1) je specidlnim piipadem L(p,q)-
ohodnoceni, kde p=2a g =1.

3.1 Zakladni poznatky

Nejdrive uvedeme omezeni hledaného ¢isla A9 zdola. Pro vSechny grafy G plati,
ze A21(G) > A(G)+1. Nebot oznac¢ime-li vrchol s maximalnim stupném A(G) jako
a ohodnotime-li ho 0, potom zadny z A(G) jeho sousednich vrcholi nemize nabyvat
hodnoty 1, proto sousednim vrcholiim vrcholu x musi byt prifazeny navzajem rizné
hodnoty 2,3, ..., A(G)+1. Pro graf, ktery obsahuje vice vrcholii maximalniho stupné

a vrcholy s maximalnim stupném jsou sousedni plati nasledujici véta.

Véta 1 [15]. Pokud graf G obsahuje 3 vrcholy maximélniho stupné A > 2 a jeden

z nich je sousedni se dvéma ostatnimi, potom Ay 1(G) > A + 2.

Nyni budeme shora omezovat ¢islo A9 1, pro nékteré konkrétni t¥idy grafi piimo

urc¢ime jeho hodnotu. Pro kazdy graf G a jeho podgraf H plati nasledujici tvrzeni.

Lemma 2 [20]. Pro kazdy podgraf H grafu G plati, ze Ay 1(H) < A2 1(G).
Griggs a Yeh dokazali néasledujici hranici pro libovolny graf G.

Vé&ta 3 [15]. Necht' G je graf s maximalnim stupném A. Potom Ay 1(G) < A%+2A.

Téz se domnivali, ze plati nasledujici hypotéza, ktera je zatim prokazana napf.
pro grafy s priimérem 2, chordalni grafy, tj. pro grafy neobsahujici kruznici velikosti
alespon 4 jako indukovany podgraf, Kneserovy grafy a pro zobecnéné Petersenovy

grafy.

Hypotéza 4 [15]. Pro libovolny graf G s maximalnim stupném A > 2, je Ay 1(G) <
A2,

Jonas [22] zlepsil zminénou hranici dokdzanou Griggsem a Yehem (viz véta 3)
o0 4, tj. dokézal, ze A\ < A? + 2A — 4 pro grafy s maximalnim stupném A > 2. V
roce 1996 Chang and Kuo [20] snizili hranici na Ay ;(G) < A?+ A pro vSechny grafy



s maximalnim stupném A. V roce 2003 Kral a Skrekovski [25] dokézali opét snizit
horn{ hranici na Ay1(G) < A% + A — 1 pro vSechny grafy s maximalnim stupném

A > 2. A zatim nejlepsi znamad hranice je dokazana Goncalvesem v [14].

Véta 5 [14]. Pro vSechny grafy G s maximalnim stupném A > 3 plati Ay 1(G) <
A+ A -2,

3.2 Zakladni tF¥idy graft

Zakladnimi tfidami grafi rozumime napiiklad cesty, kruznice, stromy, hvézdy,
uplné grafy, uplné k-partitni grafy, kola, hyperkrychle nebo grafy s primeérem 2.
Problematikou L(2, 1)-ohodnoceni zékladnich tfid grafii se zabyvali predevsim Gri-
ggs a Yeh v ¢lanku [15].

Nejjednodussim takovym typem grafti jsou cesty a kruznice. Pro cesty P,, kde n
je pocet vrcholi a kruznice C,,, kde n je délka kruznice, dokazali Griggs a Yeh [15]

nasledujici hodnoty ¢isla Mg ;.

Tvrzeni 6 [15]. Necht P, je cesta na n vrcholech. Potom Ao 1(Py) = 0, Ay 1(P2) =
2, )\2,1(P3) = )\271(P4) = 3, a pron 2 5 je /\271(Pn) =4.

Tvrzeni 7 [15]. Necht C,, je kruznice délky n > 3. Potom A\2,(C,,) = 4.

Souvislé grafy bez kruznic se nazyvaji stromy.

Véta 8 [15]. Necht' T je strom s maximalnim stupném A > 1. Potom A1 (T') =
A + 1 nebo )\271<T) = A + 2.

Stromy délime na dva typy podle hodnoty Ao 1 (7). Na typ 1, kdy Ay 1(T) = A+1
a na typ 2, kdy Ao 1(7) = A + 2. Wang [39] nalezl tiidy stromi, které jsou typu 1

(viz nasledujici véta a jeji dusledek).

Véta 9 [39]. Pokud T je strom s maximalnim stupném A > 3 takovy, Ze pro
kazdou dvojici vrcholii s maximalnim stupném plati, ze jejich vzdalenost neni 1,2

ani 4, potom T' je typu 1.
Diusledek 10 [39]. Necht' T je strom s maximalnim stupném A > 3. Pokud:

a) strom T obsahuje pouze jeden vrchol s maximélnim stupném,

b) nebo je-li vzdéalenost kazdych dvou vrcholii s maximalnim stupném v T' vétsi

nebo rovna 5,



c) nebo je-li vzdalenost disty(z,y) = 0 (mod 3) pro kazdé dva vrcholy z,y s

maximalnim stupném v T,

potom strom T' je typu 1.

V nésledujici vété Wood [42] uvedl kritéria pro stromy s nejvyse 20 vrcholy
a maximalnim stupném A na zafazeni do skupiny typu 2. Poznamenejme, Ze v
obrazcich 1 — 7 je pouzito znaceni vrcholt: B ... vrchol stupné A — 2, e ... vrchol

stupné < A a A ... vrchol s maximalnim stupném.

Véta 11 [42]. Pro strom T na n < 20 vrcholech s maximalnim stupném A plati,

ze T je typu 2, pokud T obsahuje libovolnou z uvedenych struktur:

1) Strom T obsahuje cestu P3 jako indukovany podgraf na vrcholech s maximal-

nim stupném.

2) Strom T obsahuje jeden vrchol (ne maximalniho stupné) v takovy, Ze ma za

sousedy nejméné 3 vrcholy s maximalnim stupném.

3) Strom T obsahuje jeden vrchol maximalniho stupné A, ktery ma A —1 vrcholii

s maximalnim stupném A ve vzdalenosti praveé 2.

4) Strom T obsahuje jeden vrchol v stupné A — 2, ktery ma vSechny sousedni
vrcholy vy, vs, ..., va_9 stupné 3 a kazdy vrchol v;,1 < i < A — 2, je sousedni

s 2 riznymi vrcholy maximalniho stupné A (viz nasledujici obrazek 1).
v

U1 V2

Obrazek 1: Graf znazornujici strukturu 4).

5) Strom T' s A < 3 obsahuje 4 vrcholy s maximélnim stupném vy, vy, v, v4 tak,

Ze 1V, v3vy € H(T) a disty(ve,vs3) = 4 a disty(vi,v4) = 6 (viz obréazek 2).

A A o o o A A
U1 V2 U3 Uy

Obrazek 2: Graf znazornujici strukturu 5).



6) Strom T s A = 3 obsahuje jeden vrchol s maximalnim stupném v, takovy, zZe
ma tii odlisné vrcholy s maximalnim stupném ve vzdalenosti 4. Jinak Feceno,
v. je koncovym vrcholem 3 cest (takovych, ze pouze koncové vrcholy maji
maximéalni stuperi) délky 4. Popsana struktura je zndzornéna nasledujicim ob-

razkem 3.

U1 Ve U3

L.

Obrazek 3: Graf znazornujici strukturu 6).

7) Strom T s A = 3 obsahuje jeden vrchol v, s maximalnim stupném takovy, Ze
ma dva odlisné vrcholy s maximalnim stupném vy, v3 ve vzdalenosti 4 a jeden
vrchol s maximalnim stupném vy ve vzdalenosti 1 tak, ze vy nepatii do cesty

mezi v, a vq a ani do cesty mezi v. a vs (viz obrazek 4).

U1 Ve U3

AoooIoooA
Vg

Obrazek 4: Graf znazornujici strukturu 7).

8) Strom T s A = 3 obsahuje jeden vrchol s maximalnim stupném v, takovy,
ze ma dva odlisné vrcholy s maximalnim stupném vy a vs ve vzdalenosti 4,
kde kazdy z vrcholi ve,v3 ma za souseda jeden odlisny vrchol s maximalnim
stupném vy, vy tak, ze vzdalenost distr(v.,vy) = disty(ve, v4) = 5, viz obrazek
5.

V1 U2 Ve V3 U4
A A o o o A o o o A A

Obrazek 5: Graf zndzornujici strukturu 8).



9) StromT s A = 3 obsahuje vrchol s maximalnim stupném v, a vrcholy vy, ..., v4
s maximalnim stupném takové, Ze distr(v., ve) = 1, distr(ve, v1) = 2,

disty(ve, v3) = 5 a disty(ve, v4) = 7, viz obrazek 6.

U1 Ve U3 Uy
A ® I ® ® ® ° Y A ® A
(%

Obrazek 6: Graf znazornujici strukturu 9).

10) Strom T s A = 4 obsahuje 2 cesty délky 2 s koncovymi vrcholy maximélniho
stupné, jejichz vnitini vrcholy maji stupen 3 a jsou navzajem spojené hranou.

Nasledujici obrazek 7 ukazuje pravé zminénou strukturu.

Obrazek 7: Graf znazornujici strukturu 10).

Specidlnim pripadem stromt jsou hvézdy Ki,, kde je A(K;,) = n. Hvézdy
dosahuji nejmensi mozné horni hranice pro Ay j, tj. Ao1(K1,) =n+1=A(K;,)+1
(viz [15]). Ozna¢me vrchol s maximalnim stupném jako vrchol v a prifadme mu
hodnotu 0. Potom kazdy ze zbylych vrcholt je sousedem vrcholu v a tudiz nemizeme
v grafu K, pouzit hodnotu 1. Sousedni vrcholy vrcholu v ohodnotime rznymi
hodnotami 2,3,4,...,A + 1, nebot jsou navzajem ve vzdalenosti 2, tedy nemohou
mit stejné hodnoty.

Pro tplny graf K, na n vrcholech Yeh [43] dokazal, ze plati Ao 1 (K,) = 2(n—1).
V tplném grafu jsou kazdé dva vrcholy z,y € V(G) spojeny hranou, tj. jejich
vzdalenost je 1, proto se jejich hodnoty musi liSit minimalné o 2. Pro kazdy vrchol
plati, ze ma n — 1 sousedu (kazdy soused blokuje 2 hodnoty). Z toho plyne, Ze
A21(K,) > 2(n — 1). Ohodnotime-li vrcholy napi. 0,2,4,...,2(n — 1), dostaneme
L(2,1)-ohodnoceni grafu, proto Ae1(K,) =2(n — 1).

Nyni uvazujme uplny k-partitni graf. Graf G nazveme tplnym k-partitnim gra-
fem, jestlize lze mnozinu vrcholt V(G) rozdélit na k disjunktnich podmnozin tako-
vych, ze V(G) = X; U Xo U X3U...U X} a zadné dva vrcholy v X; nejsou spojeny

hranou a navic kazdy vrchol z X; sousedi v G se vSemi vrcholy z |JX;, j # i.



Znacime jej Ky, nyns...ne, kde n; = |X;|. Pro tyto grafy Griggs a Yeh [15] urcili

nasledujici hodnotu As ;.

Tvrzeni 12 [15]. Necht K, n,..n, je Uplny k-partitni graf a necht n = Zle n;,

kde n; € N. Potom AQ,l(Knl,ng,...,nk) =n++ k—2.

Nyni se zaméfime na grafy zvané kola. Spojime-li vSechny vrcholy kruznice s
jednim dalsim vrcholem, dostaneme graf W,, nazyvany kolo, kde n je pocet vrcholt
kruznice, tj. |V(W,)| = n + 1. Pro vySe zminénou tiidu graft Yeh [43] dokazal, ze
plati Ao (W3) = A1 (Wy) =6 a Aoy (W,) =n+1 pron > 5.

Dalsim zakladnim typem grafii jsou n-krychle (neboli n-rozmérné hyperkrychle).
Hyperkrychli (),, rozumime graf, jehoz vrcholy jsou popsany vsemi vektory o n
slozkach, které obsahuji hodnoty 0 a 1. Dva vrcholy @),, jsou spojeny hranou, lisi-li se
jejich vektory pravé v jedné slozce. Pro malé4 n urcili hodnoty As ; u n-krychli Griggs
a Yeh [15]. Dokazali, ze plati Ay 1(Q1) = 2, A21(Q2) = 4, X21(Q3) = 6,A21(Q4) =
7,221(Q5) = 8.

Pro n > 5 uréil spodni hranici Ay ;(Q,,) Jonas v [22]. Na néj navazali opét Griggs
a Yeh (viz [15]), ktefi se domnivali, Ze pro n > 5 A\21(Q,) = n + 3, ale shora se jim

povedlo omezit ¢islo Ay jen na 2n + 1.

Véta 13 [15, 22]. Méjme n-krychli @), kde n € N. Potom pro vSechna n > 5
plati, ze n +3 < X1 (Qn) < 2n+ 1.

Whittlesey zlepsil horni hranici jesté o jedna.
Véta 14 [41]. Pro vSechna n € N plati, ze \(Q,,) < 2n.

Nésledujici véta dava do souvislosti chromatické ¢islo grafu x s nami hledanym

Cislem )\271 .

Véta 15 [15]. Necht' G je graf nan vrcholech s chromatickym cislem x(G). Potom

Nyni uvedeme vysledek pro grafy, které maji primér 2. Primérem grafu rozu-
mime maximélni vzdalenost dvou vrcholi v grafu G a zna¢ime ho diam(G). Griggs
a Yeh [15] dokézali, Ze pro grafy s primérem 2 a maximalnim stupném A plati
A1 (G) < A2 tj. grafy s primérem 2 splituji Griggsovu a Yehovu hypotézu 4.

Dalsi specialni tiidou graft jsou grafy Cflk), skladajici se z k kruznic délky n,
které (vSechny) maji jeden spoleény vrchol. Pro & = 2 Vaida a Samir [38] dokazali

nasledujici vétu.

Véta 16 [38]. Necht n € N an > 3. Potom plati )\271(07(12)) = 5.



V &lanku [38] bylo rovng# dokézéano, e plati Ap1(CY) = 2k + 1. Napf. pro graf
pidtelstvi (tzv. Friendship graph, viz obrazek 8), kde F, = C¥, plati Ay (F)) =
2%k + 1.

Obrézek 8: Graf pratelstvi Fy, kde k =5 a Ao (Fy) = 11.

3.3 Rovinné grafy

Rekneme, Ze graf G lze ulozit do roviny, jestlize existuje néjaké jeho rovinné
nakresleni, tj. jestlize jej lze znazornit pomoci vrcholt a hran do roviny tak, ze
74dné dvé hrany nemaji spole¢ny vnitini bod. Rekneme, Ze G je rovinny, pokud ho
1ze ulozit do roviny. Jestlize je graf G uloZen do roviny, potom oblasti (¢asti roviny),
které jsou vymezeny hranami, se nazyvaji stény grafu GG. Poznamenejme Ze graf,
kde kazda sténa je tvorena trojuhelnikem, je triangulace.

Bella a spol. v [5] zkoumali rovinné grafy a ziskali nasledujici vysledky pro grafy
s maximalnim stupném A = 4, 5. Z ur¢enych hranic vyplyva, Ze je zde opét splnéna

Griggsova a Yehova hypotéza 4.

Véta 17 [5]. Pro kazdy rovinny graf G' s maximalnim stupném A = 4 je Ay 1(G) <
16.

Véta 18 [5]. Pro kazdy rovinny graf G s maximalnim stupném A =5 je Ay 1(G) <

25.

Shao a spol. [36] dokazali omezit ¢islo Ag;(G) pomoci hodnot danych néasobky

maximalniho stupné rovinnych grafi.

Véta 19 [36]. Necht G je graf s maximalnim stupném A(G), potom

10A, pokud G je rovinny,
A1(G) < 8A, pokud G je rovinny a zadné tii hrany netvoii trojihelnik.

12A, pokud G je toroidni (vrcholy jsou na torusu a hrany se nekiizi).



Jonas [22] pro rovinné grafy s maximalnim stupném A > 5 zlepsil zminénou
hranici rovinnych graft z véty 19. Dokazal, ze Ao 1(G) < 8A—13. Pozdé&ji Bodlaender
a spol. [6] opét zlepsili horni hranici Ay 1 (G) na 3A+28 a v roce 2003 van den Heuvel
and McGuinness [17] snizili horni mez pro Ao rovinnych grafti na 2A +34. Doposud
nejlepsi zndmy vysledek pochazi od autort Nolloy a Salavatipour, viz nasledujici

véta.
Véta 20 [31]. Pro kazdy rovinny graf G plati, Ze \»1(G) < 2A(G) 4 95.

Nyni uvedeme hranice pro nami hledané ¢islo Ay v pfipadé, Ze zname obvod
grafu G, tj. ¢islo g(G). Shao a spol. dokazali nasledujici vétu, kde je ¢islo Ao 1(G)
omezené velikosti obvodu ¢(G) a maximéalnim stupném A(G). A téz omezili ¢islo

A2,1 pouze pomoci maximalniho stupné za predpokladu, ze g(G) > 4 nebo g(G) > 6.

Véta 21 [36]. Necht G je rovinny graf s obvodem g a maximalnim stupném A.
Potom plati, ze Ay 1(G) < 2( 927921 - 1DA.

Dusledek 22 [36]. Pokud G je graf s obvodem g a maximalnim stupném A,
potom
6A, je-li g >4,
A21(G) < .
4A,  je-li g > 6.
Wangovi a Lihovi (viz [40]) se povedlo snizit horni mez Ay ;(G) z pfedchoziho
disledku pro nékteré hodnoty obvodu g. Lze si povSimnout, Ze se snizujicim poza-

davkem velikosti g roste hranice omezujici Ao (G).

Véta 23 [40]. Necht G je rovinny graf s maximalnim stupném A a obvodem g.

Potom
A+8, pokud g>T7,

Mi1(G) < ¢ A+15, pokud g > 6,
A+21, pokud g > 5.

Nyni uvedeme horni hranici ¢isla A\g; pro triangulaci rovinnych grafi, tj. rovin-

nych grafti, ve kterych je kazda sténa grafu tvofena trojihelnikem.

Véta 24 [6]. Pro kazdou triangulaci rovinnych grafii G plati A»1(G) < 3A(G)+22.



3.3.1 Vnéjskoveé rovinné grafy

Vnéjskove rovinné grafy jsou specialni podtfidou rovinnych graft. Jsou to grafy,
které maji rovinné nakresleni takové, ze vSechny vrcholy lezi na vnéjsi sténé. Jonas
ur¢il horni hranici Ay vnéjskové rovinnych grafii na 2A + 2 [22]. ZlepSeni dokézali

Bodlaender a spol. v nasledujici vété.
Véta 25 [7]. Necht G je vnéjskové rovinny graf. Potom Ay 1(G) < A(G) + 8.
Hranici nasledné zlepsili Calamoneri a Petreschi.

Véta 26 [9]. Necht G je vnéjskové rovinny graf s maximalnim stupném A. Pokud
A > 8, potom A1 (G) < A+ 2, jinak X\1(G) < 10.

Pro triangulaci vnéjskové rovinnych grafit dosdhneme nasledujici horni hranice

Cisla /\2’1 .

Véta 27 [7]. Necht G je triangulace vnéjskové rovinného grafu. Potom A\ 1(G) <
A(G) + 6.

Hranici opét nasledné zlepsili Calamoneri a Petreschi.

Véta 28 [9]. Necht G je triangulace vnéjskové rovinného grafu s maximalnim
stupném A. Pokud A > 8, potom Ay 1(G) < A+ 1, jinak \y1(G) < 9.

Vsimnéme si, ze pro triangulace vnéjskové rovinnych grafti s A > 8 plati nejnizsi
moznd hranice pro hodnotu Ag 1, tedy A\g1(G) = A + 1.

3.4 Produkty graft
3.4.1 Kartézské produkty grafu

Dalsi zajimavou skupinou graft jsou Kartézské produkty (resp. souciny) graft.
Me¢jme grafy G a Go, potom Kartézskym produktem téchto dvou grafti, znacenym
G10Gs, nazveme graf s mnozinou vrcholi V(G0G2) = {(u,v) : u € V(Gy),v €
V(G3)} a mnozinou hran H(G,0Gs) = {(u,z)(v,y) : (u=v A xy € H(G2)) nebo
(wv € H(G) Nz =y)}.

Nejjednodussimi grafy této skupiny jsou produkty dvou cest, kterymi se zabyvali

Whittlesey a spol..

Véta 29 [41]. Necht P,,00P, je Kartézsky produkt dvou cest a m,n > 2 znaci

prirozena cisla. Potom plati

5, pokud n=2am > 3,

X1 (P,0R,) =
2. ) { 6, pokud n,m > 3.
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Déle uvazujme Kartézsky produkt n cest. Whittlesey a spol. [41] ur¢ili nasledujici
hodnoty Ay ; téchto graft.

Véta 30 [41]. Necht' n > 2,m; > 3, pro vSechna 1 < i < n, kde i,m;,n € N, a
necht existuje index j takovy, Zze m; > 5 nebo existuje index k rizny od j takovy,
ze m; = my, = 4. Potom Ao (P, 0P,,,0...0P,, ) =2n+2.

Véta 31 [41]. Necht n > 2,m; > 3,m, = 2, pro vSechna 1 < i < n — 1, kde
i,m;,n € N, a necht existuje j takové, zem; > 4. Potom Ao 1 (P, 0F,,,0...0P,,, ) =
2n + 1.

Kartézskymi produkty C,,,[0P, se zabyvali Klavzar a Vesel ([24]). Dokazali urcit
hodnoty A2 ; pro vSechny hodnoty m > 3,n > 2.

Véta 32 [24]. Necht m,n € N am > 3. Potom plati:

(a)
5, pokud m =0 (mod 3),

6, v jiném pripadé.

A1 (C0P) = {

(b)
7, pokud m = 4 nebo 5,

, Vv jiném piipadé.

X1 (C0P3) = {
(c) Pron >4,

6, pokud m =0 (mod 7),

7, v jiném pripadé.

Aot (CyOP,) = {

Kuo a spol. [26] omezili hodnotu Ay ; Kartézského produktu dvou kruznic spodni
hranici a urcili nékteré hodnoty m,n, pro které je Ay; rovno této dolni hranici.

Poznamenejme, ze pro m > 3 a n > 3 plati, ze Ay 1(C,,,0C,,) > 6 podle véty 1.

Véta 33 [26]. Necht m,n € N, m > 3, n > 3. Potom plati \y;(C,,.0C,,) > 6.

Rovnost nastava, pravé kdyz m,n =0 (mod 7).

V ¢lanku [37] Schwarz a Troxell uréili jednak horni mez, tj. Ao 1(C,,00C,) < 8, a

zéaroven pfesnou hodnotu hledaného ¢isla Ay 1 (C,,00C),) v zévislosti na m, n.
Véta 34 [37]. Necht m,n € N, m > 3, n > 3. Potom plati:

6, pokud m,n =0 (mod 7),
A1 (CL0C,) = 8, pokud m,n € A,

7, v jiném pripadé,
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kde A = {{3,i} : i > 3 liché, neboi = 4,10} U {{5,7} : i = 5,6,9,10,13,17} U
{{6,7},{6,11},{7,9},{9,10}}.

Georges a spol. v ¢lanku [13] uréili hodnotu A,y Kartézského produktu dvou
uplnych grafa K, a K,.

Véta 35 [13]. Necht m,n € N am > 2,n > 2. Potom

4 kud m=n=2

mn — 1, v jiném pripadé.

3.4.2 Korony

Nyni se budeme zabyvat ¢islem Ay ; pro korony nékterych zakladnich grafi. Necht
V(Gy) = {ug,u1y ..., Up,—1} a V(Ga) = {vo,v1,...,0n,-1}. Potom koronou grafi G,
a G2, znafenou G; o Gy, je graf s mnozinou vrcholi V(G o Go) = V(Gy) U {v;; :
0<i<n;—1,0<j<mny—1}asmnozinou hran H(G;0Gs) = H(G1) U{v; j,v;, :
Vi, Vg, € H(Go) Yo' U{uvij 0 0 < j < n—1}5" (definice je prevzata z ¢lanku
[32]). Priklad korony dvou cest P, o P, je na obrazek 9.

e TTTT

Obrazek 9: P, (vlevo), P, (uprostted), korona P o P, (vpravo)

Murugan v [32] se zabyval ¢islem Ay; na koronach zakladnich tiid grafi a pro
korony vsech déle uvedenych graf plati Ay 1(G) = A + 2.

Véta 36 [32]. Necht m,n € N. Potom pro koronu P,, o P,, m,n > 5, plati
MPpoP,)=n+4=A+2.

Véta 37 [32]. Necht m,n € N. Potom pro koronu P,, o C,,, m > 5 n > 6, plati
AMPpoCy)=n+4=A+2.

Véta 38 [32]. Necht m,n € N. Potom pro koronu P,, o K, ,, m > 5 n > 3, plati
AMPpoKi,)=n+5=A+2.

Véta 39 [32]. Necht m,n € N. Potom pro koronu F,, o W,,, m > 5,n > 6, plati
AMPpoW,)=n+4=A+2.

12



3.5 Cirkula¢ni grafy

Cirkulac¢ni graf C'(n, m) je graf s mnozinou vrcholt {vg, vy, vs, ..., v,_1} a mnozi-
nou hran {v;v;11, ViVirm, kdei = 0,1,...,n — 1}, kde m,n jsou kladné celd cisla
spliiujici 2 < m < |n/2] a indexy jsou modulo n. Pokud n = 2m, potom C'(2m,m)
je 3-regularni graf a dle véty 1 je A\o1(C'(n,m)) > 5. V ostatnich p¥ipadech jsou
C(n,m) 4-regularni, tedy Ao ;(C(n,m)) > 6 podle véty 1. Poznamenejme, ze pro
m > n/2 by C(n,m) = C(n,n —m). Definice je pfevzata z ¢lanku [29].

Nejprve se budeme zabyvat horni hranici pro cirkulaéni grafy C(2m,m). Po-
kud m = 2, potom C(4,2) je uplny graf K4y a vime, Zze pro uplné grafy plati
M1(K,) = 2(n — 1), proto A21(C(4,2)) = 6 (viz [29]). Pokud m = 3, potom
C(6,3) je uplny bipartitni graf K5 3. Pro Gplné bipartitni grafy na n vrcholech plati
M1 (K, ny) =n+2—2, proto A(C(6,3)) =6 (viz [29]). Je-li m = 4, potom C(8,4)
je graf, kde kazdé dva vrcholy jsou od sebe ve vzdalenosti nejvyse 2, tj. vime, ze
A(C(8,4)) < 32 (plati pro grafy s priimérem 2 - viz [15]). Rovnéz vime, Ze Zadné dva
vrcholy nemohou byt ohodnoceny stejnou hodnotou, proto A(C'(8,4)) > 7 (viz [29]).
Definujme nyni ohodnoceni (viz [29]) C'(8,4) nasledujici funkei f: f(v;) = 3i (mod 8)
proi=0,1,2...,7. Potom f je L(2,1)-ohodnocujici funkce grafu C(8,4), coZ zna-
mend, ze \y1(C(8,4)) = 7. Pro m > 5 autofi Ma a spol. dokazali nésledujici vy-
sledky.

Véta 40 [29]. Necht m > 5 je piirozené cislo. Potom \(C(2m,m)) = 6.

Véta 41 [29]. Necht' k > 3 am > 3 jsou pfirozena ¢isla. Potom Ay 1(C'(km,m)) <
9.

Véta 42 [29]. Pro cirkulacni grafy s m > 3, k > 2al < s < m— 1, kde
m, k,s € N, plati Ay 1 (C(km + s,m)) < 15.

Nyni se budeme zabyvat cirkula¢nimi grafy C(n,2). Je-li n = 5, potom C(5,2)
je uplny graf K5 a A(C(5,2)) = 8. Necht n = 6. V ¢lanku [29] bylo uvedeno, ze
uplatnénim véty 40 ziskdme Ay 1(C(4,2)) = A21(C(6,2)) = 6. Ale toto tvrzeni neni
spravné, jelikoz pfi ohodnocovani grafu, ktery ma 6 vrcholi (kazdy vrchol ma 4
sousedni vrcholy) bychom museli pouzit 3 po sobé jdouci hodnoty a to nelze. Proto
A21(C(6,2)) > 6. Ohodnotme vrcholy {vy,...,vs} poporadé {0,7,4,1,6,3}, dosta-
neme L(2, 1)-ohodnoceni grafu. Proto A2 1(C(6,2)) = 7. Nyni se podivejme na ptipad
sn>T.
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Véta 43 [29]. Nechtn € N an > 7. Potom plati

6, pokud n =0 (mod 7),
A1(C(n,2)) = 7, pokud n#0 (mod 7)an+#9,10,11 a 17,
8, pokud n=9,10,11,17.

Nyni se podivame na ¢islo Ao ; u nékterych specidlnich cirkulacnich graft. Ma a

spol. dokazali vysledky uvedené v nasledujicich vétach.

Véta 44 [29]. Pokud n =0 (mod 7), potom Ay 1(C(n,i)) =6, proi = 3,4, 5.

Véta 45 [29]. Necht m > 3 a k > 3 jsou pfirozena cisla. Potom plati:

7, pokudn =12k, m = 4,
X1(C(n,m)) =< 7, pokudn = 24k, m = 6,
7, kden=3km am=4 (mod 6),m #0 (mod 7).

Jiz bylo zminéno, ze grafy C'(2m,m) jsou 3-regularni, tj. A = 3. Ukézali jsme, Ze
pro vSechny grafy C'(2m,m) plati Ay 1(C'(2m,m)) <9 (= A?) (viz véta 40). Déle z
vét 41, 42 a 43 plyne, Ze pro vSechny 4-regularni cirkula¢ni grafy je Ao 1(C(n,m)) <
16 (= A?). To znamena, Ze cirkula¢ni grafy vyhovuji Griggsové a Yehové hypotéze
4.

3.5.1 Vlastni vysledky

Podivejme se na cirkulacni grafy C'(n,3). Z definice cirkula¢nich grafi vime, Ze
n>6 (n > 2m). Je-li n = 0 (mod 7), potom podle véty 44 je Ay ;(C(n,3)) = 6,
a je-li n = 3k, pak podle 41 je A\21(C(n,3)) < 9. V nésledujicich vétach uvadime

grafy, pro které se nam povedlo snizit hranice ¢isla A\y; z vét 41 nebo 42.

Véta 46. Necht k € N, k > 2. Potom A\, 1(C(5k, 3)) < 8.

Diikaz. Oznaéme vy, vy, . . ., vsp_1 po Ffadé vrcholy grafu C'(5k, 3). Graf C'(5k, 3) ohod-
notime repetitivné k krat posloupnosti ¢isel 0, 2, 4, 6, 8 (viz ohodnoceni grafu C(10, 3)
na obrazku 10b). Zvolme libovolné vrchol v;. S vrcholem v; jsou ve vzdélenosti nej-
vyse 2 vrcholy v;_g, Vi_4, Vi3, Vi_2, Vi_1,Vit1, Vita, Vir3, Vitrd, Vire. Mnozinu téchto vr-
cholt oznacime V5. Jelikoz v ohodnoceni jsou pouzita pouze suda ¢isla, neni potieba
délat rozdil mezi vrcholem ve vzdélenosti 1 a 2 (rtizné hodnoty se lisi vzdy alespori
0 2). Hodnota vrcholu v; je odlisna od hodnoty kazdého vrcholu z Vi5. Z vyuzivané

posloupnosti ¢isel délky 5 vyplyva, ze vrchol v; bude ohodnocen stejnou hodnotou
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jako vrcholy vy 5 (resp. v;_5), kde I € N, které maji od sebe vzdalenost 3. Specialné
pro k = 2 je v;_¢ = V14, Vi_5 = Vit5 & V4 = Uire (indexy u v; jsou modulo 10).
U grafii s k > 2, které maji vétsi pocet vrcholi, uz zadné dva z mnoziny V5 nejsou

totozné. Uvedené ohodnoceni je zfejmé L(2, 1)-ohodnocenim grafu C'(5k, 3). O
v7 Us 4 6
Vg Vg 2 8
Us Yo 0 0
(N (%] 8 2
U3 U2 6 4

(a) (b)

Obrazek 10: Neohodnoceny a ohodnoceny cirkula¢ni graf C'(10, 3).

Hodnota ¢isla Ay 1(C(8,3)) je omezena hodnotou 15 dle véty 42, nasledujici tvr-
zeni urc¢i pfesnou hodnotu hledaného ¢isla Ay ;.

Tvrzeni 47.  Necht G je cirkulacni graf C(8,3). Potom X\ 1(G) = 8.

Diikaz. Graf C(8,3) je pruméru 2 (viz obrazek 11a), tj. nelze v ohodnoceni pouzit
zaddnou stejnou hodnotu. Tedy A21(C(8,3)) > 7. Kdyby A21(C(8,3)) = 7, museli
bychom pouzit vSechny hodnoty 0,1,...,7. Zvolme vrchol v; a ohodnotime ho 4.
Potom jeho 4 sousedé maji nékteré z hodnot 0,1,2,6,7. Z této mnoziny musime
vybrat 4 hodnoty, tj. ur¢ité vybereme 2 nebo 6. Ohodnotime sousedy v; tak, ze
sousedni vrchol v;;; ma hodnotu 2 (resp. 6). V grafu nemuze existovat vrchol ohod-
noceny 3 (resp. 5), jelikoz v;1 ma v8echny neohodnocené vrcholy za sousedy. Tedy
A21(C(8,3)) > 7.

Vrcholy vy, vy, ...,v7 grafu C(8,3) lze ohodnotit napfiklad posloupnosti ¢isel
0,5,1,6,2,7,3,8 (viz obrazek 11b). Uvedené ohodnoceni je zfejmé L(2, 1)-ohodno-
cenim grafu C'(8, 3). O

Cislo A\21(C(3k,3)) <9, viz véta 41. Nésledujici véta zlepsuje zminénou hranici
pro k = 0 (mod 3), tj. A21(C(9%,3)) < 8. Pro k = 1 ukdZeme, Ze nastava rovnost
X21(C(9,3)) = 8.

Véta 48. Necht k € N a G je cirkulacni graf C(9k,3). Potom \21(G) < 8 a pro

k = 1 nastava rovnost.
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(a) (b)

Obréazek 11: Neohodnoceny a ohodnoceny cirkula¢ni graf C'(8, 3).

Diikaz. Necht k = 1. Graf G; = C(9,3) je praméru 2 (viz obrazek 12a), tedy
A21(G1) > 8. Vrcholy vy, vy, ...,vs grafu Gy lze napiiklad ohodnotit posloupnosti
Cisel 0,5,1,6,2,7,3,8,4, tj. A21(G1) = 8 (viz obrazek 12b). Necht k& > 2. Potom graf
C(9k, 3) ohodnotime k krat posloupnosti ¢isel (vzorem) pouzitou pro graf G (tj.
0,5,1,6,2,7,3,8,4). Vrchol v; mé za sousedy vrcholy v;_3,v;_1,v;11, V13, Mnozinu
téchto vrchol oznac¢ime V). Ve vzdalenosti 2 od vrcholu v; lezi vrcholy v;_g, v;_4,
Vi—2, Vit2, Vitd, Vite, jejich mnozinu oznac¢ime V5. Jelikoz pro ohodnoceni jsou pod-
statné vrcholy s rozdilem indext nejvyse 6, sta¢i zkontrolovat podminky L(2,1)-
ohodnoceni mezi 2 sousednimi kopiemi vzoru, ktery ma délku 9. Stejné hodnoty
maji vzdy vrcholy v; a vy, kde [ — I’ =0 (mod 9), tedy vrcholy ve vzdélenosti 2 ni-
kdy nebudou mit stejnou hodnotu. Pro vrcholy se sousednimi indexy a pro vrcholy
s indexy lisicimi se 0 3 - v; a v;43 (resp. v;_3) - vZdy plati, Ze jejich hodnoty maji
rozdil alespoii 2. Uvedené ohodnocenti je ziejmé L(2, 1)-ohodnocenim grafu C'(9k, 3).

O

Nyni se zaméfime na ohodnoceni grafi C'(11k, 3). Nasledujici véta omezi hodnotu

A1 7 vySe zminéné meze 15 (viz véta 42) na 10.

Véta 49. Necht k € N a G je cirkulacni graf C(11k,3). Potom X21(G) < 10 a

pro k = 1 nastava rovnost.

Diikaz. Necht k = 1. Graf G; = C(11,3) je praméru 2 (viz obrazek 13a), tedy
A21(G1) > 10. Vrcholy vy, vy, ..., v10 grafu G, lze napiiklad ohodnotit posloupnosti
Cisel 0,6,1,7,2,8, 3,9,4,10,5 (viz obrazek 13b). Necht k& > 2. Potom graf C'(11k, 3)
ohodnotime k krat posloupnosti ¢isel (vzorem) pouzitou pro graf G. Vrchol v; mé za
sousedy vrcholy v;_3,v;_1,v;11, vi13. Mnozinu téchto vrcholli ozna¢ime V). Ve vzda-

lenosti 2 od v; lezi vrcholy v;_g, v;_4, V;_2,Vito, Vitq, Vitg, jejich mnozinu oznacime
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Vo 0

(7 2

v3 (%) 6 1

(a) (b)

Obréazek 12: Neohodnoceny a ohodnoceny cirkula¢ni graf C'(9, 3).

V5. Jelikoz pro ohodnoceni jsou podstatné pouze vrcholy s rozdilem indext nejvyse
6, stac¢i zkontrolovat podminky L(2,1)-ohodnoceni mezi 2 sousednimi kopiemi uve-
deného vzoru. Vrcholy v, a vy maji vzdy stejné hodnoty, kde [ — " = 0 (mod 11),
tedy vrcholy ve vzdalenosti 2 nikdy nebudou mit stejnou hodnotu. Pro vrcholy v;
a viy1 (resp. v;—1) a pro vrcholy s indexy lisicimi se 0 3 - v; a v 3 (resp. v;_3) -
vzdy plati, ze jejich hodnoty maji rozdil alespon 2. Uvedené ohodnoceni je ziejmé

L(2,1)-ohodnocenim grafu C'(11k, 3). O
Ug 4
v Vg 9 10
V10 5
Vg 3
Vo 0
Us 8
U1 6
(] 2
Vg Vg 7 1
(a) (b)

Obréazek 13: Neohodnoceny a ohodnoceny cirkula¢ni graf C'(11, 3).

Uvazujme nyni cirkulacni grafy C'(n, 3) s n > 12. Poznamenejme, ze grafy C'(n, 3)
s n > 12 maji primér vétsi nez 2, tedy pro k£ = 1 v nasledujici vété jiz neziskame
pfesné hodnoty Ag;. Pro cirkula¢ni graf C'(12k,3) je horni mez 9 podle véty 41.
Dokéazeme, ze horni mez je 7, tj. A\a1(C(12k,3)) < 7. Pro graf C(13k,3) je opét
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snizena horni mez 15 z véty 42, dokazeme ze Ao 1(C(13k, 3)) < 9. Pro grafy C(14k, 3)
a C(15k, 3) nebyla nalezena zlepSeni a horni hranice ¢isla Ay ; plynou z predchozich
vét. Pro grafy C'(16k,3) a C(17k, 3) jsme opét snizili horni mez z véty 42. Vysledky
grafi C'(18k,3) plynou z jiz zminéné véty 48 pro graf C'(9k,3). Uvedené vysledky
pro graf C'(19k, 3) jsou opét zlepSenim véty 41 z horni hranice 15 na 7.

Véta 50. Necht' k € N. Potom plati: C'(12k,3) <7, C(13k,3) <9, C(16k,3) < 7,
C(17k,3) < 8 a C(19k,3) < 7.

Diikaz. Necht k = 1, potom vrcholy vy, v1,...,v,_1, kde n = 12,13,16,17 a 19 v

grafu C(n, 3) 1ze ohodnotit napf. nasledujicimi posloupnostmi:

e 0,3,6,2,5,0,4,7,2,6,1,4 (pro graf C'(12,3)),

0,2,5,3,6,0,7,1,4,2,5,7,9 (pro graf C(13,3)),

1,6,2,7,3,0,4,1,5,2,6,3,7,4,0,5 (pro graf C(16,3)),

0,4,7,2,6,0,4,8,2,6,1,5,0,3,7,2,5 (pro graf C(17,3)),

5,2,7,3,0,5,1,6,3,7,4,1,5,0,6,2,7,4,0 (pro graf C(19,3)).

Necht &£ > 2. Pro ohodnoceni grafti pouzijeme k krat kopie vySe uvedenych posloup-
nosti (vzori). Pro splnéni podminek sta¢i zkontrolovat pouze sousedni kopie vzort,

které spliiuji podminky L(2, 1)-ohodnoceni. O

Ze zminéného diikazu véty 50 lze vyvodit, ze pokud méame ohodnoceny cirkula¢ni
graf C'(n,3) s n > 12, potom lze stejnou posloupnosti ohodnotit graf C'(nk,3) tak,
ze pouzijeme k krat kopii posloupnosti.

Nyni se budeme zabyvat hranicemi Ao pro cirkula¢ni grafy C'(n,4). Pro n = 4k
(k > 3) urcuje horni hranici véta 41. Pro n = 7k urcuje horni hranici véta 44.
Podarilo se ndm zlepsit hranice cirkulacnich grafi pro n = 9k, 10k a 11k (k € N).
Grafy C'(9,4), C(10,4) a C(11,4) jsou priméru 2 a nasledujici véty pro né urcuji
pfesnou hodnotu ¢isla Ag ;.

Véta 51. Necht k € N a G je cirkulacni graf C(9k,4). Potom \21(G) < 8 a pro

k = 1 nastava rovnost.

Diikaz. Necht k = 1. Graf G; = (C(9,4) je pruméru 2 (viz obrazek 14a), proto
kazdému vrcholu musi byt pfifazena jind hodnota. Tedy Ao1(Gy) > 8. Vrcholy
Vo, VU1, . . ., Vg grafu G 1ze naptiklad ohodnotit posloupnosti ¢isel 0,5,1,6,2,7, 3,8, 4,
tj. A2.1(G1) = 8 (viz obrazek 14b). Necht k& > 2. Potom graf C'(9%,4) ohodnotime

k krat posloupnosti ¢isel (vzorem) pouzitou pro graf G. Vrchol v; ma za sousedy
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vrcholy v;_4, Vi1, Vi11, Virqa. Mnozinu téchto vrchold oznacime V;. Ve vzdalenosti
2 lezi od vrcholu v; vrcholy v;_g, v;_5,0;_3, Vi—2, Vito, Vit3, Virs, Vits, jejich mnozinu
oznacime V5. Jelikoz pro ohodnoceni jsou podstatné vrcholy s rozdilem indexii nej-
vyse 8, staci zkontrolovat podminky (2, 1)-ohodnoceni mezi 2 sousednimi kopiemi
uvedeného vzoru, ktery ma délku 9. Stejné hodnoty maji vzdy vrcholy v; a vy, kde
[ =1 =0 (mod9), tedy vrcholy ve vzdalenosti 2 nikdy nebudou mit stejnou hod-
notu. Pro vrcholy se sousednimi indexy a pro vrcholy s indexy liSicimi se o 4 -v;

a viyq (resp. v;_4) - vidy plati, Ze jejich hodnoty maji rozdil alespon 2. Uvedené

ohodnoceni je zfejmé L(2, 1)-ohodnocenim grafu C'(9k,4). O
Ve U7 3 8
Vg 4
Vs 7
Yo 0
Uy 2
Gl >
s U 0 1
(a) (b)

Obrazek 14: Neohodnoceny a ohodnoceny cirkula¢ni graf C'(9,4).

Véta 52. Necht' k € N a G je cirkulacni graf C(10k,4). Potom X\ 1(G) < 9 a pro

k = 1 nastava rovnost.

Diikaz. Necht k = 1. Graf G; = (C(10,4) je pruméru 2 (viz obrazek 15a), tedy
A2.1(G1) > 9. Vrcholy vg, vy, . . ., vg grafu G lze napiiklad ohodnotit posloupnosti ¢i-
sel 0,5,1,6,2,7,3,8,4,9, tj. \a1(G1) = 9 (viz obrazek 15a). Necht k > 2. Potom graf
C(10k, 4) ohodnotime k krat posloupnosti ¢isel (vzorem) pouzitou pro graf G;. Vr-
chol v; ma za sousedy vrcholy v;_4, v; 1, v;11,v;14. Mnozinu téchto vrcholt oznac¢ime
V;. Ve vzdalenosti 2 lezi od vrcholu v; vrcholy v;_g, v;_5,v;_3, V;_2, Vito, Vits, Vits, Vits.
Mnozinu téchto vrcholti oznac¢ime V5. Jelikoz pro ohodnoceni jsou podstatné vr-
choly do vzdalenosti 8, staci zkontrolovat podminky L(2, 1)-ohodnoceni mezi 2 sou-
sednimi kopiemi uvedeného vzoru. Stejné hodnoty maji vzdy vrcholy v; a vy, kde
[ —1I'=0 (mod 10), tedy vrcholy ve vzdalenosti 2 nikdy nebudou mit stejnou hod-
notu. Pro vrcholy s indexy lisicimi se o 1 - v; a v;1 (resp. v;_1) - a pro vrcholy s
indexy lisicimi se 0 4 - v; a v; 44 (resp. v;_4) - vZdy plati, Ze jejich hodnoty maji rozdil
alesponi 2. Uvedené ohodnoceni je ziejmé L(2, 1)-ohodnocenim grafu C'(10k,4). O
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U7 vs 8 4

Vg Vg 3 9

Us Vo 7 0

(1 U1 2 5

U3 () 6 1

(a) (b)

Obréazek 15: Neohodnoceny a ohodnoceny cirkula¢ni graf C'(10,4).

Véta 53. Necht k € N a G je cirkulacni graf C(11k,4). Potom X21(G) < 10 a

pro k = 1 nastava rovnost.

Diikaz. Necht k = 1. Graf G; = C(11,4) je praméru 2 (viz obrazek 16a), tedy
A21(G1) > 10. Vrcholy vy, vy, ..., v10 grafu G, lze napiiklad ohodnotit posloupnosti
¢isel 0,6,1,7,2,8,3,9,4,10,5, tj. Ao1(G1) = 10 (viz obrazek 16a). Necht k£ > 2.
Potom graf C(11k,4) ohodnotime k krat posloupnosti ¢isel (vzorem) pouzitou pro
graf GG;. Vrchol v; ma za sousedy vrcholy v; 4, v;_1, V11, Virq. Mnozinu téchto vrcholi
oznacime V;. Ve vzdalenosti 2 lezi od vrcholu v; vrcholy v;_g, v;_5, v;_3, V;_2, Viio, Vii3,
Vits, Virs, jejich mnozinu oznacime V5. Jelikoz pro ohodnoceni jsou podstatné vr-
choly do vzdalenosti 8, staci zkontrolovat podminky L(2, 1)-ohodnoceni mezi 2 sou-
sednimi kopiemi uvedeného vzoru. Stejné hodnoty maji vzdy vrcholy v; a vy, kde
[ —1I'=0 (mod 11), tedy vrcholy ve vzdalenosti 2 nikdy nebudou mit stejnou hod-
notu. Pro vrcholy se sousednimi indexy a pro vrcholy s indexy lisicimi se o 4 - v;
a vi1q (resp. v;_4) - vzdy plati, ze jejich hodnoty maji rozdil alesponn 2. Uvedené
ohodnoceni je zfejmé L(2, 1)-ohodnocenim grafu C'(11k,4). O

Horni mez &isla Ay pro grafy C(12,4) je jiz zahrnuta ve vété 41. Dale se po-
divdme na cirkulacni grafy C(n,4) a C(kn,4) kde n = 13,15,16,17,19 a k € N.
Konkrétné pro n = 16, tj. pro grafy C'(16k,4) se povedlo snizit horni hranici uvede-
nou ve vété 41. Vysledky pro grafy C'(14k,4) a C'(18k,4) jsou jiz zahrnuty ve vyse

zminénych vétach 44 a 51. Dané vysledky se jiz dale nepovedlo zlepsit.

Véta 54. Necht k € N. Potom plati: C(13k,4) < 8, C(15k,4) <9, C(16k,4) < 7,
C(17k,4) < 10 a C(19%, 4) < 10.
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V10 5
Vg 3
Vo 0
Vs 8
(%1 6
V4 2

U3

(a) (b)

Obrazek 16: Nehodnoceny a ohodnoceny cirkula¢ni graf C'(11,4).

Dikaz. Necht k = 1, potom vrcholy vg,v1,...,v,_1, kde n = 13,15,16,17 a 19 v

grafu C(n,4) lze ohodnotit napf. nasledujicimi posloupnostmi:

e 0,6,8,1,7,2,0,6,3,8,4,2,5 (pro graf C(13,4)),

0,5,1,6,2,7,3,8,4,0,5,1,6,2,7,3,8,4,9 (pro graf C(15,4)),

0,4,1,5,2,6,3,7,4,0,5,1,6,2,7,3 (pro graf C(16,4)),

0,4,1,5,2,6,3,0,4,9,5,10,1,7,2,6,3 (pro graf C(17,4)),

0,3,5,7,4,6,9,0,2,10,1,3,5,0,4,6,1,8,2 (pro graf C(19,4)).

Necht k& > 2. Pro ohodnoceni grafii pouzijeme k krat kopie vyse uvedenych posloup-
nosti (vzoru). Pro splnéni podminek stacéi zkontrolovat pouze sousedni kopie vzort
a ty spliiuji podminky (2, 1)-ohodnoceni. O

3.6 Kneserovy grafy

Kneseriv graf K(a,b) je graf, jehoz vrcholy tvoii neusporadané b-tice z a prvki.
Hrany jsou pouze mezi disjunktnimi b-ticemi. Graf K(a, 1) je tplny graf K, na a
vrcholech. Petersentiv graf je Knesertiv graf K (5,2). Pro piipad a < 2b by graf nemél
zadnou hranu, budeme proto uvazovat a > 2b. Poznamenejme, ze pro Kneserovy
grafy plati A(K(a,b)) = (“;b). Obecnymi Kneserovy grafy K (a,b) se zabyval Shao
a spol. a dokazali nasledujici vétu.

Véta 55 [35]. Necht a,b € N a b > 2. Potom pro Kneseriiv graf K(a,b) plati
X1 (K (a,b)) < (§) — 1 a rovnost nastdvé pro a > 3b — 1.
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Kang [23] se zabyval Kneserovymi grafy K (2b+1,b) (tj. pro a = 2b+1). Dokéazal,
ze Ao1(K(2b+ 1,b) < 4b+ 2. Pokud a > 3b — 1, potom se jedna o graf s primérem
2 (viz [35]), pro které vime, ze plati Griggsova a Yehova hypotéza 4. Nyni uvedeme
v nésledujici vété (v poslednich tfech bodech) vysledky pro 2b < a < 3b—1 .

Véta 56 [35]. Necht G je Knesertiv graf K(a,b) s maximalnim stupném A > 2 a
a,b € N. Potom

(= (4)—1<A?—44A, pokuda>3b—1ab>3,

:(Z)—1<A2—3.5A, pokuda >3b—1ab=2,

=9=A? pokuda=3b—1ab=2,
<A? = A(D(1 = (22)*?) = 1)+ b < A%, pokud 2b+2 < a < 3b—2,

<A?-2 pokuda=2b+1ab>3,
= 2, pokud a = 2b.

A1(G)

\

Pomoci predchozich zjisténi a véty 56 jsme schopni tvrdit, Ze pro vSsechny Kne-

serovy grafy plati Griggsova a Yehova hypotéza 4.

3.7 Podrozdéleni grafu

Necht mame funkci h : H(G) — N. Potom Gy znaci h-podrozdéleny graf,
ktery vznikne nahrazenim kazdé hrany uv ptuvodniho grafu G cestou délky h. Pokud
h(e) = ¢, pro vSechna e € H(G) (tj. pokud vSechny hrany nahradime stejné dlouhou
cestou) budeme pouzivat znaceni G misto G(,). Poznamenejme, Ze Gy = G a
G(2) je graf, ktery ziskdme pfidanim vZdy jednoho vrcholu do kazdé hrany.

Nechtf ¢ = 2. Potom Whittlesey a spol. dokazali nasledujici véty.

Véta 57 [41]. Pro vsechny grafy G s maximalnim stupném A plati, Ze Xy 1(G(2)) <
2A + 1.

Véta 58 [41]. Necht k > 1. Je-li G je k-regularni, potom plati A1 (G (2)) > k + 2.
Véta 59 [41]. Pokud G je k-regularni bipartitni graf, kde k > 1, potom Ay 1(G(2)) =
k+ 2.

Nyni se budeme zabyvat ohodnocenim graféi G(3). Lu dokézal shora omezit ¢islo

Ag2,1 nésledujici vétou.

Véta 60 [27]. Pro libovolny graf G' s maximalnim stupném A je Ay 1 (G(3)) < A+4.
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Téz vyslovil domnénku o horni hranici grafi G|s).

Hypotéza 61 [27]. Necht' G je graf s maximalnim stupném A, potom Ay 1(G (3)) <
A+2.

Nasledujici tvrzeni urcuje hodnotu ¢isla Ay ; pro grafy s maximalnim stupném

grafu A(G) =1,2.

Tvrzeni 62 [19]. Pokud G je graf s maximalnim stupném A < 2, potom

3, pokud A=1(tj.3=A+2),
A(G(B>)={ ( )

4, pokud A =2 (tj.4=A+2).

Lin a Lu [28] dokazali zlepsit horni hranici Ao 1 pro graf G(sy, A(G(3)) < A(G)+3.
Chang a spol. dokazali jesté vice omezit ¢islo Ay za predpokladu A(G) > 4.

Véta 63 [19]. Necht G je graf s A(G) > 4, potom Ay 1(G3)) = A(G) + 1.

Poznamenejme, Ze zminéné véty 62 a 63 koresponduji s Luovou hypotézu 61, tj.
ukazali, Ze tato hypotéza je splnéna pro grafy Gy s A(G) = 1,2 a A(G) > 4. Pro
A(G) > 4 je ohodnoceni grafti G 3y dokonce nejnizsi mozné (jelikoz pfidanim vrcholi
do hran nezvysime stupen grafu (s vyjimkou grafu P), tj. A(G) = A(G3))). Nyni se
budeme zabyvat omezenim ¢isla A9 ; u grafii s maximalnim stupném 3. Pfipometime,
ze G[S] znadi podgraf grafu G indukovany mnozinou S, S C V(G). Chang a spol.
dokézali nésledujici vétu, kde perfektnim parovanim rozumime 1-regularni faktor

grafu GG. Poznamenejme, Ze tato véta potvrzuje zminovanou hypotézu 61.

Véta 64 [19]. Pokud G je 3-regularni, potom My1(G3)) = 4 v piipadé, ze lze
mnozinu V (G) rozdélit na dvé mnoziny S; a Sy takové, Ze |S1| = |Ss|, a M = {uv :
w € H(G),u € S1,v € Sy} je perfektni parovani v G.

Nyni budeme uvazovat obecnéjsi pripady, kdy ¢ > 4.
Véta 65 [27]. Necht G je graf. Potom plati M\y1(G(e)) < A(G) + 2, kde ¢ > 4.
Pro grafy G () plati nasledujici véta.

Véta 66 [19]. Necht G je graf s maximalnim stupném A a funkci h : H(G) — N.
Potom Ay (Gny) = A+ 1, jeli A > 5,h(e) > 3,Ve € H(G) nebo A > 4,h(e) >
4,Ye € H(G).

Pro grafy popsané vysSe uvedenou vétou 66 plati \y;(G) = A(G) + 1, coz je
nejnizsi mozna hranice pro L(2, 1)-ohodnoceni grafi.
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3.8 Zobecnéné Petersenovy grafy a prismy

Specialni tiidou 3-regularnich grafii jsou zobecnéné Petersenovy grafy a prismy.
Meéjme 3-regularni graf G na 2n vrcholech, kde n > 3, potom tento graf nazveme
zobecnénym Petersenovym grafem a znac¢ime jej GPG(n), pokud G obsahuje 2 dis-

junktni kruznice C'(n) a C'(n), zvané vnéjsi a vnitini, a mezi vrcholy vnitini a vnéjsi

kruznice existuje perfektni parovani. Vrcholy vnéjsi kruznice znac¢ime vy, vq, . . ., v,_1,
vrcholy vnitini kruznice zna¢ime vj, v}, ..., v),_;. Definice pfevzata z [11].

Prisma je definovana jako zobecnény Petersenuv graf C,[0P,, zna¢ime ji Pr(n),
kde n je pocet vrchold kruznice. Opét prevzato z [11].

Georges a Mauro [11] dokézali, ze plati Ay ;(G) < 9 pro vSechny zobecnéné Pe-
tersenovy grafy G = GPG(n). Timto vysledkem zaroven prokézali, ze pro GPG(n)
plati Griggsova a Yehova hypotéza 4, Ze Ao 1(G) < A? jelikoz GPG(n, k) jsou 3-

regularni.

Véta 67 [11]. Nechtn € N, n >3 a G = GPG(n). Potom A\21(G) =9, pokud G

je izomorfni s Petersenovym grafem (viz obrazek 17). Jinak A\21(G) < 8.

Obréazek 17: Peterseniiv graf

Ve stejném c¢lanku autori zlepsili vyse zminénou hranici za predpokladu, ze n =
3an=4.

Véta 68 [11]. Necht n € N a GPG(n) je zobecnény Petersentiv graf. Potom plati

pokud n = 3,

=5,
A1 (GPG(n)) { <7, pokudn =4
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Adams a spol. v ¢lanku [2] omezili hodnotu Ay ;1 (GPG(n)) pro n = 5,7 nebo 8.
Véta 69 [2]. Necht G je zobecnény Peterseniiv graf GPG(5). Potom plati

9, pokud G isomorfni s Petersenovym grafem,

A1 (G) < {

6, v ostatnich pripadech.
A pro GPG(n), kde n = 7,8 plati:

6 =7
Ao (GPG(n)) < { o prem=
7, pron=3_.

Autofi ¢lanku (3] urcili hodnotu Ay (GPG(6)) < 6. Adams a spol. (viz [1])
dokézali, ze A\y1(GPG(n)) < 6, pron = 9,10 a 12, ¢imz zlepsili hranici dokdzanou
autory Huang a spol. (viz [18]) A\21(GPG(n)) < 7, pron = 9,10,11 a 12. Pro graf
s n =11 se Adamsovi a spol. nepovedlo snizit hranici Ay ;.

Jha a spol. se v ¢lanku [21] zabyvali hranicemi omezeni ¢isla A\p; u prisem.
Dokazali nasledujici vétu.

Véta 70 [21]. Necht n € N,n > 3. Potom

5, pokud n =0 (mod 3),
<6, v jiném pripadé.

Georges a Mauro [11] dokézali zlepsit zminénou vétu 70. Nerovnost nahradili

rovnosti.

3.9 Ohodnoceni regularnich siti

Regularnim grafem nazyvame graf, jehoz vSechny vrcholy maji stejny stupen. O
nékterych regularnich grafech jsme se jiz zminili diive, zde budeme zkoumat regu-
larni sité a Kartézské souciny regularni sité a nekonecné dlouhé cesty. Ozna¢me po
fadé G5, G4 a G¢ nekonecnou Sestithelnikovou, ¢tvercovou a trojuhelnikovou sit (viz
obrazek 18). Poznamenejme, Ze G; je i-regularni, i = 3,4, 6.

Pro Ay 1(G) téchto regularnich siti je dokdzano Ao 1(G;) =i+ 2, tj. Ao 1(Gs) =5,
A1(G4) = 6 a Ay 1(Gg) = 8 (viz ¢lanek [9]). Pro ohodnoceni pouzivame algoritmy
zalozené na opakovani urc¢itého vzoru, ktery zavisi na typu sité (stupni grafu). Pro
trojuhelnikové, ¢tvercové a Sestitthelnikové sité je opakovaci vzor ilustrovan obrazky
19, 20 a 21 (opét viz ¢lanek [9]).
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(a) (b) (c)

Obrézek 18: Cast Sestitihelnikové (a), ¢tytfihelnikové (b) a trojihelnikové sité (c).

Nyni se zamérime na Kartézsky produkt nekonecéné regularni sité G; a nekonec¢né
cesty P, ktery oznac¢ime G. Tedy G; = G;[0P, a jednotlivé kopie G; nazveme
vrstvami. Vrcholy v k-té vrstvé oznacime gﬁn, kde 7 = 3,4,6 znaci typ sité, n =
1,2,...dany bod vsitia k=...,—2,—1,0,1,2,... ¢islo vrstvy. Poznamenejme, Ze
grafy G’ jsou (i + 2)-regularni, tj. A(G}) =i + 2. Specialné pro i = 3 graf G% tvorii
Sestiboké hranoly, pro i = 4 je graf G, tvofen krychlickami a G trojbokymi hranoly.

Tvrzeni 71. Plati, Ze:

19, proi =3,
Moa(G) < {22, proi=4,
28, proi = 6.

Diikaz. Pro ohodnoceni graft G vyuzijeme vySe zminénych schémat, o kterych vime,
ze spliiujici podminky L(2, 1)-ohodnoceni. Vybereme libovolnou vrstvu (tj. nekonec-
nou sit G;), nazveme ji nultou vrstvou a ohodnotime ji podle principu popsaném
v predchozim odstavci. V nasledujicich 2 vrstvach, tj. v 1. a 2. vrstvé ohodnotime
vrcholy gf,, = gf, + i+ 2+ 2 (resp. g}, = g7, + 2(i + 2+ 2)), kde i + 2 (resp.
2(i + 2)) je nejvyssi pouzitd hodnota v 0-té vrstvé. Dalsi vrstvu mizeme ohodnotit
stejné jako 0. vrstvu, protoze 0. vrstva neposkytuje zadnd omezeni pro 3. vrstvu
(vzdalenost mezi libovolnymi 2 vrcholy z 0-té a 3. vrstvy je alespon 3). Tj. vSechny
vrstvy [ = 0 (mod 3) jsou ohodnocené stejné (tj. jako startovaci 0. vrstva), vSechny
vrstvy | = 1 (mod 3) (resp. [ = 2 (mod 3)) jsou ohodnocené jako 1. vrstva (resp.
2.).

Podminky L(2, 1)-ohodnoceni jsou zajistény tak, Ze v jednotlivych vrstvach jsou
pouzité vzory z jiz zminéného L(2,1)-ohodnoceni nekoneénych siti. Rozdil hodnot
libovolnych vrcholii ze sousednich vrstev i z vrstev, jejichz indexy se lisi o 2, je vzdy

alespon 2. 0
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Obrazek 21: Tuéné zvyraznény ohodnocovaci vzor pro trojiuhelnikovou sit Gg.

Vyse popsanym jednoduchym zptisobem lze uskutecnit L(2, 1)-ohodnoceni grafi,

ale je velmi neefektivni. Proto uvedeme nasledujici véty, ve kterych vyrazné snizime
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’ s s v /
horni hranici ¢isla Ao (GY).

Véta 72. Necht G, je nekonecnd ctvercova sit a G} = G4P,. Potom 8 <
A2 (GY) < 9.

Diikaz. Plati, ze G} je 6-regularni a tudiz A\o1(G)) > 8 podle véty 1. PopiSeme
algoritmus, ktery vyuziva rozsah 0 — 9, tj. Ao 1(G%) < 9. Vybereme na zacéatek k-tou
vrstvu (k je lib. sudé ¢islo) a ohodnotime ji pouze sudymi ¢isly v rozsahu 0 — 8
podle obrazku 22. Opét je ohodnoceni provedeno pomoci opakovani zvyraznéného
vzoru (je rozdilny od pouzitého v Gy). Sousedni vrstvu k + 1 ohodnotime pouze
lichymi ¢isly (sudou vrstvu vzdy ohodnocujeme sudymi ¢isly a lichou vzdy lichymi).
Vrstvy ohodnocujeme itera¢né, vzdy s vyuzitim vrstvy predeslé. Iterac¢ni formule
ma tvar gﬂl = gin + 3 (mod 10), kde vrcholy gff;;l a gin jsou spojeny hranou.
V kazdém sloupecku vrcholi nad sebou (tj. kopii cesty P.) se tvoii posloupnost
¢isel ...,0,3,6,9,2,5,8,1,4,7,0.... Ohodnoceni k + 1 vrstvy ilustruje obrazek 23.

, , s . « s - k=1 .k
Pro ohodnoceni sousedni vrstvy k — 1, pouzijeme itera¢ni formuli g,,," = g5, —

3 (mod 10).

Pro L(2,1)-ohodnoceni potfebujeme zajistit podminku rozdilu hodnot soused-
nich vrcholi alespon 2 a lisicich se hodnot vrcholti ve vzdalenosti 2. V jednotlivych
vrstvach je navrzen vzor tak, aby tyto podminky byly splnény. Je vyuzito pouze
sudych ¢isel nebo pouze lichych ¢isel v kazdé vrstvé, tj. vrcholy ve vzdalenosti 1 a
zaroven 2 se vzdy lisi alespon o ¢islo 2. Jelikoz v kazdé nasledujici vrstvé pricitame
hodnotu 3, nestane se, ze by se vrcholy v sousednich vrstvach ve vzdalenosti 1 lisily
o méné nez 2 (jsou nad sebou, viz zminéna posloupnost ¢isel) a vrcholy ve vzdale-
nosti 2 se musi lisit, jelikoz stifidame pouziti sudych a lichych ¢isel, je tato podminka
splnéna. Vrcholy ve vrstvé k a k + 2 nad sebou musi mit rozdilné hodnoty, to ndm
ale opét zajisti itera¢ni formule. Nestane se, Ze by se porusily podminky na L(2,1)-
ohodnoceni pii poc¢itani modulo 10 diky volbé hodnoty modulo a koeficientu, ktery

pri¢itdme v kazdé nasledujici vrstvé (jsou nesoudélnd). O
0 G G G S (D G WD (S S—
2 4 6 8 0 2 4 6

—e e o ® ® ® s o * *~—
6 8 0 2 4 6 8 0 2 4

—e ® ® ® e o * ® ® *—
0 2 4 6 8 0 2 4 6 8

T 16 1s 0 12 14 16 1s o 12

Obréazek 22: Ohodnocovaci vzor pro startovaci k-tou vrstvu grafu GY.
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Obréazek 23: Ohodnocovaci vzor pro vrstvu k + 1 grafu G.

Véta 73. Necht Gj je nekonecna Sestitihelnikova sit a G = G30P.. Potom
)\271(G/3) - 7

Diikaz. Graf je 5-regularni a proto podle véty 58 musi byt Ay1(G%) > 7 podle véty
1. Pro ohodnoceni vybereme startovaci k-tou vrstvu (k je lib. sudé ¢islo) a na ni
aplikujeme podobny postup jako pii ohodnocovani grafu Gs, tj. ohodnocujeme ji
pomoci opakovani vzoru z obrazku 24 (je rozdilny od vySe zminéného v grafu Gj).
Poznamenejme, ze opét sudou vrstvu vzdy ohodnocujeme sudymi ¢isly a lichou vzdy
lichymi. Vrstvy ohodnocujeme s vyuzitim iterac¢ni formule g’;fgl = g5, + 3 (mod 8),
kde vrcholy g:’,f;;l a g§’n jsou sousedni (pro vrstvu k + 1 je ohodnoceni ilustrovano
obrazkem 25). V kazdém sloupecku vrcholti nad sebou (tj. kopii cesty Ps,) se tvoii
posloupnost ¢isel ..., 4,7,2,5,0,3,6,1,4,.... Pro ohodnoceni vrstvy k—1 pouzijeme
itera¢ni formuli g§,' = g5 — 3 (mod 8).

Podminky L(2,1)-ohodnoceni jsou zajistény ze stejnych divodi jako v dikazu

predchozi véty. O
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Obréazek 25: Ohodnocovaci vzor pro ohodnoceni vrstvy k + 1 grafu Gf.

Véta 74. Necht G je nekonecna trojuhelnikovd sit a Gy = GgJPy. Potom
10 < Aot (GY) < 13.

Dikaz. Graf Gj je 8-regularni a tudiz Ay;(G%) > 10 dle véty 1. Pro ohodnoceni
tohoto grafu nyni popiseme algoritmus, ktery vyuziva rozsah 0 — 13. Postup je
velmi podobny pfedchozim dvéma. Vybereme na zac¢atek k-tou vrstvu (k je libovolné
sudé ¢islo) a ohodnotime ji pouze sudymi ¢isly v rozsahu 0 — 12 podle obrazku
26. Vrstvu k£ 4+ 1 ohodnotime pouze lichymi ¢isly podle iteracni formule g{;;l =
96.,+3 (mod 14). V kazdém sloupecku vrcholii nad sebou (tj. kopii cesty Py, se tvofi
posloupnost ¢isel ...,0,3,6,9,12,1,4,7,10,13,2,5,8,11,0,.... Ohodnoceni vrstvy
k + 1 ilustruje obrazek 27. Pro ohodnoceni vrstvy k — 1, pouzijeme iteracni formuli
96" = g&, — 3 (mod 14). Podminky L(2, 1)-ohodnoceni jsou zajistény ze stejnych

divodi jako v dikazu véty 72. U
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Obrazek 26: Ohodnocovaci vzor pro startovaci k-tou vrstvu grafu Gg,.
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Obréazek 27: Ohodnocovaci vzor pro vrstvu k + 1 grafu Gj.

4 Zavér

V této praci byly shrnuty a setfizeny zakladni poznatky z problematiky L(2,1)-
ohodnoceni grafu. Byla nalezena uvedena ohodnoceni pro Kartézské produkty neko-
necné regularni sité a nekonecné cesty. Déle se v praci podarilo snizit horni hranici
nékterych cirkulac¢nich grafii. Dalsi vyzkum by mohl byt zaméfen na dalsi typy cir-

kulac¢nich graft nebo Kartézské produkty jinych grafli, nez obsahuje tato prace.
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