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Vedoućı práce: Doc. Ing. Roman Čada, Ph.D.
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Abstrakt
Tato bakalářská práce se zabývá Ramseyovou teoríı. Jsou zde shrnuty základńı
výsledky Ramseyovy teorie na grafech a online Ramseyovy teorie. V po-
sledńı kapitole se zabýváme horńım odhadem online Ramseyova č́ısla pro sudé
a liché kružnice.
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Abstract
This bachelor thesis deals with Ramsey theory. There are summarized the
basic results of Ramsey theory on graphs and online Ramsey theory. In the
last chapter we are dealing with upper bound for online Ramsey numbers of
even and odd cycles.
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Úvod

Bertrand Russel a Alfred North Whitehead uvedli, ve svém společném d́ıle
Principia Mathematica, odvážnou myšlenku. Domńıvali se, že celá mate-
matika může být odvozena jen pomoćı několika základńıch axiomů. Tuto
myšlenku rozš́ı̌ril německý matematik David Hilbert, který tvrdil, že exis-
tuje algoritmus pomoćı, kterého lze rozhodnout o pravdivosti logických for-
muĺı. V článku

”
On a Problem of Formal Logic“, Franc Plumpton Ram-

sey ukázal, že pro speciálńı př́ıpad rozhodovaćı algoritmus existuje. Avšak
o několik let později Kurt Gődel, Alan Turing, Alonzo Church a daľśı ukázali,
že v úplné obecnosti rozhodovaćı algoritmus neexistuje. Ramsey dokázal svou
větu (Ramseyovu větu) jako prvńı krok při snaze o dokázáńı speciálńıho
př́ıpadu. Jak se později ukázalo, Ramseyova věta byla v argumentaci nad-
bytečná a nemohl by ji použ́ıt při snaze o dokázáńı obecného př́ıpadu. Stala se
však základem Ramseyovy teorie. Tématu se dále nevěnovala moc pozornost,
než v roce 1933 Paul Erdős a George Szekeres

”
znovuobjevili“ Ramseyovu

teorii, která se později d́ıky jejich popularizaci dostala do povědomı́ ma-
tematické komunity. Př́ıkladem této popularizace jsou např́ıklad problémy
za několik dolar̊u, které Erdős vypisoval. Spousta z nich neńı do dneška
vyřešena, viz [12]. Daľśı historické informace jsou v článku od R. Grahama
[14] a v natočené přednášce od J. Nešetřila [21], ze kterých bylo v této kapitole
čerpáno.
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Základńı terminologie a značeńı

Graf je uspořádaná dvojice G = (V,E), kde V je konečná množina vrchol̊u
a E je množina hran taková, že E ⊆

(
V
2

)
. Vrcholy budeme značit malými

ṕısmeny a hrany budeme značit dvojićı vrchol̊u, tj. hranu mezi vrcholy u a v
označ́ıme uv. Značeńım V (G) resp. E(G) se odkazujeme na množinu vrchol̊u
resp. hran grafu G. Řádem grafu rozumı́me počet jeho vrchol̊u a velikost́ı
grafu počet jeho hran. Množinu vrchol̊u X v grafu G nazýváme nezávislou
množinou, jestliže X ⊆ V (G) a mezi žádnými dvěma vrcholy z X neexistuje
v G hrana. Množinu vrchol̊u X v grafu G nazýváme klikou, jestliže X ⊆
V (G) a mezi každými dvěma vrcholy z X existuje v G hrana. Graf H je
podgrafem grafu G, pokud V (H) ⊂ V (G) a E(H) ⊂ E(G). Podgraf grafu
G, který vznikne odstraněńım jedné hrany e ∈ E(G), budeme značit G− e.
Řekneme, že H je podgraf grafu G indukovaný množinou X, jestliže G je
graf, V (H) = X ⊆ V (G) a E(H) = E(G) ∩

(
X
2

)
. Stupeň vrcholu u je

počet hran incidentńıch s t́ımto vrcholem, znač́ıme deg(u). Maximálńı stupeň
v grafu G je ∆(G) = max{deg(u) | u ∈ V (G)}. Dva grafy G a H jsou
izomorfńı, jestliže existuje bijektivńı zobrazeńı Φ : V (G)→ V (H) takové, že
pro všechny vrcholy u, v ∈ V (G) plat́ı, že uv ∈ E(G) ⇔ Φ(u)Φ(v) ∈ E(H).
Doplněk grafu G je graf Ḡ takový, že V (G) = V (Ḡ) a pro všechny vrcholy
u, v ∈ V (G) plat́ı, že uv ∈ E(G) ⇔ uv /∈ E(Ḡ). Př́ıpustným obarveńım
vrchol̊u grafu G nazveme zobrazeńı c : V (G)→ N, jestliže pro všechny hrany
uv ∈ E(G) plat́ı, že c(u) 6= c(v). Graf G nazýváme vrcholově k-obarvitelný,
jestliže pro něj existuje př́ıpustné obarveńı vrchol̊u k barvami. Libovolné
zobrazeńı c : E(G)→ {1, . . . , k} nazveme k-obarveńım hran grafu G.

Nakresleńı grafu je rovinné, jestliže se v něm žádně hrany nekř́ıž́ı. Graf
nazveme rovinný, jestliže pro něj existuje rovinné nakresleńı. Necht’ G je
rovinný graf s daným rovinným nakresleńım. Uvažujeme-li množinu bod̊u
roviny, které nelež́ı v žádném oblouku nakresleńı grafu G, potom se tato
množina

”
rozpadne“ na několik souvislých oblast́ı. Těmto oblastem ř́ıkáme

stěny grafu G daného rovinného nakresleńı. Jediné neomezené oblasti ř́ıkáme
vněǰśı stěna a všem ostatńım oblastem ř́ıkáme vnitřńı stěny.

Úplný graf na n vrcholech je Kn = ({1, . . . , n},
(
n
2

)
). Úplný bipartitńı
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graf Km,n je graf, pro který existuje rozklad množiny vrchol̊u na dvě dis-
junktńı množiny (jedna velikosti m a jedna velikosti n) tak, že každá dvo-
jice vrchol̊u z r̊uzných množin je spojena hranou a žádná dvojice vrchol̊u
ze stejné množiny neńı spojena hranou. Cesta na n vrcholech je graf Pn =
({1, . . . , n}, E), kde E = {ii+1 | 1 ≤ i < n}. Kružnice na n ≥ 3 vrcholech je
graf Cn = ({1, . . . , n}, E), kde E = {ii+ 1 | 1 ≤ i < n} ∪ 1n. Pro sudé resp.
liché n nazýváme Cn sudá resp. lichá kružnice. Stromem rozumı́me souvislý
graf bez kružnic a lesem nesouvislý graf, jehož komponenty jsou stromy.
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Kapitola 1

Ramseyova teorie

1.1 Motivace

The Party Problem. Každý graf G = (V,E), kde |V | = 6, obsahuje bud’

K3, nebo nezávislou množinu vrchol̊u s 3 prvky.

D̊ukaz. Zvolme libovolně v0 ∈ V , označme V0 = V \{v0} a definujme rozklad
V0 = A ∪ B takový, že A = {v ∈ V0 | vv0 /∈ E} a B = {v ∈ V0 | vv0 ∈ E}.
Potom bud’ |A| ≥ 3, nebo |B| ≥ 3.

1. Je-li |A| ≥ 3, potom rozlǐśıme dvě možnosti. Graf indukovaný množinou
A bud’ obsahuje K3, nebo v něm existuj́ı dva vrcholy x, y, které nejsou
spojené hranou. Plat́ı-li prvńı možnost máme hotovo. Plat́ı-li druhá
možnost, potom z definice množiny A v p̊uvodńım grafu G tvoř́ı vrcholy
x, y, v0 nezávislou množinu.

2. Je-li |B| ≥ 3, potom rozlǐśıme opět dvě možnosti. Graf indukovaný
množinou B bud’ obsahuje nezávislou množinu se 3 prvky, nebo v něm
existuj́ı dva vrcholy x, y, které jsou spojené hranou. Plat́ı-li prvńı mož-
nost máme hotovo. Plat́ı-li druhá možnost, potom z definice množiny
B tvoř́ı v p̊uvodńım grafu G vrcholy x, y, v0 K3.

The Party Problem je speciálńım př́ıpadem Ramseyovy věty pro grafy,
kterou si uvedeme dále.
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KAPITOLA 1. RAMSEYOVA TEORIE 6

1.2 Ramseyovy věty

Úplné grafy

Začneme s jednoduchým tvrzeńım, které použijeme při d̊ukazu Ramseyovy
věty pro grafy.

Tvrzeńı. (Dirichlet̊uv princip) [19]
Necht’ n1, n2, . . . , nk jsou přirozená č́ısla, X je množina s alespoň 1+

∑k
i=1(ni−

1) prvky a množiny X1, X2, . . . , Xk tvoř́ı rozklad množiny X. Potom existuje
i takové, že |Xi| ≥ ni.

Na Dirichlet̊uv princip můžeme narazit i pod jiným názvem, např. princip
zásuvek nebo princip holubńık̊u. Pod́ıvejme se na jeho jednoduché použit́ı.

Př́ıklad. [3] Mějme 10 bod̊u umı́stěných uvnitř jednotkového čtverce. Potom
existuj́ı dva body, které jsou od sebe vzdáleny o méně než 0.48.
Řešeńı: Rozdělme jednotkový čtverec na 9 menš́ıch čtverc̊u o délce stran 1

3
.

Potom pro 10 bod̊u máme 9 malých čtverc̊u a z Dirichletova principu plyne,
že existuje čtverec, ve kterém jsou dva body. Nejdeľśı možná vzdálenost dvou
bod̊u uvnitř malého čtverce je přes diagonálu, která má délku

√
2
3
≈ 0.4714 <

0.48.

Následuje Ramseyova věta pro grafy pro k ≥ 2 barev. Větu dobře cha-
rakterizuje výrok T. S. Motzkina o Ramseyově teorii

”
complete disorder is

impossible“.

Věta 1. (Ramseyova věta pro grafy) [4]
Pro libovolná přirozená č́ısla n1, n2, . . . , nk, kde k ≥ 2, existuje přirozené
č́ıslo n takové, že pro libovolné k-obarveńı hran úplného grafu Kn najdeme
v tomto grafu úplný podgraf Kni

(i = 1, 2, . . . , k) takový, že každá hrana Kni

je obarvena barvou i.

Definice 1. (Ramseyovo č́ıslo)
Nejmenš́ı č́ıslo n takové, že vyhovuje předchoźı větě se nazývá Ramseyovo
č́ıslo a znač́ı se R(n1, n2, . . . , nk, k).

V daľśım textu budeme nejčastěji uvažovat k = 2. Proto si zavedeme jed-
nodušš́ı značeńı Ramseových č́ısel a pro k = 2 si uvedeme dvě jiné formulace
Ramseyovy věty pro grafy a také větu dokážeme.

Značeńı. R(n1, n2, 2) := R(k, l)
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Věta 2. (Ramseyova věta pro grafy – jiná formulace) [21]
Pro libovolné k, l ∈ N existuje R(k, l) ∈ N tak, že |X| ≥ R(k, l) ∧ c :

(
X
2

)
→

{0, 1} je libovolná funkce (obarveńı), potom existuje Y ⊆ X taková, že bud’

|Y | ≥ k a c∣∣(Y
2)
≡ 0, nebo |Y | ≥ l a c∣∣(Y

2)
≡ 1.

Věta 3. (Ramseyova věta pro grafy – jiná formulace) [4]
Pro libovolná přirozená č́ısla k, l existuje přirozené č́ıslo R(k, l) takové, že
při libovolném obarveńı hran úplného grafu KR(k,l) červenou a modrou bar-
vou existuje v tomto grafu bud’ červené Kk jako podgraf, nebo modré Kl

jako podgraf.

Důkaz je zpracován z [21].

D̊ukaz. Chceme ukázat existenci Ramseyova č́ısla R(k, l). Postupujeme in-
dukćı podle k, l. Pokud k = 1 nebo l = 1 je věta triviálně splněna, protože
R(1, l) = 1, R(k, 1) = 1. Pokud k = 2 nebo l = 2, potom (pro k = 2)
věta ř́ıká, že při libovolném červeno-modrém obarveńı hran úplného grafu
na R(2, l) vrcholech existuje jako podgraf bud’ červená hrana, nebo modré
Kl, což je splněno pro R(2, l) = l. Ze symetrie snadno nahlédneme, že
R(k, 2) = k.

Nyńı předpokládejme, že tvrzeńı plat́ı pro k, l− 1 a k− 1, l. Ukážeme, že
R(k, l) ≤ R(k − 1, l) + R(k, l − 1). Označme n = R(k − 1, l) + R(k, l − 1).
Necht’ G = (V,E) je úplný graf na n vrcholech a má libovolně obarvené hrany
červenou a modrou barvou. Zvolme libovolně vrchol u ∈ V (G) a označme
množiny R a B tak, že R = {v ∈ V (G) | uv je červená } a B = {v ∈ V (G) | uv
je modrá }. Potom |R| + |B| = R(k − 1, l) + R(k, l − 1) − 1 = n − 1, což
můžeme napsat ve tvaru n − 1 = 1 + (R(k − 1, l) − 1) + (R(k, l − 1) − 1).
Podle Dirichletova principu je bud’ |R| ≥ R(k− 1, l), nebo |B| ≥ R(k, l− 1).

1. Pokud |R| ≥ R(k − 1, l), použijeme indukčńı předpoklad na dvojici
č́ısel k − 1, l a dostaneme, že graf indukovaný množinou |R|, označme
ho GR, obsahuje bud’ červené Kk−1, nebo modré Kl. V prvńım př́ıpadě
v GR existuje červené Kk−1, které společně s vrcholem u dává červené
Kk v G. Ve druhém př́ıpadě v GR existuje modré Kl, což implikuje
existenci modrého Kl v G.

2. Pokud |B| ≥ R(k, l − 1), použijeme indukčńı předpoklad na dvojici
č́ısel k, l − 1 a dostaneme, že graf indukovaný množinou |B|, označme
ho GB, obsahuje bud’ červené Kk, nebo modré Kl−1. V prvńım př́ıpadě
v GB existuje červené Kk, což implikuje existenci červeného Kk v G.
Ve druhém př́ıpadě vGB existuje modréKl−1, které společně s vrcholem
u dává modré Kl v G.
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Úplné bipartitńı grafy

Pro úplné bipartitńı grafy existuje analogie ke klasické Ramseyově větě.

Věta 4. (Bipartitńı Ramseyova věta) [13]
Pro všechna přirozená č́ısla k, r existuje přirozené č́ıslo n takové, že při libo-
volném r-obarveńı hran úplného bipartitńıho grafu Kn,n v něm existuje jed-
nobarevný úplný bipartitńı graf Kk,k jako podgraf.

Analogíı pro Ramseyova č́ısla R(k, k) jsou č́ısla B(k, k), která jsou defi-
nována jako nejmenš́ı n takové, že je splněna předchoźı věta s r = 2. V roce
1978 Irwing [17] ukázal, že B(k, k) ≤ 2k−1(k− 1)− 1 a Conlon později tento
odhad vylepšil.

Věta 5. [6] B(k, k) ≤ (1 + o(1))2k+1 log2 k

Věta 6. [13] Pro všechna přirozená č́ısla k a pro všechna ε > 0 existuje
přirozené č́ıslo m takové, že pokud G je podgraf grafu Km,m s alespoň εm2

hranami, potom G obsahuje Kk,k jako podgraf.

Poznamenejme, že |E(Km,m)| = m2. Tedy pro ε > 1 tvrzeńı nemá smysl
a pro ε = 1 ř́ıká, že pro libovolné k ∈ N existuje m ∈ N takové, že v Km,m

existuje jako podgraf Kk,k. Stač́ı tedy vźıt m = k.

1.3 Ramseova č́ısla

Odhady Ramseyových č́ısel

V d̊ukazu Ramseyovy věty jsme ukázali nerovnost

R(k, l) ≤ R(k − 1, l) +R(k, l − 1), (1.1)

což je základńı horńı odhad. Dále tento odhad rozš́ı̌ŕıme, uvedeme horńı od-
had pro R(k, l), ve kterém vystupuje kombinačńı č́ıslo a pod́ıváme se na rych-
lost r̊ustu č́ısel R(k, k).

Věta 7. [4] Pro každé k, l ∈ N a sudá R(k − 1, l) i R(k, l − 1) plat́ı

R(k, l) ≤ R(k − 1, l) +R(k, l − 1)− 1. (1.2)

D̊ukaz. Důkaz provedeme podobně jako v př́ıpadě Ramseyovy věty pro grafy,
indukćı podle k, l. Tvrzeńı plat́ı pro k = 1 nebo l = 1. Předpokládejme, že
tvrzeńı plat́ı pro k − 1, l a k, l − 1. Označme n = R(k − 1, l) + R(k, l − 1)
a G = Kn−1. Uvažujme libovolné červeno-modré obarveńı hran grafu G.
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Ukážeme, že G obsahuje bud’ červené Kk, nebo modré Kl jako podgraf G.
Protože R(k − 1, l) a R(k, l − 1) jsou sudá č́ısla v́ıme, že řád grafu G je
lichý. Tedy existuje vrchol, který má sudý počet červených a modrých hran,
označme tento vrchol u. Označme R množinu takovou, že R = {v ∈ V (G) | uv
je červená} a B množinu takovou, že B = {v ∈ V (G) | uv je modrá}.
Rozlǐśıme dva př́ıpady.

1. Pokud |R| ≥ R(k−1, l), postupujeme stejně jako u d̊ukazu věty 3. Tedy
použijeme indukčńı předpoklad na dvojici k−1 a l. Dostáváme, že graf
indukovaný množinou R, označme ho GR, bud’ obsahuje červené Kk−1,
nebo modré Kl. V prvńım př́ıpadě v GR existuje červené Kk−1, které
společně s vrcholem u dává červené Kk v G. Ve druhém př́ıpadě v GR

existuje modré Kl, což implikuje existenci Kl v G.

2. Pokud |R| < R(k − 1, l), potom |R| ≤ R(k − 1, l) − 2 ze sudosti |R|
a R(k − 1, l). Potom n − 2 = R(k − 1, l) + R(k, l − 1) − 2 = |R| +
|B| ≤ R(k − 1, l) − 2 + |B|. Po úpravě dostaneme |B| ≥ R(k, l − 1)
a opět postupujeme stejně jako u d̊ukazu věty 3 použit́ım indukčńıho
předpokladu na dvojici k a l − 1.

V d̊ukazu následuj́ıćı věty využijeme vzorec pro součet kombinačńıch č́ısel,
tj. (

n− 1

k − 1

)
+

(
n− 1

k

)
=

(
n

k

)
. (1.3)

Věta 8. [4] Pro všechna k, l ∈ N plat́ı

R(k, l) ≤
(
k + l − 2

k − 1

)
. (1.4)

D̊ukaz. Podobně jako u d̊ukazu Ramseyovy věty pro grafy, postupujme in-
dukćı podle k, l. Pokud k = 1 nebo l = 1, potom R(1, l) =

(
l−1
0

)
= 1 =(

k−1
k−1

)
= R(k, 1). Nyńı předpokládejme, že k, l ≥ 2 a tvrzeńı plat́ı pro k− 1, l

a k, l − 1. Rovnou využijeme indukčńıho předpokladu, vztahu 1.1 a vzorce
1.3.

R(k, l) ≤
(
k + l − 3

k − 2

)
+

(
k + l − 3

k − 1

)
=

(
k + l − 2

k − 1

)
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Nyńı se pod́ıvejme na r̊ust R(k, k). Pro horńı odhad dosad’me do vztahu
1.4 a rozepǐsme kombinačńı č́ıslo podle definice, tj.

R(k, k) ≤
(
k + k − 2

k − 1

)
=

(
2k − 2

k − 1

)
=

(2k − 2)!

(k − 1)!(k − 1)!
.

Použit́ım horńıho odhadu faktoriálu (n! ≤
√

2πn(n
e
)ne

1
12
n) dostáváme

(2k − 2)!

(k − 1)!(k − 1)!
≤

√
2π(2k − 2)

(
2k−2
e

)2k−2
e

1
12

(2k−2)

2π(k − 1)
(
k−1
e

)2k−2
e

1
12

(k−1)e
1
12

(k−1)
=

√
2π(2k − 2)

2π(k − 1)

(
2k − 2

k − 1

)2k−2

=

√
π(k − 1)

π(k − 1)

(
2(k − 1)

k − 1

)2k−2

=

1√
π(k − 1)

22k−2 =
4k

4
√
π(k − 1)

≤ 4k.

Tedy dostáváme

R(k, k) ≤ 4k. (1.5)

R(k, k) je tedy shora omezeno exponenciálńı funkćı. Zat́ım nejlepš́ı horńı
odhad pro R(k, k) uvedl Conlon v roce 2009.

Věta 9. [7] Existuje konstanta C > 0 taková, že

R(k, k) ≤ (k − 1)
−C log2(k−1)

log2 log2(k−1)

(
2k − 2

k − 1

)
.

Nyńı se pod́ıvejme na dolńı odhad R(k, k). Uvažujme náhodně obar-
vený úplný graf Kn, červenou a modrou barvou, s množinou vrchol̊u V .
Každá hrana je obarvena bud’ červenou barvou s pravděpodobnost́ı 1

2
, nebo

modrou barvou s pravděpodobnost́ı 1
2
. Necht’ K je libovolná k−prvková

podmonožina množiny V . Označme Rk jev takový, že vrcholy K indukuj́ı
červené Kk jako podgraf G a označme Bk jev takový, že vrcholy K indukuj́ı
modré Kk jako podgraf G. Pravděpodobnost, že nastane jev Rk je P (Rk) =(
1
2

)(k
2). Pravděpodobnost, že nastane je Bk je stejná jako pravděpodobnost

jevu Rk, tj. P (Bk) =
(
1
2

)(k
2). Nyńı označme Ck jev takový, že K indu-

kuje bud’ červené Kk, nebo modré Kk, tj. P (Ck) = 2−(k
2) + 2−(k

2) = 21−(k
2).

Konečně označme p pravděpodobnost, že v náhodně obarveném Kn existuje
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k−prvková podmnožina vrchol̊u K pro ńıž nastane jev Ck. Tuto pravděpo-
dobnost odhadneme shora součtem pravděpodobnost́ı jev̊u Ck, tj.

p ≤
∑

K⊆V,|K|=k

P (Ck) =

(
n

k

)
21−(k

2)

Pokud p < 1, potom existuje obarveńı úplného grafu Kn takové, že neob-
sahuje červené Kk jako podgraf ani modré Kk jako podgraf, tj. zaj́ımá nás
pro jaká k, n je p < 1. (

n

k

)
=

n!

(n− k)!k!
≤ nk

k!

Dále pro k ≥ 3 plat́ı
nk

k!
<

nk

2
k
2
+1
.

Po dosazeńı(
n

k

)
21−(k

2) <
nk

2
k
2
+1
· 21− k(k−1)

2 =
nk

2
k
2

· 1

2
k(k−1)

2

=

(
n

2
k
2

)k
.

Dostáváme tedy

p <

(
n

2
k
2

)k
. (1.6)

Dosad́ıme-li do 1.6 za n = 2
k
2 , potom je p < 1. Závěr shrňme do následuj́ıćı

věty.

Věta 10. [19] Pro každé k ≥ 3 plat́ı

R(k, k) > 2
k
2 . (1.7)

Źıskali jsme horńı 1.5 i dolńı 1.6 odhad pro č́ısla R(k, k), tj. pro k ≥ 3
plat́ı

2
k
2 < R(k, k) ≤ 4k.

Tedy R(k, k) je zdola i shora omezeno exponenciálńı funkćı. Při odvozeńı
před větou 10 bylo čerpáno z [19].
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k 3 3 3 3 3 3 4 4
l 4 5 6 7 8 9 4 5

R(k, l) 9 14 18 23 28 36 18 25

Tabulka 1.1: R(k, l)

Známé hodnoty

Celkově neńı známo moc přesných hodnot Ramseyových č́ısel. V d̊ukazu
Ramseyovy věty pro grafy jsme u prvńıho kroku indukce ukázali, že R(1, l) =
R(k, 1) = 1 a R(2, l) = l, R(k, 2) = k. Daľśı hodnota, se kterou jsme se setkali
při motivačńım př́ıkladu je R(3, 3) = 6. Daľśı přesné hodnoty jsou shrnuty
v tabulce 1.1.

Chceme-li ukázat dolńı omezeńı R(k, l) č́ıslem c ∈ N, tj. c ≤ R(k, l), po-
tom muśıme naj́ıt červeno-modré obarveńı grafu Kc−1 takové, že neobsahuje
červené Kk jako podgraf ani modré Kl jako podgraf. Chceme-li ukázat horńı
omezeńı R(k, l) č́ıslem C ∈ N, tj. R(k, l) ≤ C, potom je nutné vyzkoušet
všechny neizomorfńı červeno-modrá obarveńı grafu KC a v každém z těchto
obarveńı nalézt bud’ červené Kk jako podgraf, nebo modré Kl jako podgraf.

Poznamenejme, že červeno-modré obarveńı hran Kn lze interpretovat gra-
fem G a jeho doplňkem Ḡ, kde |V (G)| = |V (Ḡ)| = n, E(G) je množina
červených hran v Kn a E(Ḡ) je množina modrých hran v Kn. Př́ıklad je uve-
den na obrázku 1.1. Odhady R(k, l) lze tedy řešit hledáńım kliky velikosti k
v G a kliky velikosti l v Ḡ.

K5 � ��

Obrázek 1.1: Převod obarveného K5 na graf G a jeho doplněk Ḡ.

Zaj́ımavost́ı je, že už pro č́ıslo R(5, 5) neńı známá přesná hodnota, což
naznačuje obt́ıžnost této úlohy. Snahu o vylepšeńı odhad̊u R(5, 5) vyv́ıjeli
B. McKay [20], [1], S. Radziszowski [20], G. Exoo [11], V. Angeltveit [1]
a daľśı. V roce 2017 B. McKay a V. Angeltveit vylepšili jeho horńı odhad [1]
a v současné době v́ıme, že

43 ≤ R(5, 5) ≤ 48.
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1.4 Zobecněná Ramseyova č́ısla

Ramseyovo č́ıslo je definováno jako nejmenš́ı přirozené č́ıslo R(k, l) takové, že
pro libolné červeno-modré obarveńı hran úplného grafu na R(k, l) vrcholech
obsahuje bud’ červené Kk nebo modré Kl jako podgraf. Budeme-li uvažovat
mı́sto existence červeného Kk a modrého Kl dva grafy F a H, dostaneme
následuj́ıćı definici.

Definice 2. (Zobecněné Ramseyovo č́ıslo)
Pro dva grafy F a H je zobecněné Ramseyovo č́ıslo R(F,H) nejmenš́ı přiroze-
né č́ıslo takové, že pro libovolné červeno-modré obarveńı hran úplného grafu
na R(F,H) vrcholech obsahuje bud’ červený podgraf, který je izomorfńı s F ,
nebo modrý podgraf, který je izomorfńı s H.

Následuj́ıćı dvě věty udávaj́ı přesné hodnoty pro zobecněná Ramseyova
č́ısla.

Věta 11. [9] Necht’ k, l ≥ 2, potom

R(K1,k, K1,l) =

{
k + l − 1 . . . pokud k a l jsou sudá č́ısla,
k + l . . . jinak.

Chvátal v roce 1977 přǐsel s přesnou hodnotou Ramseyových č́ısel pro stro-
my daného řádu vs. úplné grafy.

Věta 12. [9] Necht’ k, l jsou přirozená č́ısla a T je libovolný strom řádu k.
Potom

R(T,Kl) = (k − 1)(l − 1) + 1.

Věta z roku 1982 od V. Chvátala, V. Rődla, E. Szemerediho a V. T. Trot-
tera, omezuje Ramseyovo č́ıslo všech graf̊u s n vrcholy stejnou konstantou.

Věta 13. [5] Pro všechna přirozená č́ısla d existuje c > 0 tak, že pro všechny
grafy F na n vrcholech s ∆(F ) ≤ d, plat́ı

R(F, F ) ≤ cn.



Kapitola 2

Online Ramseyova teorie

Necht’ G označuje tř́ıdu graf̊u a H je graf z G. Uvažujeme následuj́ıćı kombina-
torickou hru. V jednom kole Builder postav́ı novou hranu a Painter ji obarv́ı
červeně nebo modře. Builder se snaž́ı přinutit Paintera k vytvořeńı jedno-
barevné kopie grafu H a Painter se mu v tom snaž́ı zabránit. Omezeńım
pro Buildera je, že červeno-modrý graf v každém kole muśı patřit do G, jinak
Builder prohrává. Ř́ıkáme, že H je pro Paintera nevyhnutelný na tř́ıdě graf̊u
G, jestliže Builder dokáže přinutit Paintera k vytvořeńı jednobarevné kopie
H na grafu patř́ıćım do G. Jinak ř́ıkáme, že H je pro Paintera vyhnutelný
na G.

2.1 Vyhnutelnost a nevyhnutelnost

Začneme dvěma výsledky, kde libovolný graf z dané tř́ıdy G je pro Paintera
nevyhnutelný na G.

Věta 14. [15] Necht’ H je libovolný (vrcholově) k-obarvitelný graf a G je tř́ıda
(vrcholově) k-obarvitelných graf̊u. Potom H je pro Paintera nevyhnutelný
na G.

Věta 15. [15] Necht’ H je libovolný les a G je tř́ıda les̊u. Potom H je pro Pa-
intera nevyhnutelný na G.

Nyńı se pod́ıváme na zat́ım jedinou známou v́ıtěznou strategii pro Pain-
tera. Nejprve však definujme vněǰskově rovinný graf.

Definice 3. Graf G je vněǰskově rovinný, jestliže pro něj existuje rovinné
nakresleńı a všechny vrcholy G lež́ı ve vněǰśı stěně.

Věta 16. [15] Necht’ H = K3 a G je tř́ıda vněǰskově rovinných graf̊u. Potom
H je pro Paintera vyhnutelný na G.

14
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D̊ukaz. Ukážeme, že Painter může kontrolovat počet červených a modrých
hran tak, aby na žádné vnitřńı stěně nebyl jejich rozd́ıl dělitelný 3. Po-
stupujeme indukćı podle počtu kol. Označme Gi graf vytvořený v i-tém
kole. Předpokládejme tedy, že na vněǰskově rovinném grafu Gn neńı rozd́ıl
červených a modrých hran na jakékoli vnitřńı stějně dělitelný 3. Necht’ e
je hrana vytvořená Builderem v n + 1 kole. Potom v Gn+1 vzniknou 0, 1
nebo 2 nové stěny. Prvńı dvě možnosti jsou triviálńı. Diskutujme tedy po-
sledńı možnost. Potom z vněǰskové rovinnosti, e děĺı vnitřńı stěnu F v G
na dvě nové stěny F1 a F2 v Gn+1. Označme CFi

hraničńı kružnici stěny Fi
pro i = 1, 2. Dále označme cestu Pi = CFi

− e pro i = 1, 2. At’ ri, resp.
bi znač́ı počet červených, resp. modrých hran na cestě Pi pro i = 1, 2. Po-
tom Painter může hranu e obarvit tak, aby na obou stěnách F1 a F2 nebyl
rozd́ıl červených a modrých hran na stěnách F1 a F2 dělitelný 3, pokud
neńı ri − bi ≡ (−1)i (mod 3) nebo ri − bi ≡ (−1)i−1 (mod 3). Pro spor at’ je
ri−bi ≡ (−1)i (mod 3), potom r1−b1 ≡ (−1)1 (mod 3)⇒ r1−b1 ≡ 2 (mod 3)
a r2 − b2 ≡ (−1)2(mod 3)⇒ r2 − b2 ≡ 1 (mod 3). Potom pro stěnu F plat́ı,
že (r1 + r2)− (b1 + b2) ≡ 0 (mod 3), což je spor s indukčńım předpokladem.
Druhá možnost se ukáže analogicky.

Uvažujeme-li mı́sto tř́ıdy vněǰskově rovinných graf̊u, tř́ıdu rovinných graf̊u,
pak se situace změńı a v́ıtězná strategie existuje naopak pro Buildera.

Věta 17. [15] Necht’ H = K3 a G je tř́ıda rovinných graf̊u. Potom H je
pro Paintera nevyhnutelný na G.

Daľśım grafem, pro který má Builder v́ıtěznou strategii je K4 − e.

Věta 18. [15] Necht’ H = K4 − e a G je tř́ıda rovinných graf̊u. Potom H je
pro Paintera nevyhnutelný na G.

Pro K4 neńı známá žádná v́ıtězná strategie. V roce 2014 Š. Petř́ıčková [22]
formulovala následuj́ıćı hypotézu.

Hypotéza. Necht’ H = K4 a G je tř́ıda rovinných graf̊u. Potom H je pro Pa-
intera vyhnutelný na G.

2.2 Online Ramseyova č́ısla

V prvńı kapitole jsme definovali Ramseyovo č́ıslo R(k, l) udávaj́ıćı minimálńı
počet vrchol̊u úplného grafu, který při libovolném červeno-modrém obarveńı
hran obsahuje bud’ červené Kk jako podgraf nebo modré Kl jako podgraf.
V následuj́ıch dvou definićıch zavedeme size Ramseyovo č́ıslo a jeho online
variantu, která nesouviśı s řádem grafu, ale s jeho velikost́ı.
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Definice 4. (size Ramseyovo č́ıslo)
Size Ramseyovým č́ıslem R̂(G) rozumı́me nejmenš́ı m, pro které existuje graf
H s m hranami takový, že při libovolném červeno-modrém obarveńı hran
obsahuje jednobarevné G jako podgraf.

Size Ramseyova č́ısla byla poprvé studována v roce 1978 P. Erdősem
a daľśımi v [10]. Výsledek, který je připisován V. Chvátalovi ř́ıká, že pro úplné
grafy je size Ramseyovo č́ıslo R̂(Kk) rovno počtu hran v úplném grafu sR(k, k)
vrcholy, tedy

R̂(Kk) =

(
R(k, k)

2

)
.

Definice 5. (online Ramseyovo č́ıslo)
Online Ramseyovo č́ıslo R̃(G) je minimálńı počet hran, které muśı Buil-
der vytvořit, aby přinutil Paintera k vytvořeńı jednobarevného grafu G,
bez ohledu na jeho strategii.

Hypotéza, formulována A. Kurekem a A. Rucinskim v roce 2005 [18],
kterou v roce 2009 dokázal D. Conlon [8] ř́ıká, že

lim
k→∞

R̃(Kk)

R̂(Kk)
= 0.

D. Conlon ukázal, že existuje konstanta c > 1 taková, že

R̃(Kk) ≤ c−k
(
R(k, k)

2

)
.

Online Ramseyova č́ısla cest

V této části se zaměř́ıme na online Ramseyova č́ısla cest, která byla studována
v [16], [23]. Začneme tabulkou několika přesných hodnot, které byly spočteny
pomoćı poč́ıtače.

n 2 3 4 5 6 7 8 9

R̃(Pn) 1 3 5 7 10 12 15 17

Tabulka 2.1: R̃(Pn)

Poznamenejme, že určit přesnou hodnotu online Ramseyova č́ısla pro hru
omezenou jen na n kol, znamená proj́ıt všechny možné neizomorfńı grafy s n
hranami a dále proj́ıt všechna možná neizomorfńıch obarveńı těchto graf̊u.
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Konkrétně pro n = 9 P. Pra lat v [23] použit́ım backtrackingu testoval 176778
r̊uzně obarvených graf̊u s 9 hranami. Jedná se tedy o obt́ıžnou úlohu a přesná
hodnota neńı zat́ım spočtena ani pro R̃(P10). Pod́ıvejme se tedy na horńı
odhad, který plat́ı obecně.

Věta 19. [16] Něcht’ k ≥ 1. Builder umı́ v 2k − 1 kolech přinutit Paintera
k vytvořeńı dvou jednobarevných a vrcholově disjunktńıch cest (jedné červené
a jedné modré) takových, že součet jejich délek je roven k. Nav́ıc, pro všechna
n ≥ 2 plat́ı, že

R̃(Pn) ≤ 4n− 7.

Důkaz je konstrukčńı a provád́ı se indukćı podle počtu kol. Na obrázku 2.1
je zobrazen jeden krok indukce.

Obrázek 2.1: Jeden krok indukce.

Při snaze o vylepšeńı horńıho odhadu online Ramseyových č́ısel cest jsme
vypozorovali, že v indukci lze hrany vyb́ırat i jiným zp̊usobem. Rozd́ılem je,
že obě jednobarevné cesty nebudou vrcholově disjunktńı, ale budou mı́t je-
den společný koncový vrchol. Označme R = (r1, r2, . . . , rlR) červenou cestu,
B = (b1, b2, . . . , blB) modrou cestu a u jejich společný koncový vrchol, kde
u = rlR = b1. Builder vytvoř́ı hranu uv, kde v je vrchol, který nelež́ı na R
ani na B. At’ ji Painter obarv́ı červeně (druhá možnost je symetrická), po-
tom Builder vytvoř́ı hranu vb2. Painter ji bud’ obarv́ı červeně, potom R =
(r1, r1, . . . , rlR , v, b2) a B = (b2, b3, . . . , blB), nebo ji obarv́ı modře, potom
R = (r1, r1, . . . , rlR , v) a B = (v, b2, b3, . . . , blB). V obou př́ıpadech je součet
délek těchto cest po dvou kolech o 1 větš́ı, stejně jako v jednom kroku indukce
na obrázku 2.1.



Kapitola 3

Online Ramseyova č́ısla kružnic

Tato kapitola je motivována diplomovou praćı V. Blažeje [2], který se zabýval
horńım odhadem pro online Ramseyova č́ısla kružnic. Je zde opraven horńı
odhad pro sudé kružnice a vylepšen horńı odhad pro liché kružnice.

3.1 C3, C4

Horńı odhad pro R̃(C3)

V [16] je zmı́něno, že R̃(C3) = 8. Horńı odhad lze źıskat z konstrukce, která
je zřejmá z obrázku 3.1.

Obrázek 3.1: Konstrukce C3.

Horńı odhad pro R̃(C4)

Vytvoř́ıme 7-krát K1,3, z nich vybereme 4 cesty délky 2, které maj́ı stej-
nou barvu a označ́ıme je p1 = (p11, p

1
2, p

1
3), p

2 = (p21, p
2
2, p

2
3), p

3 = (p31, p
3
2, p

3
3)

a p4 = (p41, p
4
2, p

4
3). Necht’ jsou cesty p1, p2, p3, p4 obarveny červenou bar-

vou. Builder vytvoř́ı 6 hran xpi1, xp
i
3 pro i = 1, 2, 3, kde x je vrchol, který

18
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nelež́ı na žádné z cest p1, p2, p3, p4. Potom Painter vždy alespoň jednu
z hran xpi1, xp

i
3 pro i = 1, 2, 3 obarv́ı modře, protože jinak máme červené

C4. Označme tyto modré hrany na cestě pi jako xpi. Builder vytvoř́ı hrany
pip

4
1 a pip

4
3 pro i = 1, 2, 3. Painter alespoň jednu z hran p1p

4
1 a p1p

4
3 obarv́ı

modře, označme ji p1a a druhou hranu p1b. Potom hrana p2a je obarvena
červeně a p2b je obarvena modře. Hrana p3b je obarvena červeně a konečně je
bud’ hrana p3a obarvena červeně, potom máme červené C4 = (p41, p

4
2, p

4
3, p3),

nebo je hrana p3a obarvena modře, potom máme modré C4 = (x, p1, a, p3).
Horńı odhad online Ramseyova č́ısla źıskáme součtem všech kol, tedy

R̃(C4) ≤ 3 · 7 + 2 · 6 = 33.

3.2 Sudé kružnice

Věta 20. Necht’ n = 2k + 4, k ∈ N, potom

R̃(Cn) ≤ 37n− 75.

Strategie

1. Vytvoř́ıme jednobarevnou cestu p (strategie viz dále) o délce 17
2
n− 17.

Vrcholy cesty p budeme značit p0, p1, . . . , p 17
2
n−17.

2. Označme

(a) α = n − 2 + n−2
4
− 1 = 5n−14

4
pro n = 4k + 2, k ∈ N, tj. n =

6, 10, 14, 18, . . .

Nyńı rozděĺıme cestu p na 7 kratš́ıch cest p1, p2, . . . , p7.

• p1 = (p0, p1, . . . , pα),

• p2 = (pα+1, pα+2, . . . , p2α+1),

• p3 = (p2α+2, pα+3, . . . , p3α+2),

• p4 = (p3α+3, p3α+4, . . . , p4α+3),

• p5 = (p4α+4, p4α+5, . . . , p5α+4),

• p6 = (p5+α+5, p5α+6, . . . , p6α+5),

• p7 = (p6α+6, p6α+7, . . . , p6α+6+n−2) = (p6α+6, p6α+7, . . . , p 17
2
n−17).

Máme tedy 6 jednobarevných cest p1, p2, . . . , p6 o délce 5n−14
4

a cestu
p7 o délce n− 2.

(b) α = n − 2 + n
4
− 1 = 5n−12

4
a β = n − 2 + n−4

4
− 1 = 5n−16

4

pro n = 4k + 4, k ∈ N, tj. n = 8, 12, 16, 20, . . .

Opět rozděĺıme cestu p na 7 kratš́ıch cest p1, p2, . . . , p7 tak, že
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• p1 = (p0, p1, . . . , pα),

• p2 = (pα+1, pα+2, . . . , pα+β+1),

• p3 = (pα+β+2, pα+β+3, . . . , p2α+β+2),

• p4 = (p2α+β+3, p2α+β+4, . . . , p2α+2β+3),

• p5 = (p2α+2β+4, p2α+2β+5, . . . , p3α+2β+4),

• p6 = (p3α+2β+5, p3α+2β+6, . . . , p3α+3β+5),

• p7 = (p3α+3β+6, p3α+3β+7, . . . , p3α+3β+6+n−2).

Máme tedy 3 cesty p1, p3, p5 o délce 5n−12
4

, 3 cesty p2, p4, p6 o délce
5n−16

4
a cestu p7 o délce n− 2.

3. Necht’ je p obarvená červenou barvou, potom vynut́ıme 3 modré cesty
o délce n

2
− 1 vycházej́ıćı z vrcholu x, který nelež́ı na cestě p.

Nejprve Builder vytvoř́ı hrany xp10 a xp1n−2. Painter muśı alespoň jednu
z těchto hran obarvit modrou barvou, označme tuto hranu xy1.

(a) Pokud n = 4k + 2, k ∈ N, pak z y1 vynut́ıme modrou cestu délky
n
2
− 2, což se nám povede v n−6

4
+ 1 iteraćıch. Situace je zobrazena

na obrázku 3.2.

Pro i = 1, 2, . . . , n−6
4

:

• Builder vytvoř́ı hrany y2i−1p
2
i−1 a y2i−1p

2
n+i−3, potom alespoň

jedna z těchto hran je obarvena modrou barvou, označme tuto
hranu y2i−1y2i.

• Builder vytvoř́ı hrany y2ip
1
i a y2ip

1
n+i−2, potom alespoň jedna

z těchto hran je obarvena modrou barvou, označme tuto hranu
y2iy2i+1.

Konečně Builder vytvoř́ı hrany y2n−6
4

+1p
2
n+n−6

4
−2 a y2n−6

4
+1p

2
n+n−6

4

,

potom alespoň jedna z těchto hran je obarvena modrou barvou,
označme tuto hranu y2n−6

4
+1y2n−6

4
+2 = yn

2
−2yn

2
−1. Źıskáváme mod-

rou cestu (x, y1, y2, . . . , yn
2
−1) o délce n

2
− 1. Stejně postupujeme

s cestami p3, p4 a p5, p6.

(b) Pokud n = 4k + 4, k ∈ N, pak z y1 vynut́ıme modrou cestu délky
n
2
− 2, což se nám povede v n−4

4
iteraćıch. Situace je zobrazena

na obrázku 3.3.

Pro i = 1, 2, . . . , n−4
4

:

• Builder vytvoř́ı hrany y2i−1p
2
i−1 a y2i−1p

2
n+i−3, potom alespoň

jedna z těchto hran je obarvena modrou barvou, označme tuto
hranu y2i−1y2i.
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• Builder vytvoř́ı hrany y2ip
1
i a y2ip

1
n+i−2, potom alespoň jedna

z těchto hran je obarvena modrou barvou, označme tuto hranu
y2iy2i+1.

Źıskáváme modrou cestu (x, y1, y2, . . . , yn
2
−1) o délce n

2
− 1. Stejně

postupujeme s cestami p3, p4 a p5, p6.

�
2

�
�
2

��2
�
2
5���4

4

�
1

�
�
1

��2
�
1
5���4

4

�
1

�
2

x

Obrázek 3.2: Vynuceńı modré cesty délky n
2
− 1 pro n = 4k + 2, k ∈ N.
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4
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4
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Obrázek 3.3: Vynuceńı modré cesty délky n
2
− 1 pro n = 4k + 4, k ∈ N.

4. Označme si modrou cestu vytvořenou z vrcholu x

• pomoćı cest p1, p2 jako q1 = (x, q11, q
1
2, . . . , q

1
n
2
−1),

• pomoćı cest p3, p4 jako q2 = (x, q21, q
2
2, . . . , q

2
n
2
−1),

• pomoćı cest p5, p6 jako q3 = (x, q31, q
3
2, . . . , q

3
n
2
−1).

(a) Builder vytvoř́ı hrany q1n
2
−1p

7
0 a q1n

2
−1p

7
n−2, potom alespoň jedna

z těchto hran je obarvena modrou barvou, označme tuto hranu
q1n

2
−1a a druhou hranu označme q1n

2
−1b.

(b) Builder vytvoř́ı hrany qn
2
−12a a q2n

2
−1b, potom hrana q2n

2
−1a muśı

být červená a hrana q2n
2
−1b muśı být modrá. Pokud ale q1n

2
−1b je

modrá, potom máme modrou Cn = (q1n
2
−1, q

1
1, x, q

2
1, . . . , q

2
n
2
−1, b),

tedy q1n
2
−1b je obarvena červenou barvou.
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(c) Builder vytvoř́ı hrany q3n
2
−1a a qn

2
3−1b, potom hrana q3n

2
−1amuśı být

obarvena červenou barvou. A konečně bud’ q3n
2
−1b je modrá, potom

máme modrou Cn = (q2n
2
−1, . . . , q

2
1, x, q

3
1, . . . , q

3
n
2
−1b) nebo q3n

2
−1b je

červená, potom máme červenou Cn = (q3n
2
−1, p

7
0, . . . , p

7
n−2). Postup

je ilustrován na obrázku 3.4.

x

q1
1

q2
1

q3
1

q1�
�
�1

q2�
�
�1

q3�
�
�1

p7
�
� �

p7
��2

� b

Obrázek 3.4: Vynuceńı sudé kružnice.

Horńı odhad R̃(Cn) pro sudé kružnice

Pro vytvořeńı červené cesty o délce 17
2
n − 17, podle věty 19 potřebujeme

4
(
17
2
n− 17

)
− 7 = 34n − 75 kol. Dále pro vytvořeńı modré cesty o délce

n
2
− 1 z vrcholu x, potřebujeme

• 2 + n−6
4
· 4 + 2 = n− 2 kol, pro n = 4k + 2, k ∈ N.

• 2 + n−4
4
· 4 = n− 2 kol, pro n = 4k + 4, k ∈ N.

Tedy pro vytvořeńı 3 modrých cest o délce n
2
− 1 z vrcholu x potřebujeme

3(n−2) = 3n−6 kol. Nakonec vytvoř́ıme 6 hran z koncových vrchol̊u modrých
cest do koncových vrchol̊u p7. Horńı odhad R̃(Cn) pro n = 2k + 4, k ∈ N
dostáváme součtem, tedy

R̃(Cn) ≤ 34n− 75 + 3n− 6 + 6 = 37n− 75.

3.3 Liché kružnice

Věta 21. Necht’ n = 2k + 3, k ∈ N, potom

R̃(Cn) ≤ 47n− 75.
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Strategie

1. Vytvoř́ıme jednobarevnou cestu p (strategie viz dále) o délce 10n− 17.
Vrcholy cesty p budeme značit p0, p1, . . . , p10n−17.

2. Vytvoř́ıme sudou kružnici o délce 2n.

(a) Protože n = 2k+ 3, k ∈ N, pak 2n = 4k+ 6, k ∈ N. Modifikujeme
tedy postup vytvořeńı sudé kružnice pro n = 4k + 2. Označme
α = n− 2 + 2n−2

4
− 1 = 3n−7

2
. Nyńı rozděĺıme cestu p na 7 kratš́ıch

cest p1, p2, . . . , p7.

• p1 = (p0, p1, . . . , pα),

• p2 = (pα+1, pα+2, . . . , p2α+1),

• p3 = (p2α+2, pα+3, . . . , p3α+2),

• p4 = (p3α+3, p3α+4, . . . , p4α+3),

• p5 = (p4α+4, p4α+5, . . . , p5α+4),

• p6 = (p5+α+5, p5α+6, . . . , p6α+5),

• p7 = (p6α+6, p6α+7, . . . , p6α+6+n−2) = (p6α+6, p6α+7, . . . , p10n−17).

Máme tedy 6 jednobarevných cest p1, p2, . . . , p6 o délce 3n−7
2

a
cestu p7 o délce n− 2.

(b) Necht’ je p obarvená červenou barvou, potom vynut́ıme 3 modré
cesty o délce n− 1 vycházej́ıćı z vrcholu x, který nelež́ı na cestě p.
Nejprve Builder vytvoř́ı hrany xp10 a xp1n−2. Potom alespoň jedna
z těchto hran muśı být obarvena modrou barvou, označme tuto
hranu xy1. Z y1 vynut́ıme modrou cestu délky n − 2, což se nám
povede v n−3

2
iteraćıch.

Pro i = 1, 2, . . . , n−3
2

:

• Builder vytvoř́ı hrany y2i−1p
2
i−1 a y2i−1p

2
n+i−3, potom alespoň

jedna z těchto hran je obarvena modrou barvou, označme tuto
hranu y2i−1y2i.

• Builder vytvoř́ı hrany y2ip
1
i a y2ip

1
n+i−2, potom alespoň jedna

z těchto hran je obarvena modrou barvou, označme tuto hranu
y2iy2i+1.

Konečně Builder vytvoř́ı hrany y2n−3
2

+1p
2
n−2+n−3

2

a y2n−3
2

+1p
2
n−3
2

,

potom alespoň jedna z těchto hran je obarvena modrou barvou,
označme tuto hranu y2n−3

2
+1y2n−3

2
+2 = yn−2yn−1.

Źıskáváme modrou cestu (x, y1, y2, . . . , yn−1) o délce n− 1. Stejně
postupujeme s cestami p3, p4 a p5, p6.
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(c) Označme si modrou cestu vyrvořenou z vrcholu x

• pomoćı cest p1 a p2 jako q1 = (x, q11, q
1
2, . . . , q

1
n−1),

• pomoćı cest p1 a p2 jako q1 = (x, q21, q
2
2, . . . , q

2
n−1),

• pomoćı cest p1 a p2 jako q1 = (x, q31, q
3
2, . . . , q

3
n−1).

Builder vytvoř́ı hrany q1n−1p
7
0 a q1n−1p

7
n−2, potom alespoň jedna

z těchto hran je obarvena modrou barvou, označme tuto hranu
q1n−1a a druhou hranu q1n−1b.

Builder vytvoř́ı hrany q2n−1a a q2n−1b, potom hrana q2n−1a muśı být
červená a hrana q2n−1b muśı být modrá. Je-li q1n−1b modrá, potom
máme modrou C2n, tedy q1n−1b je obarvena červenou barvou.

Builder vytvoř́ı hrany q3n−1a a q3n−1b, potom hrana q3n−1a muśı
být obarvena červenou barvou a hrana q3n−1b je modrá, potom
źıskáváme modrou C2n = (q2n−1, . . . , q

2
1, x, q

3
1, . . . , q

3
n−1, b).

3. Vytvoř́ıme lichou kružnici Cn uvnitř sudé kružnice C2n = (c0, . . . , c2n−1)
z přechoźıho bodu, což se nám povede po n kolech.

Pro i = 0, 1, . . . , n− 2:

• Builder vytvoř́ı hranu ci(n−1)(mod 2n)c(i+1)(n−1)(mod 2n), potom
je tato hrana obarvena červenou barvou.

V posledńı iteraci Builder vytvoř́ı hranu c1cn. Hrana je bud’ obarvena
červenou barvou, potom źıskáváme červenou Cn, nebo modrou barvou,
potom źıskáváme modrou Cn.

Horńı odhad R̃(Cn) pro liché kružnice

Pro vytvořeńı červené cesty o délce 10n − 17, podle věty 19 potřebujeme
4(10n− 17)− 7 = 40n− 75 kol. Dále pro vytvořeńı modré cesty o délce n− 1
z vrcholu x, potřebujeme 2 + n−3

2
· 4 + 2 = 2n− 2 kol. Tedy pro vytvořeńı 3

modrých cest délky n − 1 z vrcholu x potřebujeme 3(2n − 2) = 6n − 6 kol.
Pro dokončeńı sudé kružnice o délce 2n potřebujeme 6 kol. Nakonec uvnitř
jednobarevné C2n potřebujeme n kol. Horńı odhad R̃(Cn) pro n = 2k + 3,
k ∈ N dostáváme součtem, tedy

R̃(Cn) ≤ 40n− 75 + 6n− 6 + 6 + n = 47n− 75.



Závěr

V prvńı kapitole je vyložena část Ramseyovy teorie. Ramseyova teorie je velmi
obsáhlá a zpracováńı celé tématiky by vydalo na několik knih. Byla vybrána
základńı témata, která jsou ilustrována na grafech, což napov́ıdá i název
práce.

Kapitola druhá se zabývá opět jen malou část́ı online Ramseyovy teorie.
Témata v této kapitole byla volena podle toho, č́ım jsme se během celého roku
zabývali. Je zde shrnuta vyhnutelnost a nevyhnutelnost na některých tř́ıdách
graf̊u a nast́ıněna obt́ıžnost určeńı přesných hodnot online Ramseyových č́ısel
už pro strukturálně jednoduchý graf jako je cesta. V budoucnu by si zasloužila
pozornost hypotéza od Š. Petř́ıčkové z druhé kapitoly. Cestou může být nalézt
nějakou strategii pro Paintera, podobnou té v d̊ukazu věty 16. Kapitola je
zakončena drobným pozorováńım, které dovoluje konstruovat jednobarevné
cesty i jiným zp̊usobem než je uveden v p̊uvodńım článku.

Třet́ı kapitola se zabývá horńım odhadem online Ramseyových č́ısel kruž-
nic. Kapitola je členěna na tři části. V prvńı části je uvedena přesná hodnota
pro C3 a horńı odhad pro C4. Druhá část se zabývá kružnicemi sudé délky
a v třet́ı části je horńı odhad pro liché kružnice. Dále může být věnována
pozornost dolńım odhad̊um pro online Ramseyova č́ısla kružnic.
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