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Plzeň, 2019 Petra Štumpfová
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Abstrakt

Tato bakalářská práce se věnuje studiu Fuč́ıkova spektra pro diferenciálńı rovnici
druhého řádu s nelokálńı integrálńı podmı́nkou

y′′(x) + αy+(x)− βy−(x) = 0, x ∈ (0, 1),

y(0) = 0,
1∫
0

t∫
0

y(x)dxdt = 0,

kde α, β ∈ R, y ∈ C2〈0, 1〉 a y±(x) := max{±y(x), 0}.

Nejprve je nalezen analytický popis Fuč́ıkova spektra jakožto nultá hladina funkce dvou
proměnných v α, β. Dı́ky jinému, vhodněǰśımu př́ıstupu k integrálńı podmı́nce, je pak
možné nalézt parametrizaci části Fuč́ıkova spektra.

Kĺıčová slova

Fuč́ıkovo spektrum, okrajová úloha, nelokálńı okrajová úloha, počátečńı úloha.



Abstract

This Bachelor Thesis dedicates to the study of Fuč́ık spectrum for the second order
boundary value problem with a non-local boundary condition

y′′(x) + αy+(x)− βy−(x) = 0, x ∈ (0, 1),

y(0) = 0,
1∫
0

t∫
0

y(x)dxdt = 0,

where α, β ∈ R, y ∈ C2〈0, 1〉 a y±(x) := max{±y(x), 0}.

At first there is found an analytic description of Fuč́ık spectrum as zero level of two
dimensional function at α, β. Thanks to different, worthier access to the integral con-
dition, it is allowed to find a parametrization of a part of Fuč́ık spectrum.

Key words

The Fuč́ık spectrum, the boundary value problem, the non-local boundary value pro-
blem, the initial value problem.



Obsah
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2.3 Popis množiny Σ+ pro β > 0 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 19

3 Parametrizace Fuč́ıkova spektra Σ 27
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Úvod

Ćılem této práce je studium úlohy
y′′(x) + αy+(x)− βy−(x) = 0, x ∈ (0, 1),

y(0) = 0,
1∫
0

t∫
0

y(x)dxdt = 0,
(1)

kde α, β ∈ R, y ∈ C2〈0, 1〉 a y±(x) := max{±y(x), 0}.

Budeme zkoumat množinu

Σ = {(α, β) ∈ R2 : úloha (1) má netriviálńı řešeńı},

kterou nazveme Fuč́ıkovo spektrum pro úlohu (1).

V prvńı kapitole se krátce budeme zabývat řešeńım počátečńı úlohy, která již byla dř́ıve
zkoumána v několika pracech, např. [3], nebo [4]. Také krátce shrneme řešitelnost obecné
kubické rovnice, kterou využijeme dále.

V druhé kapitole najdeme analytický popis Fuč́ıkova spektra Σ pro úlohu (1), ve které se
budeme snažit vyjádřit integrálńı podmı́nku jiným, vhodněǰśım zp̊usobem. Celý tento
postup bude inspirován článkem [5]. Množina Σ pak bude popsána jako nultá hladina
funkce dvou proměnných v α, β. Dále bude představena implementace tohoto popisu v
programu Wolfram Mathematica, a to v př́ıloze A.

Třet́ı kapitola se bude věnovat parametrizaci Fuč́ıkova spektra pro úlohu (1) ve
čtvrtém kvadrantu a kvalitativńım vlastnostem Fuč́ıkova spektra. K této parametri-
zaci využijeme transformace souřadnic pomoćı zobrazeńı φ = φ(a, b), kde

√
α = a a√

β = b, které je definováno následuj́ıćım zp̊usobem

φ :

{
k = b

a
,

s = b− bπ
a
.

Při parametrizaci Fuč́ıkova spektra pro úlohu (1) se omeźıme pro jednoduchost pouze
na množinu

Ω+ = (π2,+∞)× (−∞, 0〉.
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Kapitola 1

Základńı poznatky

V této kapitole zformulujeme počátečńı úlohu pro nelineárńı diferenciálńı rovnici
druhého řádu, jej́ıž řešeńı je již známé a využijeme jej v daľśı části této práce. Dále
shrneme řešitelnost obecné kubické rovnice, jež bude užitečná v posledńı kapitole.

1.1 Počátečńı úloha

Mějme lineárńı diferenciálńı rovnici druhého řádu s konstantńımi koeficienty

y′′(x) + λy(x) = 0, x ∈ R, (1.1)

kde λ ∈ R.

Funkce y(x) = ezx je řešeńım rovnice (1.1), pokud z je kořenem tzv. charakteristického
polynomu

z2 + λ = 0 (1.2)

diferenciálńı rovnice (1.1).

Pro λ > 0 má řešeńı charakteristické rovnice (1.2) tvar komplexńıho č́ısla z = ±
√
λi,

kde i je imaginárńı jednotka. Obecné řešeńı rovnice (1.1) pro λ > 0 má tedy tvar

y(x) = c1 cos(
√
λx) + c2 sin(

√
λx), c1, c2 ∈ R. (1.3)

Pro λ = 0 má diferenciálńı rovnice v (1.1) tvar y′′(x) = 0 a jej́ı obecné řešeńı je

y(x) = c1x+ c2, c1, c2 ∈ R. (1.4)

Pro λ < 0 je obecné řešeńı diferenciálńı rovnice (1.1) ve tvaru

y(x) = c1 cosh(
√
−λx) + c2 sinh(

√
−λx), c1, c2 ∈ R. (1.5)
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Dále uvažujme počátečńı úlohu pro nelineárńı diferenciálńı rovnici druhého řádu{
y′′(x) + αy+(x)− βy−(x) = 0, x ∈ R,

y(0) = 0, y′(0) = p,
(1.6)

kde p, α, β ∈ R, kladná část funkce y je definována jako y+(x) := max{y(x), 0} a
záporná jako y−(x) := max{−y(x), 0}. Plat́ı vztah y(x) = y+(x)− y−(x).

Uvažujeme-li parametry α, β nelineárńı diferenciálńı rovnice v (1.6) stejné, tedy α =
β = λ, źıskáváme lineárńı diferenciálńı rovnici (1.1). Počátečńı úloha pro tuto lineárńı
rovnici má tvar {

y′′(x) + λy(x) = 0, x ∈ R,

y(0) = 0, y′(0) = p,
(1.7)

kde p, λ ∈ R. Řešeńı počátečńı úlohy (1.7) má pro p ∈ R tvar

y(x) =


p√
λ

sin(
√
λx), λ > 0,

px, λ = 0,

p√
−λ sinh(

√
−λx), λ < 0.

(1.8)

Pro p = 0 má úloha (1.6) pouze triviálńı řešeńı y(x) ≡ 0.

Pro počátečńı úlohu (1.6) s p > 0 uved’me tvar jej́ıho řešeńı pro r̊uzná nastaveńı para-
metr̊u α a β pomoćı souhrnné tabulky (viz Tabulka 1.1).

α > 0 β > 0 p√
α

sin(
√
αx), x ∈ 〈0, π√

α
〉 p√

β
sin(
√
β(x− π√

α
)), x ∈ ( π√

α
, T 〉

α > 0 β = 0 p√
α

sin(
√
αx), x ∈ 〈0, π√

α
〉 p(x− π√

α
), x > π√

α

α > 0 β < 0 p√
α

sin(
√
αx), x ∈ 〈0, π√

α
〉 p√

−β sinh(
√
−β(x− π√

α
)), x > π√

α

α = 0 β ∈ R px, x ∈ R
α < 0 β ∈ R p√

−α sinh(
√
−αx), x ∈ R

Tabulka 1.1: Přehled řešeńı úlohy (1.6) pro α, β ∈ R, kde T = π√
α

+ π√
β

a pro α, β > 0
je řešeńı y T -periodické.

Jestliže y je řešeńım počátečńı úlohy (1.6) pro α = α0, β = β0 a p = p0 > 0, potom
u(x) = −y(x) je řešeńım počátečńı úlohy (1.6) pro α = β0, β = α0 a p = −p0 < 0.

Tedy počátečńı úloha (1.6) má pro α, β > 0 a p > 0 (viz obrázek 1.1) právě jedno
T -periodické řešeńı (viz [4]), které lze vyjádřit na základě intervalové periodicity 〈0, T 〉
jako

y(x) =

{
p√
α

sin(
√
αx), 0 ≤ x ≤ π√

α
,

− p√
β

sin(
√
β(x− π√

α
)), π√

α
< x ≤ T = π√

α
+ π√

β
.

(1.9)
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Obrázek 1.1: Graf řešeńı počátečńı úlohy (1.6) na intervalu 〈0, T 〉 pro α = 49, β = 25 a
p = 1.

1.2 Řešeńı kubické rovnice

V této podkapitole se zabývejme obecnou kubickou rovnićı, jej́ıž řešeńı využijeme v
daľśı části této práce.

Řešitelnost obecné kubické rovnice

c3k
3 + c2k

2 + c1k + c0 = 0, (1.10)

kde c0, c1, c2 ∈ R, c3 ∈ R \ {0}, záviśı na znaménku diskriminantu

D = 18c3c2c1c0 − 4c32c0 + c22c
2
1 − 4c3c

3
1 − 27c23c

2
0. (1.11)

Pro D > 0 existuj́ı tři r̊uzná reálná řešeńı.

Pro D = 0 má rovnice bud’ jeden trojnásobný reálný kořen nebo jeden dvojnásobný a
jeden jednoduchý reálný kořen.

Pro D < 0 má obecná kubická rovnice právě jedno reálné řešeńı a dvě imaginárńı řešeńı,
která jsou komplexně sdružená, viz [6].

Poznámka 1. Dle [6] vyjádřeme analyticky kořeny kubické rovnice. Obecnou kubickou
rovnici (1.10) vydělme koeficientem c3. Redukovaná rovnice bez kvadratického členu
vznikne použit́ım substituce k = t− c2

3c3
, tato redukovaná rovnice má tvar:

t3 + Pt+Q = 0,

kde

P =
3c3c1 − c22

3c23
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a

Q =
2c32 − 9c3c2c1 + 27c23c0

27c33
.

Pro redukovanou kubickou rovnici t3 + Pt + Q = 0 lze řešeńı vyjádřit pomoćı Carda-
nových vzorc̊u ve tvaru

t0 =
3

√
−Q

2
+

√
Q2

4
+
P3

27
+

3

√
−Q

2
−
√
Q2

4
+
P3

27
. (1.12)

Pokud má rovnice (1.10) jedno reálné řešeńı, tedy D < 0, je možné vyjádřit řešeńı
pomoćı hyperbolických funkćı, viz [8] a [9], pro

C =
Q
2

( 3

|P|

) 3
2

(1.13)

jako

t0 = 2

√
|P|
3

cosh
(1

3
argcosh C

)
, C ≥ 1. (1.14)

Pro C < 1 by kubická rovnice (1.10) měla jiná řešeńı, tuto možnost ale nebudeme
potřebovat. Řešeńı obecné kubické rovnice (1.10) má tedy tvar

k = t0 −
c2
3c3

.
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Kapitola 2

Okrajová úloha s nelokálńı
okrajovou podmı́nkou

V této kapitole se budeme zabývat okrajovou úlohou s nelokálńı okrajovou podmı́nkou
integrálńıho typu pro diferenciálńı rovnici druhého řádu

y′′(x) + αy+(x)− βy−(x) = 0, x ∈ (0, 1),

y(0) = 0,
1∫
0

t∫
0

y(x)dxdt = 0,
(2.1)

kde α, β ∈ R a y±(x) := max{±y(x), 0}. Ćılem této práce je naj́ıt všechny dvojice
(α, β) ∈ R2 tak, že úloha (2.1) má netriviálńı řešeńı y ∈ C2〈0, 1〉. Integrálńı podmı́nka
v úloze (2.1) má tvar

1∫
0

t∫
0

y(x)dxdt = 0 (2.2)

a lze ji také zapsat jako
1∫

0

F (t)dt = 0, (2.3)

kde jsme označili F (t) :=
t∫
0

y(x)dx pro 0 ≤ t ≤ 1. Funkce F je tedy primitivńı funkce k

funkci y na intervalu (0, 1), pro kterou plat́ı F (0) = 0. Integrálńı podmı́nka (2.3) tedy
znamená, že středńı hodnota primitivńı funkce F je na intervalu 〈0, 1〉 nulová.

Definice 1. Fuč́ıkovo spektrum pro úlohu (2.1) je množina

Σ = {(α, β) ∈ R2 : úloha (2.1) má netriviálńı řešeńı}.
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Dále definujme podmnožiny Fuč́ıkova spektra Σ jako

Σ+ = {(α, β) ∈ R2 : úloha (2.1) má netriviálńı řešeńı y, y′(0) > 0},

Σ- = {(α, β) ∈ R2 : úloha (2.1) má netriviálńı řešeńı y, y′(0) < 0}.

Plat́ı Σ = Σ+ ∪ Σ-, nebot’ pro y′(0) = 0 má úloha (2.1) pouze triviálńı řešeńı y(x) ≡ 0.
Jestliže y je řešeńım úlohy (2.1) pro α = α0 ∈ R a β = β0 ∈ R, potom i u(x) = −y(x) je
řešeńım úlohy (2.1) pro α = β0 a β = α0. Dvojice (α, β) ∈ Σ+ právě tehdy, když dvojice
(β, α) ∈ Σ- (viz [4]), tedy Fuč́ıkovo spektrum Σ je symetrické vzhledem k diagonále
α = β. Dále tedy stač́ı zkoumat jen množinu Σ+.

Lemma 1. Jestlǐze y je netriviálńı řešeńı úlohy (2.1) s y′(0) > 0, potom α > π2.

D̊ukaz. Proved’me d̊ukaz sporem a rozdělme jej do tř́ı část́ı:

1. Uvažujme nejprve α < 0, pak je řešeńı y počátečńı úlohy (1.6) pro p = y′(0) ve
tvaru

y(x) =
p√
−α

sinh(
√
−αx).

Jestliže je y řešeńı úlohy (2.1), potom plat́ı pro t ≥ 0

t∫
0

y(x)dx =

t∫
0

1√
−α

sinh(
√
−αx)dx =

p− p cos(
√
αt)

α
.

Středńı hodnota primitivńı funkce
t∫
0

y(x)dx je na intervalu 〈0, 1〉 pak rovna

1∫
0

t∫
0

y(x)dxdt =

1∫
0

p− p cos(
√
αt)

α
dt =

p(
√
α− sin

√
α)√

α3
,

tedy pro α < 0 je nenulová a to je spor s (2.2).

2. Pro α = 0 je řešeńı y počátečńı úlohy (1.6) pro p = y′(0) > 0 lineárńı funkćı
y(x) = px, pro kterou plat́ı

1∫
0

t∫
0

y(x)dxdt =

1∫
0

t∫
0

pxdxdt =

1∫
0

pt2

2
dt =

p

6
> 0

a to je spor s (2.2).
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3. Nakonec pro 0 < α ≤ π2 je y řešeńı počátečńı úlohy (1.6) pro p = y′(0) > 0 ve
tvaru (1.9). Prvńı kladný nulový bod je x0 = π√

α
. Pro 0 < α ≤ π2 plat́ı, že x0 ≥ 1.

To ale znamená, že podmı́nku (2.2) nelze splnit, nebot’ řešeńı y pro x0 ≥ 1 a p > 0
nabývá pouze kladných hodnot na intervalu (0, 1), tedy

1∫
0

t∫
0

y(x)dxdt =

1∫
0

t∫
0

p sin(
√
αx)√

α
dxdt =

=

1∫
0

p(1− cos(
√
αt))

α
dt =

p(
√
α− sin

√
α)√

α3
> 0,

jelikož sin
√
α <
√
α, a to je spor s (2.2).

Pro všechna α ≤ π2 jsme došli ke sporu, muśı tedy platit α > π2.

Jestliže y je řešeńım úlohy (2.1), potom i u(x) = c · y(x), kde c > 0, je řešeńım úlohy
(2.1). Proto stač́ı uvažovat pouze řešeńı y, které vyhovuje podmı́nce y′(0) = 1.

Rozdělme řešitelnost okrajové úlohy (2.1) do tř́ı př́ıpad̊u.

2.1 Popis množiny Σ+ pro β < 0

Pro př́ıpad α > π2 a β < 0, kde α = a2, a > π, a β = −b2, b < 0, má úloha (2.1) tvar
y′′(x) + a2y+(x) + b2y−(x) = 0, x ∈ (0, 1),

y(0) = 0,
1∫
0

t∫
0

y(x)dxdt = 0.
(2.4)

Pak má v tomto př́ıpadě řešeńı y počátečńı úlohy{
y′′(x) + a2y+(x) + b2y−(x) = 0,

y(0) = 0, y′(0) = p,
(2.5)

pro p > 0 tvar (viz obrázek 2.1)

y(x) =

{
p
a

sin(ax), 0 ≤ x ≤ π
a
,

−p
b

sinh(b(x− π
a
)), π

a
< x.

(2.6)
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Obrázek 2.1: Graf řešeńı počátečńı úlohy (1.6) pro a = 7, b = −5 a p = 1.

Lemma 2. Okrajová úloha (2.4) má pro a > π a b < 0 netriviálńı řešeńı y s y′(0) > 0
právě tehdy, když

2b3

a2
+ b− b3π

a3
− bπ

a
− sinh

(
b− bπ

a

)
= 0. (2.7)

D̊ukaz. Pro a > π je π
a
< 1 (plat́ı nutná podmı́nka v lemmatu 1). Pro řešeńı y počátečńı

úlohy (2.5) dané v (2.6) máme

1∫
0

t∫
0

y(x)dxdt =

π
a∫

0

t∫
0

p sin(ax)

a
dxdt+

1∫
π
a

( π
a∫

0

p sin(ax)

a
dx+

+

t∫
π
a

−
p sinh(b(x− π

a
))

b
dx
)

dt =

=

π
a∫

0

p− p cos(at)

a2
dt+

1∫
π
a

(2p

a2
+
p− p cosh(b(t− π

a
))

b2

)
dt =

= p
( π
a3

+
2

a2
− 2π

a3
+

1

b2
− π

ab2
−

sinh(b− bπ
a

)

b3

)
,

a tedy

b3

p

1∫
0

t∫
0

y(x)dxdt =
2b3

a2
+ b− b3π

a3
− bπ

a
− sinh

(
b− bπ

a

)
.

Integrálńı podmı́nka (2.2) má tedy tvar (2.7).

16



Fuč́ıkovým spektrem pro úlohu (2.1) pro β < 0 je tedy nultá hladina funkce dvou
proměnných

(α, β) 7→ 2
√
−β3

α
+
√
−β −

√
−β3π√
α3

−
√
−βπ√
α
− sinh

(√
−β −

√
−βπ√
α

)
,

která je znázorněna na obrázku 2.2.

10 20 30 40 50 60 70 80

-80

-60

-40

-20

0β

α

Obrázek 2.2: Fuč́ıkovo spektrum úlohy (2.1) v αβ rovině pro α > π2, β < 0.

2.2 Popis množiny Σ+ pro β = 0

Uvažujme β = 0, pak má úloha (2.1) tvar
y′′(x) + αy+(x) = 0, x ∈ (0, 1),

y(0) = 0,
1∫
0

t∫
0

y(x)dxdt = 0,
(2.8)

kde α > π2, nebot’ plat́ı nutná podmı́nka uvedená v lemmatu 1. Jestliže y je řešeńım
počátečńı úlohy (1.6) pro β = 0, potom má pro p = 1 řešeńı y tvar (viz obrázek 2.3)

y(x) =

{
1√
α

sin(
√
αx) pro 0 ≤ x ≤ π√

α
,

π√
α
− x pro π√

α
< x.

(2.9)
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Obrázek 2.3: Graf řešeńı počátečńı úlohy (1.6) pro α = 49 a β = 0.

Lemma 3. Okrajová úloha (2.8) má netriviálńı řešeńı y s y′(0) > 0 právě tehdy, když

12
√
α−
√
α3 − 6π + 3απ − 3

√
απ2 + π3 = 0. (2.10)

D̊ukaz. Pro řešeńı úlohy (1.6) dané v (2.9) máme

1∫
0

t∫
0

y(x)dxdt =

π√
α∫

0

t∫
0

sin(
√
αx)√
α

dxdt+

1∫
π√
α

( π√
α∫

0

sin(
√
αx)√
α

dx+

t∫
π√
α

( π√
α
− x
)

dx
)

dt =

=

π√
α∫

0

1− cos(
√
αt)

α
dt+

1∫
π√
α

( 2

α
+
[ πx√

α
− x2

2

]t
π√
α

)
dt =

=

π√
α∫

0

1− cos(
√
αt)

α
dt+

1∫
π√
α

( 2

α
− π2

2α
+

πt√
α
− t2

2

)
dt =

=
π√
α3

+
2

α
− 2π√

α3
− 1

6
+

π

2
√
α
− π2

2α
+

π3

6
√
α3
,

tedy

6
√
α3

1∫
0

t∫
0

y(x)dxdt = 12
√
α−
√
α3 − 6π + 3απ − 3

√
απ2 + π3.

Pro a =
√
α lze (2.10) zapsat ve tvaru

a3 − 3πa2 + (3π2 − 12)a− π3 + 6π = 0. (2.11)
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Diskriminant kubické rovnice (2.11) D = 6912− 972π2 je záporný pro všechna a, tedy
existuje právě jeden reálný kořen, viz poznámka 1, který má tvar

a = t0 + π,

kde t0 dané vztahem (1.12) pro P = −12 a Q = −6π je

t0 =
3

√
3π +

√
9π2 − 64 +

3

√
3π −

√
9π2 − 64.

Právě jeden reálný kořen rovnice (2.11) má tvar

a0 = π +
3

√
3π +

√
9π2 − 64 +

3

√
3π −

√
9π2 − 64, (2.12)

vrat’me se k p̊uvodńı proměnné α a označme

α0 = a20.

Do množiny Σ+ pak patř́ı dvojice (α0, 0). Hledaná hodnota α0 je reálné řešeńı rovnice
(2.10), jehož přibližná hodnota je α0

.
= 52, 1103.

2.3 Popis množiny Σ+ pro β > 0

Věnujme se nyńı popisu části Fuč́ıkova spektra, a to množině Σ+, pro β > 0. Zaved’me
substituci α = a2, a > π, a β = b2, b > 0. Úloha (2.1) má pro a, b > 0 tvar

y′′(x) + a2y+(x)− b2y−(x) = 0, x ∈ (0, 1),

y(0) = 0,
1∫
0

t∫
0

y(x)dxdt = 0.
(2.13)

Počátečńı úloha (1.6) má pro α = a2 > 0 a β = b2 > 0 právě jedno T -periodické řešeńı,
T = π

a
+ π

b
, které má pro p > 0 tvar

y(x) =

{
p
a

sin(ax), 0 ≤ x ≤ π
a
,

−p
b

sin(b(x− π
a
)), π

a
< x ≤ T = π

a
+ π

b
.

(2.14)

Definice 2. Definujme množinu M pro úlohu (2.13)

M := {(a, b) ∈ R+ × R+ : úloha (2.13) má netriviálńı řešeńı y s y′(0) > 0.}.

Plat́ı, že pokud dvojice (a, b) patř́ı do množinyM, pak dvojice (a2, b2) patř́ı do množiny
Σ. Naopak pokud patř́ı dvojice (α, β) do množiny Σ pro α, β > 0, potom dvojice
(
√
α,
√
β) nebo (

√
β,
√
α) patř́ı do M.
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Definice 3. Pro a, b > 0 definujme

F (t) :=

t∫
0

y(x)dx, t ∈ R, (2.15)

kde y je řešeńı počátečńı úlohy (1.6) pro α = a2 > 0, β = b2 > 0 a p > 0.

Lemma 4. Pro funkci F definovanou v (2.15) plat́ı

∀t ∈ R : F (t+ T ) = F (t) + F (T ),

kde T = π
a

+ π
b
. Nav́ıc funkce F je periodická právě tehdy, když a = b.

D̊ukaz. Pokud je y T -periodická funkce, pak

F (t+ T ) =

t∫
0

y(x)dx+

t+T∫
t

y(x)dx = F (t) +

T∫
0

y(x)dx = F (t) + F (T )

pro všechna t ∈ R. Dále pro y v (2.14) máme

F (T )

T
=

1

T

T∫
0

y(x)dx = (2.16)

=
ab

π(a+ b)

( π
a∫

0

p sin(ax)

a
dx+

T∫
π
a

−p sin(b(x− π
a
))

b
dx
)

=

=
ab

π(a+ b)

(2p

a2
+
[p cos( bπ

a
− bx)

b2

]T
π
a

)
=

=
ab

π(a+ b)

(2p

a2
− 2p

b2

)
=

=
2p

π

b− a
ab

.

A tedy a = b právě tehdy, když F (T ) = 0.

Lemma 5. Mějme libovolnou T-periodickou funkci ỹ : R → R, kde T > 0. Dále

označme F̃ (t) =
t∫
0

ỹ(x)dx, t ∈ R. Potom plat́ı, že A(t) = F̃ (t) − F̃ (T )
T
t je T-periodická

funkce.
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D̊ukaz. Chceme dokázat, že pro všechna t ∈ R plat́ı A(t+ T ) = A(t).

A(t+ T ) = F̃ (t+ T )− F̃ (T )

T
(t+ T ).

V lemmatu 4 jsme již pro funkci F definovanou v (2.15) dokázali F (t+T ) = F (t)+F (T ).
Využili jsme toho, že funkce ỹ = y je T-periodická. Pro všechna t ∈ R plat́ı

A(t+ T ) = F̃ (t) + F̃ (T )− F̃ (T )

T
t− F̃ (T ) = A(t).

V následuj́ıćıch definićıch uvedeme funkce, d́ıky kterým bude možné integrálńı
podmı́nku (2.2) vyjádřit jako nultou hladinu funkce dvou proměnných.

Definice 4. Pro a, b > 0 definujme

G(z) :=

z∫
0

(
F (t)− F (T )

T
t
)

dt, z ∈ R, (2.17)

kde T = π
a

+ π
b

a F je definováno v (2.15).

Zřejmě plat́ı

G(z) =

z∫
0

t∫
0

y(x)dxdt− F (T )

T

z2

2
.

Definice 5. Pro a, b > 0 definujme

H(z) := G(z)− G(T )

T
z, z ∈ R, (2.18)

kde T = π
a

+ π
b

a G je definováno v (2.17).

Nav́ıc

H(z) =

z∫
0

t∫
0

y(x)dxdt− F (T )

T

z2

2
− G(T )

T
z. (2.19)

Poznamenejme, že výrazy F (T )
T

a G(T )
T

jsou funkčńı hodnoty daných funkćı závislé pouze
na a, b. Pomoćı (2.19) vyjádřeme tedy

1∫
0

t∫
0

y(x)dxdt = H(1) +

1∫
0

F (T )

T
tdt+

G(T )

T
=

= H(1) +
F (T )

2T
+
G(T )

T
.
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Integrálńı podmı́nku (2.2) lze pak zapsat jako

H(1) +
F (T )

2T
+
G(T )

T
= 0. (2.20)

Lemma 6. Funkce H definovaná v (2.18) je T -periodická, kde T = π
a

+ π
b
.

D̊ukaz. S využit́ım lemmatu 5 je funkce F (t)− F (T )
T
t T -periodická d́ıky T -periodicitě y

v (2.14) pro ỹ(x) = y(x) a F̃ (t) = F (t) =
t∫
0

y(x)dx. Funkce H je s využit́ım lemmatu

5 pak d́ıky T -periodicitě F (x) − F (T )
T
x také T -periodická pro ỹ = F (x) − F (T )

T
x a

F̃ (t) =
t∫
0

(
F (x)− F (T )

T
x
)

dx = G(t).

Plat́ı

G(T )

T
=

1

T

( T∫
0

t∫
0

y(x)dxdt− F (T )

T

T 2

2

)
= (2.21)

=
1

T

( π
a∫

0

t∫
0

p sin(ax)

a
dxdt+

T∫
π
a

( π
a∫

0

p sin(ax)

a
dx+

+

t∫
π
a

−p sin(b(x− π
a
))

b
dx
)

dt
)
− F (T )

2
=

=
ab

π(a+ b)

(pπ
a3

+

T∫
π
a

(2p

a2
−
p(1− cos(b(t− π

a
)))

b2

)
dt
)
− p(b2 − a2)

a2b2
=

=
ab

π(a+ b)

(pπ
a3

+
2pπ

a2b
− pπ

b3

)
− p(b2 − a2)

a2b2
=

=
p

ab
.
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V následuj́ıćı definici uvedeme funkci H = H(k, x), která je 2π-periodická v druhé
proměnné.

Definice 6. Definujme funkci P : R+ × R→ R jako

P (k, x) :=
1− k2

2kπ
x2 − x

a funkci H : R+ × R→ R, která je 2π-periodická v druhé proměnné

∀k > 0 ∀x ∈ R : H(k, x+ 2π) = H(k, x)

a je dána pro k > 0 a x ∈ [0, 2π] jako

H(k, x) :=

{
kx− 2k2

1+k
sin(1+k

2k
x) + P (k, x), 0 ≤ x ≤ 2kπ

1+k
,

2π(1− k) + 2kx− 1
k
x+ 2

k(1+k)
sin(1+k

2
x− kπ) + P (k, x), 2kπ

1+k
< x ≤ 2π.

V následuj́ıćı větě zformulujme nutnou a postačuj́ıćı podmı́nku pro dvojici (a, b) tak, aby
byla v množiněM. Tato podmı́nka obsahuje funkci H, kterou lze př́ımo implementovat
pomoćı operace x (mod 2π). Vı́ce v př́ıloze B.

Věta 1. Dvojice (a, b) patř́ı do množiny M právě tehdy, když a > 0, b > 0 a plat́ı

H
( b
a
,

2ab

a+ b

)
=

2ab(a− b− π)

(a+ b)π
. (2.22)

D̊ukaz. Necht’ y je řešeńı počátečńı úlohy (1.6) pro
√
α = a,

√
β = b > 0. Potom

integrálńı podmı́nku (2.2) lze ekvivalentně zapsat jako (2.20), kde funkce H je dána v
(2.18). Tvrd́ıme, že

∀z ∈ R : H(z) =
p(a+ b)

2a2b2
· H
( b
a
,

2ab

a+ b
z
)
, (2.23)

z čehož plyne, že rovnost (2.20) je stejná jako (2.22), nebot’

H(1) +
F (T )

2T
+
G(T )

T
= H(1) +

p(b− a)

πab
+

p

ab
= 0

a d́ıky (2.23) je

H(1) =
p(a+ b)

2a2b2
· H
( b
a
,

2ab

a+ b

)
=
p(a− b)
πab

− p

ab

H
( b
a
,

2ab

a+ b

)
=
(a− b
πab

− 1

ab

)
· 2a2b2

a+ b
=

2ab(a− b− π)

(a+ b)π
.
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Funkce H je totiž závislá na parametru p a bude potřeba tento parametr vhodně zvolit.

Zbývá dokázat (2.23). Položme k := b
a
, potom lze (2.23) ekvivalentně zapsat jako

H(z) = H(k, 2π
T
z), kde T = a+b

ab
π. Proto stač́ı ověřit, že

∀z ∈ 〈0, T 〉 H(z) =
p(a+ b)

2a2b2
· H
(
k,

2π

T
z
)
, (2.24)

kde H je T -periodická funkce a H je 2π-periodická funkce ve druhé proměnné.

Zaprvé s využit́ım (2.21), (2.18) a (2.17) máme

H(z) = G(z)− p
ab
z =

z∫
0

F (t)dt−
z∫
0

F (T )
T
tdt− p

ab
z =

=
z∫
0

F (t)dt+ 2p
π
b−a
ab
z2 − p

ab
z =

z∫
0

t∫
0

y(x)dxdt+ 2p
π
b−a
ab
z2 − p

ab
z,

(2.25)

dále s využit́ım (2.14) je

F (t) =

{
p
a2

(1− cos(at)), 0 ≤ t ≤ π
a
,

2p
a2
− p

b2
(1− cos(b(t− π

a
))), π

a
< t ≤ T,

(2.26)

zd̊urazněme ve vyjádřeńı funkce H hodnotu p, tedy

H(z) =


p · ( 1

a3
(az − sin(az)) + (a−b)z2

πab
− z

ab
), 0 ≤ z ≤ π

a
,

p · ( π
a3

+ 2az−2π
a3
− 1

ab3
(abz − bπ − a sin(b(z − π

a
)))+

+ (a−b)z2
πab

− z
ab

), π
a
< z ≤ T.

(2.27)
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Obrázek 2.4: Graf funkce F v (2.26) (vlevo) a H v (2.27) (vpravo) pro a = 7, b = 5 na
intervalu 〈0, T 〉 pro p = 2a2b2

a+b
.
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Zadruhé, pokud z ∈ 〈0, π
a
), plat́ı

0 ≤ x :=
2π

T
z =

2ab

a+ b
z <

2bπ

a+ b
=

2kπ

1 + k

a

H(z) = H
(a+ b

2ab
x
)

= p ·
(a+ b

2a3b
x− 1

a3
sin
(a+ b

2b
x
)

+
(a− b)(a+ b)2

4a3b3π
x2 − a+ b

2a2b2
x
)

= p · 1 + k

2a2bk
·
(
kx− 2k2

1 + k
sin
(1 + k

2k
x
)

+
1− k2

2kπ
x2 − x

)
.

Zvolme nyńı hodnotu p > 0 tak, aby součin p · 1+k
2a2bk

byl roven jedné, tj. volme p = 2a2bk
1+k

,

jelikož k = b
a

máme p = 2a2b2

a+b
> 0, dále

H(z) = H
(a+ b

2ab
x
)

= kx− 2k2

1 + k
sin
(1 + k

2k
x
)

+ P (k, x)

= H(k, x).

Zatřet́ı, pokud z ∈ 〈π
a
, T 〉, máme

2kπ

1 + k
≤ x :=

2π

T
z ≤ 2π

a

H(z) = H
(a+ b

2ab
x
)

=
2a2b2

a+ b
·
( π
a3

+
(a+ b)x− bπ

a3b
− a+ b

2ab3
x+

π

ab2
+

+
1

b3
sin
(
b
(a+ b

2ab
x− π

a

))
+

(a− b)(a+ b)2

4a3b3π
x2 − a+ b

2a2b2
x
)

=
2a2bk

1 + k
· 1 + k

2a2bk
·
(
kx− 2k2

1 + k
sin
(1 + k

2k
x
)

+
1− k2

2kπ
x2 − x

)
= 2kx+ 2π(1− k)− 1

k
x+

2

k(1 + k)
sin
(1 + k

2
x− kπ

)
+ P (k, x)

= H(k, x).
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Tedy plat́ı

H(z) =
p(a+ b)

2a2b2
· H
( b
a
,

2ab

a+ b
z
)

=
2a2b2

a+ b

a+ b

2a2b2
· H
( b
a
,

2ab

a+ b
z
)

= H
( b
a
,

2ab

a+ b
z
)
,

č́ımž jsme dokázali (2.24), a t́ım je d̊ukaz hotov.

Důsledek 1. Dvojice (a, b) ∈M právě tehdy, když

a =
(

1 +
1

k

) x
2π
, b = (1 + k)

x

2π
(2.28)

a
H(k, x) = P (k, x). (2.29)

D̊ukaz. Podmı́nku (2.22) ve větě 1 lze psát jako H(k, x) = P (k, x), kde

k =
b

a
, x =

2ab

a+ b
, a, b > 0. (2.30)

Plat́ı, že P (k, x) = 1−k2
2kπ

x2 − x =
(
a−b
πab
− 1

ab

)
· 2a2b2
a+b

= 2ab(a−b−π)
(a+b)π

. Inverzńı transformace

pro transformaci proměnných (2.30) má tvar (2.28), tedy máme x
2π

= ak
1+k

, vzhledem k
b = ka.
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Obrázek 2.5: Fuč́ıkovo spektrum Σ v αβ rovině (vlevo) a v ab rovině (vpravo).

Implementace Fuč́ıkova spektra Σ v programu Wolfram Mathematica je v př́ıloze A.
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Kapitola 3

Parametrizace Fuč́ıkova spektra Σ

Zkoumejme dále Fuč́ıkovo spektrum Σ, věnujme se jeho parametrizaci a kvalitativńım
vlastnostem.

Definice 7. Definujme množinu Ω+ jako

Ω+ = (π2,+∞)× (−∞, 0〉.

Při hledáńı parametrizace množiny Σ se pro jednoduchost omezme právě na množinu
Ω+. Nejprve však vyřešme následuj́ıćı kubickou rovnici. Obecné kubické rovnici jsme se
věnovali v kapitole 1.

Lemma 7. Pro každé s ∈ R má kubická rovnice

πk3 + 2sk2 + s− sinh s = 0 (3.1)

právě jedno reálné řešeńı, které je pro s ≤ 0 nav́ıc záporné nebo nulové.
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Obrázek 3.1: Graf funkce y = πk3 + 2sk2 + s− sinh s pro s = −7.
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D̊ukaz. Řešitelnost obecné kubické rovnice (1.10) jsme shrnuli v kapitole 1. Koeficienty
kubické rovnice (3.1) jsou c3 = π, c2 = 2s, c1 = 0 a c0 = s− sinh s. Diskriminant rovnice
(3.1) má tedy tvar

D = D(s) = −4c32 − 27c23c
2
0 = (32s3 + 27π2(s− sinh s))(sinh s− s), (3.2)

nebot’ členy 18c3c2c1c0, c
2
2c

2
1 a −4c3c

3
1 v (1.11) jsou pro rovnici (3.1) nulové.

Výraz sinh s−s nabývá pro s < 0 pouze záporných hodnot a pro s > 0 pouze kladných
hodnot. Derivace cosh s − 1 je totiž pro s ∈ R nezáporná funkce, tedy sinh s − s je
funkce rostoućı, jej́ıž graf procháźı počátkem.
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Obrázek 3.2: Grafy funkćı y = sinh s−s(vlevo), g dané v (3.3) (uprostřed) a D(s) dané
v (3.2) (vpravo).

Ukažme, že diskriminant D ≤ 0. Definujme funkci

g(s) = 32s3 + 27π2(s− sinh s), (3.3)

která je definována na celém R. Diskriminant (3.2) má tvar D = g(s) · (sinh s− s). Pro
s < 0 je diskriminant D záporný právě tehdy, když funkce g nabývá kladných hodnot.
Naopak pro s > 0 je D záporný právě tedy, když funkce g nabývá záporných hodnot.

Vyšetřeme pr̊uběh funkce g, která je lichá funkce, tedy se omeźıme pouze na s < 0.

Derivace funkce g maj́ı tvar

g′(s) = 96s2 + 27π2 − 27π2 cosh s,

g′′(s) = 192s− 27π2 sinh s,

g′′′(s) = 192− 27π2 cosh s.
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Obrázek 3.3: Grafy funkćı (zleva) g′′′, g′′ a g′.

Třet́ı derivace g′′′ nabývá pouze záporných hodnot na intervalu (−∞, 0), protože 192 <
27π2, z čehož dostáváme, že g′′ je ostře klesaj́ıćı funkce. Jelikož dále g′′(0) = 0, je funkce
g′′ na intervalu (−∞, 0) kladná.

Proto je g′ na intervalu (−∞, 0) ostře rostoućı. Nav́ıc g′(0) = 0, tedy funkce g′ je na
intervalu (−∞, 0) záporná.

Funkce g je pro na intervalu (−∞, 0) tedy ostře klesaj́ıćı a plat́ı g(0) = 0, nabývá tak
pouze kladných hodnot.

Ukázali jsme, že lichá funkce g pro s < 0 nabývá kladných hodnot, tedy pro s > 0 je
funkce g záporná. Pro s ∈ R \ {0} je diskriminant D v (3.2) záporný, a tedy kubická
rovnice (3.1) má právě jedno reálné řešeńı k. Pro s = 0 má rovnice (3.1) tvar πk3 = 0,
tedy řešeńım je trojnásobný reálný kořen k = 0.

Zbývá ukázat, že řešeńı k rovnice (3.1) je pro s < 0 záporné. Vyjádřeme tedy analyticky
kořen kubické rovnice (3.1). Pro rovnici (3.1) zaved’me substituci k = t− 2s

3π
, abychom

źıskali redukovanou rovnici, v́ıce v kapitole 1. Nav́ıc P = 3π−4s2
3π2 a Q = 16s3+27π2(s−sinh s)

27π3 .

Řešeńı (3.1) má pak tvar

k = t0 −
2s

3π
,

kde t0 je dáno vztahem (1.12) nebo (1.14). Pro tento př́ıpad bude vhodněǰśı zvolit
vyjádřeńı pomoćı (1.14). Kořen kubické rovnice (3.1) je pak

k = − 2s

3π
+ t0 =

= − 2s

3π
+ 2

√
|P|
3

cosh
(1

3
argcosh C

)
, C ≥ 1 (3.4)

Abychom dokázali zápornost reálného řešeńı kubické rovnice (3.1) k, které je závislé na
parametru s < 0, definujme funkci K. Pro každé s < 0 plat́ı

πK3(s) + 2sK2(s) + s− sinh s = 0,
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kde

K(s) :=
s

π

(
G(F(s))− 1

3

)
, s < 0, (3.5)

kde funkce F a G maj́ı tvar

F(s) :=
27π2

16

(sinh s

s
− 1
) 1

s2
− 1,

G(y) :=
4

3
cosh

(1

3
argcosh y

)
− 1

3
.

Toto vyjádřeńı jsme źıskali úpravou (3.4) jako

k = − 2s

3π
+ 2

√
|P|
3
·

√
3

|P|
· 2s

3π
cosh

(1

3
argcosh

(
C ·
(√ |P|

3
· −3π

2s

)3))
,

kde

C ·
(√ |P|

3
· −3π

2s

)3
=
Q
2

( 3

|P|

) 3
2
(√ |P|

3
· −3π

2s

)3
≥ 1,

tedy

16s3 + 27π2(s− sinh s)

2 · 27π3
· −27π3

8s3
=

27π2

16

(sinh s

s
− 1
) 1

s2
− 1 = F (s) ≥ 1

a

K(s) =
s

π

(4

3
cosh

(1

3
argcoshF (s)

)
− 1

3
− 1

3

)
= − 2s

3π
− 4s

3π
cosh

(1

3
argcoshF (s)

)
= k.

Ověřme, zda F (s) ≥ 1 pro s < 0 a G(y) > 1 pro y < 1.

F (s) ≥ 1

27π2

16

(sinh s

s
− 1
) 1

s2
− 2 ≥ 0

32s3 + 27π2(s− sinh s) ≥ 0

g(s) ≥ 0,

kde pro funkci g danou v (3.3) jsme již ukázali, že pro s < 0 je g(s) > 0. Dále

G(y) > 1
4

3
cosh

(1

3
argcosh y

)
>

4

3

cosh
(1

3
argcosh y

)
> 1,
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funkce cosh nabývá vždy pouze hodnot větš́ıch než 1. Nyńı je již snadné pro s < 0
dokázat K(s) < 0

K(s) =

<0︷︸︸︷
s

π

>0︷ ︸︸ ︷(
G(F(s)︸︷︷︸

≥1

)

︸ ︷︷ ︸
>1

−1

3

)
< 0.

Dále definujme zobrazeńı φ : (a, b) 7→ (k, s) pro a > π a b < 0 jako

φ = φ(a, b) :

{
k = b

a
,

s = b− bπ
a
.

(3.6)

Inverzńı zobrazeńı k φ má tvar

φ−1 = φ−1(k, s) :

{
a = s

k
+ π,

b = s+ kπ,
(3.7)

kde k < 0 a s < 0.

Lemma 8. Zobrazeńı φ je transformace souřadnic.

D̊ukaz. Ukažme, že zobrazeńı φ je regulárńı pro a > π a b < 0, tedy prvky Jacobiho
matice Jφ jsou spojité funkce a jakobián je nenulový, viz [7],

Jφ =

 − b
a2

1
a

bπ
a2

1− π
a

 .

Všechny prvky matice Jφ jsou spojité funkce a jakobián det Jφ = −b
a2
6= 0 pro a > π a

b < 0. Transformace φ tedy zobrazuje prvky množiny (π,+∞)× (−∞, 0).

Ukažme, že pro a > π a b < 0 je s
k
> 0 a s < −kπ. Nerovnost s

k
> 0 plat́ı pro s, k < 0

nebo s, k > 0. Ale s < −kπ splňuje pouze s, k < 0. Obor hodnot φ, tedy definičńı obor
zobrazeńı φ−1, je celá množina (−∞, 0)× (−∞, 0).

Protože Jφ je regulárńı, existuje inverzńı matice a tedy inverzńı transformace ve tvaru
(3.7).

Definice 8. Definujme množinu N

N := {(a, b) ∈ R+ × R− : úloha (2.4) má netriviálńı řešeńı y s y′(0) > 0.}.
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Plat́ı, že pokud dvojice (a, b) patř́ı do množiny N , pak dvojice (a2,−b2) patř́ı do
množiny Σ. Naopak pokud patř́ı dvojice (α, β) do množiny Σ pro α > 0 a β < 0,
potom dvojice (

√
α,
√
−β) nebo (

√
−β,
√
α) patř́ı do N .

Věta 2. Množina N je spojitá křivka η s parametrizaćı η(s) = (η1(s), η2(s)), s ≤ 0, kde
funkce η1, η2 jsou definovány

η1(s) :=

{
s
K(s) + π pro s < 0,

π +
3
√

3π +
√

9π2 − 64 +
3
√

3π −
√

9π2 − 64 pro s = 0.

a

η2(s) :=

{
s+ πK(s) pro s < 0,

0 pro s = 0,

a funkce K je definována vztahem (3.5).

D̊ukaz. Dokázali jsme, že plat́ı lemma 2 pro a > π a b < 0, tedy integrálńı podmı́nku
(2.2) lze ekvivalentně zapsat

2b3

a2
− b3π

a3
+ b− bπ

a
− sinh(b− bπ

a
) = 0. (3.8)

Rovnici (3.8) transformujeme pomoćı φ do nových souřadnic k a s,

2b3

a2
− b3π

a3
+ b− bπ

a
− sinh(b− bπ

a
) = 0

2ab3

a3
− b3π

a3
− b3π

a3
+
b3π

a3
+ s− sinh(s) = 0

2
ab3 − b3π

a3
+ k3π + s− sinh(s) = 0

2
b2

a2
b(a− π)

a
+ k3π + s− sinh(s) = 0

2k2(b− bπ

a
) + k3π + s− sinh(s) = 0

k3π + k22s+ s− sinh s = 0,

źıskáme t́ım rovnici (3.1). V lemmatu 7 jsme dokázali, že rovnice (3.1) má právě jedno
řešeńı v R. Reálný kořen má tvar (3.5). Užit́ım inverzńı transformace souřadnic, tedy
φ−1, źıskáme pro pro s < 0 a K dané vztahem (3.5)

a =
s

K(s)
+ π = η1(s), b = s+ πK(s) = η2(s)
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Pro a > 0 a b = 0 lze integrálńı podmı́nku (2.2) vyjádřit jako (2.11), potom do

Fuč́ıkova spektra patř́ı dvojice (a0, 0) pro a0 v (2.12), tedy a0 = π+
3
√

3π +
√

9π2 − 64+
3
√

3π −
√

9π2 − 64.

Zbývá dokázat, že N je spojitá křivka. S využit́ım l’Hospitalova pravidla máme

lim
s→0−

F(s) = lim
s→0−

(27π2

16

(sinh s

s
− 1
) 1

s2
− 1
)

=
27π2

16
lim
s→0−

(sinh s− s
s3

)
− 1

=
27π2

16
lim
s→0−

(cosh s− 1

3s2

)
− 1

=
27π2

16
· 1

3
lim
s→0−

sinh s

2s
− 1

=
27π2

16
· 1

6
lim
s→0−

cosh s

1
− 1

=
27π2

16
· cosh 0

6
− 1

=
9π2

32
− 1.

Dále

lim
y→ 9π2

32
−1
G(y) = lim

y→ 9π2

32
−1

4

3
cosh

(1

3
argcosh y

)
− 1

3

=
4

3
cosh

(1

3
argcosh

(9π2

32
− 1
))
− 1

3
.

Limitńı př́ıpady a a b pro s→ 0− jsou

a = lim
s→0−

( s

K(s)
+ π
)

= lim
s→0−

s
s
π
(G(F(s))− 1

3
)

+ π = lim
s→0−

π

G(F(s))− 1
3

+ π,

porovnejme tedy

π

4
3

cosh
(

1
3

argcosh
(

9π2

32
− 1
))
− 2

3

=
3

√
3π +

√
9π2 − 64+

3

√
3π −

√
9π2 − 64

.
= 4, 07716,

nebot’ nezáleželo na tom, zda jsme použili pro vyjádřeńı kořene t0 v (1.12) nebo (1.14),

b = lim
s→0−

(s+πK(s)) = lim
s→0−

(
s+π· s

π

(
G(F(s))−1

3

))
=
(

1+
(
G(F(s))−1

3

))
lim
s→0−

s = 0.

33



V následuj́ıćım lemmatu uvedeme asymptotu pro Fuč́ıkovo spektrum ve čtvrtém kvad-
rantu.

Lemma 9. Křivka N se pro s→ −∞ asymptoticky bĺı̌źı k př́ımce

a = π.

D̊ukaz. Pro s→ −∞ máme
a = lim

s→−∞
η1(s).

Zaprvé

lim
s→−∞

F(s) = lim
s→−∞

(27π2

16

(sinh s

s
− 1
) 1

s2
− 1
)

=
27π2

16
· 1

6
lim
s→0−

cosh s

1
= +∞,

zadruhé

lim
y→+∞

G(y) = lim
y→+∞

4

3
cosh

(1

3
argcosh y

)
− 1

3

= lim
y→+∞

4

3
cosh

(1

3
argcosh y︸ ︷︷ ︸
→+∞

)
︸ ︷︷ ︸

→+∞

−1

3

= +∞,

a tedy

a = lim
s→−∞

s

K(s)
+ π

= lim
s→−∞

s

s
π

(
G(F(s))− 1

3

) + π

= lim
s→−∞

π

G(F(s))︸ ︷︷ ︸
→+∞

−1
3

+ π

= π.

34



Závěr

V této bakalářské práci jsme shrnuli řešeńı již dř́ıve zkoumané počátečńı úlohy. Dále
jsme uvedli krátký přehled řešitelnosti obecné kubické rovnice. Úspěšně jsme prozkou-
mali úlohu 

y′′(x) + αy+(x)− βy−(x) = 0, x ∈ (0, 1),

y(0) = 0,
1∫
0

t∫
0

y(x)dxdt = 0,
(3.9)

kde α, β ∈ R, y ∈ C2〈0, 1〉 a y±(x) := max{±y(x), 0}.

Našli jsme analytické vyjádřeńı Fuč́ıkova spektra pro úlohu (3.9) a ve čtvrtém kvadrantu
se nám podařilo nalézt parametrizaci Fuč́ıkova spektra. Taktéž jsme popsali některé kva-
litativńı vlastnosti Fuč́ıkova spektra

Velice podobným postupem by bylo možné parametrizovat Fuč́ıkovo spektrum i v
prvńım kvadrantu, tato část zat́ım z̊ustává neprozkoumána.
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T[a_, b_] := π / a + π  b

f[z_, a_, b_] := Piecewise
a z - Sin[a z]

a3
+
a - b z^2

π a b
-

z

a b
, 0 ≤ z < π / a,

-
π

a3
+

π

a b2
+
2 z

a2
-

z

b2
-

Sin b π

a
- b z

b3
+
a - b z^2

π a b
-

z

a b
, π / a < z ≤ π / a + π  b

f1[y_, a_, b_] := f[Mod[y, T[a, b]], a, b]

p[z_, a_, b_] :=
a - b z^2

π a b
-

z

a b

M[n_, a_, b_] := n π / a + n π  b

M[n_, a_, b_] := n π / a + n π  b

Evaluate@Table[M[n, a, b] ⩵ 1, {n, 1, 10}];

Evaluate@TableM[n, a, b] +
π

a
⩵ 1, {n, 1, 10};

spektrum =

ShowContourPlot[f1[1, a, b] ⩵ p[1, a, b], {a, 0, 50}, {b, 0, 50}, ContourStyle → {Red}],

ContourPlot[f1[1, b, a] ⩵ p[1, b, a], {a, 0, 50}, {b, 0, 50}, ContourStyle → {Red}],

ContourPlot[Evaluate@Table[M[n, a, b] ⩵ 1, {n, 1, 10}],

{a, 0, 50}, {b, 0, 50}, ContourStyle → {Green}],

ContourPlotEvaluate@TableM[n, a, b] +
π

a
⩵ 1, {n, 1, 10}, {a, 0, 50}, {b, 0, 50},

ContourStyle → {Blue}, ContourPlotEvaluate@TableM[n, a, b] +
π

b
⩵ 1, {n, 1, 10},

{a, 0, 50}, {b, 0, 50}, ContourStyle → {Yellow}
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spektrum999 = ShowContourPlot[f1[1, Sqrt[a], Sqrt[b]] ⩵ p[1, Sqrt[a], Sqrt[b]],

{a, 0, 30^2}, {b, 0, 30^2}, PlotRange → All, ContourStyle → {Red}],

ContourPlot[f1[1, Sqrt[b], Sqrt[a]] ⩵ p[1, Sqrt[b], Sqrt[a]],

{a, 0, 30^2}, {b, 0, 30^2}, PlotRange → All, ContourStyle → {Red}],

ContourPlot[Evaluate@Table[M[n, Sqrt[a], Sqrt[b]] ⩵ 1, {n, 1, 10}],

{a, 0, 30^2}, {b, 0, 30^2}, ContourStyle → {Green}],

ContourPlotEvaluate@TableM[n, Sqrt[a], Sqrt[b]] +
π

Sqrt[a]
⩵ 1, {n, 1, 10},

{a, 0, 30^2}, {b, 0, 30^2}, ContourStyle → {Blue},

ContourPlotEvaluate@TableM[n, Sqrt[a], Sqrt[b]] +
π

Sqrt[b]
⩵ 1, {n, 1, 10},

{a, 0, 30^2}, {b, 0, 30^2}, ContourStyle → {Yellow}
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P[k_, x_] :=
1 - k2 (x)2

2 k π
- x

H[k_, x_] := Piecewisek x -
2 k2

1 + k
Sin

1 + k x

2 k
 + P[k, x], 0 ≤ x <

2 k π

1 + k
,

2 π 1 - k + 2 k x -
1

k
x +

2

k 1 + k
Sin

1 + k

2
x - k π + P[k, x],

2 k π

1 + k
< x ≤ 2 π

H1[k_, y_] := H[k, Mod[y, 2 π]]

Manipulate[Plot[{H1[k, x], P[k, x]}, {x, 0, 20}], {k, 0.1, 1.5}]

k

5 10 15 20

-2

2

4

6
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