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Abstrakt

Tato bakalarska prace se vénuje studiu Fucéikova spektra pro diferencialni rovnici
druhého tadu s nelokélni integralni podminkou

y'(z) +ay™(z) — By (z) =0, x€(0,1),
y(0) =0, fljy )dadt =0,

kde o, B € R, y € C*(0,1) a y*(z) := max{+y(z),0}.

Nejprve je nalezen analyticky popis Fucikova spektra jakozto nulta hladina funkce dvou
proménnych v «, 8. Diky jinému, vhodnéjsimu piistupu k integralni podmince, je pak
mozné nalézt parametrizaci casti Fucikova spektra.

Klicova slova
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Abstract

This Bachelor Thesis dedicates to the study of Fuéik spectrum for the second order
boundary value problem with a non-local boundary condition

y'(z) +ay™(z) — By (z) =0, x€(0,1),
y(0) =0, fljy )dadt =0,

where a, 3 € R, y € C*(0,1) a y*(z) := max{+y(z),0}.

At first there is found an analytic description of Fucik spectrum as zero level of two
dimensional function at «, 8. Thanks to different, worthier access to the integral con-
dition, it is allowed to find a parametrization of a part of Fucik spectrum.

Key words

The Fucik spectrum, the boundary value problem, the non-local boundary value pro-
blem, the initial value problem.
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Uvod

Cilem této prace je studium ulohy

y'(z) +ay(z) = Py~ (2) =0, z€(0,1),
y(0) =0, glﬂofty(x)dmdt =0,

kde o, 8 € R, y € C*(0,1) a y*(z) := max{+y(z),0}.
Budeme zkoumat mnozinu

Y = {(a, B) € R?: tiloha (1) m4 netrivialni feseni},
kterou nazveme Fué¢ikovo spektrum pro tlohu (1).

V prvni kapitole se kratce budeme zabyvat feSenim pocatecni ilohy, ktera jiz byla diive
zkouména v nékolika pracech, napf. [3], nebo [4]. Také krétce shrneme fesitelnost obecné
kubické rovnice, kterou vyuzijeme dale.

V druhé kapitole najdeme analyticky popis Fué¢ikova spektra 3 pro tlohu (1), ve které se
budeme snazit vyjadiit integralni podminku jinym, vhodnéjsim zpusobem. Cely tento
postup bude inspirovan ¢lankem [5]. Mnozina ¥ pak bude popsédna jako nultd hladina
funkce dvou proménnych v «, 5. Dale bude predstavena implementace tohoto popisu v
programu Wolfram Mathematica, a to v priloze A.

Treti kapitola se bude vénovat parametrizaci Fucikova spektra pro tlohu (1) ve
ctvrtém kvadrantu a kvalitativnim vlastnostem Fucikova spektra. K této parametri-
zaci vyuzijeme transformace souradnic pomoci zobrazeni ¢ = ¢(a,b), kde /o = a a
VB = b, které je definovano nasledujicim zptsobem

=2
¢.{s:b—b—”.

a

Pii parametrizaci Fuéikova spektra pro tlohu (1) se omezime pro jednoduchost pouze
na mnozinu
Q" = (72, +00) x (—00,0).



Kapitola 1

Zakladni poznatky

V této kapitole zformulujeme pocatecni tlohu pro nelinearni diferencidlni rovnici
druhého tédu, jejiz tfeseni je jiz znamé a vyuzijeme jej v dalsi casti této prace. Dale
shrneme fesitelnost obecné kubické rovnice, jez bude uzitetna v posledni kapitole.

1.1 Pocatecni tloha
Méjme linedrni diferencidlni rovnici druhého fadu s konstantnimi koeficienty

y'(x) + My(z) =0, zeR, (1.1)

kde A € R.

Funkce y(x) = €** je Fesenim rovnice (1.1), pokud z je kofenem tzv. charakteristického

polynomu
Z24+A=0 (1.2)

diferencidlni rovnice (1.1).

Pro A > 0 mé feSeni charakteristické rovnice (1.2) tvar komplexniho &fsla z = +v/)i,
kde i je imaginarni jednotka. Obecné feseni rovnice (1.1) pro A > 0 mé tedy tvar

y(z) = ¢ cos(VAx) + cosin(VAz), ¢, ¢ € R. (1.3)
Pro A = 0 mé diferencidlni rovnice v (1.1) tvar y”(x) = 0 a jeji obecné Feseni je
y(x) =@ + o, 1,00 €R. (1.4)
Pro A < 0 je obecné feseni diferencidlni rovnice (1.1) ve tvaru
y(z) = ¢1 cosh(vV/—Ax) 4+ cosinh(vV=Xz), ¢, ¢ € R. (1.5)

9



Déle uvazujme pocatecni ulohu pro nelinearni diferencialni rovnici druhého radu
y'(x) +ay(z) = By~ (x) =0, z€R
y(0) =0, y'(0) = p,

kde p,a, 8 € R, kladnd ¢dst funkce y je definovana jako y*(z) := max{y(z),0} a
zaporna jako y~(z) := max{—y(z),0}. Plati vztah y(z) = y*(x) — y~ (x).

(1.6)

Uvazujeme-li parametry «, 5 nelinedrni diferencidlni rovnice v (1.6) stejné, tedy o =
B = A, ziskdvame linedrni diferencidlni rovnici (1.1). Po¢dtecni tloha pro tuto linedrni

rovnici m4 tvar
y'(z)+ My(z) =0, z€R,
{M@ZQyﬂDZR
kde p, A € R. Redeni pocatecni tilohy (1.7) mé pro p € R tvar
ey sin(vAz), A>0,
y(z) = px, A=0, (1.8)
\/% sinh(v—=Az), A <O0.

Pro p = 0 m4 tloha (1.6) pouze trividlni feseni y(z) = 0.

(1.7)

Pro pocétecni ulohu (1.6) s p > 0 uved'me tvar jejiho Feseni pro ruznd nastaveni para-
metru « a  pomoci souhrnné tabulky (viz Tabulka 1.1).

a>0 f>0]| Lsin(Vaz), z€(0,%) | Hsin(VBz-T)), ze(FT)
a>0 =0 \/Lasin(\/am), z € (0, 7) ple—75), >
a>0 B<0| fsin(Vaz), z€(0,%) | Fosinh(v—PF—TF)), z>%

’ a=0 feR ‘ pr, x €R ‘ ‘

’oz<0 BGR‘\/%sinh(\/—_ax), xER‘ ‘

Tabulka 1.1: Prehled feseni tlohy (1.6) pro «, 5 € R, kde T' = \/La + \% aproa, s >0
je Teseni y T-periodické.

Jestlize y je feSenim pocatecni dlohy (1.6) pro @ = ap, B = By a p = pp > 0, potom
u(z) = —y(x) je fesenim pocatecni ulohy (1.6) pro a = o, 5 =agap=—py < 0.
Tedy pocétecéni tloha (1.6) ma pro a, 8 > 0 a p > 0 (viz obrazek 1.1) pravé jedno
T-periodické teseni (viz [4]), které lze vyjadrit na zdkladé intervalové periodicity (0, 7")
jako

(1.9)
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Obrazek 1.1: Graf feseni pocétecni tlohy (1.6) na intervalu (0,7") pro a = 49,5 =25 a
p=1.

1.2 Reseni kubické rovnice

V této podkapitole se zabyvejme obecnou kubickou rovnici, jejiz feSeni vyuzijeme v
dalsi ¢asti této prace.
Resitelnost obecné kubické rovnice
ek + eok? + 1k 4+ ¢o =0, (1.10)

kde co, c1,c2 € R c3 € R\ {0}, zdvisi na znaménku diskriminantu

D = 18cscycico — 4cicy + cac? — descd — 270;2303. (1.11)
Pro D > 0 existuji tfi ruznd realna resen.
Pro D = 0 m4 rovnice bud jeden trojndsobny redlny koien nebo jeden dvojnasobny a
jeden jednoduchy realny kotren.
Pro D < 0 mé& obecnd kubickd rovnice pravé jedno redlné reseni a dvé imaginarni feSent,

kterd jsou komplexné sdruzend, viz [6].

Poznamka 1. Die [6] vyjddreme analyticky koreny kubické rovnice. Obecnou kubickou
rovnici (1.10) vydélme koeficientem c3. Redukovand rovnice bez kvadratického clenu

vznikne pouZitim substituce k =t — ;TQS, tato redukovand rovnice md tvar:
P+ Pt+Q=0,
kde )
3czc) — ¢
P = Lﬂ
3c3

11



3 — 9czeacy + 27c3cq
27¢3 '

Pro redukovanou kubickou rovnici t* + Pt + Q = 0 lze resend vyjddrit pomoci Carda-
novych vzorci ve tvaru

J o [@ P o [@ P
tOZ\/—§+ I—FE-F\/—E— I—i_f (1.12)

Pokud md rovnice (1.10) jedno redlné tesent, tedy D < 0, je mozné vyjadrit resend
pomoct hyperbolickijch funkci, viz [8] a [9], pro

- %<%>g (1.13)

2
Q =

jako

1
to =2 |33|cosh <§ argcoshC), C>1. (1.14)

Pro C < 1 by kubickd rovnice (1.10) méla jind Tesent, tuto moznost ale nebudeme
potiebovat. Reseni obecné kubické rovnice (1.10) md tedy tvar

k:to—ST
3
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Kapitola

Okrajova tuloha s nelokalni
okrajovou podminkou

V této kapitole se budeme zabyvat okrajovou tlohou s nelokalni okrajovou podminkou
integralniho typu pro diferencialni rovnici druhého radu

y'(z) +ay™(z) — By (z) =0, x€(0,1),

y(0) =0, fljy )dzdt = 0, (2.1)

kde o, 8 € R a y*(z) := max{+y(z),0}. Cilem této prace je najit vSechny dvojice
(a, B) € R? tak, Ze tloha (2.1) m4 netrividlni feseni y € C*(0,1). Integralni podminka

v uloze (2.1) ma tvar
1t
//y(w)dmdt =0 (2.2)
00

1

/ F(t)dt =0, (2.3)

0

a lze ji také zapsat jako

kde jsme oznacili F'(¢ f y(x)dz pro 0 <t < 1. Funkce F je tedy primitivni funkce k

funkei y na intervalu (O 1) pro kterou plati £'(0) = 0. Integralni podminka (2.3) tedy
znamend, ze stiedni hodnota primitivni funkce F' je na intervalu (0, 1) nulové.

Definice 1. Fucikovo spektrum pro ilohu (2.1) je mnoZina
Y = {(a, B) € R* : diloha (2.1) md netrividlni veseni}.

13



Ddle definugme podmnoziny Fucikova spektra ¥ jako
¥ = {(a, B) € R*: diloha (2.1) md netrividlni eseni y, y'(0) > 0},
Y7 = {(a, B) € R?: diloha (2.1) md netrividlni reseni y, y'(0) < 0}.

Plat{ ¥ = ¥* U X7, nebot pro y'(0) = 0 m4a tloha (2.1) pouze trividln{ fesenf y(z) = 0.
Jestlize y je feSenim tlohy (2.1) proa = oy € Ra = fy € R, potom i u(z) = —y(z) je
feSenim tlohy (2.1) pro o = 5y a 8 = ap. Dvojice («, ) € X* pravé tehdy, kdyz dvojice
(B,a) € ¥ (viz [4]), tedy Fucikovo spektrum ¥ je symetrické vzhledem k diagondle
a = . Déle tedy staci zkoumat jen mnozinu 7.

Lemma 1. Jestlize y je netrividlni vesend ilohy (2.1) s y'(0) > 0, potom o > w2
Diikaz. Provedme dikaz sporem a rozdélme jej do tif ¢asti:

1. Uvazujme nejprve o < 0, pak je teSeni y pocatecni tlohy (1.6) pro p = ¢/(0) ve
tvaru

sinh(v/—ax).

_p
y(x)_\/_—a

Jestlize je y feSeni ulohy (2.1), potom plati pro ¢ > 0

t

/ y(2)dz = j

0

1 — t
sinh(y/—ax)dzx = p=peoslyva )
VvV—a o

¢
Stfedni hodnota primitivn{ funkce [ y(z)dz je na intervalu (0, 1) pak rovna
0

1

/1 /ty(@dmdt: [rpe g pE i)

(0% v as

0
tedy pro a < 0 je nenulova a to je spor s (2.2).

2. Pro a = 0 je feseni y pocatecni ulohy (1.6) pro p = ¢'(0) > 0 linedrni funkci
y(x) = pz, pro kterou plati

t
//y(x)dmdt://pxdxdt:/%dt:g>0
0 0 0 0 0

a to je spor s (2.2).

14



3. Nakonec pro 0 < a < 72 je y feseni pocdtecni dlohy (1.6) pro p = ¢/(0) > 0 ve
tvaru (1.9). Prvni kladny nulovy bod je z¢ = \/La Pro 0 < a < 72 plati, ze 2o > 1.

To ale znamend, ze podminku (2.2) nelze splnit, nebot feseni y prozg > 1ap >0
nabyva pouze kladnych hodnot na intervalu (0, 1), tedy

1

1 ¢t
// )dzdt = //psm\/_xddt
0

0

B / p(l— cos(\/Et))dt _ p(y/a —siny/a) >0
= - = = 7
0
jelikoz sin v/ < v/, a to je spor s (2.2).
Pro véechna o < 72 jsme dosli ke sporu, musi tedy platit o > 2. O]

Jestlize y je feSenim tlohy (2.1), potom i u(x) = ¢ - y(x), kde ¢ > 0, je fesenim tlohy
(2.1). Proto staci uvazovat pouze feseni y, které vyhovuje podmince y/(0) = 1.

Rozdélme tesitelnost okrajové tlohy (2.1) do ti{ pripadu.

2.1 Popis mnoziny X" pro 5 <0
Pro pifpad a > 7% a 8 <0, kde a = a?, a > 7, a § = —b* b < 0, m4 tloha (2.1) tvar

y'(x) + a*y*(z) + by~ (x) =0, € (0,1),

1t (2.4)
y(0)=0, [ [y(zx)daxdt=0.
00
Pak ma v tomto ptipadé reSeni y pocatecni tlohy
{ y'(x) + a’y*(x) + by~ () =0, 25)
y(0) =0, y'(0) = p, '
pro p > 0 tvar (viz obrézek 2.1)
Psin(ax), 0<ax<7T,
gy =4 " N 26)
—Psinh(b(z — 1)), T <ux

15
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Obrazek 2.1: Graf feseni pocatecni lohy (1.6) proa=7,b=—-5ap=1.

Lemma 2. Okrajovd tloha (2.4) md pro a > m a b < 0 netrividlni 7esent y s y'(0) > 0
praveé tehdy, kdyz

(2.7)

Diikaz. Proa > je = < 1 (plati nutnd podminka v lemmatu 1). Pro feseni y pocatecni
tlohy (2.5) dané v (2.6) mame

SE]

t t 1

//y(x)dxdt = //]%mx)dxdt—l—/(/gz%(ax)dx—i—

+/_psinh(b£$ — g))dx>dt _

23

jus
a

<% N p — pcosh(b(t — %)))dt _

et E )
a tedy
50 20° b T br
—//y(x)dxdt: —2+b——3———smh(b——)
p a a a a
00
Integralni podminka (2.2) ma tedy tvar (2.7). O

16



Fucikovym spektrem pro tlohu (2.1) pro f < 0 je tedy nultd hladina funkce dvou
proménnych

W N VB VB
(@3 o Y - VI YR (v -

kterd je znazornéna na obrazku 2.2.

B of

-20F

—40t

-60

-80

10 20 30 40 50 60 70 80 o

Obrézek 2.2: Fucikovo spektrum tlohy (2.1) v a3 roviné pro a > 72, 8 < 0.

2.2 Popis mnoziny > pro 5 =0
Uvazujme = 0, pak m4 tloha (2.1) tvar

y'(x) +ay™(z) =0, z€(0,1),
1

y(0) =0, Ofbfy(x)dxdt =0, (2.8)

kde o > 72, nebot plati nutnd podminka uvedend v lemmatu 1. Jestlize y je FeSenim
pocéatecni ulohy (1.6) pro 5 = 0, potom ma pro p = 1 FeSeni y tvar (viz obrazek 2.3)

5l

y@Z{“%?@jpmwﬂgﬁ’ (29)

pro \/La < .

3

17
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Obrazek 2.3: Graf feseni pocétecni ulohy (1.6) pro a =49 a = 0.

Lemma 3. Okrajovd dloha (2.8) md netrividalng resent y s y'(0) > 0 pravé tehdy, kdyz
12v/a — Va3 — 67 + 3ar — 3v/ar? + 7 = 0. (2.10)
Diikaz. Pro feSeni tdlohy (1.6) dané v (2.9) mame

(f@dx—l— / (% —x)dx)dt —

_m_
t Vot

/l/y(x)dxdt://%dxdtwL

0

o

She—

7o
%1 — cos(y/at) 2w  mt P
= dt+/(——— S )t =
« a 2a a2
0 Va
us 2 2m 1 T w2 I

tedy

6V a3 //y(x)dxdt = 12v/a — Va3 — 67 + 3ar — 3/an?® + 7°.
0 0

Pro a = y/a lze (2.10) zapsat ve tvaru

a® —3ma® + (37* — 12)a — ©° + 67 = 0. (2.11)

18



Diskriminant kubické rovnice (2.11) D = 6912 — 97272 je zdporny pro vsechna a, tedy
existuje pravé jeden redlny kofen, viz poznamka 1, ktery ma tvar

a=ty+m,

kde ¢y dané vztahem (1.12) pro P = —12 a Q = —67 je

ty = <)/37T+\/97T2—64+ €/3W—\/97r2—64.

Pravé jeden redlny kofen rovnice (2.11) m4 tvar

ap =1+ €/37r—|—\/97rz—64—|— {;/37r—\/97r2—64, (2.12)
vratme se k puvodni proménné o a oznaéme
Qg = ag.

Do mnoziny ¥* pak patii dvojice (ag,0). Hledand hodnota o je redlné feseni rovnice
(2.10), jehoz piibliznd hodnota je g = 52,1103.

2.3 Popis mnoziny X" pro 5 >0

Vénujme se nyni popisu ¢dsti Fucikova spektra, a to mnoziné ¥*, pro 8 > 0. Zavedme
substituci o = a?, a >, a § = b b > 0. Uloha (2.1) mé pro a,b > 0 tvar

y'(x) +a?y*(z) = by~ (x) =0, z€(0,1),

y(0) =0, Oflbfy(x)dxdt = 0. (2.13)

Pocétecni tiloha (1.6) mé pro a = a®> > 0 a 3 = b*> > 0 pravé jedno T-periodické fesend,
T =%+ 7, které ma pro p > 0 tvar

Psin(ax), 0<ao<7T,
y(z) =

—Psin(b(z — 1)), T<o<T=I+7

(2.14)

Definice 2. Definujme mnozinu M pro ilohu (2.13)
M :={(a,b) € R* x R" : diloha (2.13) md netrividlni reseni y s y'(0) > 0.}.

Plati, Ze pokud dvojice (a, b) patii do mnoziny M, pak dvojice (a?, b?) patif do mnoziny
Y. Naopak pokud patii dvojice (a, ) do mnoziny ¥ pro «, > 0, potom dvojice

(v/a,+/B) nebo (v/B,+/a) patif do M.
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Definice 3. Pro a,b > 0 definujme

t

F(t) = / y(z)dz, teR, (2.15)

kde y je reseni pocdtecni tlohy (1.6) pro a=a* > 0,8=05*>0ap > 0.
Lemma 4. Pro funkci F definovanou v (2.15) plati
VteR:F(t+T)=F(t)+ F(T),

kde T'= % + 7. Navic funkce F je periodickd prdvé tehdy, kdyz a = 0.
Dukaz. Pokud je y T-periodicka funkce, pak

F(t+T)= /y(m)dx + / y(z)der = F(t) + /y(a:)dx =F(t)+ F(T)

pro vSechna t € R. Dale pro y v (2.14) mame

AT _ —/ (2.16)

T
T .
B /psm ax) /—psm(b(m - g))dx> _
N a+b b N
bx

0

a cos(* — bx)
- 7r(a3—b)<%+ [%]g) -

_ _ab (2_P - @) _
-~ wla+b)\a? B2/
_ 2pb—a
o7 oab
A tedy a = b pravé tehdy, kdyz F(T') = 0. O

Lemma 5. Méjme libovolnou T-periodickou funkci y : R — R, kde T > 0. Ddle
oznacme F(t fy )dz, t € R. Potom plati, ze A(t) = F(t) — @t je T-periodickd
funkce.
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Diikaz. Chceme dokdzat, ze pro viechna ¢t € R plati A(t +7T) = A(t).

At+T)=F({t+T) - @mm

V lemmatu 4 jsme jiz pro funkci F' definovanou v (2.15) dokazali F'(t+1') = F(t)+F(T).
Vyuzili jsme toho, ze funkce 3 = y je T-periodicka. Pro vSechna ¢t € R plati

FT), ~
T

A(t+T) = F(t)+ F(T) - t— F(T) = A(t).

O

V' nésledujicich definicich uvedeme funkce, diky kterym bude mozné integralni
podminku (2.2) vyjadfit jako nultou hladinu funkce dvou proménnych.
Definice 4. Pro a,b > 0 definujme
F(T
G(2) == / (F(t) - Qt)dt, 3 (2.17)

kde T =2 + 7 a F je definovino v (2.15).

// dxdt—#é.

Definice 5. Pro a,b > 0 definujme

Ztejmé plati

H(z):=G(z) — T % %€ R, (2.18)
kde T =2 + 7 a G je definovino v (2.17).
Navic .
B F(T)z* G(T)
H(z) = //y(m)dxdt T 5 T (2.19)
00

Poznamenejme, ze vyrazy F(T) (T ) jsou funkéni hodnoty danych funkci zavislé pouze

na a,b. Pomoci (2.19) VyJadreme tedy

/1/ty(aﬁ)dxdt = H<1)+/F<TT)tdt+ G<TT) )




Integralni podminku (2.2) lze pak zapsat jako

H(1) + FQ—? + GTT) = 0. (2.20)

Lemma 6. Funkce H definovand v (2.18) je T-periodickd, kde T' == + 7.

Dikaz. S vyuzitim lemmatu 5 je funkce F'(¢ ) F(T)t T-periodicka diky T-periodicité y

v (2.14) pro j(z) = y(z) a F(t) = F(t) = fy )dz. Funkce H je s vyuzitim lemmatu
5 pak diky 7-periodicite F(x) — ;T)x take T-periodickd pro § = F(z) — £ (T)g: a
_ ¢
Fty=[ (F(x) - @x)dx — Q). O
0
Plati
Gy 1 F(T) T
T = f(//y ddt——7>= (2.21)
0
! F( Jpsintar)
_ psm axr psin(axr
_T(// ddt+/</ 2 +
S
t
—psin(b(z — 7)) F(T) _
—l—/ b d:z:)dt) -y =
T
ab  /pm 2p  p(l —cos(b(t —1))) p(b? — a?)
= il = ) qp) - P )
7T(a+b)< +/<a2 b2 ) > a2h2
e (e iy bt —d)
- wla+b)\a® a2 b a’b?
- P
ab’
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V nésledujici definici uvedeme funkci H = H(k,x), kterd je 2m-periodickd v druhé
promeénné.

Definice 6. Definujme funkci P : RT x R — R jako

1 — k2 9
T
2k

P(k,z) =
a funkci H : RT x R — R, kterd je 2mw-periodickd v druhé proménné
Vk>0VereR: H(k,x+2r)=Hk, )
a je ddna pro k >0 a x € [0,27] jako

kx — &sm(l*k )+ P(k,x), 0<a< 2k
H(k, z) ::{ 1+k +k

2m(1 — k) + 2kz — ;o + m sin(3Ex — k) + P(k, ), fﬁ; <x < 2.

V nésledujici vété zformulujme nutnou a postacujici podminku pro dvojici (a, b) tak, aby
byla v mnoziné M. Tato podminka obsahuje funkci ‘H, kterou lze pfimo implementovat
pomoci operace x (mod 27). Vice v piiloze B.

Véta 1. Dwojice (a,b) patii do mnozZiny M pravé tehdy, kdyz a > 0, b > 0 a plati

<b 2ab ) _ Qab(a—b—w).

- 2.22
a a+b (a+b)m (222)

Diikaz. Necht y je feseni pocatecni ulohy (1.6) pro Ja = a,v/8 = b > 0. Potom
integralni podminku (2.2) lze ekvivalentné zapsat jako (2.20), kde funkce H je ddna v
(2.18). Tvrdime, ze

pla+b) <b 2ab )

VzeR: H(z)= YT S ath

(2.23)
z ¢ehoz plyne, ze rovnost (2.20) je stejnd jako (2.22), nebot

mn+ﬂl+%pzﬁm+ﬂ52+£:0

mab ab

a diky (2.23) je

p(a+b)'7_[<é 2ab>:p(a—b) P

2a2b? a a+b ab

H(l) =
(1) mab ab

H(b 2ab> <a—b 1>.2a2b2_2ab(a—b—7r).

a a+b rab  ab) a+b  (a+b)mw
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Funkce H je totiz zavisla na parametru p a bude potieba tento parametr vhodné zvolit.

Zbyvé dokdzat (2.23). Polozme k := 2, potom lze (2.23) ekvivalentné zapsat jako
H(z) = H(k,%2z2), kde T = “tor. Proto staci overit, ze

Ve (0,T) H(z) = p;‘;:;f) H(k 2?”2) (2.24)

kde H je T-periodicka funkce a H je 2m-periodicka funkce ve druhé proménné.

Zaprvé s vyuzitim (2.21), (2.18) a (2.17) mame

H(z)=G(z)— Lz = {F(t)dt — [EDtdt — 22 =

0
z z t (225)
= [F(t)dt + 222822 — 2o = [ [y(z)dadt + 22022 — 2o
0 00
déle s vyuzitim (2.14)
L1 —cos(at)), 0<t<ZI,
F(t)=4q , (2.26)
% — (1l —cos(b(t - 1)), I<t<T,
zduraznéme ve vyjadreni funkce H hodnotu p, tedy
1 : (a—b)2> z s
p-(laz —sin(az)) + 2= — =), 0<z<7,
H(z) =} p-(5+ 252 — —5(abz — br — asin(b(z — Z)))+ (2.27)
et 2y 1<
F H
0.5
t
z
0.2 0.4, 0.6 0.8 1.0

Obrazek 2.4: Graf funkce F' v (2.26) (vlevo) a H v (2.27) (vpravo) pro a = 7,b = 5 na

intervalu (0,7") pro p = 2:_25.
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Zadruhé, pokud z € (0,7), plati

0<:13'—2—7Tz— 2abz< 2bm B 2km
=7 T a+b a+b 1+k
a
a+b
H(z) = H(
(2) 2abx>

B a+b 1 . sa+b (a—0b)(a+b)? , a+bd
- <2a3b$_a3 s1n< 2b :v) 1a3br _2a262x>

1+ k 2% 1+ k 1k,
- p'za%k'(m_uksm( 2% x>+ % _9“")‘

Zvolme nyni hodnotu p > 0 tak, aby soucin p- 235:]9 byl roven jedné, tj. volme p = 21‘il;f,

Alileny b — b ‘ __ 2a2v? ‘
jelikoz k= 2 mame p = 25~ > 0, ddle

a+b
H(Z) - H( 2ab x)
2k 1+ k
- kx_1+ksm< 2%
= H(k,z).

x) + P(k,x)

Zatteti, pokud z € (Z,T), mame

a+b
H(z) = H( 2ab x)
20°0> /7 (a+bz—br a+b m
-<—+ - T+ —
a+b \a? a3b 2ab3 ab?
I a+b w (a—0b)(a+b)? , a+bd
TS <b< 2ab E>) Ry 2@262x>
22k 1+ k U 14k 1k,
1+k;'2a2bk'<kx_1+ksm< 2% 33) 2k7rx_x>

1 2 1
= 2kx+27(1—k)— -z + +k$—k‘7r)+P(k:,x)

K k(1+k)sm< 2

+

= H(k,z).
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Tedy plati

~ pla+0) b

H(z) = 2a2b?

(b 2ab )_2@262a+b
a’a+bz a4+ b2a2b?

2ab

H(g’ aQibbz) - H(E’ a+ bz>’

¢imz jsme dokazali (2.24), a tim je dukaz hotov. ]
Dusledek 1. Dvojice (a,b) € M prdvé tehdy, kdyz
1\ = x
— (1 —)—, b= (1+k)-— 9.98
“ ( * k/2m (1+ )27r (2.28)
a
H(k,z) = P(k,x). (2.29)
Dikaz. Podminku (2.22) ve vété 1 lze psat jako H(k,z) = P(k, ), kde
b 2ab
k=—-, z= ¢ , a,b>0. (2.30)
a a+b
Plati, ze P(k,x) = %ﬁ —r = <i—;§)’ — ﬁ) : 22{25 = 2al2gﬂ;§;”). Inverzni transformace
pro transformaci proménnych (2.30) mé tvar (2.28), tedy mame 5= = ﬁr_kw vzhledem k
b= ka. O
‘ y b 50 ‘ 7
ay
800 - /
P 40 ////
/ / | e
/ /S
/ // g
400 -
/ 20 / /

//

/

//

200 -

o
~
o

I I I I 1 1 1
0 200 400 600 800 o 0 10 20 30

‘
40

1
50

Obrazek 2.5: Fuéikovo spektrum ¥ v a5 roviné (vlevo) a v ab roviné (vpravo).

Implementace Fucikova spektra ¥ v programu Wolfram Mathematica je v priloze A.
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Kapitola 3

Parametrizace Fucikova spektra >

Zkoumejme dale Fucikovo spektrum X, vénujme se jeho parametrizaci a kvalitativnim
vlastnostem.

Definice 7. Definujme mnozinu Q27 jako
QO = (7%, +00) x (—00,0).

Pti hledani parametrizace mnoziny ¥ se pro jednoduchost omezme pravé na mnozinu
*. Nejprve vsak vyfesme nasledujici kubickou rovnici. Obecné kubické rovnici jsme se
vénovali v kapitole 1.

Lemma 7. Pro kazdé s € R md kubickd rovnice
7k + 2sk® + s — sinh s = 0 (3.1)

prdaveé jedno redalné resent, které je pro s < 0 navic zaporné nebo nulové.

Yy
2000

1000

-10 5 10

-1000

-2000

-3000

-4000

Obrazek 3.1: Graf funkce y = mk® + 2sk? + s — sinh s pro s = —7.
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Diikaz. Resitelnost obecné kubické rovnice (1.10) jsme shrnuli v kapitole 1. Koeficienty
kubické rovnice (3.1) jsou c3 = 7, co = 2s,¢; = 0 a ¢y = s —sinh s. Diskriminant rovnice
(3.1) ma tedy tvar

D = D(s) = —4cj — 27cici = (325® 4 277%(s — sinh s))(sinh s — ), (3.2)

nebot ¢leny 18cscocico, cack a —4ezci v (1.11) jsou pro rovnici (3.1) nulové.

Vyraz sinh s — s nabyva pro s < 0 pouze zapornych hodnot a pro s > 0 pouze kladnych
hodnot. Derivace coshs — 1 je totiz pro s € R nezdporna funkce, tedy sinhs — s je
funkce rostouci, jejiz graf prochézi pocatkem.

Y g D

0.15 -1.0 ~05 05 1.0

-10 - 05 10 -1.0 -05 10 s
-005 5
~0.10} -20
-10
-0.15
-25

Obrazek 3.2: Grafy funkci y = sinh s — s(vlevo), g dané v (3.3) (uprostied) a D(s) dané
v (3.2) (vpravo).

Ukazme, ze diskriminant D < 0. Definujme funkci
g(s) = 32s® 4 277%(s — sinh s), (3.3)

kterd je definovana na celém R. Diskriminant (3.2) ma tvar D = g(s) - (sinh s — s). Pro
s < 0 je diskriminant D zaporny pravé tehdy, kdyz funkce g nabyva kladnych hodnot.
Naopak pro s > 0 je D zaporny praveé tedy, kdyz funkce g nabyva zapornych hodnot.

Vysetteme prubéh funkce g, ktera je lichd funkce, tedy se omezime pouze na s < 0.
Derivace funkce g maji tvar
g (s) = 96s°+27n* — 277% cosh s,

g"(s) = 192s — 27n’sinh s,
g"(s) = 192 — 2772 cosh s.
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" 1/ /

Obrézek 3.3: Grafy funkei (zleva) ¢”,¢" a ¢'.

Treti derivace ¢’ nabyva pouze zadpornych hodnot na intervalu (—oo, 0), protoze 192 <
2772, 7 tehoz dostavame, ze ¢” je ostie klesajici funkce. Jelikoz dale g”(0) = 0, je funkce
¢"” na intervalu (—oo, 0) kladna.

Proto je ¢’ na intervalu (—oo,0) ostfe rostouci. Navic ¢’(0) = 0, tedy funkce ¢’ je na
intervalu (—o0, 0) zdporna.

Funkce ¢ je pro na intervalu (—oo, 0) tedy ostie klesajici a plati g(0) = 0, nabyva tak
pouze kladnych hodnot.

Ukéazali jsme, ze licha funkce g pro s < 0 nabyva kladnych hodnot, tedy pro s > 0 je
funkce g zéporna. Pro s € R\ {0} je diskriminant D v (3.2) zdporny, a tedy kubicka
rovnice (3.1) m4 pravé jedno redlné fesen{ k. Pro s = 0 m4 rovnice (3.1) tvar 7k* = 0,
tedy feSenim je trojnasobny realny koten k = 0.

Zbyva ukazat, ze Feseni k rovnice (3.1) je pro s < 0 zdporné. Vyjadieme tedy analyticky
kofen kubické rovnice (3.1). Pro rovnici (3.1) zaved me substituci k =t — 22, abychom

3m—4s2 _ 16s3+27n2%(s—sinh s)
s & Q= 2773 :

ziskali redukovanou rovnici, vice v kapitole 1. Navic P =

Resenf (3.1) mé pak tvar
- 2s
— o 37_(_a

kde ¢y je ddno vztahem (1.12) nebo (1.14). Pro tento piipad bude vhodnéjsi zvolit
vyjadieni pomoci (1.14). Kofen kubické rovnice (3.1) je pak

2s
k = ——+ty=
3 + 7o
2 1
= —3—;4—2 @cosh(§argcoshc>, cC>1 (3.4)

Abychom dokézali zépornost redlného feseni kubické rovnice (3.1) k, které je zavislé na
parametru s < 0, definujme funkci . Pro kazdé s < 0 plati

T3 (s) + 25K%(s) + s — sinh s = 0,
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kde

1
K(s) = 2(9(F(s) = 35). s <0, (35)
kde funkce F a G maji tvar
2772 /sinh s 1
= —1)—= -1,
Flo) =g ( s >s2
4 1 1
G(y) :== 3 cosh <§ argcosh y) -3
Toto vyjadieni jsme ziskali ipravou (3.4) jako
[3 37\ 3
= ——+ \/ |P |73 —cosh argcosh (C ( @ ;:) )),
kde
_ —37\3
¢ [Pl s Q<3> ( ﬂﬁ) > 1,
3 2s P 3 2s
tedy
165 + 277%(s — sinh s) . —27m3 _ 27> (Sinhs B 1>i 1= F(s) > 1
227w 8s3 16 S 52
a
4 1 1 1 2 4 1
K(s) = f(— cosh (— argcosh F(s)) — == —) = 2% 2% osh ( argcosh F(s)) = k.
m\3 3 3 3 3 3w 3
Ovéime, zda F(s) > 1 pros<0a G(y) > 1 proy < 1.
F(s) > 1
2772 /sinh s 1
—1)=—-2 >
16 ( s 1) 52 220
32s% 4+ 277%(s — sinhs) > 0
g(s) = 0,

kde pro funkci g danou v (3.3) jsme jiz ukézali, ze pro s < 0 je g(s) > 0. Déle

4

3

Gly) >

1

cosh (5 argcosh y) >
1

cosh <§ argcosh y) >

30
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funkce cosh nabyva vzdy pouze hodnot vétsich nez 1. Nyni je jiz snadné pro s < 0
dokéazat K(s) <0

<0 >0
s A 1
- oy ) <
()= — (G(F() —3) <
>1
———
>1
]
Déle definujme zobrazeni ¢ : (a,b) — (k,s) proa > 1 a b < 0 jako
=2
= ¢(a,b) : @’ 3.6
6= la.b) {S_b_%' (3.
Inverzni zobrazeni k ¢ ma tvar
a=3;+m,
o =07 (k,s) : ’ (3.7)
b=s+km,

kde k < 0as <0.
Lemma 8. Zobrazeni ¢ je transformace souradnic.

Diikaz. Ukazme, ze zobrazeni ¢ je regularni pro a > m a b < 0, tedy prvky Jacobiho
matice Jy jsou spojité funkce a jakobidn je nenulovy, viz [7],

|
I
S

Vsechny prvky matice J, jsou spojité funkce a jakobian det J, = ;—21’ #0proa>ma
b < 0. Transformace ¢ tedy zobrazuje prvky mnoziny (7, +00) x (—o00,0).

Ukazme, ze proa > mab<0je 7 >0as < —km. Nerovnost £ > 0 plati pro s,k <0
nebo s,k > 0. Ale s < —km spliiuje pouze s, k < 0. Obor hodnot ¢, tedy defini¢ni obor
zobrazen{ ¢!, je celd mnozina (—oo,0) X (—0c0, 0).

Protoze Jy je regularni, existuje inverzni matice a tedy inverzni transformace ve tvaru

(3.7). O
Definice 8. Definujme mnoZinu N

N :={(a,b) € RT x R™ : dloha (2.4) md netrividlni veseni y s 3y'(0) > 0.}.
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Plat{, ze pokud dvojice (a,b) patii do mnoziny AN, pak dvojice (a?, —b*) patii do
mnoziny Y. Naopak pokud patii dvojice (a, ) do mnoziny ¥ pro @ > 0 a 8 < 0,

potom dvojice (v/a, /—3) nebo (v/—f, /) patii do N.

Véta 2. Mnozina N je spojitd krivka n s parametrizaci n(s) = (n11(s), n2(s)), s <0, kde
funkce ny,my jsou definovany
_ @—i—ﬂ pro s < 0,
m(s) =

T+ 37+ /972 — 64 + /31 — Vo2 — 64 pro s = 0.

s+7k(s) pros <0,
ma(s) =
0 pros=20,
a funkce K je definovdina vztahem (3.5).

Diikaz. Dokazali jsme, ze plati lemma 2 pro a > 7 a b < 0, tedy integralni podminku
(2.2) lze ekvivalentné zapsat

3 3
%_b_ﬂ+b_b_7r_sinh(b_b_ﬂ):(). (3.8)

a? a3 a a
Rovnici (3.8) transformujeme pomoci ¢ do novych souradnic k a s,

20° b« br . br
?—?—Fb—;—Slnh(b—;) = 0
2ab b b3 b3
- ——W——W+—:+s—sinh(s) =0
a

ad a’ ad
v -0
2# + k*r 4+ s —sinh(s) = 0
a
b? b(a —
2§¥ + k*7 + s —sinh(s) = 0
br

2k*(b— —) + k*r + s —sinh(s) = 0
a
B+ k?2s +s —sinhs = 0,

ziskdme tim rovnici (3.1). V lemmatu 7 jsme dokazali, ze rovnice (3.1) mé prave jedno
feSeni v R. Redlny kofen m4 tvar (3.5). Uzitim inverzni transformace soufadnic, tedy
¢!, ziskdme pro pro s < 0 a K dané vztahem (3.5)

+7m=m(s), b=s+7K(s)=mn(s)



Proa > 0 a b = 0 lze integrdlni podminku (2.2) vyjadiit jako (2.11), potom do
Fucikova spektra patii dvojice (ag, 0) pro ag v (2.12), tedy ag = 7+ /31 +V9r? — 64+
3

/31 — /9% — 64.

Zbyva dokézat, ze N je spojitd kiivka. S vyuzitim 1'Hospitalova pravidla mame

2772 /sinh s 1
iy 70 =t (T2 1)
Jim Fs) = lim (e >
2Tm? sinhs — s
_ oy, (e sy
16 s—0~ 83
27m? coshs — 1
_ oy, (e ly
16 s—0- 352
2772 1 .. sinhs
= - — lim
16 3 s—0- 2s
2772 1 .. coshs

= - — lim -1
16 6 s—0- 1
_277% cosh0
16 6
2
_ ™
32
Dale
4 1 1
lim G(y) = lim =cosh (— argcosh y) - =
y%%fl y%%fl 3 3 3
4 1 92 1
= —cosh (— argcosh (l — 1)) ——.
3 3 32 3
Limitni ptipady a a b pro s — 0~ jsou
lim (o +7) = 1 i =i T4
a= lim (—=+7) = lim T=lim —— +,
s—0- \K(s) s=0- 2(G(F(s)) — 1) s=0- G(F(s)) — 3

porovnejme tedy

T - = i/37r+x/97r2—64+€/37T—\/97r2—64i4,07716,
Zglcosh <§ argcosh (93% - >> -

nebot nezélezelo na tom, zda jsme pouzili pro vyjadieni kotene ty v (1.12) nebo (1.14),

Wi

b= lim (s+7K(s)) = lim (s—HT-f(g(]:(S))—l)) — (1+(g(f(s))—%)) lim s = 0.

s—0~ s—0~ T 3 s—0~

]
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V nésledujicim lemmatu uvedeme asymptotu pro Fucikovo spektrum ve ¢tvrtém kvad-
rantu.

Lemma 9. Krivka N se pro s — —oo asymptoticky bliZi k primce

a=T.
Dikaz. Pro s — —oo mame
= SEI—IlOO 771(8)
Zaprvé
. . 2772 /sinh s 1
Jim Ao =t (S (5 1) 5 1)
277® 1 .. coshs
= — lim
16 6 s—0— 1
= —|—OO,
zadruhé
) .4 1 1
00 = i oo () -
4 1 1
= yggloo 3 cosh (5 argcosh y> —3
—+00 .
—too
= +OO,
a tedy
= lim —— +
R S S
) S
= lim ; + 7
S§——00 8§
:(9(F(s) - 1)
1 T
= 11 m
= G(F(s)) -]
——
——+00
= 7.
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Z.aver

V této bakalaiské praci jsme shrnuli feSeni jiz diive zkoumané pocatecni tlohy. Dale
jsme uvedli kratky ptehled fesitelnosti obecné kubické rovnice. Uspésné jsme prozkou-

mali ilohu
y'(z) +ayt(z) — By~ (z) =0, =2 €(0,1),
y(0) =0, jfty Ydzdt = 0,
00

kde o, B € R, y € C*(0,1) a y*(z) := max{+y(z),0}.

Nasli jsme analytické vyjadreni Fucikova spektra pro ilohu (3.9) a ve ¢tvrtém kvadrantu
se nam podafilo nalézt parametrizaci Fucikova spektra. Taktéz jsme popsali nékteré kva-
litativni vlastnosti Fucikova spektra

(3.9)

Velice podobnym postupem by bylo mozné parametrizovat Fucikovo spektrum i v
prvnim kvadrantu, tato cast zatim zustava neprozkoumana.
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Priloha A

Tla_, b_] :=7r/a+7r/b
az—Sin[az]+(a—b) 72 2

flz_, a_, b_] := Piecewise[{{ = - - @<z<n/a},
bus x 2z 2z Sin[EZ-bz] (a-b)z*2 ¢
{—a—3+ab2+a—2—b—2- ‘:)3 + - —E,N/a<257r/a+7r/b}}]

fily_, a_, b_] := f[Mod[y, T[a, b]], a, b]

ga—b! z"2 z

z ,a,b ]:= -
plz_,a_, bl wab ab
M[n_,a_,b_]:=nn/a+nn/b
M[n_,a_,b_]:=nn/a+nn/b

EvaluateeTable[M[n, a, b] =1, {n, 1, 10}];

EvaluateeTable[M[n, a, b] + f =1, {n, 1, 18}];

spektrum =
Show[Contour‘Plot[fl[l, a, b] ==p[1, a, b], {a, 0, 50}, {b, 0, 50}, ContourStyle » {Red}],
ContourPlot[f1[1, b, a] == p[1, b, a], {a, O, 50}, {b, O, 50}, ContourStyle » {Red}],
ContourPlot [Evaluate@eTable[M[n, a, b] == 1, {n, 1, 10}],
{a, 0, 50}, {b, 0, 50}, ContourStyle -» {Green}],

ContourPlot [EvaluateeTable[M[n, a, b] + .1, ¢n,1, 10}], {a, @, 50}, {b, @, 50},
a
Contourstyle - {Blue}|, ContourPlot[Evaluate@Table[M[n, a, b] + % =1, {n, 1, 10}],

{a, @, 50}, {b, @, 50}, ContourStyle » {Yellow}] ]

VX
o CNE N
| \(/ < |
0% |
/ /\
/ /\

0 10 20 30 40 50

37



2 | modulo.nb

spektrum999 = Show[ContourPlot[-Fl[l, Sqrt[a]l, Sqrt[b]] == p[1, Sqrt[a], Sqrt[b]],
{a, 0, 3072}, {b, 0, 3072}, PlotRange -» All, ContourStyle » {Red}],
ContourPlot[f1[1, Sqrt[b], Sqrt[a]] == p[1, Sqrt[b], Sqrt[a]l],
{a, 0, 3072}, {b, 0, 3072}, PlotRange -» All, ContourStyle » {Red}],
ContourPlot [Evaluate@Table[M[n, Sqrt[a], Sqrt[b]] =1, {n, 1, 10}],
{a, 0, 3072}, {b, 0, 3072}, ContourStyle » {Green}],

ContourPlot [EvaluateeTable [M[n, Sqrt[a], Sqrt[b]] + # =1, {n, 1, 10}],
qrt[a
{a, 0, 3072}, {b, 0, 30”2}, ContourStyle » {Blue}],
ContourPlot [EvaluateeTable[M[n, Sqrt[a], Sqrt[b]] + ﬁ =1, {n, 1, 10}],
qr

{a, @, 3072}, {b, @, 36"2}, ContourStyle » {Yellow}] ]

IRV

600 - =

200 |- =
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Priloha B

k2 2
PIK_, X_] :=i—)—1 K9) 7

2k

. . 2k? . 1+k)x 2k
Hik_, x_1] :=P1ecew1se[{{kx—1+k51n[( Zk) ]+P[k, x], @ < x< 1+k},
{27 (1-K) +2kx—ix+ aen sin[ (I;k) x-kx] +P[k, X1, it: <xs2n}}]

Hi[k_, y_] :=H[k, Mod[y, 2]]

Manipulate[Plot[{H1[k, x], P[k, x]}, {x, ©, 20}1, {k, ©.1, 1.5}]

N_ I \2

2}

39



