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Abstrakt:

V této bakalaiské praci je popsana zékladni teorie variet. Cilem této prace je
pojmy z této oblasti priblizit pomoci zajimavé volenych pfikladi, protipii-
kladi a ndzornych obrazki vytvorenych v softwaru Mathematica. V zavéru
préace jsou odvozeny z obecné Stokesovy véty integralni véty vektorové ana-

lyzy.
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Abstract:

This bachelor thesis describes the basic theory of manifolds. The aim of
this work is to introduce concepts from this area using interesting examples,
counterexamples and using the pictures created in the software Mathematica.
At the end of the thesis, we derive Stoke’s theorem, Green’s theorem and
Gauss’s from the general Stokes theorem.
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Pouzité znaceni

Mnozina v8ech pfirozenych cisel

Mnozina vSech pfirozenych ¢isel s nulou

Mnozina vSech realnych ¢isel

n-rozmérny kartézsky prostor

Poloprostor prostoru R”

i-ty vektor kanonické baze v R", e; = (0,...,0,1,0,...,0),
kde 1 je na -té pozici

Okoli bodu z

Identické zobrazeni prostoru R™

Prostor v8ech funkci, které maji spojité derivace vSech fadu
Parcialni derivace funkce f podle proménné x;

Tecny vektor ve sméru kiivky ~y

Vnéjsi soucin

Diferencialni forma

Vnéjsi jednotkovy normalovy vektor

Prostor v8ech k-forem na varieté X



1 Uvod

Bernard Riemann zavedl v druhé poloviné 19. stoleti pojem Mannigfaltigkeit,
doslovné muzeme pielozit jako rozmanitost, ktery je dnes zndm jako vari-
eta. Prvni zminky jsou zaznamenany v jeho prednasce Uber die Hypothesen,
welchen der Geometrie zu Grunde liegen 7z roku 1854. Riemann postupné
rozpracovaval myslenku n-dimenzionélnich variet, poc¢inaje kiivkou jakozto
varietou dimenze 1 a postupuje dale pres plochy az k obecné teorii. Jeho
prace je zalozena na kombinaci dvou piistupi, a to na pfistupu geometric-
kém a algebraickém. Tato teorie je zdkladnim stavebnim kamenem pro vznik
nového matematického odvétvi, které se v nasledujicim obdobi, za prispéni
mnoha slavnych matematiki, rozvine v matematickou oblast, kterou dnes
nazyvame diferencialni pocet na varietach [I].

V prvni ¢asti této préce, tj. v prvni az ¢tvrté kapitole, definujeme pojem
varieta a nékteré zakladni struktury, jako je tecny prostor variety, hranice
variety a nebo jeji orientace. Hlavnim cilem prace je pomoci konkrétnich
prikladi a protiptrikladi ilustrovat definované pojmy.

V druhé ¢asti, tj. paté kapitole, zavedeme diferencialni formy na varietéch.
Pomoci téchto forem odvodime z obecné Stokesovy véty integralni véty zndmé
z klasické matematické analyzy.

Obecna Stokesova véta, neboli také moderni Stokesova véta, byla formulo-
vana francouzskym matematikem Henri Poincarém na za¢atku 20. stoleti [2].
Poincaré hral vyznacnou roli mezi vySe zminénymi slavnymi matematiky, a
to predevsim diky své praci Analysis Situs, publikované roku 1895, ve které
formuloval zaklady topologie.



2 Zakladni pojmy k zavedeni pojmu varieta

V této kapitole je ¢erpano z [3], [4] a [5].

2.1 Metricky prostor

Mnozina je jednim ze zakladnich pojmi matematiky, rozumi se ji souhrn
prvkil uréeny néjakou vlastnosti, nebo vycétem. Tyto prvky muZzeme také
chapat jako body. Vzdalenost dvou bodi z,y v dané mnoziné X lze mérit
pomoci metriky.

Definice 2.1. Metrikou na mnoziné X je zobrazeni d : X x X — R takové,
7e pro libovolné body x,y, z € X plati:

1. d(z,y) >0

2. d(z,y) =0 x=y

- d(z,y) = d(y, x)

4. d(z,z) < d(z,y) + d(y, z).

Lo

Definice 2.2. Metricky prostor je dvojice (X, d), kde X je mnoZina a d
je metrika na X.

Déale budeme metricky prostor znacit zkracené X.

Definice 2.3. Bud z( bod prostoru X a r > 0. Potom otevienou kouli v
metrickém prostoru se stiedem v xg a polomérem r > 0 je mnozina vSech
bodt prostoru X majicich vzdéalenost od stfedu xy mensi nez r:

B(zg,r) ={z € X |d(zg,x) <71}.

Mnozinu U(zg,e) = {z € X | d(zg,x) < €}, kde ¢ > 0 nazyvame okoli
bodu zy, zkracené ji pak mizeme znacit jako U(zo).

Mnozinu P(zg,€) = {z € X |0 < d(zo,z) < €}, kde € > 0 nazyvame prsten-
cové okoli bodu z(, zde znaceni ponechame.

Definice 2.4. Bud X metricky prostor. Podmnozina M prostoru X je mno-
zinou otevienou, pokud vSechny jeji body jsou body vnit¥ni, tj. pro kazdé
x € M existuje € > 0 takové, 7e U(x,e) C M.



Definice 2.5. Necht X je metricky prostor a M je jeho podmnozina. Mno-
zina vSech vnitinich bodiu se nazyva vnitiek mnoZiny M a znacime ji
int(M).

Definice 2.6. Je dan metricky prostor X a jeho podmnozina M. Bod z € X
nazveme hromadnym bodem mnoziny M, jestlize v kazdém jeho prsten-
covém okoli lezi alespon jeden bod mnoziny M.

Definice 2.7. Je dan metricky prostor X a jeho podmnozina M. Pak uzavé-
rem mnoziny M je sjednoceni mnoziny M a mnoziny vSech jejich hromad-
nych bodu. Uzavér mnoziny M znac¢ime M. Mnozina M se nazyva uzaviena,
jestlize M = M.

Definice 2.8. Metricky prostor X se nazyva kompaktni prostor, jestlize

lze z kazdé posloupnosti prvki X vybrat konvergentni podposloupnost.

Definice 2.9. Podmnozina M metrického prostoru X se nazyva kompaktni
mnozina, jestlize je M kompaktni prostor jako podprostor X.

2.2 Topologicky prostor

Topologicky prostor lze definovat vice zpusoby, jednim z nich je definice po-
moci otevienych mnozin.

Definice 2.10. Topologie 7 je systém otevienych podmnozin metrického
prostoru X, pro ktery plati:

l.0er, Xer

2. UjeryielCN={J,,Uier

3. Uper,iel CN, I koneénad = (,.;U; €7

Definice 2.11. Metricky prostor X s danou topologii 7 nazyvime topolo-
gicky prostor a budeme ho znacit (X, 7), nebo zkracené X.

Definice 2.12. Reknéme, 7e B je bazi topologického prostoru (X, 7)
pravé tehdy, kdyz B je soubor otevienych podmnozin (X, 7) takovych, ze
kazda oteviend mmnoZina z (X, 7) miZe byt zapsana jako sjednoceni prvki
z B.

Definice 2.13. Zobrazeni f : X — Y, kde X, Y jsou topologické prostory,
je spojité v bodé x € X, pokud V U(f(z),€) existuje U(x, ) takové, ze plati



f(U(z,9)) CU(f(x),€). Zobrazeni f je spojité zobrazeni, pokud je spojité
ve vSech bodech z € X.

Ekvivalentné muzeme fici, Ze zobrazeni f je spojité v x € X, pokud plati
implikace:
Ty — = f(x,) = f(x).

Definice 2.14. Necht jsou dany topologické prostory (X, 7), (Y, 7). Pak
homeomorfismus je spojité, vzajemné jednoznac¢né zobrazeni

f(X,m) — (Y, ),

pro které plati, Ze jeho inverzni zobrazeni f~! : (Y. 75) — (X, 71) je opét
spojité. Jestlize takové zobrazeni existuje, pak fikame, ze prostory (X, 7) a
(Y, 72) jsou homeomorfni.

Homeomorfni prostory jsou z pohledu topologie identické.

Definice 2.15. Rekneme, 7e (X, 7) je Hausdorffiv topologicky prostor,
jestlize pro kazdé jeho dva rtzné body z, y existuje okoli V' bodu x a okoli
W bodu y takové, ze VN W = ().

Definice 2.16. Topologicky prostor X se nazyva souvisly, kdyz jediné pod-
mnoziny v X, které jsou soucasné oteviené i uzaviené, jsou X a (). V opa¢ném
pripadé se prostor X nazyvi nesouvisly.

Véta 2.1. [J] Obraz souvislé mnoZiny pri spojitém zobrazent je souvisld mno-
Zina.

3 Varieta

V této kapitole je ¢erpano z [3], [4] a [5].

3.1 Topologicka varieta

Jednim z dilezitych metrickych prostoru je n-rozmérny kartézsky prostor
R™, jehoz body jsou n-tice realnych ¢isel, tj x = [z1, 29, ..., x,]. Standardni
metrika kartézského prostoru je indukovana eukleidovskou normou t;j.



Zkracené tedy metricky prostor (R, d) budeme znacit pouze R".

Pro dalsi praci je nutno uvést, Ze na prostoru R" lze snadno zavést topologii
7 pomoci otevienych kouli, a tedy R™ je topologicky prostor.

Definice 3.1. Topologickou varietou nazyvame Hausdorffiv topologicky
prostor X se spocetnou bazi B, v némz ke kazdému bodu x € X existuje okoli
homeomorfnf s otevienou mnozinou v R™. Rikime, Ze topologicka varieta je
lokalné homeomorfni s prostorem R".

Na topologické varieté X tedy uvazujeme topologii 7, kdy 7 je systém okoli
U(z,€) pro vSechna z € X.

Priklad 3.1. Dokazme, Ze rotacni kuZelovd plocha K dand ptedpisem
T2 + 23 = 72, nend topologickou varietou.

Z definice topologické variety vime, ze Vr € K musi existovat okoli, jez
je homeomorfni s otevienou mnozinou v prostoru R". V piipadé kuzelové
plochy K budeme hledat homeomorfismy na oteviené mnoziny v R?, nebot
homeomorfni zobrazeni oteviené mnoziny U C K do prostoru R”, kde n # 2
nezobrazi U na otevienou mnozinu.

Pokud ale zvolime libovolny bod = € K, pro jehoz okoli plati [0,0,0] ¢
U(z,€), pak existuje homeomorfni zobrazeni U(x, €) na otevienou mnozinu v
R%. Budeme-li uvazovat bod zy = [0,0,0] € K, pak homeomorfn{ zobrazeni
jeho okoli U(zg) na otevienou mnozinu V v R? neexistuje.

Diikaz provedeme sporem, kde budeme predpokladat, Ze existuje homeomor-
fismus

f:U—=V,

kde U = U(xg,€) C K aV C R? je oteviena mnozina. Déle budeme uvazovat
oteviené mnoziny U’ = U(xo,€) \ {zo} a V' =V \ {f(x0)}. Pro zobrazeni f
plati:

fuy=v' A fHV)=U"
Mnozina U’ je nesouvisla mnozina a naopak mnozina V' je souvisla mnoZzina,
viz obréazek [I} Zde dostavame spor, nebot z véty vyplyva, Ze zobrazeni
f~1 neni spojité, tudiz se nejedn4 o homeomorfismus.

Pozndmka 3.1. Dalsim piikladem muze byt Bernoulliho lemniskata, ktera je
obdobou piikladu



Obrazek 1: Zobrazeni f.

Piiklad 3.2. UkdzZeme, pro¢ graf funkce f(x) = sgn(x) neni topologickou
varietou.

Okoli v8ech bodu z grafu funkce f(z) = sgn(z), kdy = € (—o0, 0) U (0, c0),
jsou homeomorfni s otevienymi mnozinami v R. OvSem pro bod xy = [0, 0]
plati U(xg, €) = zo pro Ve < 1 a xy neni homeomorfni s otevienou mnozinou
v R. Okoli U(x,€) pro Ye > 1 je neprazdné oteviena mnozina, kterou lze
spojité zobrazit na interval (—¢,e) C R, ov8em inverzni zobrazeni (—e¢,€) —
U(z, €) spojité neni, a proto se nejedna o homeomorfismus. Pro bod x, tedy
neexistuje okoli homeomorfni s otevienou mnozinou v R, a proto graf funkce
f(z) = sgn(x) neni topologickou varietou.

3.2 Hladka varieta

Definice 3.2. Mapa na topologické varieté X je dvojice (U, p), zkracené
@, kde U je oteviend podmnozina variety X a ¢ je homeomorfismus z U na
otevienou podmnozinu prostoru R, n je dimenzi mapy, viz obrazek [2|

K )
N

’ R"

Obrazek 2: Znazornéni mapy ¢ na topologické varieté X.

10



Pokud je oteviend mnozina U otevienym okolim bodu x € X, pak ¢ je
mapou pii bodu z.

Definice 3.3. Atlas na topologické varieté X je libovolnd mnozina map

{(Ua, a) | a € A},

kde mnozina indexii A je dana tak, aby (J,c4 Ua = X.

Definice 3.4. Topologicka varieta, na které je dan atlas n-dimenzionalnich
map, se nazyva n-dimenzionalni varieta.

Déle budeme uvazovat jen topologické variety. Piiklady variet:
a) l-dimenzionalni varietou je kiivka lokalné homeomorfni s R, jako je
parabola nebo kruznice.

b) 2-dimenzionalni varietou je plocha lokalné homeomorfni s R?, sféra,
torus, Mobitv list, atd.

Definice 3.5. Mé&jme dany dvé mapy (U,, ¥a), (Ug, ¢3) na varieté X, pro

které plati, ze U, N Uz # (), pak zobrazeni ¢, 3 = @, 0 ;" definované na
©3(Uy N Up) nazyvame p¥echodova funkce, viz obrazek

Pa

(PG‘[UCZ ﬁUﬁ}

Pa(Ug)

Obrazek 3: Prechodova funkce ¢, g.
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Pozndmka 3.2. Pro prechodové funkce mezi mapami ¢, a g plati gp;k =B.a-

Poznamenejme, ze topologicka varieta ma spojité prechodové funkce, muzeme
tedy fici, Ze je tiidy C°. Na takovéto varieté nemusi byt napfiklad mozné de-
finovat tecny vektor a jiné, viz kapitola Pro dalsi praci ale tyto struktury
budeme pottebovat, a proto je tfeba zavést hladkou (diferencovatelnou) va-
rietu.

Definice 3.6. Topologickou varietu nazveme C*-varietou, pokud lze pokryt
atlasem, jehoz prechodové funkce jsou spojité diferencovatelné az do radu k,
kdy k € Ny, neboli jsou pokrytelné C*-atlasem.

Definice 3.7. Hladka varieta je C°°-varieta, tzn. je C*-varieta Yk € Nj.

7 praktickych davodi a pro tiplné objasnéni pojmu hladka varieta si hladkou
varietu zadefinujeme i nasledujicim zpisobem. Definice jsou ekvivalentni.

Definice 3.8. Difeomorfismus je spojité, vzajemné jednoznac¢né zobrazeni
f:U—=V,kdeU, VCR"a fif!jsou hladkd zobrazeni, tj. t¥idy C°.

Definice 3.9. Budeme uvazovat mapy (Uy, va), (U, ¢3) definované na va-
rieté X. Pokud prechodova funkce ¢, 3 je difeomorfismus mezi otevienymi
mnozinami ¢, (U, N Ug) a pg(U, N Ug), pak jsou tyto dvé mapy kompati-
bilni.

Definice 3.10. Atlas, jehoz kazdé dvé mapy jsou kompatibilni, budeme na-
zyvat hladky atlas.

Definice 3.11. Hladk4 varieta je topologicka varieta s hladkym atlasem.

Pozndmka 3.3. Budeme-li uvazovat situaci, kdy U, NUsz = () budeme pfecho-
dovou funkci chépat jako prazdné zobrazeni, které trivialné spliuje podminky
kompatibility.

Piiklad 3.3. UkdZeme, Ze graf funkce

1 prox > 0,
—1 pro x < 0.

flz) =
je pokrytelny hladkym atlasem.
Na grafu funkce f(x) mizeme sestrojit dvé mapy, a to (U, ¢1) a (Ua, p2),
kdy
Uy = {[e,~1] € R? | Kdy 2 € (~o0,0)},
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Uy = {[z,1] € R* | kdy x € (0,00)}

a zobrazeni
P1 - Ul — <_OO70)7

@ : Uy — (0,00)
jsou dana predpisy @1 = T a @9 = .

Zobrazeni ) a @, jsou homeomorfismy. Dale plati U; N U, = (), a tedy z
poznamky vyplyva, Zze mapy 1 a @y jsou kompatibilni.

Déle musime uvazovat piechodové funkce ;1 a g 2. Pfechodova funkce ¢ 1
je definovdna na ¢, (U;) = (—00,0) a méa tvar ¢, = ¢, 0 ;" = x. Pfe-
chodova funkce @1, je difeomorfismus. Analogicky plati pro ¢s9. A proto
{(Uy1, p1), (Ua, ¢2)} je hladkym atlasem.

Nyni budeme uvazovat hladkou varietu X s danym hladkym atlasem. Mapa
(U, ) je kompatibilni s atlasem na varieté X, jestlize je kompatibilni se
vSemi mapami atlasu. Rozsiteni atlasu o vSechny mapy s nim kompatibil-
nimi nazveme maximalnim atlasem. Maximélni atlas variety X se nazyva
diferencovatelnou strukturou. V praxi se ale budeme setkavat s atlasy, které
maji kone¢ny pocet map, a proto si vystacime s predchozi definici hladké va-
riety. Koneény hladky atlas takovéto variety pfijmeme za diferencovatelnou
strukturu, nebot kazdy hladky atlas lze doplnit na atlas maximélni, dikaz
viz [3].

Hladkou n-dimenzionalni varietou tedy myslime n-dimenzionalni varietu s
danou diferencovatelnou strukturou.

Déle, bude-li to vhodnéjsi, budeme n-dimenzionalni varietu X znacit X".

Pozndmka 3.4. VSechny topologické variety dimenze n < 3 jsou zaroven va-
riety hladké. Prvni topologické variety bez hladké, tj. diferencovatelné struk-
tury se objevuji az v dimenzi 4. Timto tématem se napiiklad zabyvaji ma-
tematici Michael Freedman a Simon Donaldson, jez prokazali existenci tako-
vychto variet, napiiklad exoticky prostor R* viz [10].

Zakladnim prikladem hladké variety je prostor R"™. Varietu R™ muzeme po-

kryt atlasem stavajicim z jedné mapy, a to (R™, Idgn), kde Idgn~ je identické
zobrazeni Idr~ : R" — R".

Piiklad 3.4. Rozhodnéme, zda grafy funkci

file) =27 a fo(z) = |z|

jsou 1-dimenziondlni hladké variety.
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Graf funkce fi(x) = 2 pokryjeme atlasem o jedné mapé a to {(U, 1)}, kdy
U= {[z,y] € R?|[x,y] = [x,2°], kdy v € R}
a zobrazeni  : U — R je déno:
o1(z, 2%) = x.

Nyni ovéfime, zda prechodovéa funkce této mapy ¢, ; definovdna na
©1(U) = R je difeomorfismus. Plati:

P11 =@10 o1 = Idg.

Pechodova funkce ¢y je identické zobrazeni viz obrazek [4], a proto ¢y je
difeomorfismus. A tedy graf funkce fi(z) = x* je 1-dimenzionalni hladka
varieta.

fi(x)A

Bl |

Obrazek 4: Piechodové funkce ¢ 1 grafu funkce fi(z) = z3.
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Graf funkce fo = |x| pokryjeme atlasem {(U, ¢2)}, kdy
U={lz,y] € R?*| [z,y] = [z, |z]], kdy = € R}
a zobrazeni o : U — R je déno:

pa(, z]) = .

Prechodova funkce ¢4 je definovana na ¢o(U) = R a plati

P22 = P2 oy ! = Idg.

Pfechodova funkce ¢, 5 je difeomorfismus, tudiz se jedna o 1-dimenzionalni
hladkou varietu.

Je nutné si uvédomit, zZe nezobrazujeme pomoci map oteviené mnoziny z pro-
storu R? na oteviené mnoZiny v R, nybrz 1-dimenzionalni objekt z prostoru
R? na otevienou mnozinu v prostoru R. Nebot plati nésledujici véta.

Véta 3.1. [J] Oteviend mnoZina prostoru R™ nemize byt homeomorfni s
otevirenou mnozinou prostoru R™, kde m # n.

Piiklad 3.5. V roviné R? je ddna kruznice S' o polomérur > 0 a se stiedem
v pocdtku. Najdéme vhodné hladké pokryti kruznice.

Kruznici S* v roviné R? pokryjeme atlasem stavajicim ze dvou map, jeZ se
zobrazuji na oteviené mnoziny v ¢iselné ose R,

Y1 - U, = Sl \ {[7”, 0]} — (0,271'),
p2: Uy = ST\ {[=,0]} = (=7, 7).

Inverzni zobrazeni map ¢, ps : R? — R jsou parametrické funkce
o', 5! i R — R? dané piedpisy:

@01 H(t) = (rcost, rsint), kdy t € (0,27),

@05 ' (t) = (rcost, rsint), kdy t € (—m, 7).
Pak piechodové funkce ¢ 5 je definovana na po(U; N Uz) = (—m,0) U (0, 7)
a je ddna vztahem
t+2r  prote (—m,0),

= O -1 —=
F12= 4109 { t prot € (0,m).

Piechodova funkce ¢, 5 je difeomorfismus na celém svém definiénim oboru.
Pfechodové funkce ;1 a @99 jsou identickd zobrazeni, tj. difeomorfismy. A

tedy {(U1,¢1), (Uz, )} je hladky atlas na kruznici S*.
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Priklad 3.6. UkdzZeme, Ze asteroida A dand predpisem
A(t) = (3cost + cos 3t, 3sint — sin 3t),

kdy t € (0,27) je hladkd varieta v roviné R?.

Asteroidu A pokryjeme dvéma mapami, a to
P1: Ul = A\ {[470]} — (Oa 27T)7

o : Uy = A\ {[-4,0]} = (—m, 7).

Pak prechodové funkce ¢; 5 je definovana na ¢o(Uy NUz) = (—7,0) U (0, 7)
a ma tvar

t+2r  prot e (—m,0),

= O -1 =
F12= 4109 { t prot € (0, ).

Pfechodova funkce ¢ 5 je difeomorfismus. Prechodové funkce ;1 a @22 jsou
identickd zobrazeni, tj. difeomorfismy. Asteroida A je tedy hladka varieta.

Definice 3.12. Rekneme, 7e dvé mapy (Ua, pa), (Ug,pp) jsou souhlasné
orientovany, pokud determinant Jacobiho matice jejich prechodové funkce
a3 je kladny na piislusném defini¢nim oboru. Varieta X se nazyva orien-
tovatelna varieta, pokud na ni existuje atlas, jehoz kazdé dvé mapy jsou
souhlasné orientovany. V opa¢ném piipadé se varieta X nazyva neoriento-
vatelna varieta.

Piiklad 3.7. Ukazme, e kruznice S' ddna parametrickim predpisem
K(t) = (cost,sint), kdy t € (0,27) je orientovatelnd varieta.

Budeme uvazovat atlas na kruzmici z piikladu [3.5] kdy r = 1. Mapy ¢
a o jsou souhlasné orientovany, nebot determinant Jacobiho matice jejich

piechodové funkce ¢, det J,, , = 1, Vt € (—7,0)U(0, 7) je kladny. Atlas na

kruznici S! je hladky a sklad4 se pouze z map ¢, a @9, a proto dle definice
3.12| miizeme fict, ze kruznice S* je orientovatelna varieta.

Priklad 3.8. Rozmysleme, zda Mobidv list M dany predpisem
P(a, p) = (cosa+p cos § cosa, sina + p cos § sina, p sin §),

kde a € (0,27] a p € (—1,1), je orientovatelnd varieta.
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Plochu M pokryjeme dvéma mapami (Uy, ¢1) a (Us, ¢2), kde
Ur = M\{[e,y,2] € B | [a,y,2] = [1+2,0,0], kdy z € (=1, 1)},

Uy = M\{[z,y,2] € R®| [2,9,2] = [~1,0,2], kdy z € (—1,1)}

@1: Uy — (0,27) x (—=1,1) C R?,
@0y : Uy = (—m,m) x (=1,1) C R?.

Tedy plati ;' = P(a, p), kde a € (0,27), p € (—1,1) a ¢, ' = P(a, p), kde
a€ (—mm),pe(—11).

Ptechodova funkce je definovéna na ¢o(U; NUy) = (—m,0) x (=1, 1)U (0, 7) X
(—1,1) a ma tvar

P12 = (CL+ 27T7 _p)v pro <_7T70) X (_L 1)7

P1,2 = (CL, _p)) pro (077T) X <_17 1)7

Determinant Jacobiho matice pro cely defini¢ni obor prechodové funkce ma
tvar:

det J —‘1 0

71270 —1’ =

a je zaporny na celém defini¢nim oboru ¢; 2. Mapy ¢1 a ¢, tedy nejsou sou-
hlasné orientovany, proto nemiuzeme Fici, ze M s atlasem {(Uy, 1), (Ua, v2)}
je orientovatelné varieta.

Pozndmka 3.5. Mobiuv list je neorientovatelné varieta viz [7].

3.3 Tecny prostor variety

V této podkapitole je ¢erpano z [4] a [6].

Od této podkapitoly budeme dale uvazovat pouze hladké variety, a proto si
pro zjednoduSeni vystacime s pojmem varieta, pokud nebude feceno jinak.
7 klasické diferencidlni geometrie je ndm zndm pojem kiivka a jeji paramet-
rizace. Nyni si tyto pojmy zavedeme ve smyslu variet.

Definice 3.13. Necht X je varieta, pak parametrizovana hladki kfivka
na varieté X je hladké zobrazeni v : I — X, kde I je libovolny otevieny
interval z R.
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Definice 3.14. Hovoiime o parametrizaci k¥ivky na varieté X pfi bodu
p € X, pokud volime interval I = (—¢,€), kde € > 0 a v(0) = p.

Definice 3.15. Necht X je varieta, pak f : X — R je hladka funkce na
variet& X, pokud pro v8echny mapy (U,, ¢.) 7 hladkého atlasu variety X
plati:

zobrazeni f o o ' : ¢, (Us) — R je tiidy C™.

Pak muzeme psat f € C*°(X).

Definice 3.16. Zarodkem na varieté X v bodé p € X nazveme tfidu ekvi-
valence hladkych funkei, které jsou definované alespon na U(p,0) C X a
plati:

Ve € U(p,d) : f(x) = g(x), pro viechny funkce f, g z této tiidy.
Zarodek v p budeme znacit [f],.

Definice 3.17. Necht X je varieta a necht je pevné urc¢en bod p € X. Déle v
je hladka krivka na X parametrizovana pii bodu p. Pak pro vSechny hladké
funkce z [f], mizeme definovat operdtor D, : C*(X) — R, ktery je dan
vztahem

d

Dy(f) = S f()] e t € (~e,0),

jedné se o derivaci funkce f ve sméru v v bodé p. Pak kfivce v parametri-
zované pii bodu p pfifazujeme operator D., ktery nazyvame teény vektor
variety X ve sméru k¥ivky v v bodé p.

Priklad 3.9. Je ddn graf funkce f(x) = sinz, ktery tvori varietu X. Urceme

tecng vektor v bodé p = [3F, \/Lﬁ]
Parametrizaci kiivky, jez nalezi varieté {[z,y] € R? | [z,y] = [z, f(x)]} pri

]
bodu p zvolime jako v(t) = (11(t),72(t)) = (38 + t,sin (3 + 1)), ¢t € (—¢,€
plati v(0) = p. Pak pro te¢ny vektor v bodé p plati:

d
D.(H) =2 10
t=0

_(9f dn | Of dy
Oor dt Oy dt

t=0

Parcidlnim derivacim {%\p,a%|p} v R? v bodé p prislusi standardni baze
{e1, ea}, analogicky to plati pro R™ viz [7], proto
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Piiklad 3.10. Uvazujme paraboloid, jako varietu X danou piedpisem x? +
y? = z v R a bod p = [\%, \/Li’ 1] € X. Urceme tecny vektor variety X v
bode p ve sméru kiivky () = (cos(t+ §), sin(t + ), 1) parametrizované
pFi bodu p, tj. t € (—e, €) a plati v(0) = p.

D(f) = g

_(9f dn  Of dyy  Of dys
S \ox dt Oy dt 0z dt

)
t=0

0 T T 0
D = ox <_ ! _> oy 4 oz ‘0
K &Ep Sm4 +8y COS4+82
. Vs
= (1,0,0)] - (—sm—) +(0,1,0)[, - cos =+ (0,0,1)] -0
o 1 1
- (_7577570){17

Tecny vektor v bodé p je (—\%, \%, 0)|

.
Definice 3.18. Necht X je varieta a bod p € X, pak mnozinu 7, X obsahujici
vSechny te¢né vektory v bodé p nazveme teény prostor variety X v bodé
P.

Te¢ny prostor T, X je vektorovym prostorem. Pro vSechny kfivky v, 7' para-
metrizované na varieté X pii bodu p plati:

(aDy +bDy)(f) = a(Dy(f)) + 0(Dy (), Vf € [flp a a,b € R

Definice 3.19. Necht X" je varieta a (U, ) je mapa na X", pak pro kazdy
bod p € U muzeme urcit lokadlni soutfadnice bodu p na varieté X" jako

o(p) = [e1(p), -, on(p)].

19



Definice 3.20. Necht je dan pevny bod p a mapa (U, ) na varieté X" v
prostoru R™, n < m tak, aby lokalni soufadnice bodu p € U byly dany
o(p) = [p1(p), -, pu(p)] = [0, ..., 0], tj. mapa ¢ zobrazi bod p na pocatek R".
Pak te¢né vektory D,, v bodé p ve sméru kiivek v;(t) = (151(2), ... vim(t)) =
o (v;(t)), kde v;(t) = (0,..,0,t,0,...,0), pro t na i-té pozici, i = 1,....,n a
t €I, kdy I je alespon (—¢,¢), tvoii bazi te¢ného prostoru 7,(X™). Plati
dim(7,X") = n a i-ty bazovy vektor prostoru 7, X" je tedy dan vztahem:

D) = S| . Ve,

t=0

Bazové vektory te¢ného prostoru muzeme taky chapat jako parcialni derivace
ve sméru lokalnich soufadnic bodu p na varieté X™, a proto muzeme psat:

0
D%.:a ,i=1,...,n.
Pilp
Budeme-li uvazovat prostor R" jako varietu a bod p = [z1,...,z,] € R",

pak lokalni soufadnice bodu p v prostoru R"™ ur¢ime pomoci mapy (R", ¢),
kde ¢(p) = [Idrn1(p) — x1, ..., Ldgn »(p) — z,] = [0, ..., 0]. Te¢ny prostor T,R"
tvoii pak cely prostor R" se standardni béazi {eq, ...,e,} a (%_ = (%_. Disledek
nalezneme v prikladu [3.9

Piiklad 3.11. Rozhodnéme, zda tecny vektor (—%, \%,0) z pFikladu
ndlezi T,X?, kde X? je graf paraboloidu z* +y* = z a p = [\/Li’ \%, 1].

Nejprve paraboloid pokryjeme atlasem, pro jednoduchost pouzijeme atlas z
jedné mapy, {(U, ¢)}, tak aby platilo ¢(p) = [0,0], tj.

U={lr,y.2] €R*| 2" +y* = 2},

p:U = {lenpal € R’ | o1, pa] = [z — \/Liv Y- \/Li]}
A plati
¢ {lp1, 2] €R?} —
{[1373/72] € R?) ‘ [Q?,y,Z] = {@1 + \/L§7 §02+ \/L§7 (901 + \/L§>2 + (@2 + %)2]}

V dalsim kroku hledame bazi T,X?. Kiivky parametrizované p¥i bodu p, v
jejichz sméru budeme hledat bazové vektory, uréime pomoci kiivek vy (t) =
(t,0) a vo(t) = (0,t) parametrizovanych pii pocatku R?, tj.

n(t) = o7 ) = (1 + 55, L (14 22+ (L)),
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1a(t) = ¢ (0a(1) = (g, 1+ 2, (L + (E+ 5)2).
Nyni spocteme tecné vektory v bodé p podle kiivek v, a 79, tj.

Do) = GHou()|

_(9f dna I Of dma n of dyngs
ox dt Oy dt 0z dt

0 d ol 1
D, = —| -1+ — | .=
O +8yp 0+8z V2
:(1,0,0)}p-1+(0,o,1)\p.%
= (1,0, %),

d
Do (f) = 2 F(2(1))
t=0
(3_f d721 of d72,2 of d72,3>

Oxr dt dy dt 0z dt

Y

t=0

0 3 1 0

D. = — .

i oz |, \/_ 0z
0],

Bazi teného prostoru T,X? tvori vektory {(1,0, \%)‘p, (0,1, f)‘ }. Tecny
vektor z pifkladu [3.10] muzeme zapsat jejich linearni kombinaci

11 _ 1 _ 1 3 _ 1

(_7577570”1,_0"(170775)‘1,—’_{) 0717\/’)} kdea_—%7b_7§7

a proto vektor (—\/ii, \/Li’ O)’p e T,X>
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3.4 Podvarieta

V této podkapitole je ¢erpano z [6] a [4].

Definice 3.21. Necht X" a Y™ jsou dvé variety. A existuje spojité zobrazeni
0 : X™ — Y™ Pokud pro vSechny mapy (U,, ¢s) z hladkého atlasu variety
X™ a pro vSechny mapy (Vj,13) z hladkého atlasu variety Y™ plati:

zobrazeni 1z 000w, 1 0o (Uy N 071 (V3)) CR™ — R™ je titdy C,

pak zobrazeni 0 je hladké zobrazeni, tj. § € C°(X™), viz obrazek

Pa l'P,B

l'PB° 9°(pai1

R" R"™

Obrazek 5: Hladké zobrazeni.

Definice 3.22. Necht 6 : X™ — Y™ je hladké zobrazeni a p € X" je pevny
bod, pak muZeme definovat te€né zobrazeni v bodé p, 0, : T,X" —
Top) Y™, které je dano predpisem:

0.(D.) = Dyoy, VD, € T,X™.

Definice 3.23. Necht X™ a Y jsou variety a plati n < m. Hladké zobrazeni
0 : X" — Y™ nazveme vnorenim variety X" do variety Y pokud tecné
zobrazeni 6, je prosté v kazdém bodé p € X".

Definice 3.24. Necht X" a Y™ jsou variety a X" vnorené varieta do variety
Y™, Pokud hladké zobrazeni 6 : X™ — 0(X™) C Y™ je prosté, pak 0(X") je
podvarieta variety Y.

Piiklad 3.12. Ukazme, Ze 0(t) = (cos (2t) +t,sin (2t)), t € I = (—2,2) nent
podvarietou R?.

Nejprve mame zobrazeni 6 a ukdzeme, 7e se jedné o hladké zobrazeni z variety
X! =T = (-2,2) C R do variety Y? = R2 Zobrazeni je tedy definovano
jako,

0:1— {[z,y] CR?|[x,y] = [cos2t +t,sin2t], Vt € I}.
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Varietu I pokryjeme atlasem {(I,Idr)} a varietu R? pokryjeme atlasem
{(R?, Idg2)}. Prechodové zobrazeni definované na intervalu (—2,2) C R je
tvaru:

Idgz 0o Idg' = 0(I) € C™,
z ¢ehoz vyplyva dle definice ze 0 je hladké zobrazeni.

Dale ovétime, zda varieta I je zobrazenim 6 vnofena do variety R2. Te¢ny
prostor variety I v kazdém bodé p € [ je urcen bazovym prvkem:

Dy(f) = - f(3(w)

u=0

kde y(u) = u + p, pro alespon u € (—¢,€) a plati v(0) = p, pak

_of dutp)) _ 0
7ot du - ot
Tedy plati T,/ = R, Vp € I. Z pfedchozi kapitoly vime, Ze te¢ny prostor
variety R? ve viech pevné zvolenych bodech p € R? je opét R?, a proto
muzeme rovnou psat: Ty,)R* = R?, V0(p) € R?. Pak zobrazen:

D

u=0 P

0, : Tyl — Tp)R?,

Vp € I je dano:

6.(D.) = Dyo,
0 d 0 d .
= ) . @(0052(u+p) + (u+p)+ 8_y ) . @(51n2(u+p))

= (1 —2sin2p, 2cos 2p)}p

a je prosté. Hladké zobrazeni 6 je tedy vnoieni variety I do variety R2.

Nyni budeme uvaZzovat body t1, to € I, pro které plati 6(¢;) = 0(t5) € R?, viz
obréazek[6] Hladké zobrazeni 6 zobrazi body ¢1, to do bodu 0(t,) z ¢ehoZ plyne,
7e hladké zobrazeni § neni prosté, a proto 0(I) neni podvarietou variety R

Definice 3.25. Hladké zobrazeni 6 : X" — Y™ variet X" a Y" nazveme
difeomorfismem, pokud je vzajemné jednozna¢né a zobrazeni =1 : Y™ —
X™ je hladké zobrazeni. Pokud takovéto zobrazeni mezi varietami X" a Y"
existuje, mizeme X", Y" nazyvat difeomorfni variety.
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y A R?

(G(I)

X

8(ty)=0itz)

Obrazek 6: Hladké zobrazeni 6(t) = (cos 2t + ¢, sin 2¢).

Definice 3.26. Necht Y™ je varieta a 6(X") je jeji podvarietou. Pokud
hladké zobrazeni 6 : X™ — 0(X™) C Y™ je difeomorfismus, pak zobrazeni 0
nazveme vloZeni a §(X") je vloZenou podvarietou.

Pro vlozené podvariety plati:

(1) topologie (X™) je indukovana topologii Y™,
(2) dim(X™) = dim(6(X™)).

4 Hranice variety

V této kapitole je ¢erpano z [3].
Definice 4.1. Necht H" je poloprostor prostoru R”, ktery definujeme jako:
H" ={[z1,...,z,) € R" | 1 < 0}.
Hranice poloprostoru 0H" je pak déna:
OH" =A{[z1, ..., xn] € R" | [21, ..., zp) = [0, 29, ..., 5] }.
Poznamka 4.1. Topologie poloprostoru H” je indukovana topologii R".

Definice 4.2. Necht je ddna mnozina V C H". Rekneme, ze V je oteviena
mnozina v H", jestlize existuje oteviend mnozina W C R" takova, ze plati
V=WnH".
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Nyni upravime nékteré pojmy zavedené v kapitole 2.

Definice 4.3. Budeme-li uvazovat dvé oteviené mnoziny V, V'’ v poloprostoru
H™, pak vzajemné jednoznac¢né zobrazeni f : V — V' je difeomorfismus
mezi V a V' pravé tehdy, kdyz f € C> a f~! je spojité vzajemné jednoznac¢né
zobrazeni tiidy C*°.

Definice 4.4. Hausdorffiiv topologicky prostor X se spocetnou bazi B, v
némz ke kazdému bodu x existuje okoli homeomorfni s otevienou mnozinou
H", je topologickou varietou X. Mapa na X je dvojice (U, ¢), kde U je
oteviena podmnozina X a ¢ je homeomorfismus z U na otevienou mnozinu v
H", n je dimenzi mapy. Atlas na X je libovolnd mnozina map, kterd zajisti
celkové pokryti X a dimenze map v takovémto atlasu uddva dimenzi variety
X, viz obrazek [(] Opét, bude-li to vhodné, budeme varietu X dimenze n
znacit X".

ox) /
»

y

H? aH?

Obrazek 7: Varieta s hranici.

Neni tfeba upravovat dal$i pojmy, nadale plati, ze hladka varieta je varieta
pokrytelnd atlasem map, jejichZz vSechny piechodové funkce jsou difeomor-
fismy. Hladkou varietu stale budeme zkracené oznacovat pouze jako varietu.

Definice 4.5. f{ekneme, 7e X" je varieta s hranici, jestlize X" je varieta,
na které je dan atlas {(Ua, ¥a)}aca n-dimenziondlnich map homeomorfnich
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s otevienymi mnozinami v prostoru H"”. Bod x € X" je bod hranice variety,
pokud pro v8echny mapy (U, ¢a), kdy x € U,, plati ¢, (x) € OH™. MnoZina
vSech téchto bodu pak tvofi hranici variety 0X".

Od ted budeme rozliSovat mezi pojmy varieta, pro kterou plati 0X™ = ) a
varieta s hranici, pro kterou naopak plati 9X™ # ().

Véta 4.1. [3] Necht X™ je varieta s hranici pokrytd atlasem {(Un, @a)}aca-
Pak jeji hranice 0X™ je varietou dimenze n — 1 pokrytelnd atlasem

{(Us NOX™, @,

U(XOBX”)}QEA-

4.1 Orientace variety

V této podkapitole je ¢erpano z [3] a [9].

Orientaci na souvislé a orientovatelné varieté X budeme zadavat standardné
pomoci orientace tecného prostoru.

Pozndmka 4.2. Necht V' je vektorovy prostor nad télesem R, mnozinu vSech
béazi prostoru V ozna¢ime B(V'), pak vSechny béze z mnoziny B(V') muzeme
roztiidit do dvou tiid ekvivalence. Dvé baze prostoru V' jsou ekvivalentni,
pokud matice pfechodu mezi nimi mé kladny determinant.

Budeme-li uvazovat te¢ny prostor variety v konkrétnim bodé, pak jednu t¥idu
ekvivalence jeho bazi prohlasime za kladnou a druhou budeme chapat jako
zapornou.

Definice 4.6. Necht X" je souvisla a orientovatelnd varieta a pro kazdé
p € X" existuje mapa (U, ) na varieté X" takova, ze p € U. Pak baze vSech
tecnych prostori T, X" prop € U: {%\p, s %b} prohlasime za kladné, tim
dostavame kladné& orientovanou mapu (U, ¢) na variet&€ X". Souvisla
orientovatelnd varieta pokryta atlasem z kladné orientovanych map je kladné
orientovanéa varieta.

Definice 4.7. Necht 0X™ je hranice variety s hranici X™ a bod p € 0X™, pak

kladna baze te¢ného prostor 7,0X" je ddna {%) }, kdei=2,...,n. A
“lp

plati dim(7,0X") =n — 1.

Nejjednodussim piikladem zadani orientace na varieté je orientace variety

X! v prostoru R". Kladnou orientaci variety X' zaddme ve vsech bodech

1 i tocny g 0| - o
p € X pomoci te¢nych vektori Bor|, = om

, které jsou bazemi vSech
p
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tecnych prostort 7,X". Orientaci pak zakreslime pomoci Sipek na varieté
X! ve sméru te¢énych vektort, viz obrazek . Zakreslenou Sipku na varieté
X! mitzeme chapat jako navod ukazujici, které mapy potaZzmo parametrizace
jsou kladné orientovany.

YA

Obrazek 8: Kiivka s kladnou parametrizaci ¢ ~1(¢) = (¢, sint), t € R.

Pozndmka 4.3. Kanonicka baze {ey, ..., e, } prostoru R™ je kladné& orientovana.

Pokud zadame orientaci variety s hranici, pak je jednoznac¢né urcena orientace
jeji hranice. Nebot pomoci véty vytvorime atlas hranice variety, ktery
bude souhlasné orientovan. Uk4dZeme v nésledujicim ptikladu.

Piiklad 4.1. Graficky zndzornéme kladnou orientaci variety X2, jeZ je gra-
fem funkce f(x,y) =1, kde x € (—o0, 0] a y € R a jeji hranice 0X, jeZ je
grafem funkce f(x,y) =1, kdex =0 ay € R.

Varietu X? pokryjeme atlasem stavajicim z jedné mapy (Ui, ¢;), kde Uy =
X2,

¢01: U, = {[u,v] € H* | u € (—o0, 0], v € R}
a inverzni zobrazeni je dano

o1 (u,v) = (u,v,1), kde u € (—o0, 0] a v € R.

Varieta X? je orientovatelnd, nebot atlas {(Uy, 1)} je tvofen pouze jednou
mapou.

Pro kladnou orientaci mapy (Ui, 1) kladné orientujeme teény prostor 7, X?
pro vSechna p € U;. Pro grafické znazornéni zvolime jeden pevny bod p € Uy,
ato p=[—1,1,1]. Uréime tedy kladnou bézi prostoru 7,X? nasledovné:
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Budeme uvaZovat mapu na varieté X2, pro kterou plati ¢o(p) = [0,0], Uy =
U(p,€) a jeji inverzni zobrazeni je dano vztahem o, (u,v) = (u — 1, v +
1, 1). Kfivky parametrizované pii bodu p v jejichz sméru hleddme kladné
orientovanou bazi T,X? jsou pak déany:

Vl(t) = 902_1(t70) = (t -1, 1, 1)7

72(75) = 90;1(O>t) = (_17 t+1, 1)a

kde t € (—¢,¢€) a plati 4(0) = 72(0) = p. Bazové teéné vektory spocteme
jako:

D)= o)
D’Yl = (Loao)‘p
Do) = G elt))|
D, = (0, 1,0)\p.

Baze tecného prostoru T,X? je tedy {(1,0,0) »
norméalovy vektor

(0,1,0)| } a ji piislusny

ii=D, x D, = (0,0,1)|p.

71

Nyni pomoci véty 4.1 uréime atlas hranice variety X?2. Atlas variety 0X? je
dén:

{(U:NOX?%, o1lv,nox2)} = {(Us, ¢3)},
kde Uz = {[z,y,2] € X? |2 =0, y € R, z =1},

g3 Us > {[u,v] € HE [u =10, v R}
a inverzni zobrazeni je dano
v3'(v) = (0,v,1), kde v € R.

Pro kladnou orientaci variety X2, tj. pro kladnou orientaci mapy (Us, ©3)
kladné orientujeme tec¢ny prostor vSech boda r € Us. Pro grafické znazornéni
opét zvolime jeden, a to r = [0, —1, 1].

[0, ]

Budeme uvazovat mapu na varieté 0X2, pro kterou plati o4(r)
Uy, = U(r,€) a jeji inverzni zobrazeni je ddno vztahem ¢ '(v) =

o«
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1, 1). Kfivka parametrizovand p¥i bodu r v jejim7 sméru hledame kladné
orientovanou bazi 7,0X? je pak dana:

y(t) =@ (1) = (0, -1, 1),

kde t € (—¢, €) a plati y3(0) = 7.

Pozndamka 4.4. Pokud bychom hledali zapornou orientaci variety, tj. napii-
klad bazi T,X? bychom stanovili jako {—D.,, D.,}, pak bychom kiivku
parametrizovanou pii bodu r uréili jako vs(t) = ;' (—t).

Bazovy tecny vektor spoc¢teme jako:

Du(f) = 0]
D, =(0,1,0)| .

Pozndmka 4.5. Te¢ny vektor D,, mizeme také ur¢it pomoci definice tyto
zpusoby jsou ekvivalentni.

Vysledné teéné vektory a orientace variety X2 s hranici jsou zndzornény na
obrazku [0

Obrazek 9: Grafické znazornéni kladné orientace (Eerveng) variety X2.

Obecné ukazat, ze varieta s hranici je orientovateln, je slozity a zdlouhavy
proces, a proto si pro nasledujici praci uvedeme definici z [9].
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Definice 4.8. Varietu X nazveme orientovatelna, jestlize existuje jeji ori-
entace. V opa¢ném piipadé hovoiime o neorientovatelné varieté. Oriento-
vatelné varieta s vybranou orientaci se nazyva orientovana.

Priklad 4.2. Opét budeme uvaZovat paraboloid, ale tentokrdt jako varietu s
hranici X2, Varieta X? je grafem funkce dané predpisem f(z,y) = 12 + 2,
jejiz definiéni obor je D(f) = {[z,y] € R? | 2% +4*> < 1}. Zadejme na
varieté X? kladnou i zdpornou orientaci a provedme kontrolu pomoci matice
piechodu.

Orientaci budeme zadavat v bodech p; = [0,0,0] € X?\0X?ap, =[0,1,1] €
0X2.

Kladnou bazi te¢ného prostoru Tp, X2, tj. {D.,, D,,} uréime pomoci mapy
p1 ¢ int(X?) — {[u,v] € R* [ [u,v] = [z,y]},
jejiz inverzni zobrazeni je dano ;' (u,v) = (u, v, u? 4+ v?). Pak
n(t) = o1 (t,0) = (£,0,¢%),
12(t) = 17 (0,1) = (0,,2%).
A bazové vektory spocCteme jako
Dy, = (1,0,0)l,,

D’Yz = (07 170)|p1'

Kladna baze teného prostoru 7,,,0X? je dana, dle definice jako {D.,}.
Pro vypocet pouzijeme mapu

w2 X2\ {[2,y,2] ER* |2 =0Ay<0A0<2< 1} —

—{u,v] € H* |u € (—1,0lav € (—7,7)}

viz obrazek [L0] jejiz inverzni zobrazeni je dano

¢y (u,v) = ((u+ 1) cos(v+ %), (u+ 1) sin(v + 5), (u+ 1)2).

Pak
v3(t) = 03'(0,t) = (cos(t + %), (u+ 1) sin(t + Z), 1)

a bazovy vektor te¢ného prostoru 7, spocteme jako

D, = (—1,0,0)|,,.
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Obrazek 10: Grafické znazornéni mapy @a.

Mame tedy kladné orientovanou bazi prostoru 7,,,: {D,,, D, }. Jako zaporné
orientovanou bazi prostoru 7}, zvolime {D.,, D, }. Prvky matice pfechodu
a1, a2, Gg1, Gz vypocteme jako

Dy = an - Dy, + a1z - Dy
Dy, = as - Dy, +as - Dy,

pak matice pfechodu mezi bazemi {D.,, D.,} a {D.,, D, } ma tvar:

[ G11 a2\ 01
A_(am a22)_<1 0>'

A jeji determinant det A = —1 < 0, tj. baze jsou opacné orientované.

Ke kladné orientované bazi prostoru 7, : {D.,,} zvolime bazi zaporné orien-
tovanou jako {—D.,,}. Matice pifechodu bude déna jednim prvkem ayq, ktery
ziskdme ze vztahu

DW3 = an - <_D73)'

Pak matice pfechodu mezi bazemi {D.,} a {—D,,} ma tvar:

A= (ay) = (-1).

A jeji determinant det A = —1 < 0, tj. baze jsou opa¢né orientované.
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5 Integralni véty na varietach

V této kapitole je ¢erpano z [3], [6], [7] a [8].

Cilem této zavérecné kapitoly je ukazat nékteré zajimavé pifipady integrace
diferencidlnich forem na varieté. Teorie diferencialnich forem a integrace na
varieté je velice obsahla, my se omezime na pojmy potiebné k zakladnim
integralnim vétam.

5.1 Diferencialni formy na varietach

Definice 5.1. Bud V vektorovy prostor dimenze n nad télesem R a prvky
u,v,w € V, pak operace A : V x V — R se nazyva vné&j$i soucin. Vnéjsi
soucin se Tidi nasledujicimi pravidly:

(i) (au) ANv=uA (av) =a(uAwv), kde a € R,

(i) uA(u+v)=uAv+uAw,
(ut+v)ANw=uANw+vAw,

(iii)) (wAvV)ANw=uA (vAw),

(iv) uAv=—(vAu).

Dale pokud, pro uq,...,ur € V plati uy A ... Aup = 0, pak jsou dané prvky
linedrné zavislé = u A u = 0.

Definice 5.2. Vné&jsi soucin n vektort v R" vzhledem ke kanonické bazi
€1, ..., €, je dan jako determinant

Vi1 ... Uin
V21 ... Uzp
)
Unt --- Unpn
kde [Uilv ey Um] = 17; eR"az1= ]_, .y N

Pro nasledujici préci je nutné ziskat geometrickou piedstavu vnéjsiho soucinu,
udinime tak v R? a v R3,
Absolutni hodnota vné&jsiho soucinu vektort @, v v R? udava obsah rovno-

bézniku jimi tvofeného.
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Priklad 5.1. Spoctéme vnéjsi souciny vektori @, v € R?, kde @ = [3,0] a
= |

U =1[2,2]. A urceme obsah rovnobézniku jeZ vektory i, U tvoii.
Lo 130
UNTU = ‘2 2‘ =6
a
Lo 2 20
UNU = ‘3 0 6.

Obsah rovnobézniku tvoteny vektory i, ¥ je tedy S = |0 A ¥| = |UA U] = 6.

Dale tedy uvazujeme prostor R3, kde pomoci vektortt @, ¥, @ utvoiime
rovnobéznostén, pak absolutni hodnota vnéjsiho soucinu u A ¥ A W udava
jeho objem. Pro jednoduchost a lepsi piedstavu v nésledujici praci budeme
uvazovat tento ptiklad.

Priklad 5.2. Spoctéme vnéjsi souciny vektord T, ¢, 7 € R3 kde ¥ = [1,0,0],
¥ = 10,1,0] a Z = [0,0,1]. A uréeme objem rovnobézinosténu, jez vektory
Z, v, Z tvori.

Objem rovnobéznosténu tvoreného vektory z, 4, Z, tj. jednotkové krychle je
V=[[1=]-1=1

Definice 5.3. Necht V je vektorovy prostor a vy, ...,v, je jeho baze, pak
mnozina multiindexd stupné& k& € N, kde k£ < n je I(k,n) = {a =
(a1, o) | 1 <aq < ... <ap <n, kde a; € N}. A pro a € I(k,n) znacime
Vo = Vay N oo A Uqy.

Definice 5.4. Necht X je varieta s hranici v prostoru R", pak definujeme
k-formu na varieté X jako

w = E WadTy,

acl(k,n)

kde I(k,n) je multiindex stupné k, tedy plati dz, = dza, A ... ANdz,, a w, je
(Z) hladkych funkci na varieté X. Vektorovy prostor vSech k-forem na
variet& X budeme znacit QF(X).
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Pi¥iklad 5.3. Uvedme 2-formu na varieté X v prostoru R?, ddle uvedme
1-formu a 2-formu na varieté X v prostoru R3.

2-forma na varieté X v prostoru R? ma tvar
W = wmd:z:l A dl’g,

kde w; o je (;) = 1 hladka funkce na X.

1-forma na varieté X v prostoru R® ma tvar
w = widr1 + wedry + widrs,

kde wy, wy, w; jsou (}) = 3 hladkych funkef na X.

2-forma na varieté X v prostoru R® ma tvar
W = wmda:l A d!L‘Q + CUQ’gdZEQ VAN dl’3 + w173dx1 A df[‘3,

>) = 3 hladkych funkei na X.

kde w2, wa3, w3, jsou (2

Definice 5.5. 0-forma na varieté X jsou vSechny hladké funkce f defino-

vané na varieté X, tj. f € C'°°(X) prostor vSech O-forem na varieté X je tedy
0Y(X) = C~(X).

Definice 5.6. Necht X je varieta s krajem v prostoru R". Pro v8echna k,
0 < k < n, definujme pravé jedno line4drni zobrazeni

d: QF(X) = QFH(X).

Zobrazeni d nazyvame vnéjs$i diferencial a pro formy w na varieté X je
definovano nasledovné:

1. Pro w € Q%(X) plati:
dw = a—wdxi,
i=1 O

kde symbol dz; je vnéjsi diferencial skalarni funkce x; definované v R”,
n

nebot plati dx; = )

j=1

8:177;
Ty

3 ‘dﬂfj = dl’z
2. Pro w € Q%(X) plati:

dw = Z (dwa) N dxy = Z ( %d@y) A dz,,.
J

acl(k,n) acl(k,n)



Pozndmka 5.1. Vlastnosti vnéjsiho diferencidlu:

(i) pro f € Q%(X) je df diferencal funkece f,
(i) d(dw) =0,

(iii) vnéjsi diferencidl je linearni, tj. pro w, 7 € QF(X) plati d(aw + B7) =
ad(w)+ B d(r), kde a, 5 € R,

(iv) je-liw € QF(X) a7 e OYX) plati d(wAT) = d(w) AT+ (—=1)*w A (dT).
Priklad 5.4. Ukazme, Ze pro vnéjsi diferencidl O-formy na varieté X v pro-
storu R3 plati vlastnost (ii) z pozndmky .

Nulta forma na varieté X ma tvar w = f, kde f € C*>(X), pak
dw = fydx + f,dy + f.dz,
déle
d(dw) = (Yde + Yedy + Ydz) A do+
+ (%dw + %dy + %dz) A dy+

+ (Sedr + & fdy + G2dz) A dz.

Z vlastnosti vnéjsiho soucinu a ze zameénnosti smisenych parcialnich derivaci
tj. napiiklad f,, = f,» plyne

d(dw) = 0+ fody ANdx + fi.dz Nde — fuudy A dz + 0+
+ fyzdz Ndy — fradz Ndx — fy.dz Ady+0

tedy vlastnost (i7) d(dw) = 0 plati.

5.2 Zobecnéni Stokesova véta

V této podkapitole je navic ¢erpano z [11].

Definice 5.7. Necht je f hladka funkce na varieté X, pak nosi¢ funkce f,
oznacujeme supp(f), na varieté X je uzavér mnoziny, na které je funkce f
nenulova. Tedy

supp(f) = {z € X | f(z) # 0}.
Pokud je mnozina supp(f) kompaktni, pak hovofime o kompaktnim nosi¢i
hladké funkce f na varieté X.
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Véta 5.1. [6]] Necht X" je orientovand varieta s hranici 0X™ a w je (n—1)-
forma na X™ s kompaktnim nosicem, pak plati

/ dw:/ w.

Dikaz viz [6].

Pozndmka 5.2. Jestlize varieta X" je kompaktni, pak vSechny n-formy defi-
nované na varieté X" maji kompaktni nosi¢. Budeme-li uvazovat souvislou
varietu s hranici X2, jejiz hranice 0X? je uzaviena kiivka, tj. 9X? je lokalné
homeomorfni s kruznici S*, pak viechny 2-formy definované na varieté X2
maji kompaktni nosi¢, nebot X? je kompaktni. Analogicky plati pro n > 2,
kdy X" je homeomorfni se sférou S 1.

V nésledujicich podkapitolach si z obecné Stokesovy véty odvodime nékteré
integralni véty, k tomu je ovSem nutné uvazovat souvislou orientovanou va-
rietu s hranici X, kde int(X) a dX jsou orientovany souhlasné. Dale tedy
budeme pod pojmem varieta myslet souvislou varietu s hranici, pokud ne-
bude feceno jinak.

Definice 5.8. Nechf X* je varieta dimenze k a X* C R" pak nenulovou
k-formu w na varieté X* nazveme objemovy element. Varieta X* na niz
existuje objemovy element, je varieta orientovatelna a w zadava na X*
orientaci. Pokud na X* zadame jinou k-formu w’, pro kterou plati ' = fw,
kde f je hladka funkce na X* a f > 0, pak orientace zlistavd neménné. Na
varieté X* tedy existuji dvé orientace.

Pozndmka 5.3. V klasické vektorové analyze oznacujeme objemovy element
ds pro varietu dimenze 1, dS pro varietu dimenze 2 a dV pro varietu di-
menze 3.

Definice 5.9. Necht X" je varieta dimenze n v prostoru R”, pak objemovy
element zadavajici kladnou orientaci na varieté X" mé tvar

w=dx; A ... N\dx,,
tj. dS =dx ANdy a dV =dx ANdy N dz.

Pokud budeme uvazovat varietu X? v prostoru R?, pak 2-forma zadavajici
kladnou orientaci mé tvar

w = fdr ANdy, kde f € C®(X?), f >0
a napiiklad ' = —fdx A dy = fdy A dx je forma na varieté X? zadavajici

orientaci zapornou.
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Definice 5.10. Necht X? je varieta dimenze 2 v prostoru R?, pak objemovy
element zadavajici kladnou orientaci na varieté X? ma tvar

w=dyANdz—dx ANdz+ dzx A dy.

Pozndmka 5.4. Pro integraci vnéjsiho soucinu v diferencidlni formé na varieté
X plati:

/ Z Wadxy = / Z wadx“/\ A\ dz;,

acl(k,n) acl(kn
/ / Z Wadz;, ...dx;,
——a€l(kn)
k krat

5.3 Greenova véta

Nejprve budeme uvazovat varietu X2 s hranici 0X? v prostoru R?. Pokud
1-formu na varieté X? zapiSeme ve tvaru

w= fdx+ gdy, kde f,g € C’OO(XQ),

pak dw muzeme vypocist jako

_(9f of dg dg
dw = (axdx+ ayaly) A dx + (E)xdx+ aydy A dy

_of 9y

= 8ydy/\dw%—axolav/\dy
_ (99 of

= (8$ ay> dz N\ dy.

dw je 2-formou na varieté X? udavajici kladnou orientaci. Nyni podle véty
[6.I] muzeme zapsat

dg of
99 _Uyaendy= |  fde+gd
X2<a$ 8y) X2 gy

a dale podle poznamky [5.4] upravit

// ———ddy:/ fdx+ gdy.
X2 dy 0X?2

Pokud budeme uvazovat F = (f, g) jako hladké vektorové pole v okoli variety
X2, pak se jednd o zapis Greenovy véty viz [3].
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5.4 Kelvin-Stokesova véta

Jako dalsi budeme uvazovat varietu X2 s hranici 0X? v prostoru R3. Pak
1-formu na varieté X? miZzeme zapsat ve tvaru

w= fdr+gdy+hdz kde f, g, h € C°(X?),

stejnym zpusobem jako u Greenovy véty dostavame

_ (9h _ 99 of _ oh 9 _9of
dw—(ay 82) dy/\alz—i—(az (9:1:) dZAd$+<(9x ay) dx N dy.

Stejné jako v pifpadé Greenovy véty dw je 2-formou na varieté X2 udavajici
kladnou orientaci. Podle véty [5.1] miizeme zapsat

oh  0Og of oh dg Of B
L2(ay az)dy/\dz+<8z agg)dz/\al:z:%—(a% ay dx N dy =

:/ fdr+gdy+ hdz
X2

a nasledné podle poznamky upravit

oh  0Og af Oh dg Of B
//)(2<8y az)dydz—i—(az ax)dde+(ax ay)dacdy—

= ; 2fdx+gdy+hdz.
X

Pokud budeme uvazovat F = (f,g,h) jako hladké vektorové pole v okoli
variety X2, pak se jedna o zapis Kelvin-Stokesovy véty viz [3].

5.5 Gaussova véta

Jako posledni budeme uvaZovat piipad, kdy mame varietu X? s hranici 0.X3
v prostoru R?. Pak 2-formu na varieté X3 muZeme zapsat ve tvaru

w= fdyANdz+ gdz ANdx + hdx Ady, kde f,g,h € C(X?),
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pak dw muzeme vypocist jako

f of of
dw = (8 dz +8yd +8 dz)/\dy/\dz

+ (@d:p + @dy + @dz> Adz N\ dx

ox Oy 0z
oh oh oh
+ (%dw a—dy %dz> ANdx N dy
= gd:c/\dy/\dz—l—a—dy/\dz/\dx—l—@dz/\d:c/\dy
Ox dy 0z
af 0dg Oh
(@‘i‘gy‘i‘@) dr Ndy N dz.

3-forma dw udava na varietd X3 kladnou orientaci, a podle véty miizeme
zapsat

0 0 oh
/ _f+_g+_ de A dy A dz = fdyndz+gdz Ndx+ hdz Ady
or Oy 0z X3
h
/// i @+3_>dxdydz— fdydz + gdzdx + hdzdy.
X3 0z 0Xx3

Odtud tedy dostavame Gaussovu vétu, pro vektorové pole F = (f,g,h)
viz [3].

Nyni si uvedeme konkrétni piiklad Stokesovy véty na varieté. K vypoctu
integraltt budeme potiebovat néasledujici definice.

Definice 5.11. Necht X" je varieta v prostoru R™ a ) C R", pak hladké
zobrazeni

b:Q—R™

nazveme parametrizace variety X" v prostoru R™, jestlize plati o(Q)=
X" A pro 0X" plati 0X" = ¢(09), kde 9 = Q \ int(2).

Pokud (U, ¢) je mapa na varieté X™ pak plati
p=p:pU)CR"—-UCX"
a ¢ je parametrizace U na varieté X"
Definice 5.12. Necht X" je varieta v prostoru R™ a je ddna w € QF(X™),
tj.
w = Z Wa Ao, N ... N dTq, .

acl(k,m)
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Déle necht 2 C R™ je otevienad mnozina a ¢(€2) je parametrizace variety X"
v prostoru R™. Pak mizeme definovat formu ¢*(w) € QF(Q) :

FW = > (Wa00)dda, A... \dpa,.

acl(k,m)
Operaci ¢* nazyvame pieneseni, nebo také "pullback.”

Priklad 5.5. UvazZujme vektorové pole F= (y—z,z—x,2—y) avarietu X>
s hranici 0X? jako prinikem ploch 2% +y*> =1 a x + 2z = 1 viz obrdzek [11]
Ovérme, Ze pro varietu X2 a I plati Zobecnénd Stokesova véta.

Obrazek 11: Varieta X2 s hranici X2 jako prnikem ploch 22 +¢y2 =1laz 42 = 1.
Na varieté X? budeme uvazovat 1-formu ve tvaru
w=(y—z)de+ (z —z)dy + (x — y)dz.
Pak dw muzeme vypocist jako
dw = —2dy N dz — 2dz N\ dx — 2dx N dy.

Nyni podle véty 5.1 muZeme zapsat

/dw:/ w,
X2 X2

/ dw:—Q/ ldy AN dz 4+ 1dz N\ dx + 1dx A\ dy
X2 X2

kde

/8)(2 ©T /W(y —2)dx + (2 = 2)dy + (¢ — y)dz.
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Parametrizaci variety X2 uréime jako ¢(v,u) = (vcosu,vsinu,1 — vcosu),
kde Q,, = (0,1) x (0,27), pak muzeme psét, nebot plati ¢*(dw) € Q*(Quu),

S vyuzitim definice dostavame
/ ¢*(dw) = — / ld(vsinu) Ad(1 —vcosu)+
Qvu Q'uu
+1d(1 —vcosu) Ad(vcosu) + 1d(vcosu) A d(vsinu)

:—2/ vdv Adu+0+vdv A du

= —4/ vdvu A du.
Q’U'U.

Podle poznamky upravime a nasledné vypocteme jako

2m 1
—4/ vdv/\du:—él// vdvdu:—4/ (/ vdv)du = —4m.
Quu Quu o Jo

Parametrizaci variety 0X? odvodime 7 parametrizace ¢(v,u), jako ¢(u) =
(cosu,sinu, 1 — cosu), kde Q, = (0,27). Varieta X? je varieta dimenze 1,
tedy plati ¢*(w) € Q'(,) a rovnou mizeme zapsat a vypocist

/sz [ o)

/ " (w) = / (sinw — 14 cosu)d(cosu) + (1 — cosu — cosu) d(sinu)+
" +§220s u —sinu) d(1 — cosu)
= /QW(sinu + cosu —2)du
= —047r.

Oveiili jsme tedy, Ze pro varietu X? a vektorové pole Fv prostoru R? plati

/ dw = / w,
X2 X2
7T’

—4r = —4

tj. plati Zobecnéna Stokesova véta.
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6 Zaveér

Prvotnim cilem této prace bylo zavést a vysvétlit pojem varieta. K defino-
vani variety bylo nutné definovat metricky a topologicky prostor, coz jsme
ucinili v kapitole Zakladni pojmy k zavedeni pojmu varieta. V kapitole Vari-
eta definujeme zakladni topologickou varietu, kterou nasledné obohacujeme
o diferencovatelnou strukturu, tj. definujeme hladkou varietu. Uvadime néko-
lik prikladi topologickych variet a zaroven dokazujeme, Ze rotac¢ni kuzelova
plocha s nami zvolenou topologii neni topologickou varietou. V nésledujici
podkapitole Hladka varieta tedy definujeme hladkou varietu, déle uvadime
nékolik piikladi hladkych variet, jako je kruznice ¢i asteroida. V prikladech
je ukadzano, ze se opravdu jedna o hladké variety dle definice.

Dulezitym bodem prace je podkapitola Teény prostor variety, nebot te¢ny
prostor je nezbytny pro definovani podvariet a orientace variet. Dale v pod-
kapitole tedy definujeme te¢ny vektor variety, te¢ny prostor variety a jeho
bazi. Problematika je ukdzani na konkrétnich ptikladech. V zavérecné pod-
kapitole kapitoly Varieta, tj. podkapitola Podvarieta, definujeme podvarietu
viz piiklad a vlozenou podvarietu.

V kapitole Hranice variety definujeme varietu s hranici a jeji hranici. Dale pak
v podkapitole Orientace variety pomoci orientace te¢ného prostoru variety
(resp. te¢ného prostoru hranice variety) orientujeme varietu s hranici (resp.
hranici variety). Opét jsou uvedeny konkrétni piiklady. Napiiklad piiklad
kde kladné orientujeme paraboloid s hranici, tj. proti sméru hodinovych
ruc¢i¢ek. V zavéru prikladu uvadime i zdpornou orientaci, tj. orientaci opa¢nou
k orientaci kladné a jejich vzajemny vztah.

Zavérem prace je kapitola Integralni véty na varietach, jejiz cilem bylo uvést
Zobecnénou Stokesovu vétu a uvést konkrétni priklad. K uvedeni Stokesovy
véty bylo nutné definovat diferencidlni formy na varietdch. Pro definovani
diferencidlnich forem jsme se obezn&dmili s vnéjsi algebrou, a to konkrétné s
vnéjsim soucinem. Piiklady préace s vnéjsim soucinem a konkrétnich diferen-
cidlnich forem jsou uvedeny v podkapitole Diferencidlni formy na varietach.
V podkapitole Zobecnéna Stokesova véta pak uvadime obecny tvar Stoke-
sovy véty a v nasledujicich podkapitolach jsou z ni odvozeny integralni véty
klasické vektorové analyzy, a to Greenova véta, Kelvin-Stokesova véta a Gaus-
sova véta. Poslednim stézejnim piikladem prace je piiklad [5.5] kde ovéiime
Zobecnénou Stokesovu vétu na konkrétni varieté s konkrétnim vektorovym
polem.
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