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Abstrakt:
V této bakalá°ské práci je popsána základní teorie variet. Cílem této práce je
pojmy z této oblasti p°iblíºit pomocí zajímav¥ volených p°íklad·, protip°í-
klad· a názorných obrázk· vytvo°ených v softwaru Mathematica. V záv¥ru
práce jsou odvozeny z obecné Stokesovy v¥ty integrální v¥ty vektorové ana-
lýzy.

Klí£ová slova:

varieta, diferenciální forma, Stokesova v¥ta, Greenova v¥ta, Gaussova v¥ta

Abstract:
This bachelor thesis describes the basic theory of manifolds. The aim of
this work is to introduce concepts from this area using interesting examples,
counterexamples and using the pictures created in the software Mathematica.
At the end of the thesis, we derive Stoke's theorem, Green's theorem and
Gauss's from the general Stokes theorem.
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manifold, di�erential form, Stoke's theorem, Green's theorem, Gauss's theo-
rem
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Pouºité zna£ení

N Mnoºina v²ech p°irozených £ísel
N0 Mnoºina v²ech p°irozených £ísel s nulou
R Mnoºina v²ech reálných £ísel
Rn n-rozm¥rný kartézský prostor
Hn Poloprostor prostoru Rn

ei i-tý vektor kanonické báze v Rn, ei = (0, ..., 0, 1, 0, ..., 0),
kde 1 je na i-té pozici

U(x) Okolí bodu x
IdRn Identické zobrazení prostoru Rn

C∞(X) Prostor v²ech funkcí, které mají spojité derivace v²ech °ád·
∂f
∂xi
, fxi Parciální derivace funkce f podle prom¥nné xi

Dγ Te£ný vektor ve sm¥ru k°ivky γ
∧ Vn¥j²í sou£in
ω Diferenciální forma
~n Vn¥j²í jednotkový normálový vektor
Ωk(X) Prostor v²ech k-forem na variet¥ X
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1 Úvod

Bernard Riemann zavedl v druhé polovin¥ 19. století pojem Mannigfaltigkeit,
doslovn¥ m·ºeme p°eloºit jako rozmanitost, který je dnes znám jako vari-
eta. První zmínky jsou zaznamenány v jeho p°edná²ce Über die Hypothesen,
welchen der Geometrie zu Grunde liegen z roku 1854. Riemann postupn¥
rozpracovával my²lenku n-dimenzionálních variet, po£ínaje k°ivkou jakoºto
varietou dimenze 1 a postupuje dále p°es plochy aº k obecné teorii. Jeho
práce je zaloºena na kombinaci dvou p°ístup·, a to na p°ístupu geometric-
kém a algebraickém. Tato teorie je základním stavebním kamenem pro vznik
nového matematického odv¥tví, které se v následujícím období, za p°isp¥ní
mnoha slavných matematik·, rozvine v matematickou oblast, kterou dnes
nazýváme diferenciální po£et na varietách [1].

V první £ásti této práce, tj. v první aº £tvrté kapitole, de�nujeme pojem
varieta a n¥které základní struktury, jako je te£ný prostor variety, hranice
variety a nebo její orientace. Hlavním cílem práce je pomocí konkrétních
p°íklad· a protip°íklad· ilustrovat de�nované pojmy.

V druhé £ásti, tj. páté kapitole, zavedeme diferenciální formy na varietách.
Pomocí t¥chto forem odvodíme z obecné Stokesovy v¥ty integrální v¥ty známé
z klasické matematické analýzy.

Obecná Stokesova v¥ta, neboli také moderní Stokesova v¥ta, byla formulo-
vána francouzským matematikem Henri Poincarém na za£átku 20. století [2].
Poincaré hrál význa£nou roli mezi vý²e zmín¥nými slavnými matematiky, a
to p°edev²ím díky své práci Analysis Situs, publikované roku 1895, ve které
formuloval základy topologie.
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2 Základní pojmy k zavedení pojmu varieta

V této kapitole je £erpáno z [3], [4] a [5].

2.1 Metrický prostor

Mnoºina je jedním ze základních pojm· matematiky, rozumí se jí souhrn
prvk· ur£ený n¥jakou vlastností, nebo vý£tem. Tyto prvky m·ºeme také
chápat jako body. Vzdálenost dvou bod· x, y v dané mnoºin¥ X lze m¥°it
pomocí metriky.

De�nice 2.1. Metrikou na mnoºin¥ X je zobrazení d : X×X → R takové,
ºe pro libovolné body x, y, z ∈ X platí:

1. d(x, y) ≥ 0

2. d(x, y) = 0⇔ x = y

3. d(x, y) = d(y, x)

4. d(x, z) ≤ d(x, y) + d(y, z).

De�nice 2.2. Metrický prostor je dvojice (X, d), kde X je mnoºina a d
je metrika na X.

Dále budeme metrický prostor zna£it zkrácen¥ X.

De�nice 2.3. Bu¤ x0 bod prostoru X a r > 0. Potom otev°enou koulí v
metrickém prostoru se st°edem v x0 a polom¥rem r > 0 je mnoºina v²ech
bod· prostoru X majících vzdálenost od st°edu x0 men²í neº r:

B(x0, r) = {x ∈ X | d(x0, x) < r}.

Mnoºinu U(x0, ε) = {x ∈ X | d(x0, x) < ε}, kde ε > 0 nazýváme okolí
bodu x0, zkrácen¥ jí pak m·ºeme zna£it jako U(x0).
Mnoºinu P (x0, ε) = {x ∈ X | 0 < d(x0, x) < ε}, kde ε > 0 nazýváme prsten-
cové okolí bodu x0, zde zna£ení ponecháme.

De�nice 2.4. Bu¤ X metrický prostor. PodmnoºinaM prostoru X jemno-
ºinou otev°enou, pokud v²echny její body jsou body vnit°ní, tj. pro kaºdé
x ∈M existuje ε > 0 takové, ºe U(x, ε) ⊂M .

6



De�nice 2.5. Nech´ X je metrický prostor a M je jeho podmnoºina. Mno-
ºina v²ech vnit°ních bod· se nazývá vnit°ek mnoºiny M a zna£íme ji
int(M).

De�nice 2.6. Je dán metrický prostor X a jeho podmnoºinaM . Bod x ∈ X
nazveme hromadným bodem mnoºiny M , jestliºe v kaºdém jeho prsten-
covém okolí leºí alespo¬ jeden bod mnoºiny M .

De�nice 2.7. Je dán metrický prostor X a jeho podmnoºinaM . Pak uzáv¥-
rem mnoºiny M je sjednocení mnoºiny M a mnoºiny v²ech jejích hromad-
ných bod·. Uzáv¥r mnoºinyM zna£ímeM . MnoºinaM se nazývá uzav°ená,
jestliºe M = M.

De�nice 2.8. Metrický prostor X se nazývá kompaktní prostor, jestliºe
lze z kaºdé posloupnosti prvk· X vybrat konvergentní podposloupnost.

De�nice 2.9. PodmnoºinaM metrického prostoru X se nazývá kompaktní
mnoºina, jestliºe je M kompaktní prostor jako podprostor X.

2.2 Topologický prostor

Topologický prostor lze de�novat více zp·soby, jedním z nich je de�nice po-
mocí otev°ených mnoºin.

De�nice 2.10. Topologie τ je systém otev°ených podmnoºin metrického
prostoru X, pro který platí:

1. ∅ ∈ τ , X ∈ τ

2. Ui ∈ τ, i ∈ I ⊂ N⇒
⋃
i∈I Ui ∈ τ

3. Ui ∈ τ, i ∈ I ⊂ N, I kone£ná ⇒
⋂
i∈I Ui ∈ τ.

De�nice 2.11. Metrický prostor X s danou topologií τ nazýváme topolo-
gický prostor a budeme ho zna£it (X, τ), nebo zkrácen¥ X.

De�nice 2.12. �ekn¥me, ºe B je bází topologického prostoru (X, τ)
práv¥ tehdy, kdyº B je soubor otev°ených podmnoºin (X, τ) takových, ºe
kaºdá otev°ená mnoºina z (X, τ) m·ºe být zapsána jako sjednocení prvk·
z B.

De�nice 2.13. Zobrazení f : X → Y , kde X, Y jsou topologické prostory,
je spojité v bod¥ x ∈ X, pokud ∀ U(f(x), ε) existuje U(x, δ) takové, ºe platí
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f(U(x, δ)) ⊆ U(f(x), ε). Zobrazení f je spojité zobrazení, pokud je spojité
ve v²ech bodech x ∈ X.

Ekvivalentn¥ m·ºeme °íci, ºe zobrazení f je spojité v x ∈ X, pokud platí
implikace:

xn → x⇒ f(xn)→ f(x).

De�nice 2.14. Nech´ jsou dány topologické prostory (X, τ1), (Y, τ2). Pak
homeomor�smus je spojité, vzájemn¥ jednozna£né zobrazení

f : (X, τ1)→ (Y, τ2),

pro které platí, ºe jeho inverzní zobrazení f−1 : (Y, τ2) → (X, τ1) je op¥t
spojité. Jestliºe takové zobrazení existuje, pak °íkáme, ºe prostory (X, τ1) a
(Y, τ2) jsou homeomorfní.

Homeomorfní prostory jsou z pohledu topologie identické.

De�nice 2.15. �ekneme, ºe (X, τ) je Hausdor�·v topologický prostor,
jestliºe pro kaºdé jeho dva r·zné body x, y existuje okolí V bodu x a okolí
W bodu y takové, ºe V ∩W = ∅.

De�nice 2.16. Topologický prostor X se nazývá souvislý, kdyº jediné pod-
mnoºiny vX, které jsou sou£asn¥ otev°ené i uzav°ené, jsouX a ∅. V opa£ném
p°ípad¥ se prostor X nazývá nesouvislý.

V¥ta 2.1. [4] Obraz souvislé mnoºiny p°i spojitém zobrazení je souvislá mno-
ºina.

3 Varieta

V této kapitole je £erpáno z [3], [4] a [5].

3.1 Topologická varieta

Jedním z d·leºitých metrických prostor· je n-rozm¥rný kartézský prostor
Rn, jehoº body jsou n-tice reálných £ísel, tj x = [x1, x2, ..., xn]. Standardní
metrika kartézského prostoru je indukována eukleidovskou normou tj.

d(x, y) =

(
n∑
i=1

(xi − yi)2

) 1
2

.
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Zkrácen¥ tedy metrický prostor (Rn, d) budeme zna£it pouze Rn.

Pro dal²í práci je nutno uvést, ºe na prostoru Rn lze snadno zavést topologii
τ pomocí otev°ených koulí, a tedy Rn je topologický prostor.

De�nice 3.1. Topologickou varietou nazýváme Hausdor�·v topologický
prostorX se spo£etnou bází B, v n¥mº ke kaºdému bodu x ∈ X existuje okolí
homeomorfní s otev°enou mnoºinou v Rn. �íkáme, ºe topologická varieta je
lokáln¥ homeomorfní s prostorem Rn.

Na topologické variet¥ X tedy uvaºujeme topologii τ , kdy τ je systém okolí
U(x, ε) pro v²echna x ∈ X.

P°íklad 3.1. Dokaºme, ºe rota£ní kuºelová plocha K daná p°edpisem
x2

1 + x2
2 = x2

3, není topologickou varietou.

Z de�nice topologické variety víme, ºe ∀x ∈ K musí existovat okolí, jeº
je homeomorfní s otev°enou mnoºinou v prostoru Rn. V p°ípad¥ kuºelové
plochy K budeme hledat homeomor�smy na otev°ené mnoºiny v R2, nebo´
homeomorfní zobrazení otev°ené mnoºiny U ⊆ K do prostoru Rn, kde n 6= 2
nezobrazí U na otev°enou mnoºinu.

Pokud ale zvolíme libovolný bod x ∈ K, pro jehoº okolí platí [0, 0, 0] /∈
U(x, ε), pak existuje homeomorfní zobrazení U(x, ε) na otev°enou mnoºinu v
R2. Budeme-li uvaºovat bod x0 = [0, 0, 0] ∈ K, pak homeomorfní zobrazení
jeho okolí U(x0) na otev°enou mnoºinu V v R2 neexistuje.

D·kaz provedeme sporem, kde budeme p°edpokládat, ºe existuje homeomor-
�smus

f : U → V,

kde U = U(x0, ε) ⊂ K a V ⊆ R2 je otev°ená mnoºina. Dále budeme uvaºovat
otev°ené mnoºiny U ′ = U(x0, ε) \ {x0} a V ′ = V \ {f(x0)}. Pro zobrazení f
platí:

f(U ′) = V ′ ∧ f−1(V ′) = U ′.

Mnoºina U ′ je nesouvislá mnoºina a naopak mnoºina V ′ je souvislá mnoºina,
viz obrázek 1. Zde dostáváme spor, nebo´ z v¥ty 2.1 vyplývá, ºe zobrazení
f−1 není spojité, tudíº se nejedná o homeomor�smus.

Poznámka 3.1. Dal²ím p°íkladem m·ºe být Bernoulliho lemniskáta, která je
obdobou p°íkladu 3.1.
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Obrázek 1: Zobrazení f .

P°íklad 3.2. Ukáºeme, pro£ graf funkce f(x) = sgn(x) není topologickou
varietou.

Okolí v²ech bod· z grafu funkce f(x) = sgn(x), kdy x ∈ (−∞, 0) ∪ (0, ∞),
jsou homeomorfní s otev°enými mnoºinami v R. Ov²em pro bod x0 = [0, 0]
platí U(x0, ε) = x0 pro ∀ε ≤ 1 a x0 není homeomorfní s otev°enou mnoºinou
v R. Okolí U(x, ε) pro ∀ε > 1 je neprázdná otev°ená mnoºina, kterou lze
spojit¥ zobrazit na interval (−ε, ε) ⊂ R, ov²em inverzní zobrazení (−ε, ε) →
U(x, ε) spojité není, a proto se nejedná o homeomor�smus. Pro bod x0 tedy
neexistuje okolí homeomorfní s otev°enou mnoºinou v R, a proto graf funkce
f(x) = sgn(x) není topologickou varietou.

3.2 Hladká varieta

De�nice 3.2. Mapa na topologické variet¥ X je dvojice (U,ϕ), zkrácen¥
ϕ, kde U je otev°ená podmnoºina variety X a ϕ je homeomor�smus z U na
otev°enou podmnoºinu prostoru Rn, n je dimenzí mapy, viz obrázek 2.

Obrázek 2: Znázorn¥ní mapy ϕ na topologické variet¥ X.
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Pokud je otev°ená mnoºina U otev°eným okolím bodu x ∈ X, pak ϕ je
mapou p°i bodu x.

De�nice 3.3. Atlas na topologické variet¥ X je libovolná mnoºina map

{(Uα, ϕα) | α ∈ A},

kde mnoºina index· A je dána tak, aby
⋃
α∈A Uα = X.

De�nice 3.4. Topologická varieta, na které je dán atlas n-dimenzionálních
map, se nazývá n-dimenzionální varieta.

Dále budeme uvaºovat jen topologické variety. P°íklady variet:
a) 1-dimenzionální varietou je k°ivka lokáln¥ homeomorfní s R, jako je

parabola nebo kruºnice.

b) 2-dimenzionální varietou je plocha lokáln¥ homeomorfní s R2, sféra,
torus, Möbi·v list, atd.

De�nice 3.5. M¥jme dány dv¥ mapy (Uα, ϕα), (Uβ, ϕβ) na variet¥ X, pro
které platí, ºe Uα ∩ Uβ 6= ∅, pak zobrazení ϕα,β = ϕα ◦ ϕ−1

β de�nované na
ϕβ(Uα ∩ Uβ) nazýváme p°echodová funkce, viz obrázek 3.

Obrázek 3: P°echodová funkce ϕα,β .
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Poznámka 3.2. Pro p°echodové funkce mezi mapami ϕα a ϕβ platí ϕ−1
α,β =ϕβ,α.

Poznamenejme, ºe topologická varieta má spojité p°echodové funkce, m·ºeme
tedy °íci, ºe je t°ídy C0. Na takovéto variet¥ nemusí být nap°íklad moºné de-
�novat te£ný vektor a jiné, viz kapitola 3.3. Pro dal²í práci ale tyto struktury
budeme pot°ebovat, a proto je t°eba zavést hladkou (diferencovatelnou) va-
rietu.

De�nice 3.6. Topologickou varietu nazveme Ck-varietou, pokud lze pokrýt
atlasem, jehoº p°echodové funkce jsou spojit¥ diferencovatelné aº do °ádu k,
kdy k ∈ N0, neboli jsou pokrytelné Ck-atlasem.

De�nice 3.7. Hladká varieta je C∞-varieta, tzn. je Ck-varieta ∀k ∈ N0.

Z praktických d·vod· a pro úplné objasn¥ní pojmu hladká varieta si hladkou
varietu zade�nujeme i následujícím zp·sobem. De�nice jsou ekvivalentní.

De�nice 3.8. Difeomor�smus je spojité, vzájemn¥ jednozna£né zobrazení
f : U → V , kde U, V ⊂ Rn a f i f−1 jsou hladká zobrazení, tj. t°ídy C∞.

De�nice 3.9. Budeme uvaºovat mapy (Uα, ϕα), (Uβ, ϕβ) de�nované na va-
riet¥ X. Pokud p°echodová funkce ϕα,β je difeomor�smus mezi otev°enými
mnoºinami ϕα(Uα ∩ Uβ) a ϕβ(Uα ∩ Uβ), pak jsou tyto dv¥ mapy kompati-
bilní.

De�nice 3.10. Atlas, jehoº kaºdé dv¥ mapy jsou kompatibilní, budeme na-
zývat hladký atlas.

De�nice 3.11. Hladká varieta je topologická varieta s hladkým atlasem.

Poznámka 3.3. Budeme-li uvaºovat situaci, kdy Uα∩Uβ = ∅ budeme p°echo-
dovou funkci chápat jako prázdné zobrazení, které triviáln¥ spl¬uje podmínky
kompatibility.

P°íklad 3.3. Ukáºeme, ºe graf funkce

f(x) =

{
1 pro x > 0,

−1 pro x < 0.

je pokrytelný hladkým atlasem.

Na grafu funkce f(x) m·ºeme sestrojit dv¥ mapy, a to (U1, ϕ1) a (U2, ϕ2),
kdy

U1 = {[x,−1] ∈ R2 | kdy x ∈ (−∞, 0)},
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U2 = {[x, 1] ∈ R2 | kdy x ∈ (0,∞)}

a zobrazení
ϕ1 : U1 → (−∞, 0),

ϕ2 : U2 → (0,∞)

jsou dána p°edpisy ϕ1 = x a ϕ2 = x.

Zobrazení ϕ1 a ϕ2 jsou homeomor�smy. Dále platí U1 ∩ U2 = ∅, a tedy z
poznámky 3.3 vyplývá, ºe mapy ϕ1 a ϕ2 jsou kompatibilní.

Dále musíme uvaºovat p°echodové funkce ϕ1,1 a ϕ2,2. P°echodová funkce ϕ1,1

je de�nována na ϕ1(U1) = (−∞, 0) a má tvar ϕ1,1 = ϕ1 ◦ ϕ−1
1 = x. P°e-

chodová funkce ϕ1,1 je difeomor�smus. Analogicky platí pro ϕ2,2. A proto
{(U1, ϕ1), (U2, ϕ2)} je hladkým atlasem.

Nyní budeme uvaºovat hladkou varietu X s daným hladkým atlasem. Mapa
(U,ϕ) je kompatibilní s atlasem na variet¥ X, jestliºe je kompatibilní se
v²emi mapami atlasu. Roz²í°ení atlasu o v²echny mapy s ním kompatibil-
ními nazveme maximálním atlasem. Maximální atlas variety X se nazývá
diferencovatelnou strukturou. V praxi se ale budeme setkávat s atlasy, které
mají kone£ný po£et map, a proto si vysta£íme s p°edchozí de�nicí hladké va-
riety. Kone£ný hladký atlas takovéto variety p°ijmeme za diferencovatelnou
strukturu, nebo´ kaºdý hladký atlas lze doplnit na atlas maximální, d·kaz
viz [3].
Hladkou n-dimenzionální varietou tedy myslíme n-dimenzionální varietu s
danou diferencovatelnou strukturou.
Dále, bude-li to vhodn¥j²í, budeme n-dimenzionální varietu X zna£it Xn.

Poznámka 3.4. V²echny topologické variety dimenze n ≤ 3 jsou zárove¬ va-
riety hladké. První topologické variety bez hladké, tj. diferencovatelné struk-
tury se objevují aº v dimenzi 4. Tímto tématem se nap°íklad zabývají ma-
tematici Michael Freedman a Simon Donaldson, jeº prokázali existenci tako-
výchto variet, nap°íklad exotický prostor R4 viz [10].

Základním p°íkladem hladké variety je prostor Rn. Varietu Rn m·ºeme po-
krýt atlasem stávajícím z jedné mapy, a to (Rn, IdRn), kde IdRn je identické
zobrazení IdRn : Rn → Rn.

P°íklad 3.4. Rozhodn¥me, zda grafy funkcí

f1(x) = x3 a f2(x) = |x|

jsou 1-dimenzionální hladké variety.
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Graf funkce f1(x) = x3 pokryjeme atlasem o jedné map¥ a to {(U,ϕ1)}, kdy

U = {[x, y] ∈ R2 | [x, y] = [x, x3], kdy x ∈ R}

a zobrazení ϕ1 : U → R je dáno:

ϕ1(x, x3) = x.

Nyní ov¥°íme, zda p°echodová funkce této mapy ϕ1,1 de�nována na
ϕ1(U) = R je difeomor�smus. Platí:

ϕ1,1 = ϕ1 ◦ ϕ−1
1 = IdR.

P°echodová funkce ϕ1,1 je identické zobrazení viz obrázek 4, a proto ϕ1,1 je
difeomor�smus. A tedy graf funkce f1(x) = x3 je 1-dimenzionální hladká
varieta.

Obrázek 4: P°echodová funkce ϕ1,1 grafu funkce f1(x) = x3.
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Graf funkce f2 = |x| pokryjeme atlasem {(U, ϕ2)}, kdy

U = {[x, y] ∈ R2 | [x, y] = [x, |x|], kdy x ∈ R}

a zobrazení ϕ2 : U → R je dáno:

ϕ2(x, |x|) = x.

P°echodová funkce ϕ2,2 je de�nována na ϕ2(U) = R a platí

ϕ2,2 = ϕ2 ◦ ϕ−1
2 = IdR.

P°echodová funkce ϕ2,2 je difeomor�smus, tudíº se jedná o 1-dimenzionální
hladkou varietu.

Je nutné si uv¥domit, ºe nezobrazujeme pomocí map otev°ené mnoºiny z pro-
storu R2 na otev°ené mnoºiny v R, nýbrº 1-dimenzionální objekt z prostoru
R2 na otev°enou mnoºinu v prostoru R. Nebo´ platí následující v¥ta.

V¥ta 3.1. [5] Otev°ená mnoºina prostoru Rn nem·ºe být homeomorfní s
otev°enou mnoºinou prostoru Rm, kde m 6= n.

P°íklad 3.5. V rovin¥ R2 je dána kruºnice S1 o polom¥ru r > 0 a se st°edem
v po£átku. Najd¥me vhodné hladké pokrytí kruºnice.

Kruºnici S1 v rovin¥ R2 pokryjeme atlasem stávajícím ze dvou map, jeº se
zobrazují na otev°ené mnoºiny v £íselné ose R,

ϕ1 : U1 = S1 \ {[r, 0]} → (0, 2π),

ϕ2 : U2 = S1 \ {[−r, 0]} → (−π, π).

Inverzní zobrazení map ϕ1, ϕ2 : R2 → R jsou parametrické funkce
ϕ−1

1 , ϕ−1
2 : R→ R2 dané p°edpisy:

ϕ−1
1 (t) = (r cos t, r sin t), kdy t ∈ (0, 2π),

ϕ−1
2 (t) = (r cos t, r sin t), kdy t ∈ (−π, π).

Pak p°echodová funkce ϕ1,2 je de�nována na ϕ2(U1 ∩ U2) = (−π, 0) ∪ (0, π)
a je dána vztahem

ϕ1,2 = ϕ1 ◦ ϕ−1
2 =

{
t+ 2π pro t ∈ (−π, 0),

t pro t ∈ (0, π).

P°echodová funkce ϕ1,2 je difeomor�smus na celém svém de�ni£ním oboru.
P°echodové funkce ϕ1,1 a ϕ2,2 jsou identická zobrazení, tj. difeomor�smy. A
tedy {(U1, ϕ1), (U2, ϕ2)} je hladký atlas na kruºnici S1.
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P°íklad 3.6. Ukáºeme, ºe asteroida A daná p°edpisem

A(t) = (3 cos t+ cos 3t, 3 sin t− sin 3t),

kdy t ∈ (0, 2π〉 je hladká varieta v rovin¥ R2.

Asteroidu A pokryjeme dv¥ma mapami, a to

ϕ1 : U1 = A \ {[4, 0]} → (0, 2π),

ϕ2 : U2 = A \ {[−4, 0]} → (−π, π).

Pak p°echodová funkce ϕ1,2 je de�nována na ϕ2(U1 ∩ U2) = (−π, 0) ∪ (0, π)
a má tvar

ϕ1,2 = ϕ1 ◦ ϕ−1
2 =

{
t+ 2π pro t ∈ (−π, 0),

t pro t ∈ (0, π).

P°echodová funkce ϕ1,2 je difeomor�smus. P°echodové funkce ϕ1,1 a ϕ2,2 jsou
identická zobrazení, tj. difeomor�smy. Asteroida A je tedy hladká varieta.

De�nice 3.12. �ekneme, ºe dv¥ mapy (Uα, ϕα), (Uβ, ϕβ) jsou souhlasn¥
orientovány, pokud determinant Jacobiho matice jejich p°echodové funkce
ϕα,β je kladný na p°íslu²ném de�ni£ním oboru. Varieta X se nazývá orien-
tovatelná varieta, pokud na ní existuje atlas, jehoº kaºdé dv¥ mapy jsou
souhlasn¥ orientovány. V opa£ném p°ípad¥ se varieta X nazývá neoriento-
vatelná varieta.

P°íklad 3.7. Ukaºme, ºe kruºnice S1 dána parametrickým p°edpisem
K(t) = (cos t, sin t), kdy t ∈ (0, 2π〉 je orientovatelná varieta.

Budeme uvaºovat atlas na kruºnici z p°íkladu 3.5, kdy r = 1. Mapy ϕ1

a ϕ2 jsou souhlasn¥ orientovány, nebo´ determinant Jacobiho matice jejich
p°echodové funkce ϕ1,2, det Jϕ1,2 = 1, ∀t ∈ (−π, 0)∪ (0, π) je kladný. Atlas na
kruºnici S1 je hladký a skládá se pouze z map ϕ1 a ϕ2, a proto dle de�nice
3.12 m·ºeme °íct, ºe kruºnice S1 je orientovatelná varieta.

P°íklad 3.8. Rozmysleme, zda Möbi·v list M daný p°edpisem

P (a, p) = (cos a+ p cos a
2

cos a, sin a+ p cos a
2

sin a, p sin a
2
),

kde a ∈ (0, 2π] a p ∈ (−1, 1), je orientovatelná varieta.
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Plochu M pokryjeme dv¥ma mapami (U1, ϕ1) a (U2, ϕ2), kde

U1 = M\{[x, y, z] ∈ R3 | [x, y, z] = [1 + x, 0, 0], kdy x ∈ (−1, 1)},

U2 = M\{[x, y, z] ∈ R3 | [x, y, z] = [−1, 0, z], kdy z ∈ (−1, 1)}

a
ϕ1 : U1 → (0, 2π)× (−1, 1) ⊂ R2,

ϕ2 : U2 → (−π, π)× (−1, 1) ⊂ R2.

Tedy platí ϕ−1
1 = P (a, p), kde a ∈ (0, 2π), p ∈ (−1, 1) a ϕ−1

2 = P (a, p), kde
a ∈ (−π, π), p ∈ (−1, 1).

P°echodová funkce je de�nována na ϕ2(U1∩U2) = (−π, 0)×(−1, 1)∪(0, π)×
(−1, 1) a má tvar

ϕ1,2 = (a+ 2π, −p), pro (−π, 0)× (−1, 1),

ϕ1,2 = (a, −p), pro (0, π)× (−1, 1),

Determinant Jacobiho matice pro celý de�ni£ní obor p°echodové funkce má
tvar:

det Jϕ1,2 =

∣∣∣∣1 0
0 −1

∣∣∣∣ = −1

a je záporný na celém de�ni£ním oboru ϕ1,2. Mapy ϕ1 a ϕ2 tedy nejsou sou-
hlasn¥ orientovány, proto nem·ºeme °íci, ºe M s atlasem {(U1, ϕ1), (U2, ϕ2)}
je orientovatelná varieta.

Poznámka 3.5. Möbi·v list je neorientovatelná varieta viz [7].

3.3 Te£ný prostor variety

V této podkapitole je £erpáno z [4] a [6].

Od této podkapitoly budeme dále uvaºovat pouze hladké variety, a proto si
pro zjednodu²ení vysta£íme s pojmem varieta, pokud nebude °e£eno jinak.
Z klasické diferenciální geometrie je nám znám pojem k°ivka a její paramet-
rizace. Nyní si tyto pojmy zavedeme ve smyslu variet.

De�nice 3.13. Nech´ X je varieta, pak parametrizovaná hladká k°ivka
na variet¥ X je hladké zobrazení γ : I → X, kde I je libovolný otev°ený
interval z R.
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De�nice 3.14. Hovo°íme o parametrizaci k°ivky na variet¥ X p°i bodu
p ∈ X, pokud volíme interval I = (−ε, ε), kde ε > 0 a γ(0) = p.

De�nice 3.15. Nech´ X je varieta, pak f : X → R je hladká funkce na
variet¥ X, pokud pro v²echny mapy (Uα, ϕα) z hladkého atlasu variety X
platí:

zobrazení f ◦ ϕ−1
α : ϕα(Uα)→ R je t°ídy C∞.

Pak m·ºeme psát f ∈ C∞(X).

De�nice 3.16. Zárodkem na variet¥ X v bod¥ p ∈ X nazveme t°ídu ekvi-
valence hladkých funkcí, které jsou de�nované alespo¬ na U(p, δ) ⊂ X a
platí:

∀x ∈ U(p, δ) : f(x) = g(x), pro v²echny funkce f, g z této t°ídy.

Zárodek v p budeme zna£it [f ]p.

De�nice 3.17. Nech´ X je varieta a nech´ je pevn¥ ur£en bod p ∈ X. Dále γ
je hladká k°ivka na X parametrizována p°i bodu p. Pak pro v²echny hladké
funkce z [f ]p m·ºeme de�novat operátor Dγ : C∞(X) → R, který je dán
vztahem

Dγ(f) =
d

dt
f(γ(t))

∣∣∣
t=0

, kde t ∈ (−ε, ε),

jedná se o derivaci funkce f ve sm¥ru γ v bod¥ p. Pak k°ivce γ parametri-
zované p°i bodu p p°i°azujeme operátor Dγ, který nazýváme te£ný vektor
variety X ve sm¥ru k°ivky γ v bod¥ p.

P°íklad 3.9. Je dán graf funkce f(x) = sin x, který tvo°í varietu X. Ur£eme
te£ný vektor v bod¥ p = [3π

4
, 1√

2
].

Parametrizaci k°ivky, jeº náleºí variet¥ {[x, y] ∈ R2 | [x, y] = [x, f(x)]} p°i
bodu p zvolíme jako γ(t) = (γ1(t), γ2(t)) = (3π

4
+ t, sin (3π

4
+ t)), t ∈ (−ε, ε) a

platí γ(0) = p. Pak pro te£ný vektor v bod¥ p platí:

Dγ(f) =
d

dt
f(γ(t))

∣∣∣∣
t=0

=

(
∂f

∂x
· dγ1

dt
+
∂f

∂y
· dγ2

dt

) ∣∣∣∣
t=0

.

Parciálním derivacím { ∂
∂x
|p, ∂∂y |p} v R2 v bod¥ p p°íslu²í standardní báze

{e1, e2}, analogicky to platí pro Rn viz [7], proto
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Dγ =
∂

∂x

∣∣∣∣
p

· 1|t=0 +
∂

∂y

∣∣∣∣
p

· cos (
3π

4
+ t)|t=0

= (1, 0)
∣∣
p
· 1 + (0, 1)

∣∣
p
· (− 1√

2
)

= (1,− 1√
2
)
∣∣
p
.

Te£ný vektor v bod¥ p je (1,− 1√
2
).

P°íklad 3.10. Uvaºujme paraboloid, jako varietu X danou p°edpisem x2 +
y2 = z v R3 a bod p = [ 1√

2
, 1√

2
, 1] ∈ X. Ur£eme te£ný vektor variety X v

bod¥ p ve sm¥ru k°ivky γ(t) = (cos (t+ π
4
), sin (t+ π

4
), 1) parametrizované

p°i bodu p, tj. t ∈ (−ε, ε) a platí γ(0) = p.

Dγ(f) =
d

dt
f(γ(t))

∣∣∣∣
t=0

=

(
∂f

∂x
· dγ1

dt
+
∂f

∂y
· dγ2

dt
+
∂f

∂z
· dγ3

dt

) ∣∣∣∣
t=0

,

Dγ =
∂

∂x

∣∣∣∣
p

·
(
− sin

π

4

)
+

∂

∂y

∣∣∣∣
p

· cos
π

4
+

∂

∂z

∣∣∣∣
p

· 0

= (1, 0, 0)
∣∣
p
·
(
− sin

π

4

)
+ (0, 1, 0)

∣∣
p
· cos

π

4
+ (0, 0, 1)

∣∣
p
· 0

= (− 1√
2
, 1√

2
, 0)
∣∣
p
.

Te£ný vektor v bod¥ p je (− 1√
2
, 1√

2
, 0)
∣∣
p
.

De�nice 3.18. Nech´X je varieta a bod p ∈ X, pak mnoºinu TpX obsahující
v²echny te£né vektory v bod¥ p nazveme te£ný prostor variety X v bod¥
p.

Te£ný prostor TpX je vektorovým prostorem. Pro v²echny k°ivky γ, γ′ para-
metrizované na variet¥ X p°i bodu p platí:

(aDγ + bDγ′)(f) = a(Dγ(f)) + b(Dγ′(f)), ∀f ∈ [f ]p a a, b ∈ R.

De�nice 3.19. Nech´ Xn je varieta a (U,ϕ) je mapa na Xn, pak pro kaºdý
bod p ∈ U m·ºeme ur£it lokální sou°adnice bodu p na variet¥ Xn jako
ϕ(p) = [ϕ1(p), . . . , ϕn(p)].
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De�nice 3.20. Nech´ je dán pevný bod p a mapa (U,ϕ) na variet¥ Xn v
prostoru Rm, n ≤ m tak, aby lokální sou°adnice bodu p ∈ U byly dány
ϕ(p) = [ϕ1(p), ..., ϕn(p)] = [0, ..., 0], tj. mapa ϕ zobrazí bod p na po£átek Rn.
Pak te£né vektory Dγi v bod¥ p ve sm¥ru k°ivek γi(t) = (γi,1(t), ..., γi,m(t)) =
ϕ−1(vi(t)), kde vi(t) = (0, .., 0, t, 0, ..., 0), pro t na i-té pozici, i = 1, ..., n a
t ∈ I, kdy I je alespo¬ (−ε, ε), tvo°í bázi te£ného prostoru Tp(X

n). Platí
dim(TpX

n) = n a i-tý bázový vektor prostoru TpXn je tedy dán vztahem:

Dγi(f) =
d

dt
(f(γi(t)))

∣∣∣
t=0

, ∀f ∈ [f ]p.

Bázové vektory te£ného prostoru m·ºeme taky chápat jako parciální derivace
ve sm¥ru lokálních sou°adnic bodu p na variet¥ Xn, a proto m·ºeme psát:

Dγi =
∂

∂ϕi

∣∣∣∣
p

, i = 1, ..., n.

Budeme-li uvaºovat prostor Rn jako varietu a bod p = [x1, ..., xn] ∈ Rn,
pak lokální sou°adnice bodu p v prostoru Rn ur£íme pomocí mapy (Rn, ϕ),
kde ϕ(p) = [IdRn,1(p)−x1, ..., IdRn,n(p)−xn] = [0, ..., 0]. Te£ný prostor TpRn

tvo°í pak celý prostor Rn se standardní bázi {e1, ..., en} a ∂
∂ϕi

= ∂
∂xi

. D·sledek
nalezneme v p°íkladu 3.9.

P°íklad 3.11. Rozhodn¥me, zda te£ný vektor (− 1√
2
, 1√

2
, 0) z p°íkladu 3.10

náleºí TpX2, kde X2 je graf paraboloidu x2 + y2 = z a p = [ 1√
2
, 1√

2
, 1].

Nejprve paraboloid pokryjeme atlasem, pro jednoduchost pouºijeme atlas z
jedné mapy, {(U, ϕ)}, tak aby platilo ϕ(p) = [0, 0], tj.

U = {[x, y, z] ∈ R3 | x2 + y2 = z},

ϕ : U → {[ϕ1, ϕ2] ∈ R2 | [ϕ1, ϕ2] = [x− 1√
2
, y − 1√

2
]}.

A platí
ϕ−1 : {[ϕ1, ϕ2] ∈ R2} →

{[x, y, z] ∈ R3 | [x, y, z] = [ϕ1 + 1√
2
, ϕ2 + 1√

2
, (ϕ1 + 1√

2
)2 + (ϕ2 + 1√

2
)2]}.

V dal²ím kroku hledáme bázi TpX2. K°ivky parametrizované p°i bodu p, v
jejichº sm¥ru budeme hledat bázové vektory, ur£íme pomocí k°ivek v1(t) =
(t, 0) a v2(t) = (0, t) parametrizovaných p°i po£átku R2, tj.

γ1(t) = ϕ−1(v1(t)) = (t+ 1√
2
, 1√

2
, (t+ 1√

2
)2 + ( 1√

2
)2),
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γ2(t) = ϕ−1(v1(t)) = ( 1√
2
, t+ 1√

2
, ( 1√

2
)2 + (t+ 1√

2
)2).

Nyní spo£teme te£né vektory v bod¥ p podle k°ivek γ1 a γ2, tj.

Dγ1(f) =
d

dt
f(γ1(t))

∣∣∣∣
t=0

=

(
∂f

∂x
· dγ1,1

dt
+
∂f

∂y
· dγ1,2

dt
+
∂f

∂z
· dγ1,3

dt

) ∣∣∣∣
t=0

,

Dγ1 =
∂

∂x

∣∣∣∣
p

· 1 +
∂

∂y

∣∣∣∣
p

· 0 +
∂

∂z

∣∣∣∣
p

· 1√
2

= (1, 0, 0)
∣∣
p
· 1 + (0, 0, 1)

∣∣
p
· 1√

2

= (1, 0, 1√
2
)
∣∣
p

a

Dγ2(f) =
d

dt
f(γ2(t))

∣∣∣∣
t=0

=

(
∂f

∂x
· dγ2,1

dt
+
∂f

∂y
· dγ2,2

dt
+
∂f

∂z
· dγ2,3

dt

) ∣∣∣∣
t=0

,

Dγ2 =
∂

∂x

∣∣∣∣
p

· 0 +
∂

∂y

∣∣∣∣
p

· 1 +
1√
2
· ∂
∂z

∣∣∣∣
p

= (0, 1, 0)
∣∣
p
· 1 + (0, 0, 1)

∣∣
p
· 1√

2

= (0, 1, 1√
2
)
∣∣
p
.

Bázi te£ného prostoru TpX2 tvo°í vektory {(1, 0, 1√
2
)
∣∣
p
, (0, 1, 1√

2
)
∣∣
p
}. Te£ný

vektor z p°íkladu 3.10 m·ºeme zapsat jejich lineární kombinací

(− 1√
2
, 1√

2
, 0)
∣∣
p

= a · (1, 0, 1√
2
)
∣∣
p

+ b · (0, 1, 1√
2
)
∣∣
p
, kde a = − 1√

2
, b = 1√

2
,

a proto vektor (− 1√
2
, 1√

2
, 0)
∣∣
p
∈ TpX2.
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3.4 Podvarieta

V této podkapitole je £erpáno z [6] a [4].

De�nice 3.21. Nech´ Xn a Y m jsou dv¥ variety. A existuje spojité zobrazení
θ : Xn → Y m. Pokud pro v²echny mapy (Uα, ϕα) z hladkého atlasu variety
Xn a pro v²echny mapy (Vβ, ψβ) z hladkého atlasu variety Y m platí:

zobrazení ψβ ◦ θ ◦ ϕ−1
α : ϕα(Uα ∩ θ−1(Vβ)) ⊂ Rn → Rm je t°ídy C∞,

pak zobrazení θ je hladké zobrazení, tj. θ ∈ C∞(Xn), viz obrázek 5.

Obrázek 5: Hladké zobrazení.

De�nice 3.22. Nech´ θ : Xn → Y m je hladké zobrazení a p ∈ Xn je pevný
bod, pak m·ºeme de�novat te£né zobrazení v bod¥ p, θ∗ : TpX

n →
Tθ(p)Y

m, které je dáno p°edpisem:

θ∗(Dγ) = Dθ◦γ, ∀Dγ ∈ TpXn.

De�nice 3.23. Nech´ Xn a Y m jsou variety a platí n ≤ m. Hladké zobrazení
θ : Xn → Y m nazveme vno°ením variety Xn do variety Y m pokud te£né
zobrazení θ∗ je prosté v kaºdém bod¥ p ∈ Xn.

De�nice 3.24. Nech´ Xn a Y m jsou variety a Xn vno°ená varieta do variety
Y m. Pokud hladké zobrazení θ : Xn → θ(Xn) ⊆ Y m je prosté, pak θ(Xn) je
podvarieta variety Y m.

P°íklad 3.12. Ukaºme, ºe θ(t) = (cos (2t) + t, sin (2t)), t ∈ I = (−2, 2) není
podvarietou R2.

Nejprve máme zobrazení θ a ukáºeme, ºe se jedná o hladké zobrazení z variety
X1 = I = (−2, 2) ⊂ R do variety Y 2 = R2. Zobrazení je tedy de�nováno
jako,

θ : I → {[x, y] ⊂ R2 | [x, y] = [cos 2t+ t, sin 2t], ∀t ∈ I}.
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Varietu I pokryjeme atlasem {(I, IdR)} a varietu R2 pokryjeme atlasem
{(R2, IdR2)}. P°echodové zobrazení de�nované na intervalu (−2, 2) ⊂ R je
tvaru:

IdR2 ◦ θ ◦ Id−1
R = θ(I) ∈ C∞,

z £ehoº vyplývá dle de�nice 3.21, ºe θ je hladké zobrazení.

Dále ov¥°íme, zda varieta I je zobrazením θ vno°ená do variety R2. Te£ný
prostor variety I v kaºdém bod¥ p ∈ I je ur£en bázovým prvkem:

Dγ(f) =
d

du
f(γ(u))

∣∣∣∣
u=0

,

kde γ(u) = u+ p, pro alespo¬ u ∈ (−ε, ε) a platí γ(0) = p, pak

Dγ =
∂f

∂t
· d(u+ p)

du

∣∣∣∣
u=0

=
∂

∂t

∣∣∣∣
p

· 1 = 1 · 1 = 1.

Tedy platí TpI = R, ∀p ∈ I. Z p°edchozí kapitoly víme, ºe te£ný prostor
variety R2 ve v²ech pevn¥ zvolených bodech p ∈ R2 je op¥t R2, a proto
m·ºeme rovnou psát: Tθ(p)R2 = R2, ∀θ(p) ∈ R2. Pak zobrazení:

θ∗ : TpI → Tθ(p)R2,

∀p ∈ I je dáno:

θ∗(Dγ) = Dθ◦γ

=
∂

∂x

∣∣∣∣
p

· d
du

(cos 2(u+ p) + (u+ p)) +
∂

∂y

∣∣∣∣
p

· d
du

(sin 2(u+ p))

= (1− 2 sin 2p, 2 cos 2p)
∣∣
p

a je prosté. Hladké zobrazení θ je tedy vno°ení variety I do variety R2.

Nyní budeme uvaºovat body t1, t2 ∈ I, pro které platí θ(t1) = θ(t2) ∈ R2, viz
obrázek 6. Hladké zobrazení θ zobrazí body t1, t2 do bodu θ(t1) z £ehoº plyne,
ºe hladké zobrazení θ není prosté, a proto θ(I) není podvarietou variety R2.

De�nice 3.25. Hladké zobrazení θ : Xn → Y n variet Xn a Y n nazveme
difeomor�smem, pokud je vzájemn¥ jednozna£né a zobrazení θ−1 : Y n →
Xn je hladké zobrazení. Pokud takovéto zobrazení mezi varietami Xn a Y n

existuje, m·ºeme Xn, Y n nazývat difeomorfní variety.
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Obrázek 6: Hladké zobrazení θ(t) = (cos 2t+ t, sin 2t).

De�nice 3.26. Nech´ Y m je varieta a θ(Xn) je její podvarietou. Pokud
hladké zobrazení θ : Xn → θ(Xn) ⊆ Y m je difeomor�smus, pak zobrazení θ
nazveme vloºení a θ(Xn) je vloºenou podvarietou.

Pro vloºené podvariety platí:

(1) topologie θ(Xn) je indukována topologií Y m,

(2) dim(Xn) = dim(θ(Xn)).

4 Hranice variety

V této kapitole je £erpáno z [3].

De�nice 4.1. Nech´Hn je poloprostor prostoru Rn, který de�nujeme jako:

Hn = {[x1, ..., xn] ∈ Rn | x1 ≤ 0}.

Hranice poloprostoru ∂Hn je pak dána:

∂Hn = {[x1, ..., xn] ∈ Rn | [x1, ..., xn] = [0, x2, ..., xn]}.

Poznámka 4.1. Topologie poloprostoru Hn je indukovaná topologií Rn.

De�nice 4.2. Nech´ je dána mnoºina V ⊂ Hn. �ekneme, ºe V je otev°ená
mnoºina v Hn, jestliºe existuje otev°ená mnoºina W ⊂ Rn taková, ºe platí
V = W ∩Hn.
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Nyní upravíme n¥které pojmy zavedené v kapitole 2.

De�nice 4.3. Budeme-li uvaºovat dv¥ otev°ené mnoºiny V, V ′ v poloprostoru
Hn, pak vzájemn¥ jednozna£né zobrazení f : V → V ′ je difeomor�smus
mezi V a V ′ práv¥ tehdy, kdyº f ∈ C∞ a f−1 je spojité vzájemn¥ jednozna£né
zobrazení t°ídy C∞.

De�nice 4.4. Hausdor�·v topologický prostor X se spo£etnou bází B, v
n¥mº ke kaºdému bodu x existuje okolí homeomorfní s otev°enou mnoºinou
Hn, je topologickou varietou X. Mapa na X je dvojice (U,ϕ), kde U je
otev°ená podmnoºina X a ϕ je homeomor�smus z U na otev°enou mnoºinu v
Hn, n je dimenzí mapy. Atlas na X je libovolná mnoºina map, která zajistí
celkové pokrytíX a dimenze map v takovémto atlasu udává dimenzi variety
X, viz obrázek 7. Op¥t, bude-li to vhodné, budeme varietu X dimenze n
zna£it Xn.

Obrázek 7: Varieta s hranicí.

Není t°eba upravovat dal²í pojmy, nadále platí, ºe hladká varieta je varieta
pokrytelná atlasem map, jejichº v²echny p°echodové funkce jsou difeomor-
�smy. Hladkou varietu stále budeme zkrácen¥ ozna£ovat pouze jako varietu.

De�nice 4.5. �ekneme, ºe Xn je varieta s hranicí, jestliºe Xn je varieta,
na které je dán atlas {(Uα, ϕα)}α∈A n-dimenzionálních map homeomorfních
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s otev°enými mnoºinami v prostoru Hn. Bod x ∈ Xn je bod hranice variety,
pokud pro v²echny mapy (Uα, ϕα), kdy x ∈ Uα, platí ϕα(x) ∈ ∂Hn. Mnoºina
v²ech t¥chto bod· pak tvo°í hranici variety ∂Xn.

Od te¤ budeme rozli²ovat mezi pojmy varieta, pro kterou platí ∂Xn = ∅ a
varieta s hranicí, pro kterou naopak platí ∂Xn 6= ∅.

V¥ta 4.1. [3] Nech´ Xn je varieta s hranicí pokrytá atlasem {(Uα, ϕα)}α∈A.
Pak její hranice ∂Xn je varietou dimenze n− 1 pokrytelná atlasem
{(Uα ∩ ∂Xn, ϕα|Uα∩∂Xn)}α∈A.

4.1 Orientace variety

V této podkapitole je £erpáno z [3] a [9].

Orientaci na souvislé a orientovatelné variet¥ X budeme zadávat standardn¥
pomocí orientace te£ného prostoru.

Poznámka 4.2. Nech´ V je vektorový prostor nad t¥lesem R, mnoºinu v²ech
bází prostoru V ozna£íme B(V ), pak v²echny báze z mnoºiny B(V ) m·ºeme
rozt°ídit do dvou t°íd ekvivalence. Dv¥ báze prostoru V jsou ekvivalentní,
pokud matice p°echodu mezi nimi má kladný determinant.

Budeme-li uvaºovat te£ný prostor variety v konkrétním bod¥, pak jednu t°ídu
ekvivalence jeho bází prohlásíme za kladnou a druhou budeme chápat jako
zápornou.

De�nice 4.6. Nech´ Xn je souvislá a orientovatelná varieta a pro kaºdé
p ∈ Xn existuje mapa (U,ϕ) na variet¥ Xn taková, ºe p ∈ U. Pak báze v²ech
te£ných prostor· TpXn pro p ∈ U : { ∂

∂ϕ1
|p, ..., ∂

∂ϕn
|p} prohlásíme za kladné, tím

dostáváme kladn¥ orientovanou mapu (U,ϕ) na variet¥ Xn. Souvislá
orientovatelná varieta pokrytá atlasem z kladn¥ orientovaných map je kladn¥
orientovaná varieta.

De�nice 4.7. Nech´ ∂Xn je hranice variety s hranicí Xn a bod p ∈ ∂Xn, pak
kladná báze te£ného prostor Tp∂Xn je dána

{
∂
∂ϕi

∣∣∣
p

}
, kde i = 2, ..., n. A

platí dim(Tp∂X
n) = n− 1.

Nejjednodu²²ím p°íkladem zadání orientace na variet¥ je orientace variety
X1 v prostoru Rn. Kladnou orientaci variety X1 zadáme ve v²ech bodech
p ∈ X1 pomocí te£ných vektor· ∂

∂ϕ1

∣∣∣
p

= ∂
∂x1

∣∣∣
p
, které jsou bázemi v²ech
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te£ných prostor· TpX
n. Orientaci pak zakreslíme pomocí ²ipek na variet¥

X1 ve sm¥ru te£ných vektor·, viz obrázek 8. Zakreslenou �ipku na variet¥
X1 m·ºeme chápat jako návod ukazující, které mapy potaºmo parametrizace
jsou kladn¥ orientovány.

Obrázek 8: K°ivka s kladnou parametrizací ϕ−1(t) = (t, sin t), t ∈ R.

Poznámka 4.3. Kanonická báze {e1, ..., en} prostoru Rn je kladn¥ orientovaná.

Pokud zadáme orientaci variety s hranicí, pak je jednozna£n¥ ur£ena orientace
její hranice. Nebo´ pomocí v¥ty 4.1 vytvo°íme atlas hranice variety, který
bude souhlasn¥ orientován. Ukáºeme v následujícím p°íkladu.

P°íklad 4.1. Gra�cky znázorn¥me kladnou orientaci variety X2, jeº je gra-
fem funkce f(x, y) = 1, kde x ∈ (−∞, 0] a y ∈ R a její hranice ∂X, jeº je
grafem funkce f(x, y) = 1, kde x = 0 a y ∈ R.

Varietu X2 pokryjeme atlasem stávajícím z jedné mapy (U1, ϕ1), kde U1 =
X2,

ϕ1 : U1 → {[u, v] ∈ H2 | u ∈ (−∞, 0], v ∈ R}
a inverzní zobrazení je dáno

ϕ−1
1 (u, v) = (u, v, 1), kde u ∈ (−∞, 0] a v ∈ R.

Varieta X2 je orientovatelná, nebo´ atlas {(U1, ϕ1)} je tvo°en pouze jednou
mapou.

Pro kladnou orientaci mapy (U1, ϕ1) kladn¥ orientujeme te£ný prostor TpX2

pro v²echna p ∈ U1. Pro gra�cké znázorn¥ní zvolíme jeden pevný bod p ∈ U1,
a to p = [−1, 1, 1]. Ur£íme tedy kladnou bázi prostoru TpX2 následovn¥:
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Budeme uvaºovat mapu na variet¥ X2, pro kterou platí ϕ2(p) = [0, 0], U2 =
U(p, ε) a její inverzní zobrazení je dáno vztahem ϕ−1

2 (u, v) = (u − 1, v +
1, 1). K°ivky parametrizované p°i bodu p v jejichº sm¥ru hledáme kladn¥
orientovanou bázi TpX2 jsou pak dány:

γ1(t) = ϕ−1
2 (t, 0) = (t− 1, 1, 1),

γ2(t) = ϕ−1
2 (0, t) = (−1, t+ 1, 1),

kde t ∈ (−ε, ε) a platí γ1(0) = γ2(0) = p. Bázové te£né vektory spo£teme
jako:

Dγ1(f) =
d

dt
f(γ1(t))

∣∣∣∣
t=0

Dγ1 = (1, 0, 0)
∣∣
p

a

Dγ2(f) =
d

dt
f(γ2(t))

∣∣∣∣
t=0

Dγ2 = (0, 1, 0)
∣∣
p
.

Báze te£ného prostoru TpX
2 je tedy {(1, 0, 0)

∣∣
p
, (0, 1, 0)

∣∣
p
} a jí p°íslu²ný

normálový vektor
~n = Dγ1 ×Dγ2 = (0, 0, 1)

∣∣
p
.

Nyní pomocí v¥ty 4.1 ur£íme atlas hranice variety X2. Atlas variety ∂X2 je
dán:

{(U1 ∩ ∂X2, ϕ1|U1∩∂X2)} = {(U3, ϕ3)},

kde U3 = {[x, y, z] ∈ X2 | x = 0, y ∈ R, z = 1},

ϕ3 : U3 → {[u, v] ∈ H2 | u = 0, v ∈ R}

a inverzní zobrazení je dáno

ϕ−1
3 (v) = (0, v, 1), kde v ∈ R.

Pro kladnou orientaci variety ∂X2, tj. pro kladnou orientaci mapy (U3, ϕ3)
kladn¥ orientujeme te£ný prostor v²ech bod· r ∈ U3. Pro gra�cké znázorn¥ní
op¥t zvolíme jeden, a to r = [0,−1, 1].

Budeme uvaºovat mapu na variet¥ ∂X2, pro kterou platí ϕ4(r) = [0, 0],
U4 = U(r, ε) a její inverzní zobrazení je dáno vztahem ϕ−1

4 (v) = (0, v −
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1, 1). K°ivka parametrizovaná p°i bodu r v jejímº sm¥ru hledáme kladn¥
orientovanou bázi Tr∂X2 je pak dána:

γ3(t) = ϕ−1
4 (t) = (0, t− 1, 1),

kde t ∈ (−ε, ε) a platí γ3(0) = r.

Poznámka 4.4. Pokud bychom hledali zápornou orientaci variety, tj. nap°í-
klad bázi TpX2 bychom stanovili jako {−Dγ1 , Dγ2}, pak bychom k°ivku
parametrizovanou p°i bodu r ur£ili jako γ3(t) = ϕ−1

4 (−t).

Bázový te£ný vektor spo£teme jako:

Dγ3(f) =
d

dt
f(γ3(t))

∣∣∣∣
t=0

Dγ3 = (0, 1, 0)
∣∣
r
.

Poznámka 4.5. Te£ný vektor Dγ3 m·ºeme také ur£it pomocí de�nice 4.7, tyto
zp·soby jsou ekvivalentní.

Výsledné te£né vektory a orientace variety X2 s hranicí jsou znázorn¥ny na
obrázku 9.

Obrázek 9: Gra�cké znázorn¥ní kladné orientace (£erven¥) variety X2.

Obecn¥ ukázat, ºe varieta s hranicí je orientovatelná, je sloºitý a zdlouhavý
proces, a proto si pro následující práci uvedeme de�nici z [9].
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De�nice 4.8. Varietu X nazveme orientovatelná, jestliºe existuje její ori-
entace. V opa£ném p°ípad¥ hovo°íme o neorientovatelné variet¥. Oriento-
vatelná varieta s vybranou orientací se nazývá orientovaná.

P°íklad 4.2. Op¥t budeme uvaºovat paraboloid, ale tentokrát jako varietu s
hranicí X2. Varieta X2 je grafem funkce dané p°edpisem f(x, y) = x2 + y2,
jejíº de�ni£ní obor je D(f) = {[x, y] ∈ R2 | x2 + y2 ≤ 1}. Zadejme na
variet¥ X2 kladnou i zápornou orientaci a prove¤me kontrolu pomocí matice
p°echodu.

Orientaci budeme zadávat v bodech p1 = [0, 0, 0] ∈ X2\∂X2 a p2 = [0, 1, 1] ∈
∂X2.

Kladnou bázi te£ného prostoru Tp1X
2, tj. {Dγ1 , Dγ2} ur£íme pomocí mapy

ϕ1 : int(X2)→ {[u, v] ∈ R2 | [u, v] = [x, y]},

jejíº inverzní zobrazení je dáno ϕ−1
1 (u, v) = (u, v, u2 + v2). Pak

γ1(t) = ϕ−1
1 (t, 0) = (t, 0, t2),

γ2(t) = ϕ−1
1 (0, t) = (0, t, t2).

A bázové vektory spo£teme jako

Dγ1 = (1, 0, 0)|p1 ,

Dγ2 = (0, 1, 0)|p1 .
Kladná báze te£ného prostoru Tp2∂X

2 je dána, dle de�nice 4.7, jako {Dγ3}.
Pro výpo£et pouºijeme mapu

ϕ2 : X2 \ {[x, y, z] ∈ R3 | x = 0 ∧ y ≤ 0 ∧ 0 ≤ z < 1} →

→ {[u, v] ∈ H2 | u ∈ (−1, 0] a v ∈ (−π, π)}
viz obrázek 10, jejíº inverzní zobrazení je dáno

ϕ−1
2 (u, v) = ((u+ 1) cos(v + π

2
), (u+ 1) sin(v + π

2
), (u+ 1)2).

Pak
γ3(t) = ϕ−1

2 (0, t) = (cos(t+ π
2
), (u+ 1) sin(t+ π

2
), 1)

a bázový vektor te£ného prostoru Tp2 spo£teme jako

Dγ3 = (−1, 0, 0)|p2 .
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Obrázek 10: Gra�cké znázorn¥ní mapy ϕ2.

Máme tedy kladn¥ orientovanou bázi prostoru Tp1 : {Dγ1 , Dγ2}. Jako záporn¥
orientovanou bázi prostoru Tp1 zvolíme {Dγ2 , Dγ1}. Prvky matice p°echodu
a11, a12, a21, a2 vypo£teme jako

Dγ1 = a11 ·Dγ2 + a12 ·Dγ1

Dγ2 = a21 ·Dγ2 + a22 ·Dγ1 ,

pak matice p°echodu mezi bázemi {Dγ1 , Dγ2} a {Dγ2 , Dγ1} má tvar:

A =

(
a11 a12

a21 a22

)
=

(
0 1
1 0

)
.

A její determinant detA = −1 < 0, tj. báze jsou opa£n¥ orientované.

Ke kladn¥ orientované bázi prostoru Tp2 : {Dγ3} zvolíme bázi záporn¥ orien-
tovanou jako {−Dγ3}. Matice p°echodu bude dána jedním prvkem a11, který
získáme ze vztahu

Dγ3 = a11 · (−Dγ3).

Pak matice p°echodu mezi bázemi {Dγ3} a {−Dγ3} má tvar:

A =
(
a11

)
=
(
−1
)
.

A její determinant detA = −1 < 0, tj. báze jsou opa£n¥ orientované.
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5 Integrální v¥ty na varietách

V této kapitole je £erpáno z [3], [6], [7] a [8].

Cílem této záv¥re£né kapitoly je ukázat n¥které zajímavé p°ípady integrace
diferenciálních forem na variet¥. Teorie diferenciálních forem a integrace na
variet¥ je velice obsáhlá, my se omezíme na pojmy pot°ebné k základním
integrálním v¥tám.

5.1 Diferenciální formy na varietách

De�nice 5.1. Bu¤ V vektorový prostor dimenze n nad t¥lesem R a prvky
u, v, w ∈ V , pak operace ∧ : V × V → R se nazývá vn¥j²í sou£in. Vn¥j²í
sou£in se °ídí následujícími pravidly:

(i) (a u) ∧ v = u ∧ (a v) = a (u ∧ v), kde a ∈ R,

(ii) u ∧ (u+ v) = u ∧ v + u ∧ w,
(u+ v) ∧ w = u ∧ w + v ∧ w,

(iii) (u ∧ v) ∧ w = u ∧ (v ∧ w),

(iv) u ∧ v = −(v ∧ u).

Dále pokud, pro u1, ..., uk ∈ V platí u1 ∧ ... ∧ uk = 0, pak jsou dané prvky
lineárn¥ závislé ⇒ u ∧ u = 0.

De�nice 5.2. Vn¥j²í sou£in n vektor· v Rn vzhledem ke kanonické bázi
~e1, ..., ~en je dán jako determinant∣∣∣∣∣∣∣∣

v11 ... v1n

v21 ... v2n

... ... ...
vn1 ... vnn

∣∣∣∣∣∣∣∣ ,
kde [vi1, ..., vin] = ~vi ∈ Rn a i = 1, ..., n.

Pro následující práci je nutné získat geometrickou p°edstavu vn¥j²ího sou£inu,
u£iníme tak v R2 a v R3.

Absolutní hodnota vn¥j²ího sou£inu vektor· ~u, ~v v R2 udává obsah rovno-
b¥ºníku jimi tvo°eného.
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P°íklad 5.1. Spo£t¥me vn¥j²í sou£iny vektor· ~u, ~v ∈ R2, kde ~u = [3, 0] a
~v = [2, 2]. A ur£eme obsah rovnob¥ºníku jeº vektory ~u, ~v tvo°í.

~u ∧ ~v =

∣∣∣∣3 0
2 2

∣∣∣∣ = 6

a

~v ∧ ~u =

∣∣∣∣2 2
3 0

∣∣∣∣ = −6.

Obsah rovnob¥ºníku tvo°ený vektory ~u, ~v je tedy S = |~u ∧ ~v| = |~v ∧ ~u| = 6.

Dále tedy uvaºujeme prostor R3, kde pomocí vektor· ~u, ~v, ~w utvo°íme
rovnob¥ºnost¥n, pak absolutní hodnota vn¥j²ího sou£inu ~u ∧ ~v ∧ ~w udává
jeho objem. Pro jednoduchost a lep²í p°edstavu v následující práci budeme
uvaºovat tento p°íklad.

P°íklad 5.2. Spo£t¥me vn¥j²í sou£iny vektor· ~x, ~y, ~z ∈ R3, kde ~x = [1, 0, 0],
~y = [0, 1, 0] a ~z = [0, 0, 1]. A ur£eme objem rovnob¥ºnost¥nu, jeº vektory
~x, ~y, ~z tvo°í.

~x ∧ ~y ∧ ~z = ~y ∧ ~z ∧ ~x = ~z ∧ ~x ∧ ~y = 1

a
~x ∧ ~z ∧ ~y = ~z ∧ ~y ∧ ~x = ~y ∧ ~x ∧ ~z = −1.

Objem rovnob¥ºnost¥nu tvo°eného vektory ~x, ~y, ~z, tj. jednotkové krychle je
V = |1| = | − 1| = 1.

De�nice 5.3. Nech´ V je vektorový prostor a v1, ..., vn je jeho báze, pak
mnoºina multiindex· stupn¥ k ∈ N, kde k ≤ n je I(k, n) = {α =
(α1, ..., αk) | 1 ≤ α1 < ... < αk ≤ n, kde αi ∈ N}. A pro α ∈ I(k, n) zna£íme
vα := vα1 ∧ ... ∧ vαk .

De�nice 5.4. Nech´ X je varieta s hranicí v prostoru Rn, pak de�nujeme
k-formu na variet¥ X jako

ω =
∑

α∈I(k,n)

ωαdxα,

kde I(k, n) je multiindex stupn¥ k, tedy platí dxα = dxα1 ∧ ...∧ dxαk a ωα je(
n
k

)
hladkých funkcí na variet¥ X. Vektorový prostor v²ech k-forem na

variet¥ X budeme zna£it Ωk(X).
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P°íklad 5.3. Uve¤me 2-formu na variet¥ X v prostoru R2, dále uve¤me
1-formu a 2-formu na variet¥ X v prostoru R3.

2-forma na variet¥ X v prostoru R2 má tvar

ω = ω1,2dx1 ∧ dx2,

kde ω1,2 je
(

2
2

)
= 1 hladká funkce na X.

1-forma na variet¥ X v prostoru R3 má tvar

ω = ω1dx1 + ω2dx2 + ω3dx3,

kde ω1, ω2, ω3 jsou
(

3
1

)
= 3 hladkých funkcí na X.

2-forma na variet¥ X v prostoru R3 má tvar

ω = ω1,2dx1 ∧ dx2 + ω2,3dx2 ∧ dx3 + ω1,3dx1 ∧ dx3,

kde ω1,2, ω2,3, ω3,1 jsou
(

3
2

)
= 3 hladkých funkcí na X.

De�nice 5.5. 0-forma na variet¥ X jsou v²echny hladké funkce f de�no-
vané na variet¥ X, tj. f ∈ C∞(X) prostor v²ech 0-forem na variet¥ X je tedy
Ω0(X) = C∞(X).

De�nice 5.6. Nech´ X je varieta s krajem v prostoru Rn. Pro v²echna k,
0 ≤ k < n, de�nujme práv¥ jedno lineární zobrazení

d : Ωk(X)→ Ωk+1(X).

Zobrazení d nazýváme vn¥j²í diferenciál a pro formy ω na variet¥ X je
de�nováno následovn¥:

1. Pro ω ∈ Ω0(X) platí:

dω =
n∑
i=1

∂ω

∂xi
dxi,

kde symbol dxi je vn¥j²í diferenciál skalární funkce xi de�nované v Rn,

nebo´ platí dxi =
n∑
j=1

∂xi
∂xj
dxj = dxi.

2. Pro ω ∈ Ωk(X) platí:

dω =
∑

α∈I(k,n)

(dωα) ∧ dxα =
∑

α∈I(k,n)

(
n∑
j=1

∂ωα
∂xj

dxj

)
∧ dxα.
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Poznámka 5.1. Vlastnosti vn¥j²ího diferenciálu:

(i) pro f ∈ Ω0(X) je df diferencál funkce f,

(ii) d(dω) = 0,

(iii) vn¥j²í diferenciál je lineární, tj. pro ω, τ ∈ Ωk(X) platí d(αω + βτ) =
α d(ω) + β d(τ), kde α, β ∈ R,

(iv) je-li ω ∈ Ωk(X) a τ ∈ Ωl(X) platí d(ω∧ τ) = d(ω)∧ τ + (−1)kω∧ (dτ).

P°íklad 5.4. Ukaºme, ºe pro vn¥j²í diferenciál 0-formy na variet¥ X v pro-
storu R3 platí vlastnost (ii) z poznámky 5.1.

Nultá forma na variet¥ X má tvar ω = f, kde f ∈ C∞(X), pak

dω = fxdx+ fydy + fzdz,

dále

d(dω) = (∂fx
∂x
dx+ ∂fx

∂y
dy + ∂fx

∂z
dz) ∧ dx+

+ (∂fy
∂x
dx+ ∂fy

∂y
dy + ∂fy

∂z
dz) ∧ dy+

+ (∂fz
∂x
dx+ ∂z

∂y
fdy + ∂fz

∂z
dz) ∧ dz.

Z vlastností vn¥j²ího sou£inu a ze zám¥nnosti smí²ených parciálních derivací
tj. nap°íklad fxy = fyx plyne

d(dω) = 0 + fxydy ∧ dx+ fxzdz ∧ dx− fxydy ∧ dx+ 0+

+ fyzdz ∧ dy − fxzdz ∧ dx− fyzdz ∧ dy + 0

= 0,

tedy vlastnost (ii) d(dω) = 0 platí.

5.2 Zobecn¥ná Stokesova v¥ta

V této podkapitole je navíc £erpáno z [11].

De�nice 5.7. Nech´ je f hladká funkce na variet¥ X, pak nosi£ funkce f ,
ozna£ujeme supp(f), na variet¥ X je uzáv¥r mnoºiny, na které je funkce f
nenulová. Tedy

supp(f) = {x ∈ X | f(x) 6= 0}.
Pokud je mnoºina supp(f) kompaktní, pak hovo°íme o kompaktním nosi£i
hladké funkce f na variet¥ X.

35



V¥ta 5.1. [6] Nech´ Xn je orientovaná varieta s hranicí ∂Xn a ω je (n−1)-
forma na Xn s kompaktním nosi£em, pak platí∫

Xn

dω =

∫
∂Xn

ω.

D·kaz viz [6].
Poznámka 5.2. Jestliºe varieta Xn je kompaktní, pak v²echny n-formy de�-
nované na variet¥ Xn mají kompaktní nosi£. Budeme-li uvaºovat souvislou
varietu s hranicí X2, jejíº hranice ∂X2 je uzav°ená k°ivka, tj. ∂X2 je lokáln¥
homeomorfní s kruºnicí S1, pak v²echny 2-formy de�nované na variet¥ X2

mají kompaktní nosi£, nebo´ X2 je kompaktní. Analogicky platí pro n > 2,
kdy ∂Xn je homeomorfní se sférou Sn−1.

V následujících podkapitolách si z obecné Stokesovy v¥ty odvodíme n¥které
integrální v¥ty, k tomu je ov²em nutné uvaºovat souvislou orientovanou va-
rietu s hranicí X, kde int(X) a ∂X jsou orientovány souhlasn¥. Dále tedy
budeme pod pojmem varieta myslet souvislou varietu s hranicí, pokud ne-
bude °e£eno jinak.

De�nice 5.8. Nech´ Xk je varieta dimenze k a Xk ⊆ Rn pak nenulovou
k-formu ω na variet¥ Xk nazveme objemový element. Varieta Xk, na níº
existuje objemový element, je varieta orientovatelná a ω zadává na Xk

orientaci. Pokud na Xk zadáme jinou k-formu ω′, pro kterou platí ω′ = fω,
kde f je hladká funkce na Xk a f > 0, pak orientace z·stává nem¥nná. Na
variet¥ Xk tedy existují dv¥ orientace.

Poznámka 5.3. V klasické vektorové analýze ozna£ujeme objemový element
ds pro varietu dimenze 1, dS pro varietu dimenze 2 a dV pro varietu di-
menze 3.

De�nice 5.9. Nech´ Xn je varieta dimenze n v prostoru Rn, pak objemový
element zadávající kladnou orientaci na variet¥ Xn má tvar

ω = dx1 ∧ ... ∧ dxn,

tj. dS = dx ∧ dy a dV = dx ∧ dy ∧ dz.

Pokud budeme uvaºovat varietu X2 v prostoru R2, pak 2-forma zadávající
kladnou orientaci má tvar

ω = fdx ∧ dy, kde f ∈ C∞(X2), f > 0

a nap°íklad ω′ = −fdx ∧ dy = fdy ∧ dx je forma na variet¥ X2 zadávající
orientaci zápornou.
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De�nice 5.10. Nech´X2 je varieta dimenze 2 v prostoru R3, pak objemový
element zadávající kladnou orientaci na variet¥ X2 má tvar

ω = dy ∧ dz − dx ∧ dz + dx ∧ dy.

Poznámka 5.4. Pro integraci vn¥j²ího sou£inu v diferenciální form¥ na variet¥
X platí: ∫

Xn

∑
α∈I(k,n)

ωαdxα =

∫
Xn

∑
α∈I(k,n)

ωαdxi1 ∧ ... ∧ dxik

=

∫
...

∫
Xn︸ ︷︷ ︸

k -krát

∑
α∈I(k,n)

ωαdxi1 ...dxik

5.3 Greenova v¥ta

Nejprve budeme uvaºovat varietu X2 s hranicí ∂X2 v prostoru R2. Pokud
1-formu na variet¥ X2 zapí²eme ve tvaru

ω = f dx+ g dy, kde f, g ∈ C∞(X2),

pak dω m·ºeme vypo£íst jako

dω =

(
∂f

∂x
dx+

∂f

∂y
dy

)
∧ dx+

(
∂g

∂x
dx+

∂g

∂y
dy

)
∧ dy

=
∂f

∂y
dy ∧ dx+

∂g

∂x
dx ∧ dy

=

(
∂g

∂x
− ∂f

∂y

)
dx ∧ dy.

dω je 2-formou na variet¥ X2 udávající kladnou orientaci. Nyní podle v¥ty
5.1 m·ºeme zapsat∫

X2

(
∂g

∂x
− ∂f

∂y
) dx ∧ dy =

∫
∂X2

f dx+ g dy

a dále podle poznámky 5.4 upravit∫∫
X2

(
∂g

∂x
− ∂f

∂y
) dx dy =

∫
∂X2

f dx+ g dy.

Pokud budeme uvaºovat ~F = (f, g) jako hladké vektorové pole v okolí variety
X2, pak se jedná o zápis Greenovy v¥ty viz [3].

37



5.4 Kelvin-Stokesova v¥ta

Jako dal²í budeme uvaºovat varietu X2 s hranicí ∂X2 v prostoru R3. Pak
1-formu na variet¥ X2 m·ºeme zapsat ve tvaru

ω = f dx+ g dy + h dz, kde f, g, h ∈ C∞(X2),

stejným zp·sobem jako u Greenovy v¥ty dostáváme

dω =

(
∂h

∂y
− ∂g

∂z

)
dy ∧ dz +

(
∂f

∂z
− ∂h

∂x

)
dz ∧ dx+

(
∂g

∂x
− ∂f

∂y

)
dx ∧ dy.

Stejn¥ jako v p°ípad¥ Greenovy v¥ty dω je 2-formou na variet¥ X2 udávající
kladnou orientaci. Podle v¥ty 5.1 m·ºeme zapsat∫

X2

(
∂h

∂y
− ∂g

∂z

)
dy ∧ dz +

(
∂f

∂z
− ∂h

∂x

)
dz ∧ dx+

(
∂g

∂x
− ∂f

∂y

)
dx ∧ dy =

=

∫
∂X2

f dx+ g dy + h dz

a následn¥ podle poznámky 5.4 upravit∫∫
X2

(
∂h

∂y
− ∂g

∂z

)
dy dz +

(
∂f

∂z
− ∂h

∂x

)
dz dx+

(
∂g

∂x
− ∂f

∂y

)
dx dy =

=

∫
∂X2

f dx+ g dy + h dz.

Pokud budeme uvaºovat ~F = (f, g, h) jako hladké vektorové pole v okolí
variety X2, pak se jedná o zápis Kelvin-Stokesovy v¥ty viz [3].

5.5 Gaussova v¥ta

Jako poslední budeme uvaºovat p°ípad, kdy máme varietu X3 s hranicí ∂X3

v prostoru R3. Pak 2-formu na variet¥ X3 m·ºeme zapsat ve tvaru

ω = f dy ∧ dz + g dz ∧ dx+ h dx ∧ dy, kde f, g, h ∈ C∞(X3),
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pak dω m·ºeme vypo£íst jako

dω =

(
∂f

∂x
dx+

∂f

∂y
dy +

∂f

∂z
dz

)
∧ dy ∧ dz

+

(
∂g

∂x
dx+

∂g

∂y
dy +

∂g

∂z
dz

)
∧ dz ∧ dx

+

(
∂h

∂x
dx+

∂h

∂y
dy +

∂h

∂z
dz

)
∧ dx ∧ dy

=
∂f

∂x
dx ∧ dy ∧ dz +

∂g

∂y
dy ∧ dz ∧ dx+

∂h

∂z
dz ∧ dx ∧ dy

=

(
∂f

∂x
+
∂g

∂y
+
∂h

∂z

)
dx ∧ dy ∧ dz.

3-forma dω udává na variet¥ X3 kladnou orientaci, a podle v¥ty 5.1 m·ºeme
zapsat∫
X3

(
∂f

∂x
+
∂g

∂y
+
∂h

∂z

)
dx ∧ dy ∧ dz =

∫
∂X3

f dy ∧ dz + g dz ∧ dx+ h dz ∧ dy

∫∫∫
X3

(
∂f

∂x
+
∂g

∂y
+
∂h

∂z
) dx dy dz =

∫
∂X3

f dy dz + g dz dx+ h dz dy.

Odtud tedy dostáváme Gaussovu v¥tu, pro vektorové pole ~F = (f, g, h)
viz [3].

Nyní si uvedeme konkrétní p°íklad Stokesovy v¥ty na variet¥. K výpo£tu
integrál· budeme pot°ebovat následující de�nice.

De�nice 5.11. Nech´ Xn je varieta v prostoru Rm a Ω ⊂ Rn, pak hladké
zobrazení

φ : Ω→ Rm

nazveme parametrizace variety Xn v prostoru Rm, jestliºe platí φ(Ω)=
Xn. A pro ∂Xn platí ∂Xn = φ(∂Ω), kde ∂Ω = Ω \ int(Ω).

Pokud (U,ϕ) je mapa na variet¥ Xn pak platí

φ = ϕ−1 : ϕ(U) ⊂ Rn → U ⊆ Xn

a φ je parametrizace U na variet¥ Xn.

De�nice 5.12. Nech´ Xn je varieta v prostoru Rm a je dána ω ∈ Ωk(Xn),
tj.

ω =
∑

α∈I(k,m)

ωα dxα1 ∧ ... ∧ dxαk .
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Dále nech´ Ω ⊂ Rn je otev°ená mnoºina a φ(Ω) je parametrizace variety Xn

v prostoru Rm. Pak m·ºeme de�novat formu φ∗(ω) ∈ Ωk(Ω) :

φ∗(ω) =
∑

α∈I(k,m)

(ωα ◦ φ) dφα1 ∧ ... ∧ dφαk .

Operaci φ∗ nazýváme p°enesení, nebo také �pullback.�

P°íklad 5.5. Uvaºujme vektorové pole ~F = (y− z, z−x, x−y) a varietu X2

s hranicí ∂X2 jako pr·nikem ploch x2 + y2 = 1 a x + z = 1 viz obrázek 11.
Ov¥°me, ºe pro varietu X2 a ~F platí Zobecn¥ná Stokesova v¥ta.

Obrázek 11: Varieta X2 s hranicí ∂X2 jako pr·nikem ploch x2 + y2 = 1 a x+ z = 1.

Na variet¥ X2 budeme uvaºovat 1-formu ve tvaru

ω = (y − z)dx+ (z − x)dy + (x− y)dz.

Pak dω m·ºeme vypo£íst jako

dω = −2dy ∧ dz − 2dz ∧ dx− 2dx ∧ dy.

Nyní podle v¥ty 5.1 m·ºeme zapsat∫
X2

dω =

∫
∂X2

ω,

kde ∫
X2

dω = −2

∫
X2

1dy ∧ dz + 1dz ∧ dx+ 1dx ∧ dy∫
∂X2

ω =

∫
∂X2

(y − z)dx+ (z − x)dy + (x− y)dz.
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Parametrizaci variety X2 ur£íme jako φ(v, u) = (v cosu, v sinu, 1 − v cosu),
kde Ωvu = (0, 1)× (0, 2π), pak m·ºeme psát, nebo´ platí φ∗(dω) ∈ Ω2(Ωvu),∫

X2

dω =

∫
Ωvu

φ∗(dω).

S vyuºitím de�nice 5.12 dostáváme∫
Ωvu

φ∗(dω) = −2

∫
Ωvu

1 d(v sinu) ∧ d(1− v cosu)+

+ 1 d(1− v cosu) ∧ d(v cosu) + 1 d(v cosu) ∧ d(v sinu)

= −2

∫
Ωvu

v dv ∧ du+ 0 + v dv ∧ du

= −4

∫
Ωvu

v dv ∧ du.

Podle poznámky 5.4 upravíme a následn¥ vypo£teme jako

−4

∫
Ωvu

v dv ∧ du = −4

∫∫
Ωvu

v dv du = −4

∫ 2π

0

(

∫ 1

0

v dv)du = −4π.

Parametrizaci variety ∂X2 odvodíme z parametrizace φ(v, u), jako φ(u) =
(cosu, sinu, 1 − cosu), kde Ωu = (0, 2π). Varieta ∂X2 je varieta dimenze 1,
tedy platí φ∗(ω) ∈ Ω1(Ωu) a rovnou m·ºeme zapsat a vypo£íst∫

∂X2

ω =

∫
Ωu

φ∗(ω),

∫
Ωu

φ∗(ω) =

∫
Ωu

(sinu− 1 + cosu) d(cosu) + (1− cosu− cosu) d(sinu)+

+ (cosu− sinu) d(1− cosu)

=

∫ 2π

0

(sinu+ cosu− 2) du

= −4π.

Ov¥°ili jsme tedy, ºe pro varietu X2 a vektorové pole ~F v prostoru R3 platí∫
X2

dω =

∫
∂X2

ω,

−4π = −4π,

tj. platí Zobecn¥ná Stokesova v¥ta.
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6 Záv¥r

Prvotním cílem této práce bylo zavést a vysv¥tlit pojem varieta. K de�no-
vání variety bylo nutné de�novat metrický a topologický prostor, coº jsme
u£inili v kapitole Základní pojmy k zavedení pojmu varieta. V kapitole Vari-
eta de�nujeme základní topologickou varietu, kterou následn¥ obohacujeme
o diferencovatelnou strukturu, tj. de�nujeme hladkou varietu. Uvádíme n¥ko-
lik p°íklad· topologických variet a zárove¬ dokazujeme, ºe rota£ní kuºelová
plocha s námi zvolenou topologií není topologickou varietou. V následující
podkapitole Hladká varieta tedy de�nujeme hladkou varietu, dále uvádíme
n¥kolik p°íklad· hladkých variet, jako je kruºnice £i asteroida. V p°íkladech
je ukázáno, ºe se opravdu jedná o hladké variety dle de�nice.

D·leºitým bodem práce je podkapitola Te£ný prostor variety, nebo´ te£ný
prostor je nezbytný pro de�nování podvariet a orientace variet. Dále v pod-
kapitole tedy de�nujeme te£ný vektor variety, te£ný prostor variety a jeho
bázi. Problematika je ukázaná na konkrétních p°íkladech. V záv¥re£né pod-
kapitole kapitoly Varieta, tj. podkapitola Podvarieta, de�nujeme podvarietu
viz p°íklad 3.12 a vloºenou podvarietu.

V kapitole Hranice variety de�nujeme varietu s hranicí a její hranici. Dále pak
v podkapitole Orientace variety pomocí orientace te£ného prostoru variety
(resp. te£ného prostoru hranice variety) orientujeme varietu s hranicí (resp.
hranici variety). Op¥t jsou uvedeny konkrétní p°íklady. Nap°íklad p°íklad
4.2, kde kladn¥ orientujeme paraboloid s hranicí, tj. proti sm¥ru hodinových
ru£i£ek. V záv¥ru p°íkladu uvádíme i zápornou orientaci, tj. orientaci opa£nou
k orientaci kladné a jejich vzájemný vztah.

Záv¥rem práce je kapitola Integrální v¥ty na varietách, jejíº cílem bylo uvést
Zobecn¥nou Stokesovu v¥tu a uvést konkrétní p°íklad. K uvedení Stokesovy
v¥ty bylo nutné de�novat diferenciální formy na varietách. Pro de�nování
diferenciálních forem jsme se obeznámili s vn¥j²í algebrou, a to konkrétn¥ s
vn¥j²ím sou£inem. P°íklady práce s vn¥j²ím sou£inem a konkrétních diferen-
ciálních forem jsou uvedeny v podkapitole Diferenciální formy na varietách.
V podkapitole Zobecn¥ná Stokesova v¥ta pak uvádíme obecný tvar Stoke-
sovy v¥ty a v následujících podkapitolách jsou z ní odvozeny integrální v¥ty
klasické vektorové analýzy, a to Greenova v¥ta, Kelvin-Stokesova v¥ta a Gaus-
sova v¥ta. Posledním st¥ºejním p°íkladem práce je p°íklad 5.5, kde ov¥°íme
Zobecn¥nou Stokesovu v¥tu na konkrétní variet¥ s konkrétním vektorovým
polem.
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