Zapadoceska univerzita v Plzni
Fakulta aplikovanych véd
Katedra mechaniky

Modely transportu bunék v kapilarnim
recisti a vliv akustickych vin

Bakalarska prace

Autor préace: Stépan Peroutka
Vedouci prace: Prof. Dr. Ing. Eduard Rohan, DSc. Plzen, 2022



ZAPADOCESKA UNIVERZITA V PLZNI

Fakulta aplikovanych véd
Akademicky rok: 2021/2022

ZADANiI BAKALARSKE PRACE

(projektu, uméleckého dila, uméleckého vykonu)

Jméno a piijmeni:  Stépan PEROUTKA

Osobni ¢islo: A19B0646P

Studijni program: B3947 Pocitacové modelovani v technice

Studijni obor: Pocitacové modelovani

Téma préace: Modely transportu bunék v kapilarnim recisti a vliv akustickych vin

Zadavajici katedra:  Katedra mechaniky

Zasady pro vypracovani

1. Studium popisu interakce poddajnych téles s kapalinou.

2. Vytvofeni modelu proudéni Newtonské a ne-Newtonské kapaliny v axisymetrické poddajné kapilafe.
3. Zjednodugené (redukované modely) 1D proudéni elastickych téles (bunék) v kapilare.

4. Zohlednéni vlivu akustickych vin - metoda akustickych perturbaci.

5. Numericka implementace vybranych modeld.



Rozsah bakalarské prace: 30 - 50 stran A4
Rozsah grafickych praci:
Forma zpracovani bakalarské prace: tisténa

Seznam doporucené literatury:

1. Formaggia L., Quarteroni A., Veneziani A.: Cardiovascular Mathematics. Springer 2009.

2. Pozrikidis C.: Numerical simulation of the flow-induced deformation of red blood cells. Annals of
Biomedical Engineering, 31: 1194-1205, 2003.

3. Bermudez A., Gamallo P., Hervella-Nieto L., Rodriguez R., Santamarina D.: Fluid-Structure Acoustic
Interaction. In: Marburg S., Nolte B. (eds) Computational Acoustics of Noise Propagation in Fluids -
Finite and Boundary Element Methods. Springer, Berlin, Heidelberg. https://doi.org/10.1007/978-
3-540-77448-8_10, 2008.

4. Rajagopal V., Holmes W., and Lee P.: Computational modeling of single-cell mechanics and cytos-
keletal mechanobiology. WIREs Systems Biology and Medicine, 10 (2): 1407, 2018.

5. Khruslov E. and Berlyand L.: Homogenized non-newtonian viscoelastic rheology of a suspension of
interacting particles in a viscous newtonian fluid. SIAM J on Appl Math, 64 (3): 1002-1034, 2004.

6. Tschisgale S., Kempe T, and Frohlich J.: A general implicit direct forcing immersed boundary method
for rigid particles. Computers & Fluids, 170: 285-298, 2018.

Vedouci bakalarské préce: Prof. Dr. Ing. Eduard Rohan, DSc.
Katedra mechaniky

Datum zadani bakalarské prace: 18. fijna 2021
Termin odevzdani bakalarské prace: 31. kvétna 2022

9, I 4
0y akul? o
%4480y B>

?J/\ / %w oo )

~ 4
Doc. Ing. MiILé Zelezny, Ph.D. Doc. Ing. Jan Vimmr, Ph.D.
dékan vedouci katedry

V Plzni dne 18. fijna 2021



Prohlaseni

Prohlasuji, ze jsem tuto bakaldfskou praci vypracoval samostatné a vyhradné za pouziti
uvedenych zdroju.

V Plzni dne 31.5.2022 Stepan Peroutka



Podékovani

Dékuji pfedevsim prof. Dr. Ing. Eduardu Rohanovi, DSc. za vedendi, trpélivost a nespocet rad
a Casu, které mi pro vznik této prace vénoval a bez kterych by nemohla vzniknout. Dékuji
také za to, ze prace mohla vznikat za podpory Grantové agentury Ceské republiky jako
soucast projektu ¢. 19-04956S ”Dynamika a nelinedrni chovani pokrocilych kompozitnich
struktur; modelovani a optimalizace”. Také bych chtél podékovat v§em, kdo mi ochotné dali
zpétnou vazbu k textu, pratelim a rodiné za notnou davku trpélivosti a podpory a rovnéz

tém, kdo se zasazuji o dostupnost odborné literatury.



Abstrakt

Tato bakalaiskd prace se zabyva problematikou modelovani proudéni krve s detailem na
proudéni kapilarami. Na implementovaném redukovaném 2D modelu predstavuje s tim sou-
visejici jev interakce tekutiny s poddajnym prostiedim. Pro ucely tohoto modelu je popsana
Fourierova metoda feSeni parcialnich diferencidlnich rovnic parabolického typu a ve zkratce
rovnéz metoda koneénych prvku. Déle tato prace na zjednoduSeném modelu zkoumad vliv
postupné viny sitici se sténou rota¢né symetrického kanalu na tekutinu uvniti. Nakonec je
navrzen silné zjednodusSeny rota¢né symetricky model transportu bunky elastickym kanalem.

Klicova slova: Proudéni kapildrami, krevni buiiky, interakce tekutiny s poddajnym
prostiedim, postupné viny

Abstract

This bachelor thesis deals with modeling of blood flow with emphasis on blood flow through
capillaries. It introduces related phenomenon of fluid-structure interaction by implemen-
tation of reduced 2D model. The Fourier’s method for solving parabolic partial differential
equation and basic mechanism of finite element method are explained as a part of the model.
In another part an effect of a progressive wave of axisymmetric channel wall on the flow
inside is studied on a simplified model. Finally, a strongly reduced model of cell transport
through an axisymmetric channel is proposed.

Key words: Capillary blood flow, blood cells, fluid-structure interaction, progressive
waves
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1 Uvod

Cilem této bakalaiské prace je popsat mechanismus proudéni krve, predevsim pak zduraznit
konkrétni procesy, ke kterym dochézi na tirovni kapilarniho fecisté. Pokusi se popsat vyznam,
ktery pro proudéni kapildrami pfedstavuji krevni bunky a s nimi spjaty mechanismus in-
terakce tekutiny s poddajnym télesem. Zjednoduseny 2D model pravé interakce tekutiny s
poddajnym prostiedim pak bude jako ilustrativni ivod to této problematiky navrhnut a im-
plementovan. Déle se prace bude na zjednoduseném osové symetrickém modelu zabyvat vli-
vem postupného vinéni stény cévy na proudéni. Nakonec bude navrhnut velmi zjednoduseny
model transportu bunky kapildrou.

Zkoumani proudéni kapildrami mé vyznam napiiklad pro popis procesu, ke kterym dochézi
pii perfuzi tkéni, zejména pak jaterni tkdné. Kvuli metabolickym procesum a okyslicovani je
dulezité odlisit tok krevni plazmy a ¢ervenych krvinek. V dlouhodobgjsim vyhledu by se daly
modely proudéni kapildrami vyuzit pti osidlovani tkanového skeletu zivymi bunkami a uplat-
nit se tak ve tkanovém inzenyrstvi. V dobé vytvofeni této prace neexistuje obecné feseni
transportu krevnich bunék kapilarami. Slozitost této problematiky vyplyva piedev§im z
vlastnosti bunék. Jejich popis je kvuli komplexité a dynamice systému, jakym je zivd hmota,
nesmirné slozitou ulohou, ta ovSem spiSe nez pod mechaniku spada do oboru molekularni
biologie. Celkové vzato si tato prace neklade ambici vytvorit dokonaly model bunééného
transportu, ale spise na redukovanych modelech ilustrovat nékteré zakladni principy a me-
chanismy.



2 Kardiovaskularni systém
Ucelem prvni kapitoly této préace je shrnout obecné informace tykajici se kardiovaskuldrniho
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fyzikdlni vlastnosti a pripadné jejich vyznamem pro modelovani.
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Obr. 1: Schéma obéhového systému, Sipky znaci smér toku krve a procenta reprezentuji ¢dsti
objemu proudict krve, ty se méni podle potrebné funkce[1]



Zakladnim 1icelem obé&hového systému je transport kysliku z plic a zivin z traviciho tstroji
prostiednictvim krve do tkani, ze kterych pak naopak odvadi oxid uhli¢ity a odpadni meta-
bolity. Zaroven rozvod krve plni pfenosem tepla funkci termoregulaéni, prenosem hormont
funkci regulaéni, dale zajistuje funkénost imunitniho systému a celkové umozituje celou fadu
dalsich procest nutnych pro existenci stédlého vnitiniho prostiedi[2]. Co se tyce jeho stavby,
je kardiovaskuldrni systém tvoren srdcem a cévami, které se dédle déli podle funkce na arterie,
arterioly, kapilary, venuly a vény.

2.1 Srdce

Stavebnimi materidly srde¢ni stény jsou specialni typ svaloviny zvany myokard, vystelka
dutin endokard a zevni vrstvu tvorici vystelka epikard, kterd je pak také soucasti obalu
srdce zvaného perikard. Skldda se ze ¢tyf dutin: levé komory a siné a pravé komory a siné.
Srdce je ve své podstaté ¢erpadlo, pracujici sttidanim faz{ kontrakce (systoly) a relaxace (di-
astoly) myokardu.[3] Spravny smér proudéni krve zajistuji srdeéni chlopné, fungujici jako
jednosmeérné ventily, z ¢ehoz vyplyvaji i jejich mozné vady, napiiklad sten6za neboli zizeni,
kdy se chlopeii dostateéné neotevird a dochdzi tak ke zhor§enému prutoku, nebo insuficience
(nedomykavost), kdy se chlopen nedokonale zavird a umoziuje zpétny tok krve (regurgitaci).
Srdeéni cyklus tedy budi proudéni v celém krevnim tecisti a je provazany s jeho fyzikalnimi
vlastnostmi jako tlakem nebo rychlosti proudéni.

Pii stahu srdce dosahuje tlak krve v levé komore, a tedy vzhledem k otevieni chlopné
i v tepnédch systémového obéhu, nejvyssich hodnot (jednd se o tzv. systolicky tlak), za
referen¢ni je udavana hodnota 120 mmHg neboli s odchylkou v fadu jednotek 16 kPa.
okolo 80 mmH g neboli 10.67 kPa. Jak 1ze mimo jiné pozorovat z obr. 2, tlak v aorté pulsuje s
mensi amplitudou, nez tlak v navazujicich arteriich. To je zpusobeno rychlosti §ifeni tlakové
vlny, ktera je vétsi, nez je rychlost proudéni a rovnéz odrazem téchto vin. Proudéni to vsak
nebrani, jelikoz hodnota gradientu efektivniho tlaku je vlivem nizsiho diastolického tlaku
stale zadporna[1].

2.2 Cévy

Cévy se, jak jiz bylo zminéno, déli na arterie a arterioly, odvadéjici krev smérem od srdce,
venuly a vény, privadéjici krev do srdce, a kapilary, ve kterych dochéazi k latkové vyméné
mezi krvi a tkdnémi. Pfiblizné vnitfni priméry jsou u arterii 5 — 25 mm, u arteriol mezi
10 — 50 pm, u kapilar 5 — 10 wm, u venul 10 — 20 pum a u vén 5 — 30 mm, viz tabulka 1.
Cévni stény jsou, s vyjimkou stén kapilar, tvofeny tfemi vrstvami. Prvni vrstva tunica in-
tima obsahuje endotel, to jest jednu vrstvu plochych epitelovych bunék, jehoz usporadéani se
lis{ podle potiebné propustnosti. Tvori nesméacivy povrch vnitini stény cévy, rovnéz aktivné
zabraniuje tvofen{ trombu (tedy zabranuje srdzen{ krve). Stfedni tunica media je sloZena
primarné z hladké svaloviny umoznujici kontrakci. Ta je oznacovana jako vazokonstrikce
a je spolu s vazodilataci aktivnim mechanismem pro regulaci lumenu (vnitini ¢asti) cév.
Vnéjsi tunica externa se sklada z vazivové vrstvy vldken bilkovin elastinu a kolagenu a elas-
tické membrany. M4 primarné vliv na elastické vlastnosti cév, rovnéz ji prochézeji cévy a
nervy potiebné pro stfedni vrstvu[3]. Kapildry pak maji sténu tvofenou pouze endotelem
a bazalni membranou. V nékterych vénach se pak podobné jako v srdci nachazeji chlopné,
které v kombinaci se ziizenim vén ¢innosti kosterniho svalstva napoméhaji ke spravnému
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proudéni (tento jev se nazyvé svalovd pumpa).
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Obr. 2: Okamzity (zelené) a efektivni (cerné) krevni tlak podle cédsti krevniho Tecisté[1]

H typ cévy \ prumeér|cm] \ obsah pritezi [cm?] \ sila stény [cm] \ rychlost[em/s] \ Re ‘
aorta 2.5 4.5 0.2 48 3400
arterie 0.4 20 0.1 45 500

arterioly 0.005 5.7-107 0.002 5 0.7
kapilary 0.0008 1.6 - 10 0.0001 0.1 0.002
venuly 0.002 1.3-10° 0.0002 0.2 0.01

vény 0.5 200 0.05 10 140

Tabulka 1: Reprezentationi hodnoty priméru, celkového obsahu prurezu (soucet lumenu vsech
cév jednoho typu), sily stény, rychlosti proudéni a Reynoldsova éisla [4]

Podle funkce se pak cévy déle déli do Sesti kategorii:
Pruznik, neboli velké a stfedné velké elastické tepny zajistujici rychly transport krve.
Tunica media pruzniku obsahuje relativné maly pocet bunék hladké svaloviny a naopak
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vice elastickych vlaken, jez umoznuji regulovat narazovy piitok krve ze srdce na kontinualni
proudéni. Zjevnym piikladem je aorta.

Rezistenéni cévy Fidi tok krve do orgdnii a tkdni, bud’ v podobé tepen a tepének (neboli
prekapildrnich rezistenénich ¢év) s malym lumenem a silnou sténou s velkym podilem bunék
hladké svaloviny, diky niz lze lumen, a tedy i tok krve regulovat, nebo v podobé venul (post-
kapildrnich rezistencnich cév), které reguluji tlak za kapildrami a tedy spolu s prekapildarnimi
rezistenénimi cévami urcuji rozdil tlaku v nich.

Prekapilarni sfinktery jsou koncové ¢asti prekapilarnich tepének, které tidi otevienost,
respektive uzavienost kapildr.

Kapilary, ve kterych dochazi k latkové vymeéné a jejichz lumen neni nijak aktivné fizen,
pouze se pasivné pirizpusobuje fyzikalnim vlastnostem okoli.

Arteriovenézni zkraty zajistuji piimé spojeni mezi tepennym a Zilnim Feéistém mimo
kapildry, jde tedy o dalsi regula¢ni mechanismus prokrveni tkané. Nenachazeji se ve vSech
typech tkén{ (typicky se vyskytuji napiiklad v kuzi).

Kapacitni cévy, z vétsiny zily se slabou vrstvou tunica media a tedy i malym mnozstvim
svalovych bunék, maji funkci jakési nadrze, kterd vzhledem k proménlivému proudéni krve
celym uzavienym systémem zajistuje stabilni ndvrat do srdce[3].

Tato funkéni klasifikace pak je v souladu s tim, jak je v celém systému rozdélen objem
proudic{ krve a také jaké maji jeho jednotlivé ¢dsti vliv na celkovy odpor (k jeho vyznamu
se dostaneme zdhy). Systémovy obéh tvoii 84 % kapacity, plicni obéh 9 % a srdce 7 %. V
systémovém obéhu se pak 75 % krve nachézi v kapacitnich cévach, 14 % v cévéch pruzniku,
8 % v kapildrdch a 3 % v rezistencnich cévach. Na odporu proudéni se ze 47 % podileji
rezistenéni cévy, z 27 % kapildry, z 19 % cévy pruzniku a ze 7 % cévy kapacitni [3].

2.3 Krev

Pro popis proudéni krve je samoziejmé nezbytné nutné popsat také jeji vlastnost. Ty jsou
silné spjaty s jejim slozenim, viz obr. 4. Krev je nehomogenni tekutina, kterou tvoii z
priblizné 40 % krevni burnky.

Prevdzné jde o Eervené krvinky (erytrocyty), buiky zajistujici zejména transport kysliku.
Ty jsou mimo jiné tvofeny cytoskeletem, bilkovinnou strukturou, kterd umoznuje napiiklad
regulaci jejich tvaru[6]. Konkrétné se cytoskelet sklddd ze tif zdkladnich typu biopolymer:
aktinovych vldken, mikrotubuli a intermedidrnich filament [7]. Z hlediska mechanickych
vlastnosti je proto nelze chapat ani jako pouhd elastickd télesa s vychozim tvarem, popis
téchto vlastnosti je kvuli tomu velmi slozity a predevsim komplexni problém neoddélitelné
spjaty s fungovdnim cytoskeletu, které samo neni zcela popsdno [8] (co se komplexnosti
tyce je navic zajimavé, ze ani samotnd zména tvaru nemé vliv pouze na mechanické vlast-
nosti, ale i na vnitin{ procesy v buiice[9] nebo na vyménu kysliku[10]). Pro pfedstavu jsou
casto uvazovdny jako kapsle obsahujici intraceluldrni tekutinu (viz napt. [11]). Za vychozi
stav Cervenych krvinek je v literatufe oznacovan tvar bikonkavni, to jest tvar z obou stran
dovnitf prohnutého disku. Experimentalné bylo zjisténo, ze jejich zavedena ”vnitini visko-
zita” (na kterou mé ovsem vliv jak vnitin{ prostiedi, tak membrana burky) klesd s rostoucim
smykovym napétim[12]. Prumér disku se pohybuje okolo 7,5 —8,7 pum, vyska pfiblizné mezi
1,7—2,2 pm [13].Pomoci AFM byla uréena hodnota Youngova modulu E = 26 + 7 kPa
[14], ale i E =0,1—0,2 kPa [15], siroky rozptyl vysledku je zpusoben rozdilnou piipravou
vzorku i riznymy metodami analyzy[16].
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Obr. 3: Struktura cév[5]

Cervené krvinky nicméné nejsou jedinymi krevnimi buiikami, dalsfmi jsou trombocyty, je-
jichz prumeér je 1,5 — 4,5 um, a bilé krvinky (leukocyty), které se dédle déli a nelze je tedy
jednotné popsat, jejich praméry jsou ptiblizné v rozpéti od 6 pum u lymfocytu po 20 pm u
monocytu[17]. Interakee [18] riznych typu krevnich bunék pak opét zvysuje slozitost mode-
lovani.

Tekutou slozku krve, takzvanou krevni plazmu, tvoii prevazné voda, dale také plazmatické
bilkoviny a dalsi i anorganické slozky. Pfi modelovani je zpravidla uvazovana jako newtonska
tekutina, ergo tekutina s neménnou dynamickou viskozitou. Jeji hodnota se pohybuje mezi
1.10 mPa.s a 1.30 mPa.s [19]. Celkovd viskozita krve, pokud bychom ji uvazovali jako ho-
mogenni tekutinu, se ovéem kvuli krevnim bunkam pohybuje v rozmezi od hodnot 2 — 5krét
vyssich nez je viskozita vody (pfi vysokych rychlostech proudéni) po hodnoty tisicindsobné
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u rychlosti nizkych a vysokého obsahu bunék[12].

Celkova télni

Jiné télni tkané a tekutiny 92 %
hmotnost

Krevni plazma 5262 % Celkovy objem krve

N

Krevni

bunky
a 1 mikrolitr

Voda 91,5 %

Leukoc: 5 000

ik
Bazofilni granulocyty 0,5-1 %
Eosinofilni granulocyty 1-3 %

Monocyty 3-8 %

Globuliny

38 %

Proteiny Leukocyty

Obr. 4: SloZeni krve a pomér krve k ostatnim tkdnim (1isi se podle pohlavi, hmotnosti, zdra-
votniho stavu apod.)[5]
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3 Hemodynamika

Hemodynamika je nazev pro hydrodynamiku krevniho obéhu, tedy pro disciplinu zabyvajici
se fyzikalnim popisem proudéni krve. V této kapitole jsou ukazany nékteré jeji zakladni
principy a pristupy.

Hlavnimi typy modelu proudéni krve jsou modely makrocirkulace, tedy ty zabyvajici se
obéhem skrze kardiovaskuldrni systém jako celkem, modely proudéni jednotlivymi arteriemi,
jejichz vyznam spocivé napiiklad typicky v popisu toku pted a po chirurgickém premosténi
Spatné pruchozi cévy (takzvany bypass)[20], a modely mikrocirkulace, tedy takové, které se
zabyvaji déji v kapilarnim fecist.

3.1 Elektro-hydraulicka analogie

Pro popis makrocirkulace se v literatuie [1][2][3] zpravidla objevuje analogicky model vyuzivajici
teorii pro elektrické obvody, konkrétné Ohmuv zikon

U
I=—=
R
nahrazuje vztahem
Ap
- 1
Q=11 (1)

kde @ je objemovy prutok krve, Ap je tlakovy gradient a R je zavedeny odpor cévniho
feciste. Pouzitim Hagen-Poiseuillova zékona

Tt Ap

Q="G0

kde 7 je polomér trubice, L jeji délka a p dynamickd viskozita tekutiny, pak lze odpor
vyjadiit vztahem
po YL
r
Vzhledem k tomu, Ze jednotlivé ¢asti systémového obéhu jsou z vétsiny fazeny paralelné
(viz obr. 1), lze v kontextu analogie elektrického obvodu vypocitat prevracenou hodnotu cel-
kového odporu systému jako soucet prevracenych hodnot odporu jednotlivych ¢asti krevniho

obéhu (zde znacenych R;) [1]
1 1
Rl

Krev zde muze byt uvazovana jako newtonska tekutina, piipadné jako tekutina s viskozitou
konstantni pro konkrétni nahlizeny typ cév [21]. Hlavni vyhodou tohoto modelu je, ze siFen{
elektrickych vin analogickym harmonicky buzenym obvodem odpovidé §ifeni vin krevnim
fecistém [22]. Koneéné pokud bychom v (1) nahradili tlakovy gradient pouze jeho ¢asové
promeénnou slozkou (jejimz smyslem by byla stahy srdce buzend oscilujici slozka tlaku) a v
souladu s tim @ nahradili relativnim proudénim vuci stfednimu toku, pak odpor cév spliiuje
definici pro akustickou impedanci.
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3.2 Hydrodynamické modely

P#i modelovani proudéni v mensim méfitku se jiz vyuziva poznatku hydrodynamiky. Bilanci
sil pusobicich na kontinuum popisuje Cauchyho rovnice dynamické rovnovahy

p(%—l—v-Vv):V-&—i-f, (2)

kde p je jeho hustota, v vektorové pole rychlosti a Vo tedy jeho gradient, & tenzor napéti
(zde figuruje jeho divergence) a f je vektor objemovych sil. Pro newtonskou tekutinu je to
Navier-Stokesova rovnice

v 1 9
a+'v~V'u——;Vp+VVv+f, (3)

ve které pro zménu figuruji gradient tlaku Vp a kinematickd viskozita tekutiny v, kterd je
pomérem dynamické viskozity a hustoty tekutiny

2

v=" {m—] (4)

p | s

Nulova rychlost

Nejvyssi
rychlost

Laminarni

proudéni

Turbulentni

proudéni / \ '>
— X

Obr. 5: Ilustrace lamindrniho a turbulentniho proudénif1]
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Pro popis proudéni se pouzivaji zpravidla dva charaktery - lamindrni a turbulentni (viz
obr. 5).
Lamindrni proudéni je takové, pii kterém se trajektorie ¢dstic tekutiny (tzv. proudnice)
navzajem neprotinaji, ale tvoii vrstvy, které se po sobé smykaji. Tim vzniklé smykové napéti
vyjadiuje Newtonuv zékon viskozity

ov
T:M@a

kde p je dynamicka viskozita a y je smér kolmy na rychlost v.

Dvourozmérny model takového proudéni v kanalu stalého priufezu ma parabolicky rychlostni
profil, ve valcovém kanélu profil rota¢niho paraboloidu.

Turbulentni proudéni je naopak charakteristické kiizenim proudnic, ¢dstice tekutiny se
kromé pohybu ve sméru celkového toku pohybuji neusporadané mezi sebou podobné jako je
tomu napiiklad u pohybu molekul plynu[23].

Pro urceni, kdy je proudéni laminarni, a kdy naopak turbulentni, je definovdno bezrozmérné

Reynoldsovo ¢islo:

vd
Re = 7, (5)

kde v je stfedni rychlost proudéni a d charakteristicky rozmeér (napiiklad u kruhového
prufezu je to prumér). Pro danou tekutinu a prostiedi pak lze pfiblizné urcit kritickou
kruhovém potrubi se udévé kritickd hodnota Re = 2320[23]). Je obecné pfijiméno, ze ve
vétsich cévéch je pii obvyklych fyziologickych podminkach proudéni laminarni a ze k tur-
bulencim dochdzi jen za patologickych podminek [21].

3.3 Mikrocirkulace

Pti modelovani proudéni kapildrami se vyuziva poznatku z vy§Sich drovnich, ovsem jiz nelze
uvazovat zjednodusen{ homogenn{ tekutiny s konstantni viskozitou [21]. Zévislost viskozity
na lumenu kapilary ukazuje obr. 6, kde relativni efektivni viskozita je viskozita myslené
tekutiny, pfi jejimz proudéni by byl zachovan objemovy prutok, vztazena k viskozité krevni
plazmy. Zavislost je zobrazena pro rizné hodnoty hematokritu Hp, coz je objemovy podil
erytrocytu v krvi.
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Relativni efektivni viskozita
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10 100 1000
Primeér lumenu fum/

Obr. 6: Zdvislost relativni efektivni viskozity na velikosti lumenu kapildry pro ruzné hodnoty
hematokritu [24]

Tato zavislost vyplyva z diive zminénych ptic¢in, kdy prumér lumenu kapildry muze byt
i mensi nez je prumér buiky v klidovém stavu. Interakce mezi buiikou a sténou cévy je pro
efektivn{ viskozitu uréujici [25]. Chovani bunék je tak pro popis proudéni naprosto stézejni,
7adny vSeobecny popis ovSem zatim neexistuje [26]. Zpravidla se popisuji pouze Cervené
krvinky, jelikoz svym poc¢tem v krvi silné prevazuji pocet jinych typu bunék (viz obr. 4).
Napiiklad [27], [28], [29] nebo [30] vyuZzivaji pro popis membrény krevnich bunék sif pruZin,
jak je znazornéno na obr. 7.

)
N
3

Obr. 7: Celkovy model membrdny krevni buriky s detailem na dva sousedici proky [27]
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Dalsim typem jsou modely bunék jako kontinui [31], jeden z typu je popisuje pomoci
skofepin pro sténu a tekutinou v jadru [32]. Napiiklad [26] pak modeluje sténu buiky pomoci
dvou vrstev skofepin o ruznych vlastnostech (kde jedna vrstva ma vyznam lipidové dvou-
vrstvy a druhd cytoskeletu) ohranic¢ujici intraceluldrni tekutinu. Mechanickymi vlastnostmi
adheze krevnich bunék se zabyva [33] a specificky zduraziuje vyznam molekuldrnich procesu
na mechanické vlastnosti a vice versa (kdy bunky pretvéareji mechanické sily a deformace v
biochemické signély).
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4 Model proudéni s interakci

4

11111111111111111N;
h p(z, y, t)

AN

0 IR SRR EEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEE

Obr. 8: Rovinny ez kandlem

V nasledujicich kapitolach se jiz budeme zabyvat konkrétnimi modely. Jak bylo ukazano,
modelovani proudéni kapilarami je komplexni tloha, pro kterou je zcela zasadni kontakt
riznych typt materild, respektive fazi. Af jde tedy o vzdjemné piisoben{ krevnich bunék a
krevni plazmy, nebo obojtho na cévni sténu, popis interakce mezi tekutinou a poddajnym
télesem je nevyhnutelné nutny. Pro zakladni vhled do této problematiky je cilem této kapi-
toly vytvoreni redukovaného 2D modelu interakce proudici tekutiny s elastickym prostiedim
a jeho implementace. Jeho vyznam nebude spocivat v komplexnim reseni konkrétniho problému,
ale spiSe v nastinéni problematiky interakce, ptipadné muze poslouzit dédle pro dalsi rozsiteni.
Me¢éjme kandl tvofeny z jedné strany na obou koncich vetknutou elastickou deskou, z druhé
strany deskou pevnou (rdmem). Reknéme, ze jsou desky dostateéné siroké a feseni v jed-
nom fezu tak odpovida libovolnému jinému fezu. Prostfedi uvniti prostoru mezi nimi (dale
kanélu) tvoif nestlacitelnd newtonskd tekutina, cely systém bude buzen oscilujicimi tlaky na
okrajich po(t), p1(t). V prvni fizi budeme uvazovat predepsany pruhyb desky pro vytvorenf
vypoctového modelu proudéni a az v dalsi se budeme zabyvat interakei.
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Zaved'me nésledujici znaceni:

podélné souradnice
radidlni souradnice
(z,t) = (U,V) vychylky elementu desky (slozky ve zméru z, respektive y)
,Y,t) = (vg,vy) rychlost proudéni tekutiny
,t) tlak v tekutiné
) hodnota tlaku na poc¢atku kanalu
) hodnota tlaku na konci kandlu
dynamicka viskozita tekutiny
dynamicka viskozita tekutiny
hustota tekutiny
vyska kanalu v klidu
délka kanalu

NTTRTETITT S < 8

4.1 Matematicky model proudéni

Jako vychozi stav budeme uvazovat laminarni proudéni tekutiny s parabolickym profilem
(Poiseuilleovo) popsané vztahem [34]

1 dp

Uy = —ﬂﬁy(h—y)- (6)

Proudéni tekutiny popisuje Navierova-Stokesova rovnice (3), v tomto pifpadé nebudeme
uvazovat pusobeni objemovych sil (tthu zanedbdme)

%+v-VU+VP:VV2v, (7)

kde P je pomér tlaku ku hustoté, tedy P(z,y,t) = w.

Jak bylo jiz zminéno, tekutinu uvazujeme nestlacitelnou a jelikoz zaroven v celé oblasti
kandlu neni zadny zdroj ani odtok, pro zachovani hmotnosti plati

Vv = 0vy + 0yvy = 0. (8)

4.2 Dalsi redukce modelu

Rychlost toku kapaliny ve sméru y aproximujeme linearni funkci mezi nulovou rychlosti na
jedné strané (u rdmu) a rychlosti pruhybu elastické desky na druhé,

b, 2 V00, )

Déle uvazujme malé perturbace, lze tedy zanedbat konvektivni ¢len Navierovy-Stokesovy
rovnice (7) a zapsat ji ve tvaru

% + VP =vVy,
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respektive po slozkéch
atvm + 8xP = V(axxvx + ayva)a (10)

Oy + Oy P = v(0gavy + Oyyvy). (11)

Do rovnice (11) dosadime vztah pro rychlost ve sméru y(9), tedy celkem

O (V(z,t)y) +0,P=v (@m (V(z’t)y> + 9y, (V(z’t)y>> 7

respektive po tpravé

. y . y
VI +0,P = v,V (12)

7 tohoto vztahu vyjadiime derivaci tlaku
. y . y

a integraci podle y, kde Py(z,t) je tlak kapaliny u rdmu, tedy pro y = 0, ziskdme pfedpis
tlaku v celém prostoru kanalu v zavislosti na pruhybu desky

. y2 . y2
P=PFR e 1
O(x,t)—&-yamv2h V2h (13)
Vztah pro rychlost ve sméru y(9) déle dosadime do rovnice kontinuity (8)
V(z,t
0,0, + 0, ( (@ )y> —0,
h

tedy _
Vv

OpVy = 0 (14)

Tim jsme ziskali zavislost i podélné slozky rychlosti tekutiny v, (respektive jeji derivace
podle z) na pruhybu desky. Nésledné (14) a (13) dosadime do (10):

. yz . y2 V
Oy + Oy (Po(x,t) + uamVﬁ — VQh) =v| 0, —- + Oyyvz |,

po upravé
2

2
at'l)m + 81P0($7 t) + l/ag;sz% @Jfﬁ = l/ayy’Ux (%Vh

Jak bylo zminéno v ivodu, budeme nejdiive uvazovat predepsany pruhyb desky, proto
prevedeme vSechny zndmé funkce (rizné derivace V) na pravou stranu a oznaé¢ime je jako f

Oy — VOyy Uy + 0. Po(x,t) = f(x,y,1), (15)
kde
.2 P v
flz,yy,t) = 8xV% - V@meﬁ - 63’Vﬁ' (16)
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Pocateéni podminka rychlosti kapaliny v, je ddna (6), okrajové podminky jsou
’U:E(xat»y = 0) = 07

vg(z,t,y =h) = U.
Aby rychlost proudéni tekutiny v diferencidlni rovnici (15) méla nulové okrajové podminky
(to bude zadouci pro dalsi feseni), rozlozime ji na slozku uréenou rychlost{ stény ve sméru
osy x a relativni rychlost w,:

Uz(xata y) = wm(x7yat) + U($7t) . (17)

S

Tomu adekvatné upravime soustavu rovnic (15) a (14)

8tww - Vayywa: + a:vPO(x7 t) = F(l‘,y,t), (18)

a:cwx = g(m,y,t), (19)

kde do funkci pravych stran ptibyde vliv pohybu stény ve sméru z

2 2
2h ”a“’mvzh 8“”‘/% UE’
v Ly
t)=———0,U=.
g(z,y,t) 7 ) Uh

a jejiz okrajové a pocateéni podminky jsou
wx(x,t, Y= O) =0,
wI(x7t7y = h) = O)
1 dp
wm(x,t = Ovy) = 777y(h - y)?
po(t)

Po(z = 0,t) = 222
o( ) )
Pow = L,1) = 210

p

Nyni se pokusime ze soustavy vyjadrit tlak. Rovnici (18) derivujeme podle x
010, Wy — V0yy 0wy + Opyp Po(x,t) = 0, F (2,9, 1),
dosadime z (19)
0rg(x,y,t) — vOyyg(2,y,t) + Oua Po(x,t) = O F (2, y,1).
Po dalsi upravé ziskdme predpis pro druhou derivaci tlaku podle x
OpaPo(2,1) = 0 F(z,y,1) — Org(x,y,1), (21)

to proto, ze

Vix,t)

P 0,U (x, 1)

) =0.

S

ayyg(x,y,t) = avy(_
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Jelikoz g a F jsou mimo jiné funkcemi y, integrujeme déle (21) pfes y

h h
héxxpo(zat) = / axF(‘T7y7t)dy - / 8tg(x,y,t)dy,
0 0

1 h h
am%u¢w=h</‘mF@wJMy—/’@wa%w@>.
0 0

Jelikoz F(z,y,t) 1 g(x,y,t) jsou na y zavislé pouze skrze linedrn{ a kvadratické funkce, lze
snadno provést integraci a druhou derivaci tlaku tak vyjadrit

h

. . vh -V .1
amzPO(azat) - azmvg - ammzzvg - azzvﬁ + VE (22)

4.3 Proudéni pfi znamém prihybu

Jak jiz bylo zminéno, nyni uvazujme desku prohybajici se v prufezu podle predepsané funkce,
v nasledujicich ilustracich byla konkrétné pouzita

V(at) = % (1 ~ cos (T)) sin(wt), (23)

kde w je thlova frekvence. Tato funkce byla zvolena tak, aby se pfi maximdalnim pruhybu
vychylila deska o jednu dvacetinu vysky kandlu a také aby byly zachovany okrajové podminky
dané vetknutim desky na obou koncich.

V tomto piipadé pak, vzhledem ke zndmym okrajovym podminkdm (20), lze vypocitat rov-
nici (22). Py je tedy déle zndmé a k FeSeni tak zbyvd pouze rovnice (18) pro nezndmou
wy. Jednd se o parcidlni diferencidlni rovnici parabolického typu (tedy obsahujici druhou
prostorovou a prvni ¢asovou derivaci), kterou budeme fesit pomoci Fourierovy metody. Ta
je blize popséna v [35].

Funkci rychlosti w, (z,y,t) hledejme v separovaném tvaru

wy, =Y (y)T (x,t). (24)
Do rovnice (18) tedy dosadime tento pfedpoklad
(YT) = v(YT)" = F(z,y,t) — 8. Po(a,1)

a upravime na

1.
YT STV = (1), (25)

kde

(b(x’yat) = (aa:PO(x,t) —F(.Z',y,t)).

1
v

Pro urceni casoveé nezavisé ¢asti feseni Y (y) feSme upravenou a homogenizovanou rovnici
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Zlomek Y je konstantni v case: Y7” = — ), vyjadieni Y(y), respektive déle jednotlivych
slozek Fourlerovy rady, je diky dale ulohou hledéni vlastnich ¢isel a vlastnich funkei:

e\ 2
yp = eV A = (;) ke N

. (km km
yr = Ap sin <hy> + By cos <hy>,

vzhledem k nulovym okrajovym podminkam jsou vlastni funkce a jim ptislusna vlastni

¢isla )
Y = Ay sin (;y)a

k2

Reseni ptivodni rovnice (24) tedy zapiSeme ve tvaru

Wy = ZAkT x,t) sin (y) ZTk bln( ) ZTkYk (27)

(26)

Cést Tesen{ zdvislou na ¢ase T'(z,t) jiz hleddme pro nehomogenni rovnici (25). Rovnici
vynasobime funkef a;(y) = sin (3%),j € N, v souladu s pfedchozim zépisem tedy a;(y) =
Y}, a integrujeme pfes y na intervalu [0; A]:

h h h
1 .
ST / YiYdy — ~ 3 / YiY;dy = / D, , )Y, dy. (28)
& 0 v 0 0

Jelikoz

h
k h
/0 sm%szn%d = 5kj§,

je mozné rovnici (28) se¢tenim pres véechna k € N upravit na obyc¢ejnou diferencidln{ rovnici
’7jTj (J?, t) + Tj (J}, t) = bj (l‘, t)
2 (29)

Ty(,0) = 7 0;(2)

s konstantami

h2
VT G
2h b JjTy
b = _W/o smTCI)(x y,t)dy

h .
wj(a?):/o sin%ww(w,y,O)dy.

Resenfm rovnice (47) je soucet homogenniho

1

T](x,t) = cj(x)e 7
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a partikularniho

1 [t FIp
T;’(x,t):—/ b;(x,7)e’ " Var
Vi Jo

feSeni, tedy véetné zahrnuti pocatecni podminky
2 -5 I ER
Tj(z,t) = —wj(x)e 5ty b by (2, 7)e™ (=t g
h Vi Jo

Celkové Teseni rovnice (25) je tedy podle (27)

wa(z,y,) =Y Kiwj(x)e”lf T tbj(xy)evlj(”)d7> sin (fy)] L (30)

4.4 Vysledky pro predepsany prihyb

Pro ilustraci byly zvoleny nésledujici parametry:

H parametr znacka \ hodnota, nebo vyjadieni ‘
délka kandlu L 0.5[m]
vyska kanalu h 0.001[m)
dynamicka viskozita I 0.00102[Pa - s
hustota tekutiny p 103[ 28]
tlak na pocatku kanédlu p(x =0,t) po + poe“![Pal
tlak na konci kanalu plx =1,t) p1 + p1e™t[Pa]
konstantni ¢ast py Do 120[Pal
konstantni ¢ast p; D1 100[Pal]
amplituda oscilujici ¢4sti tlaku | pg = Py %ei‘”t[Pa}
uhlova frekvence w 1[s71]

Tabulka 2: Parametry pro model s predepsangm pruhybem stény

Tyto parametry byly zvoleny pro jasnou viditelnost vyslednych jevi, a tedy snadnéjsi posou-
zeni vlastnosti a pfipadnych nedostatki modelu. Ze stejného divodu jsou rychlostni profily
oproti soufadnici z desetindsobné. Na obr. 9 vidime, jak na priuhyb stény reaguje tlak a s tim
i rychlost tekutiny. Zvysena rychlost na zacatku kanalu pti ztzeni kanalu sice dava smysl
vzhledem k tomu, Ze v tomto prostoru strméji klesa tlak, nicméné se zda kontraintuitivni
vzhledem k zdkonu zachovéni objemu (pamatujme, ze uvazujeme nestlacitelnou tekutinu).
Tento jev se bohuzel nepodarilo odstranit a je s nejvétsi pravdépodobnosti zapfic¢inén tim, ze
pii vypoétu rovnice (18) Fourierovou metodou pii hleddni vlastnich funkei ¢asové nezdvislé
¢asti Y nenf zohlednéna proménnost okrajovych podminek, viz (46), h by se zde totiz v ¢ase
mélo s pruhybem desky ménit. Tomu metoda neni uzpusobena, pokud bychom okrajové
podminky pro vlastni funkce uvazovali z&vislé na ¢ase (vyjadiilijevy = 0ay = h+V(x,t)),
dostali bychom se do piimého rozporu s puvodnim predpokladem této metody, kdy Y je
nezavislé na case a nebylo by v prvni fadé mozné takto vlastni funkce hledat. Nalezeni feseni
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rovnice (18) zahrnujici proménnost okrajovych podminek je tak jednim z moznych dalsich

rozsiteni modelu.

t=14s ) %103 t=14s
125 ¢ — poloha stény
rychlostni profil w,
120 |
115
£
=10
,
105 \
|
|
100 | :
95 [ L L L L L L L L L J 0 1 1 L /. {
0 005 01 015 02 025 03 035 04 045 05 0 0.1 0.2 0.3 0.4 05
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Obr. 9: RozloZeni tlaku u stény a tlaku bez pruhybu desky a rychlostni profily v kandlu v
ruznijch casech, pripad s predepsanym priuhybem

4.5 Interakce proudéni s poddajnou deskou

V dalsi ¢asti jiz uvazujme pruhyb desky vyvolany pouze samotnym tlakem tekutiny v kandlu.
Pro popis chovani desky vyuzijeme teorii znamou pro ohyb nosnikt, uvazujme tedy desku
jako jakysi nosnik jednotkové sirky (aby ddval smysl vyznam tlaku jako spojitého zatizen{ a
kvadraticky moment I). Bude tedy platit rovnice dynamické rovnovahy, kam jsme dosadili
vyraz pro tlak (13)

El030,V +mV — (Po(x, t) + 8MV% - V2> p=0, (31)
ptipadné pak pro smér z

EA,,U —mU =0, (32)

nicméné v tomto sméru nebudeme uvazovat pusobeni zddnych vnéjsich sil (zanedbame vliv
tlaku v tomto sméru pusobici pfi pruhybu) a nechdme ho tedy bez povsimnuti. Vyznam m
je v tomto pripadé mérna hmotnost na délku.

Nezname-li priuhyb desky, je nutné fesit systém rovnic (18), (22) a(31):

3} vh  -h
El0yzzV +mV — (Po(x,t) + 6mV% — V2> p=0
- h —vh . 1
02 Po(@, 1) + OuaV = — OapaaV e — OpaV o + V= =0, (33)
6 6 h h
. y2 . y2 .U
Oy — VOyy Uy + 0 Po(z,t) = 83,\/% - Vame% - &CVE,
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s okrajovymi podminkami

Vie=0,t)=V'(x=0,t)=V(z=L,t) =V'(z = L,t) = 0,
Po(l‘ = O,t) = poo,Po(x = L,t) = P017

ve(z,y = 0,t) = v (z,y = h,t) =0, (34)
1 dp

ot =0,y) = —— Lyh —y).

vg(z,t=0,y) 2Mdgcy( Y)

Nejprve budeme fesit dvé rovnice v soustavé (33), jelikoz obé obsahuji pouze nezndmé
V a P,. Resit je budeme najednou pomoci metody koneénych prvki (MKP). Jde tedy o
takzvanou sdruzenou metodu, druhym typem piistupu by byla metoda nesdruzend, kdy by
byl v postupnych iteracich vzdy nejdiiv vypocten tlak v tekutiné, nasledné jemu odpovidajici
pruhyb, pak znovu tlak a timto zpusobem déle (vice ke sdruzenym metoddm napiiklad v
[36]). Vzhledem k tomu, Ze rovnice obsahuji kromeé prostorovych derivaci i ty ¢asové, zbavime
se jich uvazovanim periodickych prubéhu vsech pfitomnych proménnych - budeme hledat
feSeni ve frekvencni oblasti. To tedy znamena:

Vix,t) = f/(x)em,
Py(z,t) = Py(z) + Po(z)e™,

kde P, je linedrni ¢ést tlaku a By je oscilujici ¢ast, feknéme rovnéz, ze pruhyb desky
zpusobuje pravé tato oscilujici édst. Prvni dveé rovnice (33) pak po tpravé dostavaji tvar

- 2y N 2 wuh -
v Po(z,t) + v + wy OzzV + Yy + &&Cmv =0, (35)
6 h h 6
- iwrhp - w? hp\ ~ P 5

Z rovnice (36) vyjadiené OpwaaV dosadime do (35)

~ iwvhp ~ wrh  iwr  w?r?h?p - w?  iwdvh hp -
Ozz P +——Pt+|—— 4+ —— - —— Vil — + —=+ + = V=0.
v Po(@,1) 6EI " ° ( 6 h 12E1 Oz h 6EI \'" 0

Rovnice (36) a (37) jsou silné formulace Fesenych rovnic tlohy.

Slabé formulace ziskdme tak, ze ndsobime rovnici (37) testovaci funkei pro tlak ¢i(x) se
spojitymi derivacemi 1. fadu, rovnici integrujeme pfes celou délku kanalu a ¢leny obsahujici
druhé derivace upravime metodou per partes:

twrhp w?h  iwv  Wh%)p

L L L
— . Py0,q1d — Poqdr — -+ =— -2 ——F LV O,q1d
/0 0, PyOrqrdx + o /0 0q1dx < 5 + A OFET )/0 0.V O0pqudz+

w?  iwdvh hp .
+(h + GEI <m+2>>/0 Vagrdx = 0.
(38)

Silnou formulaci rovnice (36) ziskdme obdobnym zpusobem nésobenim testovaci funkef
g2(x) tentokrdt se spojitymi derivacemi 3. fddu, déle rovnéz integraci podle x a zbavenim
se derivaci étvrtého (respektive i tFettho fddu) metodou per partes:
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L 2
~ vh h
/ OpaV Orzqodx + wy p/ Oy V@iqux hadll m+ oe / ngdx - —/ POQ2dx =0.
Nyni diskretizujeme prostorové zavislosti. Nejdiive rozdélime délku kandlu L na mensi
Casti:
L= Z Ly
k

kde v kazdé oblasti Qi o délce Ly budeme pouzivat lokdlni soutadnice £ € (0;1), pro které
tedy musi platit

_ Tr — X9
g_ Lk )
dr = Lyd¢,

1
/ dx:Lk/ de,
Qk 0

kde xg je hodnota x na zacatku kazdého prvku. Hmotnost jednoho prvku ozna¢me my. Prvky
budeme pouzivat ekvidistantni, tedy Lj i m bude pro vSechny z nich stejné. Tvarové funkce
tlaku pouzijeme linedrn{ (jelikoz vzhledem ke tvaru slabé formulace vyzadujeme nenulovou
prvni derivaci), splitujici na kazdém prvku Q) okrajové podminky

budou tedy jednoduse

VVVVVV

derivaci pruhybu rovnou thlu natoceni. Tvarove funkce tedy hleddme takove, které splni
okrajové podminky

€= 0 = vh =1,
§=0:¢y =t3 =1y =) =95 =) =0,
52157#3:7%1:1,

E=1:91 =ty =g =tby =P = by = 0.
Ty spliuji funkce

Y1 =1-36%+2¢,

Yo =€ —28% + &%,
Ps = 3¢% — 263,
Yy =&+ &
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Maticové zapsany budou tvarové funkce vypadat:
®=[1-¢ ¢,
U= [(1-37+26) (€-2+¢%) (32 -28%) (- +¢&%)].

A nyni koneéné rovnici (38) rozdélime na jednotlivé prvky, kde v kazdém prvku bude tlak

a pruhyb nahrazen maticové ~ _
Py(§) =2 Py,

VHE) = -V,
a kde PF a Vj, jsou uzlové hodnoty tlaku, respektive prithybu a tihlu natoéeni na po¢atku

a na konci prvku

Testovaci funkce rovnéz diskretizujeme

@ =[aF T2,

k k k k
& =[d5 & & 4w

Celd rovnice (38) bude mit pii souctu pies véechny prvky tvar:

1 1, - ; T 1 -
E _7/¢T.@’.p§d§+%/ ®T . & Plag

wih iwr W 2hZp\ 1 [t -~
— Tt s [ T . v.Vkg
;(( 6 " h 12E] )Lk/o 5) (40)
k

w?  iwivh hp ! T ~ L
+;«h*ﬁm<mk+2>)/0 3T . w.V dg)o.
k

Maticové souciny nabyvaji tvar

<I>'T-<I>'=[1 —1}

—1 1
r oo [(1-¢) 5—52]
® "‘[5—52 (12

&T. ¢ — 66 — 662 —14+46 362 —66+662 26 — 3¢2
T T | 664662 41 —46+362 66 —662  —26 4362

q,r.q,_[(1—£—3£2+5£3—2£4) (€36 +3¢% —¢*) (367 56 +2¢) (€ +26°—¢)
N (€ -3¢ +2¢%) (€2 —26% +¢Y) (3¢% —2¢*) (—€* +¢%)
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respektive po integraci

1
/T ’ o ]. —1
I

0

1 1 1
[oro] 1]
0 6 3

1
v grge |10 =10
/O‘I’ ‘I’df_{q 0 1 0}’

1 e 3 _1
[or w5 4 5 4]
0 20 20

Analogicky diskretizujeme rovnéz rovnici nosniku (39)

Qp

1
-> <pELI’“/ \I:T-q>-15§d§> =0, (41)
Qs 0

se souciny

1
”T_ ” . 6 4 —6 2
/O‘I’ Td=1_1m 6 12 -6

12 6 —-12 6
6 2 -6 4

6 1 _6 1
1 Py i
[wmwie— |1 B Ty
° E G T
10 30 10 15
13 11 9 _ 13
1 o GO i
/ T . W = | 240 105 420 o |
0 L I T o
T 420 140 210 105
T 3
/ v pac=|% B |.
: o
30 20
Souctem pres vsechny prvky ziskdme maticovou rovnici
A-z=0 (42)

(nezndmé uzlové hodnoty PyaV sjednotime do jedné proménné z) s nulovou pravou stra-
nou. Okrajové podminky zahrneme tak, ze od pravé strany rovnice ode¢teme nasobek znamé
hodnoty a ji odpovidajiciho fadku matice A. Odpovidajici fddek a sloupec matice pak od-
stranime. Nakonec tak fesime soustavu linedrnich algebraickych rovnic. Rovnici proudéni
tekutiny ze soustavy (33) pak pfi znalosti pruhybu a tlaku fesime difve popsanou Fouriero-

vou metodou.
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4.6 Vysledky modelu interakce

Pro porovnani tomto piipadé pouzivame stejné hodnoty parametri, jako v piedchozim,
vlastnosti desky jsou pak

parametr znacka hodnota
Younguv modul E = 230[mPal
plocha profilu A = 7.845-107°[m?]
kvadraticky moment ke stiedni ose I = 4.9087 - 10~ 1°[m?]
pocet uzlua n =100
délka prvku Ly, = 5.1[mm)|
hmotnost prvku mg = 3.1[g]

Tabulka 3: Parametry pro model interakce

Tyto parametry jsou urceny Cisté ilustrativné a to konkrétné tak, aby pruhyb desky
pfi daném buzeni pfiblizné odpovidal tomu piedepsanému v predchozi ¢asti a bylo tak
mozno pozorovat, jestli si oba dva modely odpovidaji. Rovnéz pro sjednoceni fazi je zde
uvazovan fazovy posun o —&—%77. I zde nastava problém s FeSenim rovnice proudéni popsany
u pfedchozich vysledk.

3 =14
t=14s 5 x10 =14s

poloha stény

rychlostni profil w,

1.
100 —
. Bl T~
Rgo Bl \
0.8 \
oY : \
L \ \
60 o6 | ‘
i /
40 r L /
04t | /
/
20 02
. . . . . . . . . 0 . .
0 005 01 015 02 025 03 035 04 045 05 0 0.1 02 03 04 05
T |m z[m]

Obr. 10: Rozlozend tlaku u stény a tlaku bez pruhybu desky a rychlostni profily v kandlu v
case 1.4s, pripad s interakci
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4GS ) 510-3 t=46s
180 ¢
poloha stény
ol 181 rychlostni profil w,
1.6
140 |
141
120 |
—_ 27
100 e
oo oo N\
y .
60 06 \
\
w0 oal )
/ /
2 02r / /
/
/
0 . L L L L L ' L | 0 . L . :
0 005 01 015 02 025 03 035 04 045 05 0 0.1 0.2 0.3 0.4 05
ziml z[m]
=61s ) 51073 t=6.1s
180 =
poloha stény
ol 181 rychlostni profil w,
16
140 |
141
20—
—_— _12f
100 | E—
Rgo gﬁo ol A\
Q, : \ \
60 [ 06 \
40 04 /
20 0.2 /
0 L L L L L n n L | oY L : .
0 005 01 015 02 025 03 035 04 045 05 0 0.1 0.2 0.3 0.4 05
ziml z[m]

Obr. 11: RozloZend tlaku u stény a tlaku bez pruhybu desky a rychlostni profily v kandlu v
casech 4.6s a 6.1s, pripad s interakci

4.7 Symetricka tuloha

Pokud chceme tilohu prevést na symetrickou (stdle jen ve 2D), tedy kdy na ose 2 nebude
pevny ram, ale bude osou symetrie, musi se v prvni fadé zménit vyska kanalu z h na 2h a
kandl se tak bude ve smyslu osy y nachdzet v intervalu (—h, h). Adekvétné tomu upravime
puvodni poc¢atecni podminku proudén{ (6)

_ Lldp .o 4
= 2de(h y?). (43)

Dals{ zména nastane u okrajovych podminek (34), konkrétné u rychlosti tekutiny v,.
Pro tu v y = 0 nyni nebude platit, ze je nulovd. Misto toho zde (na ose z) bude nulovd
jejl derivace, coz primo vyplyva ze symetrie. Nejde tedy jiz o Dirichletovy podminky, ale o
Newtonovy / Robinovy.

Vg
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Celkoveé tedy budeme fesit soustavu

El0;30:V +mV — (Po(l',t) + 8IIV% - V2> p=0,
. h - vh v .1
- - LR W VS v 44
Y oY
Oy — VOyy Uy + 0y Po(,t) = 811/% - 1/89,:9[‘,301/ﬂ — 0.V,

s okrajovymi podminkami

Vie=0,t)=V'(z=0,t)=V(x=L,t) =V'(z = L,t) =0,
PQ(ZL’ZO,t) :Poo,Po(x:L,t) :p01,
v,

Ox
vg(z,y = h,t) =0,

(x,y =0,t) =0, (45)

1 dp
’U:r(l.vt = Ovy) = _ﬂ@ (h2 _y2) .

Na teSeni prvnich dvou rovnic tyto zmény nebudou mit vliv, naopak se projevi ve Fourierové
metodé, to konkrétné pii hledani vlastnich funkci ¢asové nezavislé ¢asti Y. Vlastni funkce
a jim piislusnd vlastni ¢isla budou pro splnéni novych okrajovych podminek

Yr = By cos (\/ﬁy),

v (E20m) ke "

Rovnice pro ¢asové zavislou ¢ast se tim zméni na

v T (2, t) + Tj(z, ) = bj(, 1),

Ty(x,0) = 2 (x),

h
R
LA (CTR=S e
8 [ (@ Ur (47)
AN CTCTE)E /0 o ( 2h y>®(x’y’t)dy’

vj(z) = /Oh cos ((2]2_]11)”10 vz (2,9, 0)dy,

q)(l',y,t) = % (amPO(xat) - f(xa yat))a

a feSenim tedy je

vm(x,y,t)Z[(iﬂj(x)eA’ljtJr? bj(x,’r)e“’lj(Tt)d’r) cos ((23%1)%)] (48)
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Pro ilustrace na obr. 12 a obr.13 byly vyuzity stejné parametry jako v piredchozich
pripadech. Zobrazené rychlostni profily jsou trojndsobné oproti x.

3 t=1.6 3 t=5.1
5 x10 s o x10 s

—— Poloha desky ——Poloha desky
—— Rychlostni profil v,

—— Rychlostni profil v,

0 o1 02 03 04 05 06 0 o1 02 03 04 05 06
x [m] z [m]

Obr. 12: Pruhyb desky a rychlostni profily v ruznijch cdstech kandlu v ¢asech 1.6s a 5.1s,
symetricky pripad s interakct

%1073 t=16s }10'3 t=51s

—— Poloha desky —— Poloha desky
—— Rychlostnt profil v,

—— Rychlostni profil v,

0 04 02 03 04 05 0 o1 02 03 04 05
x [m] x [m]

Obr. 13: Pruhyb desky a rychlostni profily v ruzniych édstech kandlu v ¢asech 1.6s a 5.1s,
symetricky pripad s predepsanym prihybem
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5 VlIiv postupnych vln na proudéni

Cilem této kapitoly je vytvofeni a implementace jednoduchého modelu pro zkoumani vlivu
vlnéni cévni stény na proudéni. Uvazujme rotaéné symetricky kandl a zaved me nasledujici
znaceni:

T podélna souradnice, nachazi se v ose symetrie
y radialni soutfadnice
L délka kanalu

r(z,t) polomér prufezu cévou v daném misté

p(x,t) tlak v tekuting

po =p(0,t)  tlak na pocdtku kandlu

p1 =p(L,t)  tlak na konci kandlu

I dynamicka viskozita tekutiny

v(x,y,t) rychlost tekutiny

Q(x,t) okam?Zity objemovy prutok

U = (Ug,U,) vektor rychlosti stény (slozky vyjadiuj{ podélny a radidlni smér)
n = (ng,n,) vektor normdly stény

5.1 Matematicky model

Znovu budeme velmi zjednoduSené uvazovat tekutinu uvniti kandlu jako nestlacitelnou a
newtonskou. Zachovani objemu vyjadiuje vztah (viz [37])
3@ 27r
i
Bm Ny

n = 0. (49)

Proudéni budeme uvazovat lamindrni, tedy rychlostni profil v roviné osy « bude parabolicky,
v rotacné symetrickém kanélu vyjddieny vztahem (napiiklad z [34])

e t) = = 1 (2@ 0?) B,y e o] (50)

Objemovy prutok potom ziskdame integraci rychlosti pfes plochu priufezu, v polarnim soufadnicovém
systému (ktery vyuzijeme kvuli uvazované rotacni symetrii ilohy)

Q(a, 1) //%vydcpdy/OZﬂ'y<uz41(2(:17)3/2)82(;)>d

7rt 0
Q(z,t) = mri, — @8—5 (51)
Dosazenim (51) do (49) a vydélenim celé rovnice m pak ziskdme diferencidln{ rovnici
0 19
. (7“2119; ; ap) + 271, = 0, (52)

jejimz feSenim se budeme dale zabyvat.
Reknéme, ze zname pohyb stény cévy, tedy ze r a tim padem i & jsou znamé funkce. Tento
pohyb bude mit vyznam cévou se ifici vlny. V rovnici (52) pak zbyvd neznamd hodnota
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tlaku p(z), uvazujme zndmé jeho okrajové hodnoty py na poc¢atku a p; na konci kandlu. Tu
pak lze fesit napiiklad v predchozi kapitole popsanou metodou koneénych prvkua, (52) je
silnou formulaci tlohy, slabou formulaci ziskdme vynasobenim testovaci funkci g, integraci
pres délku kanalu [ a integraci per partes:

1 (' ,0pdq boo,0q L
5/ 7“4%% a:—/o uxrz—dx—F/O 20, rqdr = 0¥q € H}(0,1). (53)

Jingm zpusobem feseni (52) by mohla byt napiiklad metoda konecnych diferenci. Ta se
ovéem neosvédéila, vypoéet vyzadoval velmi hustou sit a ¢asto kolaboval.

5.2 Vysledky

V souladu s poznatky v piedchozich kapitoldch (az na tlak, jehoZ rozpéti je zvyseno pro
prehlednost v grafech) uvazujeme tyto hodnoty:

H parametr \ znacka \ hodnota ‘
délka kanalu L 0.5[mm]
dynamicka viskozita ] 1.3[mPa.s]
tlak na pocdtku kandlu Do 3[kPa]
tlak na konci kanédlu P1 2[kPal).
predepsand poloha stény | r(z,t) | 1o +a sin (271' (% - %)
klidovd hodnota poloméru ro 5[pum)]
amplituda viny a 73 [um]
vinova délka A £ [mm]
perioda T 1[s].

Tabulka 4: Parametry pro model s vinou

Pro popis viny jsou hodnoty pouze referenéni vuci dalsim upravam. zhledem k predpokladu
newtonské tekutiny uvazujme proudéni pouze krevni plazmy. Polomér pruiezu v klidu vy-
jadfuje 7. V rovnici §ffici se vlny (tj. nekonstantni slozky predepsaného poloméru) vystupuji
vlnova délka A, perioda T" a amplituda a. Jejich zminéné hodnoty jsou pouze referenéni, ke
kterym budeme vztahovat dalsi vysledky. Pravé vlivem hodnot téchto parametru viny na
proudéni se budeme zabyvat. Konkrétni podobu vlny ukazuje obr. 14, vina se sif{ v kladném
sméru osy x. Grafy jsou zobrazovany v parech, aby byla poznat zména v Case, konkrétni cas
0.2 s byl zvolen tak, aby nebyl nasobkem poloviny periody viny a byl tak viditelné odlisen
od stojaté viny.
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t=0.2s

15 15 . .
10t 10+
B B
= =
5l f"\r// /\\ P /"\\\// T \ ) /” \ P 5L ”"\-7// pa \) P T \ - — \ - //\7
0 : : : : 0 : : : :
0 0.1 0.2 03 0.4 05 0 0.1 02 0.3 0.4 05
Obr. 14: Radius stény cévy pri uvaZované viné v casech t = 0s a = 0.2s
Zajimavé je, jaky ma sifici se vlnéni ucinek na tlak. Jak lze pozorovat z obr. 16, tlakovy
gradient se méni stejnym trendem jako prufez cévy oproti hodnotdm v klidu. V zavislosti
na tom se pak meéni tlak (obr. 15).
t=0s t=0.2s
32 : 32 ; ;
s vlnou s vlnou
bez viny| | bez viny| |
R PN
N <
28+ ~ 28+ \\
S
g RN g ™~
2 26 ~ 2 267 \
‘ RN
241 . 241 \
\‘ \\\
\ N
22+ . 22t \
\\ \\
N X
2 : ; : : 2 : : : ;
0.1 0.2 03 04 05 0 0.1 02 03 0.4 05

Obr. 15: Tlak v kapildre v ¢asech t = 0s a = 0.2s
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Obr. 16: Tlakovy gradient v kapildre v ¢asech t = Os a t = 0.2s

5.2.1 Vliv vlnové délky
Pro ptehlednost zavedeme ¢islo k, které udava podil celkové délky kapilary a vinové délky

L
k=—. 54
- (54)
To je tedy poctem vlnovych délek v délce kandlu, tedy k vlnovému ¢islu definovanému
vztahem 5
s
= — 55
= (5)
je primo imeérné
L
k=sx—.
< (56)

Veskera zobrazend zéavislost na k je tedy stejné tak zavislosti na s, pouzité je pouze pro
prehlednost. Co se tyce vlivu vlnové délky na tlakovy gradient, samoziejmé piimo urcuje
délku jeho periodicky se opakujici ¢asti, viz obr. 17. Grafy na obr. 18 ukazuji, jaky mé k
vliv na hodnotu maxima, respektive minima tlakového gradientu, tedy v jakém rozmezi se
jeho hodnoty pohybuji. Toto rozpéti se méni v jednotkéch procent, tedy vliv vinové délky
na Vp spoc¢iva primarné ve velikosti tseku, na kterém se periodicky méni, ne tolik na jeho
amplitudé. Aby bylo omezeno zkresleni zpusobené vypocétem, byla uvazovéna hustota prvku
vzdy alespon 100 na vlnovou délku (nejméné vsak 5000). Hodnotu maxima a minima, a tedy
celkovy rozptyl rozdilu tlaku s vinou a tlaku bez viny zobrazuje obr. 19. Se zmensujici se
vlnovou délkou se tlak blizi hodnotdm pii neménném pruiezu. Podobny vliv jako na tlakovy
gradient pak md vlnovd délka samoziejmé na jemu pifmo imérny (51) objemovy prutok
(jelikoz se jeho periodicky se opakujici tsek méni stejné jako ten poloméru cévy). To lze
pozorovat z obr. 20, stejné jako fakt, ze vinéni v tomto konkrétnim piipadé snizuje celkovy

objemovy prutok.
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Obr. 17: Tlakovy gradient pro riznd k
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120 - . . .
| —maﬂf(p - ph‘n)
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\
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Obr. 20: Okamzity objemovy prutok pri vinénd o ruznijch délkdch
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5.2.2 Vliv periody viny

Pro prehlednost budeme hodnoty v grafech zobrazovat v zavislosti na frekvenci, tedy na
prevracené hodnoté periody

f=1T.

Vliv frekvence na tlakovy gradient (obr. 21) md podstatné jiné vlastnosti nez vliv vlnové
délky. Az do urcité kritické hodnoty frekvence se jeho rozpéti (obr. 22) snizuje, poté se opét
zacing zvysSovat. Jak lze pozorovat z obr. 23, pfi této kritické frekvenci je hodnota tlaku
nejblizsi hodnoté pii neménném prurezu. Pro vyssi frekvence se rozdil opét zvysSuje, nicméné
tentokrét je tlak u p¥ipadu s vlnou bud stejny, nebo nizsi. Dochézi k "pfevraceni” hodnot
tlakového gradientu (obr. 21). Tim pddem jeho absolutni hodnota je nyni naopak vyssi v
mistech s vétsim prufezem a diky tomu dochazi k vétsim extrémum u objemového prutoku a i
jeho vétst priimérné hodnoté Q. Ten zavedeme jako stfedni hodnotu okamzitého objemového
prutoku po celé délce kanalu

Q= / Q(x)dz. (57)

Vzhledem k tomu, ze celou dobu pocitdme s délkou kandlu jako s nasobkem vlnové délky,
nemeéni se tato hodnota v case (pouze se zménou parametri) a odpovida tedy prumérnému
prutoku v konkrétnim misté podle ¢asu, pokud ten vezmeme jako cely nasobek periody.
Prostorovy prumér jsme vyuzili pro podstatné nizsi vypocetni naro¢nost. Za povSimnuti
stoji, ze hodnota prumérného prutoku naroste nad hodnotu prutoku bez vInéni pii jiné
frekvenci, nez je ta kritickd, zde konkrétné mezi f = 58 a f = 59 (viz obr. 25). Kritickd
hodnota frekvence v tomto piipadé témér odpovida takové, pro kterou je hodnota fazové
rychlosti "

c=—= Af (58)
rovna hodnoté maximdln{ rychlosti (ta vzhledem k parabolickému profilu nastava pii y = 0)
ze vztahu (50) pro piipad s konstantnim prifezem

rd Op
maxr — T 7 _° 59
v 4y Ox (59)

Konkrétné v grafech jde o hodnotu 95[H z|, tedy rychlost
c=95-10"*m/s] = 9.5[mm/s],

vypoctem rovnice (59) ziskdme

(5-10°6)* (2—3)-10°

Umaz = T 3T0-3 05103

=9.6 - 1073[m/s] = 9.6[mm/s].

Pro deset dalsich riznych hodnot pro u, L, po — p1, 7o a A se rychlost vypocétend vztahy
(58) a (59) bud pifmo rovnala, nebo se lisila o rychlost odpovidajici frekvenci 1[H z].
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Obr. 21: Tlakovy gradient pro rizné frekvence
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Obr. 22: Extrémy tlakového gradientu v zdvislosti na frekvenci
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Obr. 23: Extrémy odchylky tlaku s vinou a bez viny v zdwvislosti na frekvenci
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Obr. 24: Okamzity objemovy prutok pro viny o ruznych frekvencich
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Obr. 25: Prumeérny objemovy pritok v zavislosti na frekvenci
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5.2.3 Vliv amplitudy vlny

Pro popis vlivu amplitudy pro pfehlednost zavedeme pomérny koeficient ag ke klidovému
poloméru rq, konkrétné

ag, = 1002, (60)

To

vyjadiujici, do jakého procenta poloméru kanalu zasahuje vlna. U hodnot blizkych ag = 100,
kdy by byla amplituda viny rovna poloméru cévy a v jejich maximech by tak dochéazelo k
Uplnému uzavieni, vypocet kolabuje, a tak budeme zobrazovat zavislosti pouze do ag, = 80.
Jak lze pozorovat z obr. 27 a obr. 29, se zvySujici se amplitudou roste vyznam vlny na
celkové vlastnosti vnitintho prostiedi. To vzdy podle toho, jak zrovna vlna pusobi podle
dalsich jejich parametru. Obr. 26 a obr. 28 ukazuji, ze spolu s amplitudou vlny rostou
amplitudy tlakového gradientu, respektive velikost odchylky tlaku od linearné klesajiciho.
Pro objemovy prutok (obr. 30) plati podobné posileni trendu, tedy Ze hodnoty nizsi nez
u piipadu bez vlny se snizuji a vySs$i naopak zvysSuji, jen v nékterych piipadech. Jak lze
pozorovat z obr. 31, samotné zvétSeni ¢ muze zaptic¢init zménu prumérné hodnoty @ z nizsi
na vyssi vuéi piipadu bez viny.

‘Vp Lk‘P(l/mﬂ"L]
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T T~ T T 12 F - ‘ T T 3
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| ] | | | | ==, 2F | | |
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Obr. 26: Tlakovy gradient pro riznd ay, a pro 2 hodnoty f
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Obr. 28: Tlak pro riznd ag a pro 2 hodnoty f
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Obr. 30: Okamzity objemovy prutok pro ruznd ay, a pro 2 hodnoty f
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Obr. 31: Prumérny objemovy prutok v zdvislosti na asg, pro rizné hodnoty f

Shrnuti

Pomoci modelu lamindrntho proudéni newtonské tekutiny v rota¢né symetrickém kandlu

jsme ukdzali, jaky vliv majf rizné parametry §fiici se viny na vnitin{ prostiedi (tlak, prutok).

Vinové délka ovliviiuje predevsim délku tseku periodicky se opakujici ¢asti vypoctené veliciny.
Perioda nebo adekvatné frekvence prevraci tento opakujici se usek u tlaku, respektive tla-

kového gradientu, a tim zvySuje celkovy objemovy prutok. Amplituda viny zesiluje vliv

tlakového gradientu, zvétSuje odchylku tlaku od klidového stavu a méni hodnotu prutoku

tak, jak naznacuje obr. 31.
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6 Model interakce s bunkou

6.1 Uvod a znaceni

R S

m o 11

Obr. 32: Schéma modelu

Cilem posledni kapitoly je navrhnout zjednoduSsenymodel uvazujici jak interakci média s
prostiedim, tak i transport bunék. Vyuzijeme zdkladu modelu z pfedchozi ulohy, budeme ji
rovnéz fesit jako rotacné symetrickou vzhledem ke stiedni ose kapilary. Rotacné symetrické
budeme rovnéz uvazovat bunky. Sténu popiSeme jako poddajnou, nikoliv s predepsanym
lumenem. Médiem bude nestlac¢itelnd newtonska tekutina predstavujici krevni plazmu. Za-
ved'me nésledujici znaceni:

U = (Ug, U)

n = (ng,n,)

npg = (NBz,NBr)
L

podélna soufadnice, nachazi se v ose symetrie

radialni souradnice

polomér prufezu cévou v daném misté

klidova hodnota r

tlak v tekutiné

dynamicka viskozita tekutiny

rychlost tekutiny

objemovy prutok v ¢astech I a II1

objemovy prutok v dseku IT

poloha pocatku bunky na ose x

poloha konce bunky na ose x

polomeér prufezu bunky

celkovy objem bunky

vzdalenost mezi sténou buiiky a sténou kandlu na ose y
vektor rychlosti stény cévy(slozky vyjadiuji podélny a radidlni smér)
vektor normaly stény cévy

vektor normaly stény bunky

délka kanalu
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Ulohu budeme Fesit ve tiech tsecich. Usek I predstavuje prostor pted bunkou, tsek I7
prostor s bunkou a usek III prostor za buitkou. Vzhledem k zavedenému znaceni bude
platit:

I: 2 (0,wh(t)

IT: z e (wh(t), wH (1))
IIT: x e (wil®),L).

Pii transportu buiiky se budou hranice mezi témito tdseky (tj. wh a wh!) samoziejmé ménit.

6.2 Sténa kapilary

Poddajnost stény vyjadiime co mozné nejjednodussim vztahem
p=" (71'7“2 — WT%)K . (61)

Tento model stény uvazuje klidovou hodnotu poloméru lumenu rg, kterd nastava, pokud
tekutina nepusobi na sténu zadnym tlakem. Pfi rostoucim tlaku pak roste rovnéz hodnota
r. Je otdzkou, jakym zpusobem stanovit hodnoty koeficientu v a x, bylo by vhodné urcit je
experimentalné.

6.3 Useky [ a II]

Rychlost proudéni v téchto tsecich uvazujeme stejnou jako v predchozi kapitole (rovnice
(50)), je tedy vyjaddrena vztahem

v(z,y) = Uy — i (r2(9c) — y2) 8];(;)7 y €10, 7]. (62)

Déle vyuzijeme pomoci rychlosti upraveného vztahu pro zachovan{ objemu(stejného jako
(52)), tedy

o (5. rop .
p <'r Uy — @% + 27, = 0, (63)

kam dosadime derivaci tlaku vyjddienou z (61)

dp k—1 Or
e 2TryK (71'7"2 — ) e (64)
Dosazenim (64) do (63) tedy
0 4 k-1 0
e (r%x - g—ﬂ%rrwi (mr® — ) ! 32) + 2rt1, = 0. (65)

6.4 Usek I

Pro vytvoreni co nejjednodussiho modelu budeme uvazovat buiku, kterd bude dokonale po-
dajné a jejiz objem, vyjddieny integralem obsahu prufezu pies celou délku, bude konstantni

11
wp

V= / 7R%(x)dx = konst. (66)

52



Poddajnost pak znamend, ze rovnéz v této ¢asti bude platit rovnice (61) (burtika se pFizpusobi
proudéni, respektive tlaku). Abychom mohli popsat proudéni mezi buitkou a sténou cévy,
uvazujeme mezi nimi konstantni mezeru

h = konst.

Ta muze mit vyznam napiiklad prumérné hodnoty skuteéné mezery, piipadné takové, pii

které by byl zachovan stejny prutok tekutiny isekem I1. Z definice této mezery pak vyjadiime
Rp jednoznac¢né v zavislosti na r

RB =7r—nh. (67)

Rychlost proudéni v prostoru mezi dvéma pohybujicimi se soustiednymi valcovymi plo-

chami je z literatury|38]
1 In (%) \ op In(¥)
v(x,y,t) =ty — — |12 —y? + (RL —r?) — | = +up—rnte. 68
(z,9,1) z 4#( ) (B )ln(RT) o Bln(RT) (68)

Ta je samoziejmé zdvisld na rychlosti stény buiky wg(z) ve sméru x, tuto rychlost zjed-

nodugené ziskdme linearn{ interpolaci mezi Wk a wil!

wp(x) = rowh (" — i) + bk (69)
wé”—wé b B B-

Integraci rychlosti pres plochu prufezu pak ziskdme objemovy prutok

2 p2
Q' (z) W(TQRQB)um<7rRQB+M> . Opm (r* - R!

2ln (RTB) wBi%@

(70)
(

0
Také v tomto tseku musi platit zachovan{ objemu proudici tekutiny, tedy analogicky k (49)

9 .
99 |\ owri, — 2w Rplty -0,
ox

respektive po dosazeni z vyrazu (67)

aQ o
o T 2mhiy = 0. (71)
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6.5 Hranice mezi tseky

Déle je potieba uvézit sily pusobici na buinku ve sméru z. Ty zapfi¢ini transport buiiky,
tedy i pro vypocet nutnych hranic mezi useky. Uréité bude pusobit tlak tekutiny - jeho
celkova bilance Pg je tvofena rozdilem tlaku na zdkladnach buiiky a tlakem pusobicim v
meziprostoru na sténu bunky ve sméru x

117
Wp

P = plwh) ey (wh) ~ o arb () - [ 7 aRp@plena @ (1)

I
Wg

Sily pusobici proti pohybu budeme uvazovat ve tvaru frikéni sily

17
wp

Fp = f.or / 7 Ro(@) (i () — ia(2) do (73)
Wp

s frikénim koeficientem f,.. Povazujme ho rovnez za znamou veli¢inu.

Pro dalsi zjednodusen{ feknéme, Ze uvazujeme ustaleny pohyb, kdy je nulové celkové (prumérné)

zrychleni bunky, a tedy i setrvacné sily pusobici na buiniku. Celkova rovnovdha vnéjsich sil

tak bude mit tvar
P — Fg=0. (74)

Mame jiz vyjadieny vztahy pro zachovani objemu ve vSech tfech ¢astech, nakonec je potieba
vysetfit prechody mezi nimi.

Objemovy priitok tekutiny v dseku I v wk musf byt rovny souétu priitoku v dseku I1 ve
stejném misté a prostoru uvolnéného pohybem zdkladny buiky, tedy

Q(wp) = Q" (wh) + nRE(wh)ik, (75)
na druhé hranici pak analogicky
QU = @ (wh") + Ry (wi i (76)

Vzhledem k témto podminkdm miize dojit v bodech = wk a z = wh! ke skokovym

zménam rychlosti a prutoku.

6.6 Shrnuti

Celkové tedy mame proudén{ tekutiny popsané rovnicemi (65) a (71)

9 ! he1 0
V€ (0,wp): +- (rQuw — ;;27”"75 (mr® — ) ! r> 1 2r4, = 0,
7

or ox
aQH
Va € (wh,wi!) : —5— + 2mhity = 0, (77)
x
0 : ko1 O
Vo e (wh!, L) : E <r21l$ - ;?27”“7/@ (mr® = 7rg) ! 82) + 2ru, =0,
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pro nezndmou 7, jej{ derivace, polohu hranic wh a wi! a jejich derivace, kde

~ ~RE)\ .0
Q”(f>=7f(r2—R2B)“f”_(”R%W) B e | - RE)

o
x wBI (u'J”I—u'zé)—i—u')é7

p(z) = wlT — ol
RB =Tr— h,
Op 2 oy k—1 Or
7 = 2rryk (777“ — ﬂ'ro) e

(78)

Podminky na rozhranich jsou vyjaddfeny rovnicemi (75) a (76)
Q) = Q" (wh) + R (wh )i, )

Q™) = QU wl) + B (ol k.

Posun téchto rozhrani pak do spojitosti s r davaji (66) a (74)

Py — Fp =0,
(80)

'LUIBII
/ mR% (x)dx = konst,
wh

kde

wIBII
Pp = p(wIB)wRQB(wIB) —p(wIBH)ﬂ'RQB(wg”) — /1 7Rp(x)p(z)npy(z)d,

Wl
Fp = fr27r/
wh

p:’y(wrzfm"g)n,
RBZT—h.

Rp(z) (Wp(r) — s (7)) dz,

Pro feseni by pak bylo nutné znat okrajové a poc¢atetni podminky

==D) (82)
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7 Zavér

Byly ukazany zékladni poznatky z fyziologie potiebné pro pochopeni funkce krevniho proudéni,
a to predevsim na kapildrn{ trovni. Zde se jako zcela urcujici projevuje vliv krevnich bunék,
kvuli kterym je, na rozdil od vyssich trovni kardiovaskuldrniho systému, pro uspokojivy po-
pis nutné uvazovat krev jako heterogenni médium. V préci byly rovnéz predstaveny zdkladni
zpusoby modelovani téchto bunék. Kromé popisu problematiky byl rovnéz vytvoren a im-
plementovan zjednoduseny model interakce proudéni s poddajnym prostiedim. V ném se
sice projevil nedostatek Fourierovy metody feseni parabolické parcidlni diferencidlni rovnice,
kterd neuvazuje proménné okrajové podminky, nicméné tento problém nesouvisi pfimo s in-
terakci, stejnou roli hraje u pripadu s predepsanym pohybem prostiedi. Model je mozné dale
vyuzit jako vychozi bod pro dalsi prace na vyssi trovni obtiznosti. Rovnéz byl predstaven
zjednoduseny model zkoumajici vliv postupného vinéni prostiedi na proudéni. Posledni ¢ast
pak sestava z navrhu modelu proudéni uvazujici i velmi zjednoduseny model buiiky. Hlavni
vyznam prace je tedy predevsim ilustrativni, vhodny pro pochopeni zdkladnich principu
proudéni kapilarami, zaroven se nicméné naskyta siroka skala moznosti rozsifeni uvedenych
modelu pro dalsi ucely (prevedeni do 3D, komplexnéjsi model cévni stény a predevsim
buiiky) a v pozdéjsi fazi napiiklad také konkrétnéjsi parametrizace podle experimentélné
ziskanych dat.

Co se tyce zadanych zdsad pro vypracovani, studium popisu interakce poddajnych téles
s kapalinou je zpracovano implementovanym modelem v kapitole 4. Druhy bod je splnén
castecné, kdy je v kapitole 5 pro zkouméan{ vlivu postupnych vin pfedstaven model proudéni
pouze newtonské tekutiny, zde je prostor pro dal$i navaznou praci. Nenewtonské vlastnosti
krve jsou popsdny a vysvétleny v kapitoldch 2 a 3. O symetrii (nikoliv ovSem rota¢ni) je
rovnéz doplnén model interakce. Zjednoduseny model proudéni buriky kapilarou je predstaven
v potaz mechanismy cytoskeletu. Nahled na ruzné typy modelu bunék zahrnuje kapitola
3. Vliv vlnéni nebyl zkouméan piimo ve smyslu akustiky, ale v ptisobeni postupného vlnéni
stény cévy na médium v kapitole 5. V rdmci prace byly implementovany dva razné modely,
jeden pro popis interakce a jeden pro popis vlivu vin.
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