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Abstrakt

V bakalářské práci se věnujeme problematice stability řešenı́ systému dvou populacı́, které
vycházejı́ z Lotkova-Volterrova modelu. Detailně se zabýváme vyšetřenı́m vlastnostı́ obecné
interakce populacı́ typu symbióza, soutěž a typu lovec-kořist. Dále se zaměřujeme na kva-
litativnı́ analýzu a popis změn dynamiky systému (bifurkacı́) pro tři rozšı́řené modely typu
lovec-kořist. V těchto modelech zkoumáme vliv vnitrodruhové konkurence populace a vliv
funkcionálnı́ odezvy lovce na změnu hustoty kořisti.

Klı́čová slova: populačnı́ modely, interakce dvou populacı́, Lotkovy-Volterrovy modely, stabi-
lita, bifurkace.
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Abstract

The bachelor’s thesis investigates the stability of stationary solutions of a two population sys-
tem relying on the Lotka-Volterra model. General interaction properties of two populations
characterised by symbiosis, competition and predator-prey type shall be investigated in detail.
Furthermore, the qualitative analysis shall be discussed and changes in the system dynamics
(bifurcations) described for three extended predator-prey models. We examine the effect of in-
traspecific population competition and the effect of functional response of the predator to chan-
ges in prey density in these models.

Keywords: population models, interaction of two populations, Lotka-Volterra models, stability,
bifurcations.
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Základnı́ populačnı́
modely 1

Matematické modely populacı́ nám umožňujı́ zkoumat změny populačnı́ hustoty v čase. Tyto
změny mohou být závislé na vlastnostech prostředı́, na porodnosti, úmrtnosti, migraci popu-
lace apod. Pod pojmem populace chápeme skupinu jedinců stejného druhu, žijı́cı́ ve vyme-
zeném prostředı́. Základnı́m předpokladem populačnı́ch modelů je, že se populace rozmnožujı́
takovou rychlostı́, která je úměrná jejich počtu [7, 8].
Prvnı́ zmı́nku o populačnı́ teorii najdeme už v 18. stoletı́, kdy anglický ekonom Thomas Ro-
bert Malthus (1766-1834) zformuloval základnı́ principy růstu a regulace populace. Ve svém
dı́le nazvaném ”Esej o principu populace”(1798) se zabývá otázkou nerovnováhy mezi expo-
nenciálnı́m nárůstem četnosti populace a zdroji potravy, které rostou pouze lineárně [6]. Je
vhodné zmı́nit, že tento teoretický základ byl velmi nedokonalý při popisu reálné skutečnosti.
Předevšı́m nebyly respektovány některé přı́rodnı́ zákonitosti, napřı́klad populace nemůže růst
neomezeně a také zdroje v prostředı́, kde populace žije, nejsou nevyčerpatelné. V prvnı́ polo-
vině 19. stoletı́ byla tato teorie převedena do matematické interpretace, kdy belgický matematik
Pierre Francois Verhulst (1804-1849) definoval logistický model populačnı́ho růstu [6].
Populačnı́ model, který se zabývá zkoumánı́m mezidruhové koexistence populacı́, nazýváme
Lotkův-Volterrův model. Tento model vznikl v obdobı́ let 1920-1926 a zformulovali ho nezávisle
na sobě italský matematik Vito Volterra (1860-1940) a americký vědec Alfréd James Lotka (1880-
1949). Volterrův popis modelu vznikl, když zkoumal změny množstvı́ ryb ulovených v Ja-
derském moři. A. Lotka odvodil shodné rovnice při modelovánı́ chemických reakcı́ a následně
zkoumal interakce mezi lovcem a kořistı́ [6]. I tyto navržené modely typu Lotka-Volterra vyka-
zovaly nedostatky, protože nerespektovaly podmı́nky, které ovlivňujı́ život populacı́ v přı́rodě.
Obecně platı́, že podmı́nky pro reprodukci populacı́ nejsou konstantnı́, zdroje jsou omezené a
např. v přı́padě interakce lovce a kořisti nebývá kořist jediným zdrojem obživy. Přesto můžeme
řı́ci, že Lotkův-Volterrův model, který nám umožňuje simulovat změny populačnı́ hustoty, se
stal základem pro návrhy reálnějšı́ch modelů, odrážejı́cı́ populačnı́ dynamiku v přı́rodě. Mnoho
dalšı́ch vědců detailně studovalo tento model a dále ho rozšiřovali. Přı́kladem je model G.F.
Gauseho, model P.H. Leslieho apod. V roce 1965 publikoval svoji studii také vědec C.S. Holling
(1930), který detailně zkoumal vliv nasycenı́ lovce a poprvé v modelech lovec-kořist zavedl
pojem funkcionálnı́ odezva lovce [6].
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2 KAPITOLA 1. ZÁKLADNÍ POPULAČNÍ MODELY

Dále se budeme zabývat speciálně Lotkovými-Volterrovými modely a zaměřı́me se na vyšetřenı́
stability řešenı́ systémů dvou populacı́. Základnı́ matematické definice a pojmy, které jsou
důležité pro kvalitativnı́ analýzu populačnı́ch modelů, lze nalézt v literatuře [1, 2, 3, 4, 5], z
které jsme primárně čerpali. Nejprve si stručně představı́me základnı́ typy populačnı́ch mo-
delů, ze kterých budeme v této práci vycházet.

1.1 Přehled základnı́ch typů populačnı́ch modelů

Malthusův model růstu populace

Jedná se o jeden z nejjednoduššı́ch modelů, kde základnı́m předpokladem je existence popu-
lace, která má neomezené zdroje potravy a nepůsobı́ na nı́ žádné vnějšı́ vlivy. Model poskytuje
informaci o rychlosti růstu populace v čase t, kdy aktuálnı́ změnu četnosti populace ovlivňuje
pouze rozdı́l narozených jedinců a jedinců, kteřı́ umı́rajı́ [8].

Rovnici modelu pro jeden druh populace můžeme napsat ve tvaru [8]

x′ = nx−mx,

kde x = x(t) vyjadřuje velikost populace v čase t, n je poměr narozených jedinců a m je poměr
úmrtnosti.

Rovnici můžeme napsat ve zkráceném tvaru

x′ = αx, (1.1)

kde α = n−m ∈ R je parametr rovnice a vyjadřuje mı́ru růstu populace. Pro α > 0 populace
roste (narodı́ se vı́ce jedinců, než jich umı́rá), nebo naopak pokud je α < 0, počet populace
klesá.

Řešenı́ rovnice (1.1) je ve tvaru

x(t) = x0eα(t−t0),

kde x0 = x(t0).

Z řešenı́ rovnice a obrázku 1.1 je patrné, že rychlost změny četnosti populace v čase t je expo-
nenciálnı́.
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Obrázek 1.1: Malthusův model růstu populace (1.1). Na obrázku vlevo populace roste expo-
nenciálně (parametr α > 0), na obrázku vpravo populace exponenciálně klesá (parametr α < 0).

V reálném prostředı́ nejsou výchozı́ podmı́nky modelu dosažitelné (dostatek potravy, neome-
zený prostor, podmı́nka izolovanosti). Proto si stručně představme možná rozšı́řenı́ Malthu-
sova modelu, která budou tato reálná omezenı́ jistým způsobem zohledňovat.

Verhulstův model (logistický model)

Reálné prostředı́ neposkytuje neomezené zdroje pro život populace, proto P. F. Verhulst rozšı́řil
Malthusův model o člen, který zohledňuje tuto skutečnost. To můžeme interpretovat tak, že při
zvyšovánı́ množstvı́ populace se obecně zhoršujı́ podmı́nky soužitı́ populace (méně potravy,
nedostatek životnı́ho prostoru apod.), a to vede k pomalejšı́mu růstu populace [8].

Rovnici modelu pro jeden druh populace můžeme napsat ve tvaru

x′ = αx
(

1− x
K

)
, (1.2)

kde α, K > 0 jsou parametry rovnice.

Parametr α reprezentuje mı́ru růstu populace, která ještě nepocit’uje nedostatek zdrojů či pro-
storu. Parametr K je nosná kapacita prostředı́, která vyjadřuje omezené zdroje populace (např.
zdroje potravy, životnı́ho prostoru apod.). Nosnou kapacitu prostředı́ můžeme také chápat jako
maximálnı́ počet populace, která se uživı́ v prostředı́, ve kterém žije.

Řešenı́ rovnice (1.2) bychom nalezli separacı́ proměnných ve tvaru

x(t) =
Kx0

x0 + (K− x0)e−α(t−t0)
,

kde x0 = x(t0).
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Systém má dva rovnovážné stavy, tj. stavy, kde x′ = 0, a tedy x(t) = x(t0). Tyto stavy jsou
x(t) = 0 a x(t) = K. Triviálnı́ řešenı́ x(t) = 0 je nestabilnı́ a druhý rovnovážný stav x(t) = K je
stabilnı́, tj. platı́, že pokud počátečnı́ podmı́nka četnosti populace x(0) > 0, pak x(t) → K pro
t→ ∞, tj. populace nikdy nevyhyne [9].

Na obrázku 1.2 můžeme vidět průběh řešenı́ pro různě volené počátečnı́ podmı́nky x(0). Pokud
je x(0) < K, pak řešenı́ x(t) je monotónně rostoucı́ k hodnotě K. Pokud x(0) > K, pak x(t)
monotónně klesá k hodnotě K.

Obrázek 1.2: Verhulstův model populace (1.2). Průběh četnosti populace v čase t pro počátečnı́
podmı́nky x(0) = 0.1K, x(0) = K

2 a x(0) = 2K.

Lotkův-Volterrův obecný model interakce

Model nese jméno podle vědců Alfreda Lotky a Vita Volterry a simuluje změny v četnosti n
populacı́ v závislosti na jejich vzájemné interakci.

Mějme dvě populace, jejichž velikosti v čase t označme x = x(t), y = y(t). V nejjednoduššı́m
přı́padě, pokud populace nemajı́ vzájemnou interakci, tj. pravděpodobnost setkánı́ je nulová,
lze model popsat rovnicemi ve tvaru

x′ = αx,

y′ = γy,
(1.3)

kde α, γ ∈ R jsou parametry.
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Zde předpokládáme, že se vnitrodruhová dynamika řı́dı́ nejjednoduššı́m Malthusovým mode-
lem (1.1).

V přı́padě, že docházı́ mezi populacemi k interakci můžeme základnı́ model pro dvě populace
(1.3) rozšı́řit na tvar

x′ = αx + βxy,

y′ = γy + δxy,
(1.4)

kde α, β, γ, δ ∈ R jsou parametry.

Členy rovnic αx a γy reprezentujı́ růst, nebo pokles populacı́ dle mı́ry porodnosti a úmrtnosti
každé populace v přı́padě, že druhá populace je nulová, resp. nenı́ vůbec přı́tomná. Součinové
členy βxy, resp. δxy v obou rovnicı́ch vyjadřujı́ dynamiku hustoty populacı́ při interakci. Para-
metry β a δ lze interpretovat jako mı́ry užitku při vzájemné interakci.

Kvalitativnı́ vlastnosti v závislosti na parametrech tohoto modelu budeme detailně zkoumat v
kapitole 2.

Lotkův-Volterrův model s logistickou funkcı́

Obecný model dvou populacı́ (1.4) můžeme dále rozšiřovat o dalšı́ vstupnı́ předpoklady a tı́m
vytvářet realističtějšı́ podobu modelu. V přı́padě přidánı́ logistické funkce (1.2) omezı́me dyna-
miku růstu populacı́ kapacitou prostředı́.

Rovnice modelu pro dva druhy populacı́ můžeme napsat ve tvaru

x′ = αx
(

1− x
K1

)
+ βxy,

y′ = γy
(

1− y
K2

)
+ δxy,

kde parametry α, γ, K1, K2 > 0, β, δ ∈ R. Parametry K1, K2 vyjadřujı́ maximálnı́ nosnou kapa-
citu prostředı́ populace x a populace y.

Tento typ modelu budeme detailně analyzovat v kapitole 3.

Lotkovy-Volterrovy modely s trofickou funkcı́ lovce

Obecný model (1.4) může vyjadřovat různé typy interakcı́ mezi populacemi. Jednı́m z typů je
interakce nazývaná lovec-kořist. Obecný model předpokládá, že úbytek kořisti při interakci s
lovcem závisı́ pouze na pravděpodobnosti setkánı́ a u lovce nenı́ omezeno množstvı́ kořisti,
kterou je schopen zpracovat za jednotku času. Takový předpoklad nenı́ realistický, proto do
modelu přidáme člen, který reprezentuje funkčnı́ reakci lovce na změnu hustoty kořisti. Tato
funkce určuje zpravidla hladinu, kdy je lovec nasycen [6].
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Rovnice modelu pro dva druhy populacı́ lze vyjádřit vztahem

x′ = αx
(

1− x
K1

)
− f (x)y,

y′ = γy
(

1− y
K2

)
+ δ f (x)y,

(1.5)

kde parametry α, γ, K1, K2 > 0, δ ∈ R. V přı́padě interakce typu lovec-kořist budeme využı́vat
značenı́, že x = x(t) je kořist a y = y(t) je lovec.

Součinové členy obecného modelu (1.4) jsou nahrazeny členem f (x)y, kde f (x) je omezená
funkce a nazýváme ji trofická funkce, resp. funkcionálnı́ odezva lovce. Funkce f (x) vyjadřuje
závislost počtu ulovené kořisti jednı́m lovcem za jednotku času na hustotě populace kořisti
[6, 7]. Tvar této funkce je určen dalšı́mi přı́tomnými parametry.

Základnı́ typy trofické funkce definoval C.S. Holling (1930), kdy vstupnı́ podmı́nky na průběh
funkce f (x) jsou:

1. f (0) = (0), tj. pokud kořist nenı́ dostupná, pak počet ulovené kořisti je nulový.

2. limx→∞ f (x) = S, tj. při nadbytku kořisti se počet ulovené kořisti asymptoticky blı́žı́ bodu
nasycenı́ S > 0.

3. Funkce f (x) je neklesajı́cı́.

Hollingovy trofické funkce se zpravidla klasifikujı́ následovně:

• Typ I

Tvar funkce je

f (x) =

{
βx, pro x < S

β ,

S, pro x ≥ S
β ,

kde S, β > 0.

Trofickou funkci můžeme interpretovat tak, že lovec lovı́ kořist přı́mo úměrně jejı́mu
množstvı́ do doby, než dojde k jeho nasycenı́ na hodnotu S. Po dosaženı́ hladiny nasycenı́
lovce zůstává počet ulovené kořisti jednı́m lovcem konstantnı́ (obrázek 1.3). Přı́kladem
jsou lovci, kteřı́ jsou schopni pohltit kořist celou a doba zpracovánı́ potravy je téměř nu-
lová [7].

• Typ II

Tvar funkce je

f (x) =
Sx

β + x
,

kde S, β > 0.
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Jedná se o tvar funkce odvozený z Typu I. Rychlost lovenı́ se při zvyšovánı́ četnosti popu-
lace kořisti snižuje po konkávnı́ křivce, která se asymptoticky blı́žı́ k bodu nasycenı́. Čı́m
vı́ce je kořisti, tı́m se snižuje potřebný čas na celkový proces lovu (obrázek 1.3) [6].

• Typ III

Tvar funkce je

f (x) =
Sx2

β2 + x2 ,

kde S, β > 0.

Trofická funkce je sigmoidálnı́ho tvaru. Vycházı́ z trofické funkce Typu II. Při nı́zké hus-
totě populace kořisti je rychlost lovu lovce minimálnı́. Pro vyššı́ hustotu kořisti se rych-
lost zı́skávánı́ kořisti lovcem prudce zvyšuje. To může být dáno např. osvojenı́m nových
zkušenostı́ a vyššı́ efektivitou při lovu. Pro vysoké četnosti kořisti se rychlost lovu kořisti
naopak asymptoticky zpomaluje k hodnotě nasycenı́ S (obrázek 1.3). To lze vysvětlit
stejně jako u trofické funkce Typu II. Pokud je nadbytek kořisti, pak počet zpracovaných
jedinců závisı́ předevšı́m na čase, který potřebuje lovec na zpracovánı́ kořisti a ten je
nezávislý na jejı́m počtu [6].

Obrázek 1.3: Základnı́ typy trofických funkcı́ dle C.S. Hollinga.

Lotkův-Volterrův model s vlastnı́ trofickou funkcı́

Uvažujme přı́klad modelu, který obsahuje vlastnı́ navrženou funkčnı́ odezvu lovce. Budeme
vycházet z obecného modelu (1.5), kde u populace kořisti zvolı́me vlastnı́ trofickou funkci
lovce f (x). V druhé rovnici pro jednoduchost nebudeme uvažovat nosnou kapacitu lovce a
použijeme pouze člen δxy mı́sto δ f (x)y.
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Dostaneme systém ve tvaru

x′ = αx
(

1− x
K

)
− f (x)y,

y′ = −γy + δxy,

kde α, γ, δ, K > 0 jsou parametry. Jejich význam je stejný jako u modelů ze kterých vycházı́me.

Tvar specifické trofické funkce f (x) lovce zvolı́me následovně

f (x) =
βx

µ + x2 , (1.6)

kde β, µ > 0 je parametr. Pro zjednodušenı́ volı́me β = µ.

Parametry b, µ nám ovlivňujı́ maximálnı́ počet kořisti, kterou je lovec schopen ulovit za jed-
notku času. Pro nı́zké počty kořisti se úspěšnost lovu zvyšuje téměř lineárně a blı́žı́ se hodnotě
S. Po dosaženı́ maximálnı́ hodnoty S docházı́ u lovce k pozvolné ztrátě schopnosti lovu se
zvyšujı́cı́ se četnostı́ kořisti. Tento jev můžeme interpretovat jako schopnost kořisti využı́t ko-
lektivnı́ obranu při dosaženı́ takové hustoty kořisti, která umožnı́ soužitı́ ve smečkách či většı́ch
skupinách.

Obrázek 1.4: Vlastnı́ trofická funkce (1.6).

Tento typ modelu budeme kvalitativně analyzovat v kapitole 3.3.



Lotkův-Volterrův obecný
model interakce 2

V této části práce se zaměřı́me na detailnı́ kvalitativnı́ analýzu pro vybrané modely dvou popu-
lacı́. Všechny dále analyzované modely vycházı́ z Lotkova-Volterrova obecného modelu, kdy
použijeme matematická východiska, která byla představena v 1. kapitole.

Analyzujme Lotkův-Volterrův obecný model interakce dvou populacı́. Rovnice modelu jsou ve
tvaru

x′ = αx + βxy,

y′ = γy + δxy,
(2.1)

kde α, β, γ, δ ∈ R jsou parametry.

Podle toho, jak volı́me znaménka parametrů α, β, γ, δ modelu, můžeme rozlišovat různé typy
interakcı́. Rovnice pak vyjadřujı́, zda populace ze vzájemné interakce profitujı́, nebo je interakce
ohrožuje.

V dalšı́ části práce se zaměřı́me na tři základnı́ typy interakcı́ obecného modelu (2.1):

• Symbióza
V rovnicı́ch modelu volı́me přı́slušné parametry tak, aby vyjadřovaly vztah, který zajišt’uje
profit ze společného soužitı́. Rovnice podmı́nku splňujı́ pro β > 0 a δ > 0.

• Soutěž
Volı́me vstupnı́ parametry modelu tak, aby vyjadřovaly vztah konkurence, kdy se popu-
lace interakcı́ vzájemně poškozujı́. Rovnice podmı́nku splňujı́ pro β < 0 a δ < 0.

• Lovec-kořist
Model vyjadřuje vztah mezi populacı́ lovce y a populacı́ kořisti x. Vstupnı́ parametry
volı́me s ohledem na podmı́nku, že lovec profituje ze vzájemné interakce a kořist, která je
zdrojem potravy pro lovce, je vzájemnou interakcı́ poškozována. Tuto podmı́nku splnı́me,
pokud β < 0 a δ > 0.

Možné kombinace interakce shrnuje tabulka 2.1.

9
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interakce α β γ δ

symbióza
− + − +
+ + + +
+ + − +

soutěž
+ − + −
+ − − −
− − − −

lovec - kořist

+ − − +
+ − + +
− − + +
− − − +

Tabulka 2.1: Znaménka parametrů α, β, γ, δ v modelu (2.1) a jejich kombinace v závislosti na
modelovaném typu interakce.

Stanovenı́ stacionárnı́ch bodů obecného modelu

Pro určenı́ stability obecného modelu provedeme vyšetřenı́ stacionárnı́ch bodů. Položı́me levé
strany obou rovnic v (2.1) rovné nule

0 = αx + βxy,

0 = γy + δxy.

Provedeme úpravu rovnic

0 = x(α + βy),

0 = y(γ + δx).

Z rovnic zı́skáme x-ovou a y-ovou nuloklinu

Nx =

{
(x, y) : x = 0∨ y = − α

β

}
,

Ny =
{
(x, y) : y = 0∨ y = −γ

δ

}
.

V průsečı́cı́ch x-ových a y-nových nuloklin nalezneme dva stacionárnı́ body

(x∗0 , y∗0) = (0, 0), (x∗1 , y∗1) =
(
−γ

δ
,− α

β

)
. (2.2)

Stacionárnı́ bod (x∗0 , y∗0) ležı́ v počátku (bod extinkce - obě populace vymı́rajı́). Netriviálnı́ sta-
cionárnı́ bod (x∗1 , y∗1) je v přı́padě, že ležı́ v 1. kvadrantu fázového prostoru, bodem koexistence
obou populacı́ a je vyjádřen pomocı́ parametrů α, β, γ, δ.

Pro určenı́ stability stacionárnı́ch bodů nelineárnı́ soustavy (2.1) provedeme linearizaci systému.
Sestavı́me Jacobiho matici, která má tvar

J(x, y) =
(

α + βy βx
δy γ + δx

)
.
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Pro stacionárnı́ body (x∗0 , y∗0), (x∗1 , y∗1) má Jacobiho matice tvar

J(0, 0) =
(

α 0
0 γ

)
, J

(
−γ

δ
,− α

β

)
=

(
0 − βγ

δ

− αδ
β 0

)
. (2.3)

Pro stacionárnı́ bod (x∗0 , y∗0) zı́skáme vlastnı́ čı́sla λ1 = α, λ2 = γ. Pro stacionárnı́ bod (x∗1 , y∗1)
zı́skáme vlastnı́ čı́sla λ1,2 = ±√αγ.

V dalšı́ části provedeme analýzu stability vybraných typů interakce - symbióza, soutěž, lovec-
kořist. Zaměřı́me se na hodnocenı́ pouze těch přı́padů, které zajišt’ujı́ společnou existenci po-
pulacı́. Vybereme takovou kombinaci parametrů α, β, γ, δ, kdy koexistenčnı́ stacionárnı́ bod
(x∗1 , y∗1) ležı́ v 1. kvadrantu fázové roviny, tj. má nezáporné obě souřadnice (x, y) (tabulka 2.2).

interakce - koexistence α β γ δ
symbióza − + − +
soutěž + − + −
lovec - kořist + − − +

Tabulka 2.2: Výběr znamének parametrů α, β, γ, δ v modelu (2.1) v závislosti na modelovaném
typu interakce.

2.1 Interakce typu symbióza

Model dvou populacı́ s interakcı́ typu symbióza vyjadřuje vztah založený na vzájemné koope-
raci [2]. Pokud uvažujeme přı́pad, kdy nedocházı́ ke vzájemné interakci a přirozená úmrtnost
populacı́ je vyššı́ než porodnost, klesá četnost jednotlivých populacı́ podle Malthusova modelu
(1.1). V přı́padě vzájemné interakce obě populace preferujı́, aby druhá populace byla přı́tomna,
protože jedna bez druhé nedokáže přežı́t. Populace se vzájemně podporujı́ a obě z toho profi-
tujı́. Tento typ interakce je důležitý pro některé životnı́ procesy v přı́rodě [6].

Interakci typu symbióza můžeme popsat pomocı́ dvou diferenciálnı́ch rovnic (2.1), kde β > 0 a
δ > 0. Ostatnı́ parametry α, γ stanovı́me dle výše uvedeného a tak, aby koexistenčnı́ stacionárnı́
bod měl nezáporné souřadnice (tabulka 2.2).

Pro přehlednost volı́me

α = −a,

β = +b,

γ = −c,

δ = +d,

(2.4)

kde a, b, c, d > 0.
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Zı́skáme upravený tvar rovnic

x′ = −ax + bxy,

y′ = −cy + dxy.
(2.5)

Záporné znaménko před parametry a a c vyjadřuje pokles počtu populacı́ v přı́padě, kdy je
druhá populace nepřı́tomná (nulová). Rovnice dále obsahujı́ kladný součinový člen bxy resp.
dxy, vyjadřujı́cı́ růst četnosti obou populacı́ při vzájemné interakci.

Stabilita stacionárnı́ch bodů

Stacionárnı́ body vycházı́ z obecného řešenı́ (2.2) se zohledněnı́m parametrů α, β, γ, δ pro tento
typ interakce (2.4)

(x∗0 , y∗0) = (0, 0), (x∗1 , y∗1) =
( c

d
,

a
b

)
.

Také pro nalezenı́ vlastnı́ch čı́sel λ1, λ2 Jacobiho matice vycházı́me z obecného řešenı́ (2.3) se
zohledněnı́m parametrů α, β, γ, δ pro tento model.

Vlastnı́ čı́sla λ1, λ2 pro stacionárnı́ bod (x∗0 , y∗0) = (0, 0) jsou

λ1 = −a < 0,

λ2 = −c < 0.

Hodnoty λ1, λ2 určujı́, že stacionárnı́ bod (x∗0 , y∗0) je stabilnı́ uzel.

Vlastnı́ čı́sla λ1, λ2 pro stacionárnı́ bod (x∗1 , y∗1) =
( c

d , a
b
)

jsou

λ1,2 = ±
√

ac, kde ac > 0.

Stacionárnı́ bod (x∗1 , y∗1) je sedlo.

Vytvořenı́m fázového portrétu modelu (2.5) můžeme pozorovat, že do sedlového bodu (x∗1 , y∗1)
směřujı́ dvě trajektorie, dělı́cı́ fázový prostor na dvě disjunktnı́ oblasti. Tuto křivku nazýváme
separatrix (obrázek 2.1).

Pokud volı́me počátečnı́ podmı́nku (x0, y0) tak, že ležı́ na křivce separatrix, populace přežı́vajı́
a trajektorie řešenı́ směřujı́ do koexistenčnı́ho stacionárnı́ho bodu (x∗1 , y∗1). V přı́padě, že volı́me
počátečnı́ podmı́nku (x0, y0) tak, že trajektorie začı́najı́ pod oblastı́ vymezenou křivkou sepa-
ratrix, všechna řešenı́ směřujı́ do bodu (x∗0 , y∗0), tj. x(t) → 0, y(t) → 0 pro t → ∞. Při volbě
počátečnı́ podmı́nky v oblasti nad křivkou separatrix, trajektorie řešenı́ rostou exponenciálně
do nekonečna, tj. x(t)→ ∞, y(t)→ ∞ pro t→ ∞.
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Obrázek 2.1: Interakce typu symbióza popsaná systémem (2.5). Obrázek znázorňuje rozdělenı́
fázového portrétu na dvě oblasti křivkou separatrix v sedlovém bodě (x∗1 , y∗1).

Rovnici křivky separatrix zı́skáme tak, že určı́me trajektorie řešenı́ systému (2.5), které směřujı́
do koexistenčnı́ho bodu (x∗1 , y∗1). Vydělenı́m rovnic (2.5) obdržı́me, že x-ová a y-ová souřadnice
trajektoriı́ vyhovuje diferenciálnı́ rovnici

dx
dy

=
x(−a + by)
y(−c + dx)

.

Dále upravı́me na tvar se separovanými proměnnými∫ −c + dx
x

dx =
∫ −a + by

y
dy.

Po integraci zı́skáme

−c ln |x|+ dx = −a ln |y|+ by + C.

Po úpravě dostaneme výraz

C = −c ln |x|+ a ln |y|+ dx− by.

Vidı́me, že podél vybrané trajektorie se neměnı́ hodnota veličiny

V(x, y) = −c ln |x|+ a ln |y|+ dx− by,

nebot’ podél trajektorie V(x, y) = C.
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Pro určenı́ rovnice separatrix využijeme skutečnost, že trajektorie směřuje do koexistenčnı́ho
bodu (x∗1 , y∗1), a tedy dosadı́me bod (x∗1 , y∗1) = ( c

d , a
b ) do V(x, y). Dostáváme, že rovnice separa-

trix je

V(x, y) = −c ln
∣∣∣ c
d

∣∣∣+ a ln
∣∣∣ a
b

∣∣∣+ c− a. (2.6)

Poznámka 2.1. Separatrix je pouze část křivky (2.6).

Model má dva stacionárnı́ body. Stacionárnı́ bod v počátku (x∗0 , y∗0) je bodem extinkce a druhý
stacionárnı́ bod (x∗1 , y∗1) je bodem koexistence. Stacionárnı́ bod (x∗0 , y∗0) je stabilnı́ uzel a bod
(x∗1 , y∗1) je sedlo.

Souhrnný přehled stability stacionárnı́ch bodů je uveden v tabulce 2.3.

a, b, c, d > 0
(x∗0 , y∗0) = (0, 0) stabilnı́ uzel
(x∗1 , y∗1) = ( c

d , a
b ) sedlo

Tabulka 2.3: Interakce typu symbióza (2.5). Přehled typu a stability stacionárnı́ch bodů.

Z průběhu trajektoriı́ řešenı́ na obrázku 2.2, 2.3 a 2.4 můžeme pozorovat, že při nepřı́tomnosti
druhé populace, nenı́ schopna žádná z populacı́ samostatně přežı́t. Jak již bylo zmı́něno výše
koexistence obou populacı́ závisı́ na volbě počátečnı́ podmı́nky (x0, y0). Obrázek 2.2 ilustruje
časový vývoj modelu při volbě počátečnı́ podmı́nky pod křivkou separatrix, kdy trajektorie
fázového portrétu směřujı́ do bodu extinkce a obě populace vymı́rajı́. Na obrázku 2.3 je zobra-
zen přı́pad, kdy počátečnı́ podmı́nka je volena v oblasti nad křivkou separatrix. Obě populace
společně přežı́vajı́ a jejich hustota roste exponenciálně do nekonečna. Na obrázku 2.4 je zob-
razena varianta, kdy volı́me počátečnı́ podmı́nku na křivce separatrix. Obě populace společně
koexistujı́ a na časovém vývoji modelu můžeme pozorovat, že hustota obou populace se ustálı́
na hodnotách, které odpovı́dajı́ koexistenčnı́mu stacionárnı́mu bodu (x∗1 , y∗1).

(x0* ,y0*)

(x1* ,y1*)(x0, y0)

separatrix
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Obrázek 2.2: Interakce typu symbióza (2.5). Fázový portrét a časový vývoj modelu při volbě
počátečnı́ podmı́nky v oblasti pod křivkou separatrix. Volba parametrů: a = 2, b = 1, c = 3, d =
1. Počátečnı́ podmı́nka (x0, y0) = (2, 2).
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Obrázek 2.3: Interakce typu symbióza (2.5). Fázový portrét a časový vývoj modelu při volbě
počátečnı́ podmı́nky v oblasti nad křivkou separatrix. Volba parametrů: a = 2, b = 1, c = 3, d =
1. Počátečnı́ podmı́nka (x0, y0) = (3, 4).
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Obrázek 2.4: Interakce typu symbióza (2.5). Fázový portrét a časový vývoj modelu při volbě
počátečnı́ podmı́nky na křivce separatrix. Volba parametrů: a = 2, b = 1, c = 3, d = 1. Počátečnı́
podmı́nka (x0, y0) = (2, 3.1).

2.2 Interakce typu soutěž

Pro interakci typu soutěž je charakteristické, že popisuje model soužitı́ dvou populacı́, které
si navzájem konkurujı́ [2]. Uvažujme přı́klad, kdy populace potřebujı́ stejné životnı́ prostředı́,
nebo soutěžı́ o stejné zdroje potravy. Pokud máme dvě populace, které nemajı́ interakci, bude
se četnost každé z populacı́ zvyšovat exponenciálně dle Malthusova modelu (1.1). V přı́padě,
že se obě populace setkávajı́, jsou interakcı́ poškozovány, a to ovlivňuje jejich četnost [6].
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Interakci typu soutěž lze vyjádřit pomocı́ dvou diferenciálnı́ch rovnic (2.1), kde β < 0, δ < 0.
Ostatnı́ parametry α, γ opět volı́me tak, aby byly splněny podmı́nky pro tento typ interakce
(tabulka 2.2).

Po volbě znamének parametrů je upravený tvar rovnic

x′ = ax− bxy,

y′ = cy− dxy,
(2.7)

kde a, b, c, d > 0.

Kladná znaménka před parametry a a c vyjadřuje růst počtu populacı́ v přı́padě, kdy je druhá
populace nepřı́tomná. Vzájemnou interakci v rovnicı́ch reprezentuje součinový člen bxy resp.
dxy. Záporná znaménka před parametry b a d vyjadřujı́ pokles počtu přı́slušné populace vlivem
vzájemné soutěže (konkurence).

Stabilita stacionárnı́ch bodů

Stacionárnı́ body vycházı́ z obecného řešenı́ (2.2) se zohledněnı́m parametrů pro tento typ in-
terakce

(x∗0 , y∗0) = (0, 0), (x∗1 , y∗1) =
( c

d
,

a
b

)
.

Pro určenı́ vlastnı́ch čı́sel λ1, λ2 použijeme Jacobiho matici vycházejı́cı́ z obecného řešenı́ (2.3).
Vlastnı́ čı́sla λ1, λ2 pro stacionárnı́ bod (x∗0 , y∗0) = (0, 0) jsou

λ1 = a > 0,

λ2 = c > 0.

Stacionárnı́ bod (x∗0 , y∗0) je nestabilnı́ uzel.

Pro stacionárnı́ bod (x∗1 , y∗1) =
( c

d , a
b
)

zı́skáme vlastnı́ čı́sla

λ1,2 = ±
√

ac, kde ac > 0.

Stacionárnı́ bod (x∗1 , y∗1) je sedlo.

Na obrázku 2.5 můžeme pozorovat, že trajektorie separatrix směřuje do sedlového bodu (x∗1 , y∗1)
a rozděluje fázový portrét na dvě oblasti, kde každá má charakteristický tvar trajektoriı́.
Stejně jako u interakce typu symbióza platı́, že volba počátečnı́ podmı́nky ovlivňuje charakter
řešenı́. Záležı́ tedy, zda počátečnı́ podmı́nka je v oblasti pod/nad separatrix, nebo je volena na
této křivce. Charakter řešenı́ pro jednotlivé přı́klady můžeme vidět na obrázku 2.6, 2.7 2.8.
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Obrázek 2.5: Interakce typu soutěž (2.7). Obrázek znázorňuje rozdělenı́ fázového portrétu na
dvě oblasti křivkou separatrix v sedlovém bodě (x∗1 , y∗1).

Trajektorii křivky separatrix zı́skáme stejným postupem jako u interakce typu symbióza ve
tvaru

V(x, y) = c ln
∣∣∣ c
d

∣∣∣− a ln
∣∣∣ a
b

∣∣∣− c + a.

Z výsledků analýzy stability systému vyplývá, že model má dva stacionárnı́ body. Prvnı́ sta-
cionárnı́ bod (x∗0 , y∗0) je nestabilnı́m uzlem a druhý stacionárnı́ bod (x∗1 , y∗1) je sedlo.

Souhrnný přehled stacionárnı́ch bodů nalezneme v tabulce 2.4.

a, b, c, d > 0
(x∗0 , y∗0) = (0, 0) nestabilnı́ uzel
(x∗1 , y∗1) = ( c

d , a
b ) sedlo

Tabulka 2.4: Interakce typu soutěž (2.7). Přehled typu a stability stacionárnı́ch bodů.

Při volbě počátečnı́ podmı́nky (x0, y0) pod křivkou separatrix (obrázek 2.6) populace y po
určitém čase vymı́rá (y(t) → 0 pro t → ∞). Populace x přežı́vá a roste bez omezenı́ (x(t) → ∞
pro t → ∞). Naopak při počátečnı́ podmı́nce (x0, y0) takové, že trajektorie začı́najı́ v oblasti
nad křivkou separatrix (obrázek 2.7), populace x po určitém čase vymı́rá (x(t)→ 0 pro t→ ∞)
a populace y roste neomezeně (y(t) → ∞ pro t → ∞). Pokud volı́me počátečnı́ podmı́nku na
křivce separatrix (obrázek 2.8), obě populace přežı́vajı́ a časový vývoj modelu ukazuje, že se
četnost populacı́ ustálı́ na hodnotách odpovı́dajı́cı́ koexistenčnı́mu bodu (x∗1 , y∗1).
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Obrázek 2.6: Interakce typu soutěž (2.7). Fázový portrét a časový vývoj modelu při volbě
počátečnı́ podmı́nky v oblasti pod křivkou separatrix. Volba parametrů: a = 0.7, b = 0.2, c =
1.1, d = 0.2. Počátečnı́ podmı́nka (x0, y0) = (5, 2).
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Obrázek 2.7: Interakce typu soutěž (2.7). Fázový portrét a časový vývoj modelu při volbě
počátečnı́ podmı́nky v oblasti nad křivkou separatrix. Volba parametrů: a = 0.7, b = 0.2, c =
1.1, d = 0.2. Počátečnı́ podmı́nka (x0, y0) = (4, 3).
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Obrázek 2.8: Interakce typu soutěž (2.7). Fázový portrét a časový vývoj modelu při volbě
počátečnı́ podmı́nky na křivce separatrix. Volba parametrů: a = 0.7, b = 0.2, c = 1.1, d = 0.2.
Počátečnı́ podmı́nka (x0, y0) = (8, 5.6).

2.3 Interakce typu lovec-kořist

Interakce typu lovec-kořist se zaměřuje na vzájemný vztah, kdy v přı́padě dvou populacı́ jedna
populace (lovec) profituje ze vzájemných interakcı́ a druhá populace (kořist) je vzájemným
působenı́m poškozována [2]. Předpokládejme, že lovec nemá jiný zdroj potravy, pak bez in-
terakce s kořistı́ klesá jeho četnost exponenciálně dle Malthusova modelu (1.1). Naopak kořist,
která nenı́ ohrožována lovcem, může neomezeně růst. Pro interakci uvažujme podmı́nku, že
dı́ky predaci lovce se snižuje růst kořisti úměrně jejich vzájemnému setkávánı́ a dostupnost
kořisti zajišt’uje růst populace lovce [6].

U interakce typu lovec-kořist vycházı́me ze systému rovnic (2.1), kde β < 0 a δ > 0 a ostatnı́
parametry α, γ volı́me dle tabulky 2.2.

Zı́skáme upravený tvar rovnic

x′ = ax− bxy,

y′ = −cy + dxy.
(2.8)

kde a, b, c, d > 0, x = x(t) je kořist a y = y(t) je lovec.

Kladné znaménko před parametrem a v prvnı́ rovnici vyjadřuje růst počtu populace kořisti,
pokud je populace lovce nepřı́tomná. Záporné znaménko před parametrem c ve druhé rov-
nici vyjadřuje úbytek populace lovce, pokud je populace kořisti nulová. Obě rovnice obsahujı́
součinové členy bxy a dxy reprezentujı́cı́ vliv interakce populacı́. Záporné znaménko před pa-
rametrem b vyjadřuje pokles četnosti kořisti, a naopak kladné znaménko před parametrem d
vyjadřuje růst populace lovce vlivem vzájemného působenı́.
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Stabilita stacionárnı́ch bodů

Pro určenı́ stacionárnı́ch bodů vycházı́me z obecného řešenı́ (2.2), kde zohlednı́me znaménka
parametrů α, β, γ, δ pro tento typ interakce

(x∗0 , y∗0) = (0, 0), (x∗1 , y∗1) =
( c

d
,

a
b

)
.

Dále určı́me hodnoty vlastnı́ch čı́sel λ1, λ2 v bodech (x∗0 , y∗0), (x∗1 , y∗1). Přı́slušná Jacobiho matice
vycházı́ z obecného řešenı́ (2.3).

Vlastnı́ čı́sla λ1, λ2 pro stacionárnı́ bod (x∗0 , y∗0) = (0, 0) jsou

λ1 = a > 0,

λ2 = c < 0.

Stacionárnı́ bod (x∗0 , y∗0) je sedlo.

Pro stacionárnı́ bod (x∗1 , y∗1) =
( c

d , a
b
)

jsou vlastnı́ čı́sla

λ1,2 = ±
√

ac, kde ac < 0, tj., λ1,2 = ±i
√
|ac|.

Vlastnı́ čı́sla λ jsou komplexně sdružená a reálná část je nulová, tj. stacionárnı́ bod (x∗1 , y∗1)
nenı́ hyperbolický bod. Proto nemůžeme o stabilitě rozhodnout na základě věty o linearizaci.
Stacionárnı́ bod může být střed, stabilnı́ nebo nestabilnı́ ohnisko.

Provedeme detailnějšı́ analýzu pro určenı́ tvaru trajektoriı́ řešenı́ v okolı́ stacionárnı́ho bodu.
Využijeme skutečnost, že systém (2.8) je konzervativnı́, tj. že existuje jeho prvnı́ integrál. Na-
lezenı́ prvnı́ho integrálu provedeme stejným postupem jako v kapitole 2.1 při hledánı́ rovnice
křivky separatrix.
Prvnı́ integrál je funkce V(x, y), která je konstantnı́ na trajektoriı́ch systému (2.8) a najdeme ji
ve tvaru

V(x, y) = −c ln(x)− a ln(y) + dx + by.

Trajektorie systému (2.8) jsou hladinami 1. integrálu V(x, y). Pro určenı́ tvaru trajektoriı́ řešenı́,
provedeme analýzu funkce V(x, y). Nejprve určı́me prvnı́ a druhé parciálnı́ derivace funkce
V(x, y) a sestavı́me Hessovu matici druhých parciálnı́ch derivacı́ této funkce

∂V
∂x

= − c
x
+ d,

∂V
∂y

= − a
y
+ b,

∂2V
∂x2 =

c
x2 ,

∂2V
∂x∂y

= 0,
∂2V
∂y∂x

= 0,
∂2V
∂y2 =

a
y2 .

Hessova matice má tvar

H(x, y) =

(
c

x2 0
0 a

y2

)
. (2.9)
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Po dosazenı́ stacionárnı́ho bodu (x∗1 , y∗1) = ( c
d , a

b ) je zřejmé, že matice druhých parciálnı́ch de-
rivacı́ H(x, y) (2.9) je pozitivně definitnı́ (λ1 > 0, λ2 > 0). To znamená, že funkce V(x, y) je
konvexnı́ a v bodě (x∗1 , y∗1) nabývá svého minima.
Protože bod (x∗1 , y∗1) je lokálnı́ minimum funkce V(x, y) a hladiny na jeho okolı́ jsou uzavřené
křivky, pak platı́ že, všechny trajektorie v jeho okolı́ jsou také uzavřené. Můžeme tedy konsta-
tovat, že stacionárnı́ bod (x∗1 , y∗1) je (nelineárnı́) střed.

Analyzovaný model má dva stacionárnı́ body. Jeden stacionárnı́ bod (x∗0 , y∗0) je sedlo. Druhý
stacionárnı́ bod (x∗1 , y∗1) je střed, jedná se o koexistenčnı́ bod.

Souhrnný přehled stability stacionárnı́ch bodů nalezneme v tabulce 2.5.

a, b, c, d > 0
(x∗0 , y∗0) = (0, 0) sedlo
(x∗1 , y∗1) = ( c

d , a
b ) střed

Tabulka 2.5: Interakce typu lovec-kořist (2.8). Přehled typu a stability stacionárnı́ch bodů.

Z fázového portrétu na obrázku 2.9 vidı́me, že jednotlivá řešenı́ majı́ tvar uzavřených křivek
kolem stacionárnı́ho bodu (x∗1 , y∗1). Pokud je kořisti minimum, má lovec nedostatek potravy a
začne vymı́rat. To umožnı́ nárůst populace kořisti, která je méně lovena. Důsledkem je, že lovci
majı́ opět vı́ce potravy a zvýšı́ se lov kořisti. Tı́m hustota kořisti postupně klesá a v okamžiku,
kdy počet lovců dosahuje maxima, následuje prudký pokles četnosti kořisti. Celý cyklus se
opakuje a docházı́ tak k cyklické změně četnosti lovce a kořisti. Četnost obou populacı́ se může
dostat blı́zko k bodu extinkce, ale jsou schopni se zotavit a koexistovat společně.
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Obrázek 2.9: Interakce typu lovec-kořist (2.8). Fázový portrét a časový vývoj modelu. Volba
parametrů: a = 1, b = 1, c = 1, d = 1. Počátečnı́ podmı́nka (x0, y0) = (2, 2).





Rozšı́řené modely typu
lovec-kořist 3

V této kapitole provedeme rozšı́řenı́ obecného Lotkova-Volterrova modelu interakce typu lovec-
kořist, kdy pro realističtějšı́ podobu přidáme do modelu dalšı́ vstupnı́ předpoklady. Cı́lem bude
provést vyšetřenı́ kvalitativnı́ch vlastnostı́ systému, přı́padně popis vyskytujı́cı́ch se bifurkacı́.

3.1 Model s vnitrodruhovou konkurencı́ kořisti

V obecném modelu lovec-kořist (2.8) roste populace kořisti při nepřı́tomnosti lovce podle Mal-
thusova modelu (1.1). V reálném prostředı́ nenı́ možný neomezený růst, protože prostředı́, kde
kořist žije, poskytuje omezené zdroje. Proto provedeme rozšı́řenı́ modelu lovec-kořist, kdy do
modelu zahrneme vliv konkurence populace kořisti.

Upravı́me rovnici (2.8) tak, že přidáme logistickou funkci (1.2) do rovnice populace kořisti a
dostaneme systém ve tvaru

x′ = ax
(

1− x
K

)
− bxy,

y′ = −cy + dxy,
(3.1)

kde a, b, c, d, K > 0 jsou parametry.

Znaménka před parametry modelu a, b, c, d jsou shodné s obecným modelem lovec-kořist (2.8).
Docházı́-li ke vzájemné interakci lovce a kořisti, kořist je touto interakcı́ poškozována, protože
je zdrojem potravy pro lovce. V přı́padě, že lovec nemá dostatek potravy, docházı́ k úbytku
populace lovce. Do modelu je u populace kořisti zařazen logistický člen obsahujı́cı́ parametr K,
který reprezentuje nosnou kapacitu prostředı́. Čı́m vı́ce se bude počet kořisti limitně přibližovat
k nosné kapacitě prostředı́ K, tı́m pomaleji se bude kořist množit.

Pro snı́ženı́ počtu parametrů modelu provedeme zjednodušenı́ tı́m, že převedeme systém na
bezrozměrný tvar.

23
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Upravı́me výchozı́ tvar rovnic (3.1)

1
b

dx
dt

=
a
b

x
(

1− x
K

)
− xy,

1
d

dy
dt

= − c
d

y + xy.

Zavedeme nové neznámé u a v a nový parametr r

u =
d
c

x, v =
b
a

y, r =
c

dK
> 0,

kde r > 0.

Po úpravě dostaneme tvar

1
a

du
dt

= u(1− ru)− uv,

1
c

dv
dt

= −v + uv.

Pro eliminaci parametrů a, c zavedeme dalšı́ parametr ρ a novou časovou proměnnou τ

τ = at, ρ =
c
a
> 0,

kde ρ > 0, τ > 0, tj. du
dτ = du

dt
dt
dτ = 1

a
du
dt a podobně dv

dτ = a
c

dv
dt .

Zı́skáme bezrozměrný tvar modelu (3.1)

du
dτ

= u(1− ru− v),

dv
dτ

= ρv(u− 1).
(3.2)

Stabilita stacionárnı́ch bodů

Stanovı́me nulokliny

Nu = {(u, v) : u = 0∨ v + ru = 1} ,

Nv = {(u, v) : u = 1∨ v = 0} .

Stacionárnı́ body pro tento model jsou

(u∗0 , v∗0) = (0, 0), (u∗1 , v∗1) =
(

1
r

, 0
)

, (u∗2 , v∗2) = (1, 1− r).

U populačnı́ch modelů má stacionárnı́ bod nezáporné obě souřadnice. Proto budeme stacionárnı́
bod (u∗2 , v∗2) uvažovat a analyzovat pouze v přı́padě r ∈ (0, 1).
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Sestavı́me Jacobiho matici

J(u, v) =
(

1− 2ru− v −u
ρv ρu− ρ

)
.

Vlastnı́ čı́sla λ1, λ2 pro stacionárnı́ bod (u∗0 , v∗0) = (0, 0) jsou

λ1 = 1,

λ2 = −ρ < 0.

Stacionárnı́ bod (u∗0 , v∗0) je typu sedlo.

Pro stacionárnı́ bod (u∗1 , v∗1) =
(

1
r , 0
)

najdeme vlastnı́ čı́sla λ1, λ2 Jacobiho matice ve tvaru

λ1 = ρ

(
1
r
− 1
)

,

λ2 = −1.

Pro stacionárnı́ bod (u∗1 , v∗1) platı́, že pro r ∈ (0, 1) je λ2 < 0 < λ1 a jedná se o sedlo. Pro r > 1
je λ1 < 0, λ2 < 0 a stacionárnı́ bod je stabilnı́ uzel.

Pro stacionárnı́ bod (u∗2 , v∗2) = (1, 1− r) z Jacobiho matice určı́me charakteristickou rovnici

det(J(1, 1− r)− λI) =
∣∣∣∣−r− λ −1

ρ− ρr −λ

∣∣∣∣ = λ2 + rλ + (ρ− ρr) = 0.

Z charakteristické rovnice určı́me vlastnı́ čı́sla λ1, λ2

λ1,2 =
−r±

√
D

2
,

kde D = r2 − 4ρ(1− r). Charakter vlastnı́ch čı́sel λ1, λ2 závisı́ na znaménku diskriminantu D.
Diskriminant D = 0 pro

r1,2 = −2ρ± 2
√

ρ2 + ρ.

Jelikož r2 = −2ρ − 2
√

ρ2 + ρ < 0 a my uvažujeme, že r > 0, bude pro nás důležitý kořen
r1 = −2ρ + 2

√
ρ2 + ρ.

S ohledem na volbu parametru r rozlišujeme dva přı́pady, které určujı́ charakter vlastnı́ch čı́sel
λ1, λ2.

Pro r ∈ (0, r1) je D < 0 a vlastnı́ čı́sla λ1, λ2 jsou komplexně sdružená. Reálná část vlastnı́ch
čı́sel je

Re(λ1, λ2) = −
r
2
< 0.

Stacionárnı́ bod (u∗2 , v∗2) = (1, 1− r) je stabilnı́ ohnisko.
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Poznámka 3.1. Pro r = r1 je diskriminant D = 0. Stacionárnı́ bod (u∗2 , v∗2) má dvojnásobná
vlastnı́ čı́sla λ1,2 a existuje jeden lineárně nezávislý vlastnı́ vektor. Stacionárnı́ bod (u∗2 , v∗2) je
degenerovaný uzel.

Pro r ∈ (r1, 1) je D > 0 a vlastnı́ čı́sla λ1, λ2 jsou reálná záporná. Stacionárnı́ bod (u∗2 , v∗2) =
(1, 1− r) je stabilnı́ uzel.

Poznámka 3.2. Pro r = 1 je jedno vlastnı́ čı́slo λ1 = 0. Stacionárnı́ bod (u∗2 , v∗2) nenı́ hyperbo-
lický a nelze rozhodnout o typu stability pomocı́ věty o linearizaci. Je nutné použı́t alternativnı́
postup, který zde nebudeme provádět.

Pro r > 1 bychom jednoznačně obdrželi, že λ2 < 0 < λ1, a tedy (u∗2 , v∗2) by byl sedlem, ovšem
ležı́cı́m mimo 1. kvadrant.

Analyzovaný model je po převedenı́ na bezrozměrný tvar 2-parametrický systém, kde po-
pulačnı́ dynamiku ovlivňujı́ parametry ρ a r. Systém má tři stacionárnı́ body. V přı́padě sta-
cionárnı́ho bodu (u∗0 , v∗0) ovlivňujı́ parametry ρ a r systém pouze kvantitativně, tj. majı́ vliv
pouze na tvar trajektoriı́ a stacionárnı́ bod je sedlo. U stacionárnı́ho bodu (u∗1 , v∗1) určuje para-
metr r souřadnice bodu ve fázovém portrétu a také typ stability. Pro r ∈ (0, 1) se jedná o sedlo
a pro r > 1 se jedná o stabilnı́ uzel.
Stacionárnı́ bod (u∗2 , v∗2) je koexistenčnı́ bod, kdy parametr r určuje jeho souřadnice ve fázovém
prostoru. V celém rozsahu parametru r ∈ (0, 1) je bod asymptoticky stabilnı́. Uvnitř tohoto
intervalu docházı́ ke změně typu stacionárnı́ho bodu ze stabilnı́ho ohniska na stabilnı́ uzel v
závislosti na volbě parametru ρ a r. Na obrázku 3.1 můžeme pozorovat, že volba parametru
r = r1(ρ) určuje hraničnı́ hodnotu parametru, kde docházı́ ke změně charakteru vlastnı́ch čı́sel
λ a tedy ke změně typu stacionárnı́ho bodu. Parametr r1 rozděluje interval r ∈ (0, 1) na dvě
oblasti, kdy pro r ∈ (0, r1) je bod (u∗2 , v∗2) stabilnı́ ohnisko a pro r ∈ (r1, 1) je bod (u∗2 , v∗2) stabilnı́
uzel. Pro r = 1 se stacionárnı́ body (u∗1 , v∗1) a (u∗2 , v∗2) sjednotı́, docházı́ k výměně typu a jejich
stability, tj. transkritické bifurkaci. Pro r > 1 se stacionárnı́ bod (u∗2 , v∗2) měnı́ ze stabilnı́ho uzlu
na sedlo. V takovém přı́padě má ale bod (u∗2 , v∗2) zápornou jednu souřadnici a pro náš model
pak zůstávajı́ smysluplné pouze stacionárnı́ body (u∗0 , v∗0) (sedlo) a (u∗1 , v∗1) (stabilnı́ uzel).

Přehled změn stability stacionárnı́ch bodů je shrnutý v tabulce 3.1.

r ∈ (0, r1) r ∈ (r1, 1) r > 1
(u∗0 , v∗0) = (0, 0) sedlo
(u∗1 , v∗1) = ( 1

r , 0) sedlo stabilnı́ uzel
(u∗2 , v∗2) = (1, 1− r) stabilnı́ ohnisko stabilnı́ uzel sedlo (mimo 1. kvadrant)

Tabulka 3.1: Model s vnitrodruhovou konkurencı́ kořisti (3.2). Přehled typu a stability sta-
cionárnı́ch bodů.
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Obrázek 3.1: Model s vnitrodruhovou konkurencı́ kořisti (3.2). Změna typu stability sta-
cionárnı́ho bodu (u∗2 , v∗2) v závislosti na volbě parametrů ρ a r.

Obrázek 3.2 a 3.3 ilustruje fázový portrét a časový vývoj modelu pro dvě různé situace. V
přı́padě, že volı́me r ∈ (0, r1), tj. kapacita prostředı́ kořisti je vysoká, docházı́ k ustálenému
stavu populace lovce a kořisti tlumenými oscilacemi v bodě (u∗2 , v∗2), který je v tomto přı́padě
stabilnı́m ohniskem. Pokud volı́me r ∈ (r1, 1), tj. kapacita prostředı́ kořisti je nı́zká, docházı́ k
ustálenı́ stavu populace lovce a kořisti v krátkém čase po několika zakolı́sánı́ amplitudy v bodě
(u∗2 , v∗2), který je v tomto přı́padě stabilnı́ uzel. Četnost kořisti i lovce se ustálı́ na hodnotách
odpovı́dajı́cı́ koexistenčnı́mu bodu (u∗2 , v∗2). Tı́m, že jsme do systému přidali logistický člen,
docházı́ ke stabilizaci řešenı́ v koexistenčnı́m bodě v závislosti na zadané kapacitě prostředı́ na
straně kořisti.
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Obrázek 3.2: Model s vnitrodruhovou konkurencı́ kořisti (3.2). Fázový portrét a časový vývoj
modelu pro r ∈ (0, r1). Koexistenčnı́ bod (u∗2 , v∗2) je stabilnı́ ohnisko. Volba parametrů: r =
0.2, ρ = 1. Počátečnı́ podmı́nka (u0, v0) = (5, 3).
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Obrázek 3.3: Model s vnitrodruhovou konkurencı́ kořisti (3.2). Fázový portrét a časový vývoj
modelu pro r ∈ (r1, 1). Koexistenčnı́ bod (u∗2 , v∗2) je stabilnı́ uzel. Volba parametrů: r = 0.85, ρ =
1. Počátečnı́ podmı́nka (u0, v0) = (5, 3).

Na obrázku 3.4 je zobrazen bifurkačnı́ diagram znázorňujı́cı́ změnu dynamiky systému (3.2)
v závislosti na hodnotě parametru r při konstantnı́ hodnotě parametru ρ > 0. V přı́padě, že
parametr r = 0, chovánı́ modelu je identické s obecným modelem lovec-kořist (2.8). Dále je
z bifurkačnı́ho diagramu zřejmé, že pro parametr r = 1 se v bodě (1, 0) potkávajı́ větve sta-
cionárnı́ch bodů (u∗1 , v∗1), (u

∗
2 , v∗2), docházı́ zde ke změně typu a stability ze stabilnı́ho uzlu na

sedlo a tedy nastává transkritická bifurkace.

Obrázek 3.4: Bifurkačnı́ diagram modelu s vnitrodruhovou konkurencı́ kořisti (3.2). Obrázek
ilustruje změnu dynamiky systému v závislosti na hodnotě parametru r při konstantnı́ hodnotě
ρ > 0. Při volbě parametru r = 1 nastává v bodě (u∗, v∗) = (1, 0) transkritická bifurkace.



3.2. MODEL S VNITRODRUHOVOU KONKURENCÍ KOŘISTI A LOVCE 29

3.2 Model s vnitrodruhovou konkurencı́ kořisti a lovce

Model lovec kořist s přidanou logistickou funkcı́ u populace kořisti (3.1) eliminoval nereálný
předpoklad, že bez přı́tomnosti dravce roste kořist exponenciálně. Pro realističtějšı́ podobu do
modelu přidáme logistickou funkci také u populace lovce. Zı́skáme tak model, kdy u obou
populacı́ docházı́ k vnitrodruhové konkurenci s ohledem na nosnou kapacitu prostředı́. Dále
přidáme podmı́nku, že kořist nenı́ nezbytnou potravou pro lovce, a tedy i bez existence kořisti
je lovec schopen přežı́t.

Model můžeme vyjádřit pomocı́ dvou diferenciálnı́ch rovnic, které vycházı́ z modelu (3.1) s
rozšı́řenı́m o logistický člen u populace lovce.

Tvar rovnic je

x′ = ax
(

1− x
K1

)
− bxy,

y′ = cy
(

1− y
K2

)
+ dxy,

(3.3)

kde a, b, c, d, K1, K2 > 0.

Znaménka před parametry modelu a, b, d a jejich význam je shodný s modelem (2.8). Pro pa-
rametr c volı́me kladné znaménko, které vyjadřuje schopnost lovce přežı́t i bez přı́tomnosti
kořisti. Pro obě populace jsou do modelu zařazeny logistické funkce, které obsahujı́ koeficienty
K1, K2, reprezentujı́cı́ nosnou kapacitu kořisti a lovce. Logistické členy v rovnicı́ch zajišt’ujı́, že
pokud populace nemajı́ vzájemnou interakci, porostou maximálně do své nosné kapacity.

Opět převedeme systém (3.3) na bezrozměrný tvar.

Upravı́me výchozı́ tvar rovnic (3.3)

1
b

dx
dt

=
a
b

x
(

1− x
K1

)
− xy,

1
d

dy
dt

=
c
d

y
(

1− y
K2

)
+ xy.

Zavedeme nové neznámé u a v, nové parametry r1, r2, ρ a novou časovou proměnnou τ

u =
d
c

x, v =
b
a

y, r1 =
c

dK1
, r2 =

a
bK2

, τ = at, ρ =
c
a
> 0,

kde r1, r2, ρ > 0.
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Zı́skáme bezrozměrný tvar modelu

du
dτ

= u(1− r1u− v),

dv
dτ

= ρv(1− r2v + u).
(3.4)

Stabilita stacionárnı́ch bodů

Stanovı́me nulokliny

Nu = {(u, v) : u = 0∨ v + r1u = 1} ,

Nv = {(u, v) : v = 0∨ u− r2v = −1} .

Určı́me stacionárnı́ body, které jsou

(u∗0 , v∗0) = (0, 0), (u∗1 , v∗1) =
(

1
r1

, 0
)

,

(u∗2 , v∗2) =
(

0,
1
r2

)
, (u∗3 , v∗3) =

(
r2 − 1

1 + r1r2
,

1 + r1

1 + r1r2

)
.

Pro biologický model, uvažujme podmı́nku, že stacionárnı́ body majı́ nezáporné souřadnice
(u, v). Proto budeme pro stacionárnı́ bod (u∗3 , v∗3) uvažovat a analyzovat pouze hodnoty para-
metrů r1 > 0 a r2 > 1.

Jacobiho matice má tvar

J(u, v) =
(

1− 2r1u− v −u
ρv ρ− 2ρr2v + ρu

)
.

Vlastnı́ čı́sla λ1, λ2 pro stacionárnı́ bod (u∗0 , v∗0) = (0, 0) jsou

λ1 = 1,

λ2 = ρ > 0.

Stacionárnı́ bod (u∗0 , v∗0) je nestabilnı́ uzel.

Pro stacionárnı́ bod (u∗1 , v∗1) =
(

1
r1

, 0
)

je

J
(

1
r1

, 0
)
=

(
−1 − 1

r1

0 ρ
(

1 + 1
r1

)) .

Jelikož se jedná o hornı́ trojúhelnı́kovou matici, ihned vidı́me vlastnı́ čı́sla

λ1 = −1,

λ2 = ρ

(
1 +

1
r1

)
> 0.

Stacionárnı́ bod (u∗1 , v∗1) =
(

1
r1

, 0
)

je sedlo.
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Pro stacionárnı́ bod (u∗2 , v∗2) =
(

0, 1
r2

)
je

J
(

0,
1
r2

)
=

(
1− 1

r2
0

ρ
r2

−ρ

)
.

Protože se jedná o dolnı́ trojúhelnı́kovou matici, ihned vidı́me vlastnı́ čı́sla

λ1 = 1− 1
r2

,

λ2 = −ρ < 0.

Stacionárnı́ bod (u∗2 , v∗2) =
(

0, 1
r2

)
je pro r2 ∈ (0, 1) stabilnı́ uzel, a pro r2 > 1 je typu sedlo.

Pro stacionárnı́ bod (u∗3 , v∗3) =
(

r2−1
1+r1r2

, 1+r1
1+r1r2

)
z Jacobiho matice určı́me charakteristickou rov-

nici

det
(

J
(

r2 − 1
1 + r1r2

,
1 + r1

1 + r1r2

)
− λI

)
=

∣∣∣∣∣
r1−r1r2
1+r1r2

− λ 1−r2
1+r1r2

ρ+ρr1
1+r1r2

−ρr1r2−2ρr2
1+r1r2

− λ

∣∣∣∣∣ = Aλ2 + Bλ + C = 0,

kde

A = 1 + r2
1r2

2,

B = (−r1 − r2
1r2 + r1r2 + r2

1r2
2) + ρ(2r2 + r1r2 + 2r1r2

2 + r2
1r2

2),

C = ρ(−1− r1 + r2
1 + r2 + r2

2 − r1r2 − r2
1r2 + 2r1r2

2).

Z charakteristické rovnice stanovı́me vlastnı́ čı́sla λ1, λ2

λ1,2 =
−B±

√
D

2A
,

kde D = B2 − 4AC.

Protože stacionárnı́ bod (u∗3 , v∗3) uvažujeme pouze pro r1, ρ > 0, r2 > 1, je diskriminant D > 0

a λ1, λ2 < 0. Stacionárnı́ bod (u∗3 , v∗3) =
(

r2−1
1+r1r2

, 1+r1
1+r1r2

)
je stabilnı́ uzel.

Pro r1, ρ > 0, r2 ∈ (0, 1) je stacionárnı́ bod (u∗3 , v∗3) sedlo, ale ležı́ mimo 1. kvadrant, proto ho
nebudeme uvažovat.

Poznámka 3.3. Pro r2 = 1 je jedno vlastnı́ čı́slo λ1 = 0. Stacionárnı́ bod (u∗3 , v∗3) nenı́ hyperbo-
lický a nelze rozhodnout o typu stability pomocı́ věty o linearizaci. Je nutné použı́t alternativnı́
postup, který zde nebudeme provádět.
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Zkoumaný model jsme zjednodušili převedenı́m na bezrozměrný tvar a zı́skali jsme soustavu
rovnic, která obsahuje parametry ρ, r1 a r2. Tyto parametry ovlivňujı́ model jak kvalitativně,
tak kvantitativně. Systém má čtyři stacionárnı́ body. Triviálnı́ stacionárnı́ bod (u∗0 , v∗0) je nesta-
bilnı́ uzel, kdy parametr ρ stabilitu neovlivňuje a má vliv pouze na tvar trajektorie řešenı́. Pro
stacionárnı́ bod (u∗1 , v∗1) platı́, že parametry ρ > 0 a r1 > 0 neovlivňujı́ stabilitu ani typ a sta-
cionárnı́ bod je sedlo.
V přı́padě stacionárnı́ho bodu (u∗2 , v∗2) je pro typ a stabilitu určujı́cı́ zvolená hodnota parametrů
ρ a r2. Při volbě parametru r2 ∈ (0, 1) je stacionárnı́ bod stabilnı́ uzel, pro r2 > 1 je stacionárnı́
bod sedlo.
Stacionárnı́ bod (u∗3 , v∗3) je koexistenčnı́ bod a typ jeho stability ovlivňuje nastavenı́ parametrů
ρ, r1 a r2. Parametry r1, r2 určujı́ polohu stacionárnı́ho bodu ve fázovém prostoru a umožňujı́
regulovat maximálnı́ kapacitu prostředı́ u populace kořisti (r1) a maximálnı́ kapacitu prostředı́
u populace lovce (r2). Při podmı́nce, která zajišt’uje reálnost modelu (ρ > 0, r1 > 0 a r2 > 1) je
stacionárnı́ bod stabilnı́ uzel. Pokud bychom volili parametr r2 ∈ (0, 1), pak stacionárnı́ bod je
sedlo. Jedná se o situaci, kdy souřadnice bodu (u∗3 , v∗3) jsou záporné a takový stav neodpovı́dá
realitě populačnı́ho modelu. Pro r2 = 1 docházı́ ke splynutı́ bodů (u∗2 , v∗2) a (u∗3 , v∗3), kdy si
vzájemně vyměnı́ typ stacionárnı́ho bodu a stabilitu, tj. nastává transkritická bifurkace.

Přehled změn stability stacionárnı́ch bodů je shrnutý v tabulce 3.2.

r1 > 0 r2 ∈ (0, 1) r2 > 1
(u∗0 , v∗0) = (0, 0) nestabilnı́ uzel
(u∗1 , v∗1) = ( 1

r1
, 0) sedlo

(u∗2 , v∗2) = (0, 1
r2
) stabilnı́ uzel sedlo

(u∗3 , v∗3) =
(

r2−1
1+r1r2

, 1+r1
1+r1r2

)
sedlo (mimo 1. kvadrant) stabilnı́ uzel

Tabulka 3.2: Model s vnitrodruhovou konkurencı́ kořisti a lovce (3.4). Přehled typů a stability
stacionárnı́ch bodů.

Na obrázku 3.5 můžeme pozorovat fázový portrét a časový vývoj řešenı́ modelu pro parametr
r2 > 1. Z polohy stacionárnı́ch bodů (u∗1 , v∗1) a (u∗2 , v∗2) je zřejmé, že v přı́padě, kdy se po-
pulace nepotkávajı́, každá z populacı́ se ustálı́ na hodnotě odpovı́dajı́cı́ své nosné kapacitě, tj.
pro kořist na hodnotě 1

r1
a u lovce na hodnotě 1

r2
. To je v souladu se vstupnı́m předpokladem,

že kořist nenı́ pro lovce jediným zdrojem potravy a může přežı́vat hledánı́m jiné alternativy. V
přı́padě vzájemné interakce populacı́, všechny trajektorie řešenı́ směřujı́ ke koexistenčnı́mu sta-
cionárnı́mu bodu (u∗3 , v∗3) a docházı́ ke stabilizaci četnosti populacı́ na hodnotách odpovı́dajı́cı́
koexistenčnı́mu bodu.
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Obrázek 3.5: Model s vnitrodruhovou konkurencı́ kořisti a lovce (3.4). Fázový portrét a časový
vývoj modelu pro r2 > 1. Koexistenčnı́ bod (u∗3 , v∗3) je stabilnı́ uzel. Volba parametrů: r1 = 0.4,
r2 = 3.6, ρ = 1. Počátečnı́ podmı́nka (u0, v0) = (2, 2).

Obrázek 3.6 ukazuje fázový portrét a časový vývoj modelu pro situaci, kdy parametr r2 ∈
(0, 1). Pro stacionárnı́ bod (u∗2 , v∗2) platı́, že se změnı́ jeho typ ze sedla na stabilnı́ uzel. Také
koexistenčnı́ bod (u∗3 , v∗3) měnı́ stabilitu (stane se sedlem), ale nacházı́ se mimo 1. kvadrant. Z
časového vývoje řešenı́ můžeme pozorovat, že u populace kořisti docházı́ k exponenciálnı́mu
poklesu, který končı́ vymřenı́m populace. U populace lovce docházı́ k nárustu četnosti po dobu,
dokud je kořist přı́tomná a po jejı́m vymřenı́ se stabilizuje na hodnotě odpovı́dajı́cı́ své nosné
kapacitě prostředı́. To můžeme interpretovat tak, že lovec je nucen si najı́t jiný zdroj potravy.
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Obrázek 3.6: Model s vnitrodruhovou konkurencı́ kořisti a lovce (3.4). Fázový portrét a časový
vývoj modelu pro r2 ∈ (0, 1). Koexistenčnı́ bod (u∗3 , v∗3) je sedlo (mimo 1. kvadrant). Volba
parametrů: r1 = 0.4, r2 = 0.5, ρ = 1. Počátečnı́ podmı́nka (u0, v0) = (2, 2).
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Pro model jsme sestrojili bifurkačnı́ diagram a zhodnotili dynamiku systému v přı́padě změny
bifurkačnı́ho parametru r. Pro zjednodušenı́ volı́me r1 = 1, r2 = r. Pro hodnotu r = 1 se
potkávajı́ dvě větve stacionárnı́ch bodů, konkrétně bodu (u∗2 , v∗2) a koexistenčnı́ho bodu (u∗3 , v∗3).
Žádné nové stacionárnı́ body nezanikajı́ ani nevznikajı́, ale v bodě (u∗, v∗) = (0, 1) nastává
změna stability systému. V systému (3.4) tedy docházı́ k transkritické bifurkaci.

Obrázek 3.7: Bifurkačnı́ diagram modelu s vnitrodruhovou konkurencı́ kořisti a lovce (3.4).
Změna dynamiky systému v závislosti na hodnotě parametru r (r1 = 1, r2 = r. Při hodnotě
parametru r = 1 nastává v bodě (u∗, v∗) = (0, 1) transkritická bifurkace.

3.3 Model s trofickou funkcı́ lovce

V závěrečné časti provedeme dalšı́ rozšı́řenı́ obecného modelu lovec-kořist přidánı́m trofické
funkce lovce. Tı́m v modelu zohlednı́me skutečnost, že v reálném prostředı́ lovec nenı́ schopen
ulovit za jednotku času neomezené množstvı́ kořisti a počet ulovené kořisti jednı́m lovcem
závisı́ také na hustotě kořisti.

Budeme vycházet z obecného Lotkova-Volterrova modelu s trofickou funkcı́ (1.5), který jsme
zjednodušili tak, že volı́me vlastnı́ trofickou funkci pouze u populace kořisti. Také pro jedno-
duchost nebudeme u populace lovce uvažovat nosnou kapacitu prostředı́.
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Dostaneme systém ve tvaru

x′ = ax
(

1− x
K

)
− f (x)y,

y′ = −cy + dxy,
(3.5)

kde

f (x) =
(

bx
b + x2

)
, (3.6)

je zvolená trofická funkce lovce, a, b, c, d, K > 0 jsou parametry.

Znaménka před parametry a, c, d a jejich význam je shodný s obecným modelem lovec-kořist
(2.8). Parametr b ovlivňuje průběh trofické funkce f (x) lovce, tj. strmost funkce a maximum
počtu kořisti x, kterou je schopen lovec ulovit za jednotku času. Na obrázku 3.8 můžeme po-
zorovat, že zvolená funkčnı́ odezva lovce je specifická tı́m, že po dosaženı́ hraničnı́ hodnoty
S docházı́ u lovce k pozvolné ztrátě schopnosti lovu. Důvodem může být napřı́klad to, že se
kořist při většı́m množstvı́ pohybuje ve smečkách, či většı́ch skupinách a dokáže se společně
bránit útokům lovce.

Obrázek 3.8: Trofická funkce (3.6), resp. funkcionálnı́ odezva lovce na změnu hustoty kořisti.

Pro snı́ženı́ počtu parametrů modelu převedeme systém opět na bezrozměrný tvar. Upravı́me
výchozı́ tvar rovnic (3.5).

Zavedeme nové neznámé u a v a nový parametry r, m

u =
d
c

x, v =
y
a

, r =
c

dK
, m =

bd2

c2 > 0,

kde r, m > 0.
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Po úpravě dostaneme tvar

1
a

du
dt

= u(1− ru)− muv
m + u2 ,

1
c

dv
dt

= −v + uv.

Pro eliminaci parametrů a, c zavedeme dalšı́ parametr ρ a novou časovou proměnnou τ

τ = at, ρ =
c
a
> 0,

kde ρ > 0, τ > 0, tj. du
dτ = du

dt
dt
dτ = 1

a
du
dt a podobně dv

dτ = a
c

dv
dt .

Zı́skáme bezrozměrný tvar modelu (3.5)

du
dτ

= u(1− ru)− muv
m + u2 ,

dv
dτ

= ρv(u− 1).

Pro zjednodušenı́ dále zvolı́me, že parametr m = 1 a výsledný model má tvar

du
dτ

= u(1− ru)− uv
1 + u2 ,

dv
dτ

= ρv(u− 1).
(3.7)

Stabilita stacionárnı́ch bodů

Stanovı́me nulokliny

Nu =

{
(u, v) : u = 0∨ ru +

v
1 + u2 = 1

}
,

Nv = {(u, v) : u = 1∨ v = 0} .

Stacionárnı́ body pro tento model jsou

(u∗0 , v∗0) = (0, 0), (u∗1 , v∗1) =
(

1
r

, 0
)

, (u∗2 , v∗2) = (1, 2− 2r).

U populačnı́ch modelů má stacionárnı́ bod nezáporné obě souřadnice. Proto budeme pro sta-
cionárnı́ bod (u∗2 , v∗2) opět uvažovat a analyzovat pouze přı́pad, kdy r ∈ (0, 1).

Sestavı́me Jacobiho matici

J(u, v) =

(
1− 2ru + 2u2v

(1+u2)2 − v
1+u2 − u

1+u2

ρv ρu− ρ

)
.



3.3. MODEL S TROFICKOU FUNKCÍ LOVCE 37

Vlastnı́ čı́sla λ1, λ2 pro stacionárnı́ bod (u∗0 , v∗0) = (0, 0) jsou

λ1 = 1,

λ2 = −ρ < 0.

Stacionárnı́ bod (u∗0 , v∗0) je typu sedlo.

Pro stacionárnı́ bod (u∗1 , v∗1) =
(

1
r , 0
)

najdeme vlastnı́ čı́sla λ1, λ2 Jacobiho matice ve tvaru

λ1 =
ρ(1− r)

r
,

λ2 = −1.

Pro r ∈ (0, 1) je λ2 < 0 < λ1 a stacionárnı́ bod (u∗1 , v∗1) je typu sedlo. Pro r > 1 je λ1 < 0, λ2 < 0
a stacionárnı́ bod je stabilnı́ uzel.

Pro stacionárnı́ bod (u∗2 , v∗2) = (1, 2− 2r) z Jacobiho matice určı́me charakteristickou rovnici

det(J(1, 2− 2r)− λI) =
∣∣∣∣1− 2r− λ − 1

2
ρ(2− 2r) −λ

∣∣∣∣ = λ2 + (2r− 1)λ + (ρ− ρr) = 0.

Z charakteristické rovnice určı́me vlastnı́ čı́sla λ1, λ2

λ1,2 =
1− 2r±

√
D

2
, (3.8)

kde D = 1− 4r + 4r2 − 4ρ + 4rρ. Charakter vlastnı́ch čı́sel λ1, λ2 závisı́ na znaménku diskrimi-
nantu D. Diskriminant D = 0 pro

r1,2 =
1− ρ±

√
2ρ + ρ2

2
.

S ohledem na možnou volbu parametru r rozlišujeme čtyři možné přı́pady, které určujı́ charak-
ter vlastnı́ch čı́sel λ1, λ2.

Pro r ∈ (0, r2) je D > 0 a vlastnı́ čı́sla λ1, λ2 jsou reálná kladná. Stacionárnı́ bod (u∗2 , v∗2) =
(1, 2− 2r) je nestabilnı́ uzel.

Pro r ∈
(

r2, 1
2

)
je D < 0 a vlastnı́ čı́sla λ1, λ2 jsou komplexně sdružená s Re(λ1, λ2) > 0.

Stacionárnı́ bod (u∗2 , v∗2) = (1, 2− 2r) je nestabilnı́ ohnisko.

Poznámka 3.4. Pro r = 1
2 platı́, že reálná část Re(λ1, λ2) = 0, D < 0, tj. λ1, λ2 jsou ryze ima-

ginárnı́ a nelze rozhodnout o typu stability stacionárnı́ho bodu dle věty o linearizaci. Nastává
zde Hopfova bifurkace (viz dále).
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Pro r ∈
(

1
2 , r1

)
je D < 0, vlastnı́ čı́sla λ1, λ2 jsou komplexně sdružená s Re(λ1, λ2) < 0. Sta-

cionárnı́ bod (u∗2 , v∗2) = (1, 2− 2r) je typu stabilnı́ ohnisko.

Pro r ∈ (r1, 1) je D > 0 a vlastnı́ čı́sla λ1, λ2 jsou reálná záporná. Stacionárnı́ bod (u∗2 , v∗2) =
(1, 2− 2r) je stabilnı́ uzel.

Poznámka 3.5. Pro r = 1 je jedno vlastnı́ čı́slo λ1 = 0. Stacionárnı́ bod (u∗2 , v∗2) nenı́ hyperbo-
lický a nelze rozhodnout o typu stability pomocı́ věty o linearizaci. Je nutné použı́t alternativnı́
postup, který zde nebudeme provádět.

Pro r > 1 je D > 0 a vlastnı́ čı́sla λ2 < 0 < λ1. Stacionárnı́ bod (u∗2 , v∗2) = (1, 2− 2r) je sedlo,
ale nacházı́ se mimo 1. kvadrant.

Poznámka 3.6. Pro r = r1 a r = r2 je diskriminant D = 0, tj. stacionárnı́ bod (u∗2 , v∗2) má
dvojnásobná vlastnı́ čı́sla λ1,2 a v obou přı́padech existuje jeden lineárně nezávislý vlastnı́ vek-
tor. Stacionárnı́ bod (u∗2 , v∗2) je tedy degenerovaný uzel.

Analyzovaný model jsme zjednodušili na systém, kdy jeho kvalitativnı́ chovánı́ ovlivňujı́ dva
parametry ρ a r. Systém má tři stacionárnı́ body. V přı́padě stacionárnı́ho bodu (u∗0 , v∗0) platı́,
že parametr ρ ovlivňuje systém pouze kvantitativně a jedná se o sedlo. Druhý stacionárnı́ bod
(u∗1 , v∗1) je pro r ∈ (0, 1), ρ > 0 sedlo a pro r > 1, ρ > 0 se jedná o stabilnı́ uzel. Zajı́mavé
kvalitativnı́ změny nastávajı́ u koexistenčnı́ho bodu (u∗2 , v∗2). Polohu bodu ve fázovém portrétu
určuje pouze parametr r. Volba obou parametrů ρ a r, ale zásadně ovlivňuje typ stacionárnı́ho
bodu. Na obrázku 3.9 můžeme pozorovat změny typu stacionárnı́ho bodu (u∗2 , v∗2) dle volby
parametru r = r1,2(ρ). Stacionárnı́ bod je nestabilnı́ uzel, nestabilnı́ ohnisko, stabilnı́ ohnisko,
stabilnı́ uzel nebo sedlo.

Přehled změn stability stacionárnı́ch bodů je shrnutý v tabulce 3.3.

r ∈ (0, r2) r ∈ (r2, 1
2 ) r ∈ ( 1

2 , r1) r ∈ (r1, 1) r > 1
(u∗0 , v∗0) = (0, 0) sedlo
(u∗1 , v∗1) = ( 1

r , 0) sedlo stabilnı́ uzel

(u∗2 , v∗2) = (1, 2− 2r) nestabilnı́
uzel

nestabilnı́
ohnisko

stabilnı́
ohnisko stabilnı́ uzel sedlo

(mimo 1. kv)

Tabulka 3.3: Model s trofickou funkcı́ lovce (3.7). Přehled typů a stability stacionárnı́ch bodů.
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Obrázek 3.9: Model s trofickou funkcı́ lovce (3.7). Změna typu stability stacionárnı́ho bodu
(u∗2 , v∗2) v závislosti na volbě parametrů r a ρ.

Pro stacionárnı́ bod (u∗2 , v∗2) jsou při hodnotě r = 1
2 vlastnı́ čı́sla λ1, λ2 komplexnı́ s nulovou

reálnou částı́. Nastává zde tzv. Hopfova bifurkace. V takovém přı́padě můžeme očekávat, že
pro r = 1

2 docházı́ ke vzniku limitnı́ch cyklů.

Jednı́m ze způsobů ověřenı́ existence periodických řešenı́ je využitı́ Hopfovy věty [1] ve sta-
cionárnı́m bodě (u∗2 , v∗2) pro r = 1

2 . Budeme vycházet z vlastnı́ch čı́sel stacionárnı́ho bodu
(u∗2 , v∗2) (3.8) ve tvaru λ1,2(r) = α(r)± iβ(r), kde

Re λ1,2(r) = α(r) =
1− 2r

2
,

Im λ1,2(r) = β(r) =
√

1− 4r + 4r2 − 4ρ + 4rρ

2
.

Dále ověřı́me splněnı́ předpokladů Hopfovy věty, tedy

α

(
1
2

)
= 0,

β

(
1
2

)
=

√
ρ

2
> 0,

dα

dr

(
1
2

)
= −1 6= 0.

Protože jsou splněny potřebné podmı́nky, pak pro r = 1
2 bifurkujı́ v bodě (u∗2 , v∗2) = (1, 1) li-

mitnı́ cykly.
Ověřili jsme existenci Hopfovy bifurkace a dále se zaměřı́me na posouzenı́, zda se jedná o su-
perkritický nebo subkritický typ Hopfovy bifurkace. Ověřenı́ nebudeme provádět analytickým
výpočtem, ale využijeme zobrazenı́ trajektoriı́ řešenı́ ve fázovém prostoru při změně bifurkačnı́
hodnoty r.
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Z výsledků analýzy modelu (tabulka 3.3) je zřejmé, že pro, že pro r ∈ (r2, 1
2 ) je bod (u∗2 , v∗2)

nestabilnı́ ohnisko a pro r ∈ ( 1
2 , r1) je stacionárnı́ bod stabilnı́ ohnisko. Dále dle [4, 9] nastává

superkritická bifurkace, pokud při změně bifurkačnı́ho parametru r docházı́ k výměně stability
stacionárnı́ho bodu (u∗2 , v∗2) ze stabilnı́ho ohniska na nestabilnı́ ohnisko, které je obklopeno sta-
bilnı́m limitnı́m cyklem. Vznik stabilnı́ho limitnı́ho cyklu ilustuje obrázek 3.10 vlevo a obrázek
3.13, kdy pro hodnoty r < 1

2 docházı́ ke vzniku periodických řešenı́.

Obrázek 3.10: Model s trofickou funkcı́ lovce (3.7). Vznik limitnı́ho cyklu. Obrázek vlevo ilu-
stuje vznik limitnı́ho cyklu (u∗2 , v∗2) pro r = 0.49 a obrázek vpravo ukazuje, že pro r = 0.51
trajektorie řešenı́ netvořı́ cyklus a (u∗2 , v∗2) je stabilnı́ ohnisko.

Tedy v našem přı́padě nastává superkritická Hopfova bifurkace, kdy při dosaženı́ kritické hod-
noty r = 1

2 stabilnı́ ohnisko přecházı́ na stabilnı́ limitnı́ cyklus, tj. trajektorie řešenı́ pro t → ∞
směřujı́ k limitnı́mu cyklu a systém zůstává stabilnı́ (obrázek 3.11).

Obrázek 3.11: Superkritická Hopfova bifurkace stacionárnı́ho bodu (u∗2 , v∗2). V bodě r = 1
2 sta-

bilnı́ ohnisko přecházı́ na nestabilnı́ ohnisko, které je obklopeno stabilnı́m limitnı́m cyklem.



3.3. MODEL S TROFICKOU FUNKCÍ LOVCE 41

Na obrázku 3.12 a 3.13 můžeme pozorovat fázový portrét a časový vývoj hustoty populacı́
pro přı́pad, kdy parametr r ∈ (0, 1

2 ) a stacionárnı́ stav (u∗2 , v∗2) přecházı́ nestabilnı́mi stavy od
nestabilnı́ho uzlu k nestabilnı́mu ohnisku. Současně zde vzniká stabilnı́ limitnı́ cyklus (obrázek
3.13)
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Obrázek 3.12: Model s trofickou funkcı́ lovce (3.7). Fázový portrét a časový vývoj modelu pro
r = (0, r2). Koexistenčnı́ bod (u∗2 , v∗2) je nestabilnı́ uzel. Volba parametrů: r = 0.2, ρ = 0.1.
Počátečnı́ podmı́nka (u0, v0) = (3, 2).
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Obrázek 3.13: Model s trofickou funkcı́ lovce (3.7). Fázový portrét a časový vývoj modelu pro
r ∈ (r2, 1

2 ). Koexistenčnı́ bod (u∗2 , v∗2) je nestabilnı́ ohnisko a vzniká zde stabilnı́ limitnı́ cyklus.
Volba parametrů: r = 0.48, ρ = 0.1. Počátečnı́ podmı́nka (u0, v0) = (2, 1.1).
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Obrázek 3.14 a 3.15 zobrazuje fázový portrét a časový vývoj hustoty populacı́ v přı́padech, kdy
volı́me hodnotu parametru r v rozmezı́ hodnot r ∈ ( 1

2 , 1). Dynamika modelu je srovnatelná
s modelem s vnitrodruhovou konkurencı́ kořisti (3.1), která je bez trofické funkce lovce. Obě
populace společně přežı́vajı́ a ustálı́ se v koexistenčnı́m bodě (u∗2 , v∗2), který je bud’ stabilnı́m
ohniskem nebo stabilnı́m uzlem.
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Obrázek 3.14: Model s trofickou funkcı́ lovce (3.7). Fázový portrét a časový vývoj modelu pro
r ∈ ( 1

2 , r1). Koexistenčnı́ bod (u∗2 , v∗2) je stabilnı́ ohnisko. Volba parametrů: r = 0.6, ρ = 1.
Počátečnı́ podmı́nka (u0, v0) = (3, 2).
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Obrázek 3.15: Model s trofickou funkcı́ lovce (3.7). Fázový portrét a časový vývoj modelu pro
r ∈ (r1, 1). Koexistenčnı́ bod (u∗2 , v∗2) je stabilnı́ uzel. Volba parametrů: r = 0.9, ρ = 1. Počátečnı́
podmı́nka (u0, v0) = (3, 2).
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Bifurkačnı́ diagram na obrázku 3.16 znázorňuje změnu kvalitativnı́ho chovánı́ modelu, pokud
docházı́ ke změně bifurkačnı́ho parametru r pro pevné ρ � 1. Při hodnotě r = 1 se potkávajı́
větvě stacionárnı́ho bodu (u∗1 , v∗1) a (u∗2 , v∗2). V tomto bodě se měnı́ jejich stabilita a můžeme
tedy pozorovat transkritickou bifurkaci systému. Pro r = 1

2 nastává superkritická Hopfova
bifurkace, tj. stabilnı́ ohnisko přecházı́ na stabilnı́ limitnı́ cyklus.

Obrázek 3.16: Bifurkačnı́ diagram modelu s trofickou funkcı́ lovce (3.7). Obrázek znázorňuje
změnu dynamiky systému v závislosti na hodnotě parametru r pro pevné ρ � 1. Při volbě
parametru r = 1 nastává v bodě (u∗, v∗) = (1, 0) transkritická bifurkace. Při volbě parametru
r = 1

2 nastává v bodě (u∗, v∗) = (1, 1) superkritická Hopfova bifurkace.





Závěr 4
Cı́lem bakalářské práce bylo seznámenı́ se základnı́mi typy interakcı́ v populačnı́ch modelech.
Zabývali jsme se kvalitativnı́ analýzou modelů dvou populacı́ vycházejı́cı́ s Lotkova-Volterrova
modelu. Detailně jsme zkoumali existenci a typy stacionárnı́ch řešenı́ pro šest typově odlišných
systémů.
V prvnı́ části jsme se zaměřili na vyhodnocenı́ stability řešenı́ u interakce dvou populacı́ typu
symbióza, soutěž a lovec-kořist. Dı́lčı́ výsledky lze interpretovat tak, že zásadnı́ vliv na to, zda
populace z interakce profitujı́, nebo jsou vzájemně poškozovány, má nejen volba typu mo-
delu, ale také zvolené počátečnı́ podmı́nky a ostatnı́ hodnoty parametrů modelu. Současně
ale musı́me dodat, že tyto obecné modely dostatečně neodrážı́ realitu soužitı́ dvou populacı́.
Přı́kladem je neomezený růst jedné populace, pokud druhá nenı́ přı́tomna.
Reálnějšı́ vstupnı́ předpoklady pak zahrnovaly modely zkoumané v dalšı́ části, kdy jsme přidali
podmı́nku, že růst a koexistence populacı́ je řı́zena dostupnostı́ zdrojů. Analyzované modely
s vnitrodruhovou konkurencı́ kořisti, resp. i lovce potvrzujı́ očekávánı́, že mı́ra koexistence
populacı́ je ovlivněna meznı́ hodnotou představujı́cı́ kapacitu prostředı́. Z vyhodnocenı́ dále
vyplývá, že ke změně dynamiky systému docházı́ v závislosti na hodnotě přı́tomných para-
metrů.
V závěrečné části jsme se zaměřili na model, který byl rozšı́řen o navrženou funkčnı́ odezvu
lovce na změnu hustoty kořisti. Analýza kvalitativnı́ch vlastnostı́ modelu ukázala, že trofická
funkce lovce a zvolené vstupnı́ parametry majı́ zásadnı́ vliv na změny dynamiky systému. V
modelu docházı́ ke změnám stability řešenı́ v závislosti na hodnotě bifurkačnı́ho parametru, tj.
v systému nastávajı́ bifurkace stacionárnı́ch stavů a také superkritická Hopfova bifurkace peri-
odických trajektoriı́.
Modely, které jsme analyzovali je možné dále rozšiřovat o nové předpoklady, které odrážejı́
dalšı́ specifické podmı́nky soužitı́ dvou nebo vı́ce populacı́. Uved’me si některé náměty, kterými
bychom mohli na tuto práci navázat:

• Obecný model lovec-kořist s vnějšı́mi vlivy
Možnostı́ rozšı́řenı́ obecného modelu typu lovec-kořist (2.8) je zahrnout vnějšı́ vlivy, které
současně působı́ na obě populace. Tento typ modelu může přinést odpovědi na zajı́mavé
otázky, např. jak silný je vliv chovánı́ člověka na stabilitu biologických systémů. Inspira-
tivnı́ přı́klady možných vnějšı́ch vlivů jsou nastı́něny v [8].

45
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• Model lovec-kořist s Alleeho efektem u populace kořisti
Do modelu s vnitrodruhovou konkurencı́ kořisti (3.1) bychom mohli zahrnout podmı́nku,
která bere v úvahu jev, kdy při nı́zké četnosti kořisti existuje určitý práh přežitı́. Naopak
přı́liš vysoká četnost kořisti omezuje růst a reprodukci vlivem vzájemné konkurence [1].

• Model lovec-kořist Leslieho typu
Model s vnitrodruhovou konkurencı́ kořisti a lovce (3.3) je možné rozšı́řit o podmı́nku
na straně populace lovce odrážejı́cı́ skutečnost, že okamžitá kapacita prostředı́ lovce je
určena velikostı́ populace kořisti. Tomuto typu modelu se detailně věnuje např. [6].

• Model lovec-kořist s modifikovanou trofickou funkcı́ lovce
U modelu s vlastnı́ trofickou funkcı́ lovce (3.5) jsme uvažovali určitá zjednodušenı́. Al-
ternativou je volba jiné vstupnı́ hodnoty parametrů této funkce ovlivňujı́cı́ jejı́ průběh
nebo použitı́ některé z Hollingových trofických funkcı́ typu I-III, které jsme si představili
v kapitole 1. Pro realističtějšı́ podobu modelu by bylo vhodné rozšı́řit systém o trofickou
funkci také v rovnici u populace lovce.

• Modely koexistence vı́ce než dvou populacı́
Dalšı́m možným směrem je neomezovat se na interakce pouze dvou populacı́ a pro obecný
model interakce (2.1) uvažovat koexistenci vı́ce populacı́. Přı́kladem je situace, kdy dvě
populace kořisti soupeřı́ o společné zdroje prostředı́ a současně jsou potravou pro třetı́
populaci lovce. Tomuto přı́padu se věnuje např. [6].

Na závěr je vhodné dodat, že naznačené náměty na rozšı́řenı́ lze různě kombinovat a vytvářet
tak mnoho dalšı́ch modelů, u kterých můžeme vyšetřovat podmı́nky, za jakých nastává stabilnı́
koexistence populacı́ a dalšı́ zmı́něné kvalitativnı́ vlastnosti.
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Budějovice, 2011. ISBN 978-80-7394-300-4.
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