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Posudek dizertacni prace

Dizertatni prace: Pfedpodminéni linedrnich soustav ziskanych
diskretizaci Navierovych—-Stokesovych rovnic
pomoci isogeometrické analyzy

Antorka: Hana Hornikovs, FAV ZCU

Posuzovatel: Martin Pledinger, FP TUL

Predkladans dizertadni prace se zabyva modelovanim proudéni nestladiteiné
kapaliny. Specificky se autorka soustiedi na fzi fefeni soustav linedrnich rovnic,
které pfi modelovani veznikaji, resp. na volbu pfedpodminovate.

Pro uvedeni do adekvatnibo kontextu musi price étendfe provést nékolika
LShupkami® popisu modelovanf proudéni. Prace tak jde vyrazné do hloubky stu-
dovaného problému. V kazdé jednotlivé vistve je viak vyklad zirovedl rozkroten
dostatetng do &ifky a &enidfe upozoriinje na Fadu daliich moZnosti, jinych cest
jak pokracovat. To s sebou nese fadu vyhod ale 1 ob#iZi, se kterfmi je potfeba
se v textu vyrovnat.

Velkou vyhodou hloubky tématu je piirozené strukturovéni textu, které
ttenife nenucené vede k porozuméni jadra FeSeného problému. Price tak sestdvi
% nékolika kapitol, které vice-éi-méné odpovidajf jednotlivym vrstvim: fyzikdlni
popis Feseného problému v jazycee diferencidinich rovnic a obecnd gelerkinovsks
diskretizace lohy (ve druhé kapitole), tzv. isogeometrickd analfza spotivajici
v sezndmeni se spliny & jejich uZitim pro diskretizaci tilohy, sestaveni matic
diskretizované Glohy {ve tfeti kapitole), popis metod pro Fefeni vazniknuviich
soustav linedrnich rovnic {ve &tvrié kapitole), akeelerace t&chto metod pFedpod-
mifiovacimi technikami (v pété kapitole) a na zdvér (v kepitole Sesté) redlné
numerické fegen{ skutetnych (oyt jen modelovych) dloh. Prace tak vytvafi per-
fektn@é funkéni a dobfe srozumitelnly celek.

Drobnou nevyhodou je, %e pfi snaze udrfet rozumnou §ifi popisn na viech
firovnich miZe dojit k odvedeni pozornosti ttendfe smérem od dstfedniho tématu
(Je potieba zavadét NURBSy, &i detailné hovofit o feseni soustavy pomoci LU
rozkladu? Atp.). Dals{ nevyhodou Etendfe-oponenta pak také je, Ze ponékud
dlouho éeké na viastni autorsky védecky vysiedek price. Ani jedno nevnimam
jako zésadni chybu nebo nedostatek, pouze na to upozoriuji.

Celkové na mé prace udélala velky dojemn prévé svou hloubkou a &irkou
zébéru zéroved. To je jisté hodnotou & pifnosem samo o sobd&. Autorka tim
zédroven prokézala schopnost zorientovat se ve velkém mno#stvi pomérné rizno-
rodjch konceptl, kieré json vzdjemné provézany. Nejsem si jisty, zda samotny
isogeometricky piistup k fedeni Navierovych—Stokesovych rovnic je autoréinou
inovaci, nebo jiZ byl publikovany. Celky isogeometricky pfistup se mi zd4 byt
pomémé moderni. Necitim se viak byt v této oblasti odbornikem.

Nicméné jasny védecky piinos je piftomen zejm. v posledni kapitole, ve
viastnim porovadni jednotlivich pfedpodmifiovaén. Porovnén{ je provedeno ns
dvou v komunit® stendardnich benchmarkovych dlohdch (lid-driven cavity a
backward-facing step) a jedné tloze se sloZitgjsl a realn&jsi geometri {vodni
turbina}; tlohy jsou pfitom uvaZovény ve dvou i t¥ech dimensich. Vypotet je
testovén na nékolika rdznd hrubych sitich a s riznou hladkosti aproximace po-
moci splini. V¥sledkem diskretizace je sedlobodovs soustava, kterd je v praci
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fefena metodou GMRES. Testovdna je pFitom celd Fada pFedpominovaéi vhod-
njch pro danon matici a metodu. Specidlni péée je pfitom vénovina studiu viiva
aproximace inverze matice hmotnosti.

Petlivé porovndvan{ fady pfedpodmifiovact v riiznych konfiguracich miZe
piisobit jako pom&rné neziZivnd price a prezentace takto ziskanych vysiedkd je
obti#nd. Uz proto, Ze se na rozdil od populdrnich a i laickému publiku spadno
zprostFedkovatelnych dloh (typu problém &étyT barev) pohybujeme velmi hluboko
v, kraliéi nofe® dlohy proudéni. Pinosnost této price je nicméné evidentnf a ob-
jektivné doloZitelnd i jiZ realizovanou publikacf téchto vysledki v (mezindrodnim
impaktovaném) &asopise, viz [62]".

Text obsahuje jen minirmum pieplekd a formdlnich nedostatkld. Za nejvétsi
z nich povaZuji opakované pouZziti matice jménem M pro tfi zcela odlifné ale
stéZejni koncepty — znadf se tak ,spadnoo invertovatelnd” ¢ist matice soustavy
pii Etépeni (splitting) souvisejicim se staciondrni iteraéni metodou (4 = M —N,
viz sekci 4.1.2), pfedpodmifiovaé (M = A, resp. M ~ A%, viz kapitol1 5) a
matice hmotnosti (zde s dolnfm indexem M, viz rovnici (2.56) a sekei 6.4). I
kdy# ve viech tfech pifpadech izolovans tradiéni volbé pismene rozumim, zde se
viechny tFi koncepty tizce potkavaji, volil bych proto oznafent jiné.

Price celkove, dle mého ndzoru, jednoznadéné spliuje poZadavky obvykle
kladené na dizertaénf praci. Pivodnf vysledky zde prezentované jsou nejen pub-
likovatelné, ale dokonce ji# publikované {coZ je obvyklé), tedy prosly nezdvislym
recenznim fizenim. V zdvéru tedy

predlozenou prici odporucuji k obhajobé

a doporuduji udéleni titulu Ph.D. pani Hlané Hornfkové.

K obhajobé samotné bych mél pak nékolik drobnych dotazé, resp. komentafa:

1. V fivodu sekce 5.2 (str. 53 dole) se pife: ,,(...) stationary iterative methods
are often used as preconditioners for Krylov subspace methods (...) this
does not mean that the application (...} is realized by an inner tterative
process, which would lead to variable preconditioning mentioned in Section
5.1.8% MuZete prosim rozvést prot by tomu tak bylo?

2. V sekci 5.3.2, podsekei BFBt preconditioner (str. 59 dole} se piSe: ,(...)
application af 3'\;},. gt (---) requires solving two linear systems with the ma-
triz BBT “ V {plném. zévéru price (str. 119) se pak pife, Ze: ,(...) all
subsystems were solved with a direct soluer”, z tehoZz jsem pochopil, %e
tplné imlementatni detaily asi v préci nebyly fefeny. Nimcéné jsem zde
chtél podotknout, #e (v sdvislostl na struktufe matice B, konkrétng jeji
fidkosti; pfedpolddddm, Ze mé vZdy linedrné nezédvislé Fadky) stadf jednou
spotitat QR rozklad jeji transpozice BT = QR. Tfm dostatete Choleského
faktorizaci vide zminéné matice BBT = RTR.

L Cislovéni referenc je shodné s &éslovdnim v dizertadnf praci.
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3. Posledni dotaz se tyka sekee 6.6.2, podsekee Figenvalues of the precon-
ditioned matriz (str. 107 dole). Zde se pise: ,{...) the spectrum (...) does
not determine the convergence of GMRES®. MuZete prosim toto tvrzeni
rozvést?

Martin Plefinger
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Doktorandka se v dizertatni praci zabyvéa numerickym feSenim tlohy proudéni nestlatitelné te-
kutiny. Tato tloha je popsana systémem Navierovych-Stokesovych rovnic doplnényich o rovnici
kontinuity. Pro diskretizaci dlohy je zvolen pfistup izogeometrické analyzy, tedy jako bazové
funkce jsou vyuZity B-splajny. Tato diskretizace vede na vyznamné zesloZiténi struktury sou-
stavy rovnic, kterd je vice zaplnénd a ma vétsi 3ifku pasu. Je zndmo, Ze vznikajici soustavy
rovnic je ndrotné fesit pifmymi metodami vzhledem k paméfové i &asové naroénosti souvi-
sejici s v&tSf Sifkou pésu. Je tedy zfejmé, Ze fedeni redlnych tloh se neobejde bez paralelnich
implementacf iteraénich metod, zejména ve tfech dimenzich. Zvolené téma, tedy konstrukce
vhodnych pfedpodminéni takto vzniklych soustav je dileZity otevieny problém na této cests,

ktery je nezbytné vyfesit pro redlné nasazeni izogeometrické analyzy na tyto naroéné tlohy.

Tézistém prace je porovnéni celkem sedmi riznych pfedpodmiriovacii vhodnych pro feseni
vznikajicich soustav linedrnich rovnic. Atkoliv jsou tyto pfedpodmitiovate zndmé z literatury,
jejich vyuZiti v kontextu izogeometrické analyzy je nové. Jedn4 se o pfedpodmirtiovate least-
squares commutator (LSC), tfi pfedpodmitiovate odvozené z metody semi-implicit method for pres-
sure linked equations (SIMPLE), konkrétn& SIMPLE, SIMPLER a MSIMPLER, a metody augmented
Lagrangian (AL) a modified augmented Lagrangian (MAL). Oproti tezim dizertaéni prace dokto-
randka doplnila nékolik variant pfedpodmitiovace pressure convection-diffusion (PCD), z nichz
nejlepsi konfiguraci zahrnula do porovnani. Tyto pfedpodmitiovate doktorandka nastudovala
a implementovala do baliku pro izogeometrickou analyzu vyvinutém na jejim pracovisti a pro-
vedla s nimi velmi rozsdhlé experimentalni testy, které se zam&fuji na celkem t¥i tilohy proudén.
Jedna se o dvé zndmé testovaci tilohy proudéni v kavit& a kolem zpétného schodu, a déle tlohu
s redlnou geometrif proudéni kolem lopatky ob&zného kola Kaplanovy vodnf turbiny. Viechny
tlohy testovala ve dvou ale i ve tfech prostorovych dimenzich.

Prace je rozdélena do sedmi kapitol. Prvni kapitola je pfehlednym tGvodem do problematiky
dizertalni préace. Obsahuje reSersi dostupné literatury tykajici se izogeometrické analyzy a ite-
ratniho feSenf Navierovych-Stokesovych rovnic véetné vyvoje vhodnych predpodmitiova&i.

V druhé kapitole, vénované formulaci tlohy, autorka uvadi feSené diferencialni rovnice, které
v praci vyuziva a odvozuje jejich slabou formulaci. Zamé&Fuje se na nestaciondrni a stacionarnf
Navierovy-Stokesovy rovnice.

Ve tfeti kapitole se autorka vénuje izogeometrické analyze a vyuZiti této diskretizace pro Poisso-
novu rovnici a soustavu Navierovych-Stokesovych rovnic.

Ctvrtd kapitola je vénovana iteraénimu FeSeni soustav linearnich algebraickych rovnic. Jsou
popsany Krylovovské iteraéni metody s dirazem na metodu GMRES, kterd je déle vyuZita
v praci. Déle jsou pfipomenuty iteraéni metody pro feSeni soustav sedlového typu, které vznikaji
pravé diskretizaci Navierovych-Stokesovych rovnic. PfestoZe v préci nejsou samostatné vyuZity,
stavi se na nich v konstrukci blokovych pfedpodmitiovaéi.
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Paté kapitola, kterd je z teoretické €asti prace nejrozsahlejsi, se vénuje pfedpodminéni. Podrobné&
popisuje zejména pfedpodmiriovace pro Navierovy-Stokesovy rovnice vyuZivajici jejich bloko-
vou strukturu. Diky vyuZiti jednotného znadeni jsou rozdily mezi pfedpodminovaci dobfe ob-
jasnény. Autorka popisuje celkem sedm pfedpodmitiovacii. Tato kapitola je velmi dobfe zpraco-
vand a povaZuji ji za nejzajimaveéjsi kapitolu préce. Tento spole¢ny popis je podle mého ndzoru
v literatufe unikatni.

V Sesté kapitole autorka uvadi vysledky rozsdhlych porovnani popsanych pfedpodmifiovaéii.
Oproti tezim dizertatni prace byla experimentalni &4st vyznamné rozsifena. Voli dvé testovaci
tlohy (proudéni v kavité a v kandle se zpétnym schodem) a jednu tlohu s redlnou geometrif
(ikdyZ s neredlné nizkou rychlosti) proudéni kolem lopatky ob&zného kola Kaplanovy turbiny.
VBechny tfi tlohy testovala ve dvou a tfech dimenzich. Autorka posuzuje chovani metody
GMRES pfi tfech jemnostech uniformé zjemnéné sité, sité zjemnéné kolem hranice vedouci na
anozotropni prvky a pro riiznd Reynoldsova &isla. Také se detailné zamé&fuje na nékteré aspekty
pfedpodmiriovacd, jako napf. ndhrada matice hmotnosti. Poukazuje tak na velmi zajimavé vlast-
nosti vyuZiti tzv. mass lumping namisto ndhrady prostou diagondlou.

Zavéry dizertalni prace a ndméty pro daldi vyzkum jsou shrnuty v posledni, sedmé kapitole.
Jako nejvhodnéjsi se autorce jevi pfedpodmitioval typu pressure convection—diffusion s vhodng
nastavenymi okrajovymi podminkami. Navazuje tak na soudobou literaturu z oblasti kone¢nych
prvki.

Doktorandka prokazala prehled jak o izogeometrické analyze a jejim vyuZiti pro Navierovy-
Stokesovy rovnice, tak o iteratnich metodach a jejich pfedpodminéni vhodném pro vzniklé sou-
stavy rovnic.

Na praéci ocefiuji zejména detailni studium metod pro pfedpodminéni soustav rovnic vzniklych
diskretizaci Navierovych-Stokesovych rovnic veetné jejich implementace v C++.

Prace je nespornym piinosem k pochopeni aktudlniho tématu vyuZitelnosti existujicich pfed-
podmitiovath v novém kontextu izogeometrické analyzy. Celd prace je navic motivovana potte-
bou nérotnych simulaci proudéni v Kaplanoveé turbing umoZiiujicich optimalizaci tvaru lopatek
popsaném B-splajny, coZ povaZuji za vyborné vyuZiti moZnosti izogeometrické analyzy. ReSeni
soustav vznikajicich rovnic povaZuji v izogeometrické analyze za otevieny problém, jehoZ feSeni
miiZe mit pro obor znaény vyznam.

Pavodni p¥inos autorky vidim zejména ve spoletné formulaci, implementaci a velmi rozsshlych
testech konvergence pfedpodmitiovadii. Prace je velmi systematickd a kapitoly dobfe fazeny,
takZe se velmi dobfe ¢te. Je napsédna v anglickém jazyce na velmi vysoké tirovni, a je velmi
petlivé zpracovéna. Je doplnéna velkym mnoZstvim ilustrujicich obrazk, pfehlednych tabulek
a grafii, zejména relativni normy rezidua metody GMRES. V &sti vysledkt jsou vybrany jen
nejzajimavéjsi vysledky, zatimco jejich kompletni pfehled je uveden na konci préce.

Cteni prace jsem si uzil a v n&kolika smérech jsem si jim rozsifil znalosti. Zde bych vyzdvihl
zejména souhrnny popis pfedpodmiiiovaéi, jejichZ detailni pochopeni a rozdily jsou jinak jen



tezko ziskatelné z ostatni literatury.
Pfi ¢teni préace jsem narazil na naprosté minimum pieklepfi.

Doktorandka na zdklad¢ své dizertaini prace publikovala 3 ¢lanky v odbornych &asopisech a
dalsi 3 ¢ldnky v recenzovanych sbornicich (atkoliv jeji fazenf je jiné), z nichZ dva byly v sérii
LNCSE vydavatelstvi Springer. PovaZuji to za velmi dobry vystup dizertaéni prace.

Na zékladé predloZené dizertaini prdce jsem pfesvédien, Ze doktorandka Ing. Hana Horni-
kové prokéazala pfedpoklady pro samostatnou védeckou praci. Téma préce a jeho zpracovani
jsou na vysoké tirovni. Jsem pfesvédéen, Ze cilti dizertaéni prace bylo dosaZeno, a piedloZenou
préaci proto doporutuji k obhajobé. Zaroveri bych chtél doktorandku pozadat o zodpovézeni
dopliiujicich dotazli rovnéZ uvedenych niZe.

Dotazy:

. Co miZe doktorandka Fici o konvergenci Picardovy metody? Jaké je pouZzité ukoncovaci kritérium a
pocet iteraci alespori pro nékterou tilohu a riiznd Reynoldsova ¢isla? M4 volba pfedpodmitiovade vliv
na konvergenci nelinedrniho fesice?

. PrestoZe se autorka rozhodla startovat linedrni fe8i¢ z nulového startovactho vektoru z divodu po-
rovnatelnosti metod, mohla by popsat, jaky vliv mé startovani z feSeni posledni linearizované tlohy?
. V porovnani pfedpodmifiovacii autorka vyuZiva idedlni verze blokovych fesi¢l, v nichZ vyuZivéa
feSeni pfimou metodou. Jak je v préci uvedeno, to miiZe byt stile zbytetné ¢asové naro¢né, ikdyz
se jedna o vyrazné mensi bloky neZ je celd soustava rovnic. Dé se ptedpokladat, Ze zdvéry prace bu-
dou platit i s vyuZitim p¥ibliZnych fesi¢h na blocich? Nebo pfedpoklddéte, Ze se relativni vyhodnost
pfedpodmiriovali miiZe néjak zdsadné zménit?

. Velmi se mi libily obrézky spekter pfedpodminénych matic v komplexni roving. Poskytuji n&jaky dalsi
vhled? Napf. dé se pohledem na né odhadnout konvergence GMRES a zdiivodnit, pro¢ je néktery
pfedpodmiriovac lepsi neZ jiny?

V Praze dne 31. 8. 2022

Ing. Jakub Sistek, Ph.D.
Matematicky tistav AV CR







