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SEZNAM POUZITYCH SYMBOLU A ZKRATEK

SEZNAM POUZITYCH SYMBOLU A ZKRATEK

+ plus
- minus
krat
déleno
% d¢lici lomitko
= rovna se
* nerovna se
>, > vétsi, vétsi nebo rovno
<, < mensi, mensi nebo rovno
= kongruence
| deli
t nedéli
O3 O na druhou, na n-tou

| | absolutni hodnota

C )L LL LO) kulaté, hranaté, slozené, lomené zavorky
€ je prvkem

A konjunkce

3 existuje

A neexistuje

v pro vSechny

= Z toho vyplyva

=3 pravé tehdy kdyz

N mnozina pfirozenych ¢isel

Z mnozina celych ¢isel



SEZNAM POUZITYCH SYMBOLU A ZKRATEK

X, ¥, Z, VU, W neznameé

a,b,c,d,e, f, k,n konstanty

r,s, t,u parametry

i, indexy

m piirozené Cislo, které je vétsi nez 1

p prvocislo

Z zbytkova tfida

pn) Euklidova funkce

mod, (mod m) modulo, modulo ¢isla m

NSD, NSD(a, b) nejvetsi spolecny délitel, nejvétsi spolecny délitel Cisel a a b
K¢e Koruna ¢eska

ml mililitr

NSN nejmensi spole¢ny nasobek

FUSZ fundamentalni Giplna soustava zbytkl
Usz uplna soustava zbytkl
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UvoD
Diofantické rovnice piedstavuji fascinujici oblast matematiky, ktera se zamétuje na hledani
celocCiselnych feSeni. Tento problém mé své kofeny v antickém Recku a dodnes zlstava

otevienym tématem pro mnoho matematikli. Diofantické rovnice se vyskytuji v rtiznych

oblastech matematiky, véetné teorie ¢isel, algebry, geometrie a teorie grafi.

Cilem této bakalatské prace je predstavit ctenaifim diofantické rovnice a ukazat nékolik

konkrétnich uloh, které s nimi souvisi.

V prvni kapitole se zaméfime na historicky vyvoj této oblasti matematiky. Budeme
pokracovat kapitolou 2, kde ¢tendie seznamime se zakladnimi typy diofantickych rovnic
anasledn¢ v kapitole 3 predstavime zékladni pojmy a definice, které jsou potiebné
k pochopeni této problematiky. V kapitole 4 a 5 se dale budeme vénovat nékolika typum
diofantickych rovnic a ukdzeme si nejvyznamnéjsi metody a techniky, které se pouZzivaji
K hledani feSeni téchto rovnic. V ramci téchto dvou kapitol si uvedeme i cviéné piiklady,

jejichz feseni nalezneme v piriloze.

V ramci téchto kapitol je postupné splnéno zadani této bakalarské prace.
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1 DIOFANTOS Z ALEXANDRIE

Ackoliv je Diofantos nazyvan ,,otcem algebry“, jeho zivot miizeme povazovat za jednu
Z nejvetsich hadanek historie matematiky. Misto ptisobeni tohoto vyznamného matematika
je nam velmi dobfe znamo, je jim slavnda Alexandrie, ovSem obdobi jeho Zivota je
predmétem spekulaci a domnének, 1 kdyZ nékteré aspekty Diofantova Zivota dokazeme urcit

témef s presnosti.

Diofantos mohl zit kdykoliv v obdobi od 2. stol. pf. n. 1. az do poloviny 4. stol. n. I. Tato
informace je znama diky tomu, ze Diofantos v jednom ze svych dél cituje Hypsicla, ktery
pusobil v Alexandrii ve 2. stol. pf. n. |. a na druhou stranu se o Diofantovi zminuje Theon,
ktery pusobil v Alexandrii cca v roce 350 n. |. Toto 500 let dlouhé obdobi bylo zuzeno diky
praci Tannera, ktery studoval spisy Michaela Psellusea. Ve svych spisech se Michael
Pselluse zminuje o Diofantovi a Anattoliim jako o soucasnicich. Jelikoz je nam znamo, ze
Anattolii se vénoval véd¢ a psani az do doby, kdy se stal biskupem Laodicei, coz bylo okolo
roku 280 n. 1., vyplyva z toho, ze pokud byli Diofantos a Anattolii soucasnici, Diofantos
musel v Alexandrii ptisobit v poloving 3. st. n. 1., na coz poukazuji i dalsi informace, které

byly pfedmétem rozsahlych studii.

I ptes to, Ze nedokaZeme s presnosti urcit rozmezi let jeho Zivota, vime s jistotou kolika let
se dozil, a to diky matematické haddance, jez byla vytesana na jeho nahrobni kdmen. Existuje
nespocet prekladi originalniho znéni této slavné hadanky. My si uvedeme jen jeden z nich,

a to preklad ve versich:

»Zde lezi Diofantos, jaky to div,
algebra povi, jak dlouho byl Ziv:

Bih dal mu détsky veék Sestinu Zziti,

dvandctinu pak, neZ vousy mohl miti;
Po dalsi sedminé svou Zenu si vzal;
a za pét let otcem syna se stal.
Ach, ubohé to dit¢ mudrce a pana!
Zil dvakrat mifi nez otec a uZ mu zvoni hrana!

Jeste Ctyfti 1éta do Cisel se nofil,

Nez i jeho Cas se kone¢né zavrsil.“ [1]



DIOFANTOS Z ALEXANDRIE

Hadanku vyteSime sestavenim jedné rovnice o jedné nezndmé nasledovné:
e Jako neznamou x zvolime vék Diofanta;
e Sestavime rovnici:

ATy S
6" 127 g TETX

e Rovnici vyieSime:

o 4i45+i44=x /84
6" 127 pTA=x/

14x + 7x + 12x + 42x — 84x = —756
—9x = —756
x = 84

Po vypocteni neznamé x se tedy dozvidame, Ze jeho Zivot trval 84 let. Po 14 let byl ditétem,
ve 21 letech mu narostly vousy a ve 33 letech se ozenil. Za dalSich 5 let, tedy ve véku 38 se
stal otcem syna, ktery pfisel o Zivot, kdyZ Diofantovi bylo 80. O dalsi 4 roky pozd¢ji sam
Diofantos zemfel. Je zfejmé, ze hadanku psal blizky pftitel, ne dlouho po Diofantové smrti,

ktery m¢l také zajem 0 matematiku.

Dalsi velkou hadankou, moznd vétsi nez samotny zivot Diofanta, jsou jeho dila, jelikoz se
jejich velka ¢ast nedochovala. Za jeho nejvyznamnéj$i praci povaZujeme ,,Aritmetiku®,
v které se setkavame se zcela jinou algebrou, z jejichz knih vychazeli matematici po cely
sttedovék. Setkdvame se s algebrou zaloZenou na aritmetice, jak napovida samotny nazev,
ane na geometrii, jak tomu bylo v ptipadé Euklida. ,,Aritmetika“ pivodné obsahovala
13 knih, z nichZ se dochovalo pouhych Sest. MliZeme se tak pouze domnivat o bohatosti
a zajimavosti dila jako celku. Na prvni dojem se miize zdat, ze ,,Aritmetika” neni ni¢im
pralomové dilo, ze se jedna o klasicky starovéky matematicky dokument, tedy Ze dilo
obsahuje vyfeSené ulohy, které na sebe nijak nenavazuji a ¢tendf si musi obecny postup
feSeni slozit¢ vydedukovat. AvSak pii hlubSim zkoumani tohoto dila vyplyva, Ze Diofantos
se sice drzel ,,normami antiky*, ale typove stejné ulohy fadil peclivé za sebou. Objevuje se

zde tedy naznak obecného feseni.
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Mylné se o Diofantovi Casto tvrdi, Ze neznal zaporna Cisla stejn¢ jako jeho soucasnici. On
vSak zaporna ¢isla pouze nepovazoval za vysledek, ale ve svych mezi vypoctech je aktivné
vyuzival. Zaporna c¢isla dokonce oznadil specialnim terminem Aewig, ktery by mohl byt
ptelozZen jako ,,nedostatek®. Diofantos zavedl cely systém matematickych znaku, které do té
doby matematici znacili slovnimi popisy, coz samoziejmé nebylo tak efektivni. Pro ptiklad,
zavedl znaCeni pro konstantni ¢len, ktery znacil jednotu. Dale Ctenafe seznamil se
symbolikou pro prvni az $estou mocninou jedné nezname, a to jak pro mocniny kladné, tak

I mocniny zaporné. Zavést symboliku pro druhou neznamou se mu vSak jiz nepovedlo. [2]

[3]
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2 DRUHY DIOFANTICKYCH ROVNIC A NEKTERE MOZNOSTI JEJICH
RESENI

Diofantické rovnice jsou rovnice, které hledaji celociselné feSeni. Zakladni myslenkou je

nalézt vSechna takovéa feSeni, nebo dokazat, ze takova feSeni neexistuji. Jelikoz se jedna

0 rozsahly, stale otevieny, matematicky problém, v mnoha ptipadech obecna feSeni nalézt

nelze. Pro nékteré typy téchto rovnic je vSak mozno pii feSeni aplikovat jednoduché

algoritmy. Diofantické rovnice jsou pojmenovany po starovékém matematikovi Diofantovi,

kterému byla vénovana predchozi kapitola.

Existuje mnoho typu diofantickych rovnic, které maji souvislost s riznymi oblastmi

matematiky. Nize uvedené typy téchto rovnic jsou témi nejéast&ji se vyskytujicimi.t

2.1 LINEARNi DIOFANTICKA ROVNICE VZHLEDEM K NEZNAME
Linearni diofanticka rovnice vzhledem k neznamé ma tvar

ax + by = c, (2.1)
kde a,b,c € Z A a,b # 0 a x, y ptedstavuji neznamé celociselné proménné.
Pti feseni této rovnice je vhodné pouzit Euklidiiv algoritmus, ktery umoznuje nalézt nejveétsi
spoleény délitel ¢isel a, b i koeficienty x, y tak, aby platilo:

ax + by =d,

kde d je nejvétsi spoleény délitel® &isel a, b.

ResSeni samotné diofantické rovnice nalezneme néasledovné:

Pokud ¢ neni nasobkem d, rovnice nema celociselné feSeni. V opaéném ptipadé lze ziskat
/4 r r r r 4 ( ( r 4 . - wr C

neznamé x a y vynasobenim neznamych x‘ a y’, ziskanych z Euklidova algoritmu, ¢islem e

Vysledkem je tedy feseni ptivodni diofantické rovnice (2.1).

! Kapitola 2 dle zdroja: [3] [6] [7] [8] [9]
2 Nejvétsi spoleény délitel (NSD) je blize probiran v kapitole 3.2.1
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2.2 LINEARNi DIOFANTICKA ROVNICE O TRECH NEZNAMYCH

Linearni diofantickou rovnici o tfech neznamych miizeme obecn¢ zapsat ve tvaru:
ax +by+cz=d,

kde a,b,c,d € Z A a,b,c + 0 ax, y, z jsou neznamé celoCiselné proménné.

Rovnice ma feSeni v ptipadé, Ze NSD(a, b, c) déli d beze zbytku. Tedy pokud oznaéime

NSD(a, b, ¢) jako d’, tak musi plati d' | d.

Pozn. Pro linearni diofantické rovnice o tfech a vice nezndmych plati obdobné
postupy pro nalezeni FeSeni, jako je tomu i u linearnich diofantickych rovnic

S jednou nezndmou.

2.3 KVADRATICKE DIOFANTICKE ROVNICE O DVOU NEZNAMYCH
Kvadraticka diofanticka rovnice o dvou neznamych ma tvar
ax?+bxy+cy*+dx+ey+f =0,

kde a,b,c,d, e, f € Z a x,y jsou neznamé celo¢iselné proménné.

V piipad¢ takovéto rovnice je obtizné nalézt celoCiselné feSeni a neni mozné pouzit
jednoduché algoritmy jako Vv ptipadé linearnich diofantickych rovnic. Neexistuje univerzalni
zpusob feSeni kvadratickych diofantickych rovnic o dvou nezndmych, ale existuji metody,
jak nalézt alespon nékterd z nich. Mezi tyto metody spada naptiklad rozklad na parcialni

zlomky.

V nékterych specidlnich pfipadech téchto rovnic existuji feseni, jeZ jsou mnohem
jednodussi.
231 ax’*+cy* =z
Rovnice tvaru
ax? + cy? = z,

kde a,c,z € N a x,y € Z, je teSitelna v piipadé, Ze z je nasobkem nejvétsiho spolecného
délitele ¢isel a, c. Jedna z metod feseni je vyjadieni neznamych x, y jako linearni kombinaci

celych cisel z koeficientl ziskanych pomoci rozkladu kvadratické formy.

10
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2.3.2 PELLOVA ROVNICE

Dalsim piikladem specidlnich kvadratickych diofantickych rovnic je Pellova rovnice, ktera

ma tvar

kde x,y EZ aVvd € Z,d > 0,(Aa € Z,a?> = d) = (Ax,y € Z, x> — dy? = 1). Reseni lze
nalézt pomoci Pellova algoritmu.
2.3.3 PYTHAGOREJSKA ROVNICE

Tento typ kvadratické diofantické rovnice ve tvaru

vzhledem k neznamym x, y, z je vSeobecné znam a ma velky vyznam v geometrii a dal§ich
oborech. Re$enim jsou napf. tzv. Pythagorejské trojice, které jsou tvofeny celo¢iselnymi

hodnotami x, y, z, které spliuji tuto rovnici.
2.5 DIOFANTOVA ROVNICE S VYSSiM STUPNEM
Obecné plati, ze diofantické rovnice s vyssim stupném jsou velice obtizné a fesit je 1ze napf.

jen pro malé hodnoty exponentu.

Jednim z nejznamé;jsich priklada je rovnice:
xn + yn — Zn’
kde n € N,n > 2 a x,y,z € Z. Tato rovnice je znaima jako Velka Fermatova véta a byla

vyfesena aZ po vice nez 350 letech od jejiho zformulovani.

2.6 DIOFANTOVA SOUSTAVA ROVNIC

Diofantova soustava rovnic je soustava diofantickych linearnich rovnic. Cilem feSeni rovnic

ve tvaru

a1 x + b1y = cq,

a,x + b,y =c,

je najit celoCiselna feseni (x, y) takova, Ze plati obé rovnice soucasné, tj. x,y € Z.

Existuje n¢kolik metod feSeni téchto typli rovnic, jako naptf. metoda Gaussovy eliminace,

Euklidlv algoritmus nebo metoda zpétné substituce.

11
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3 ZAKLADNi POJMY

Pied samotnym feSenim diofantickych rovnic a slovnich tloh vedouci na diofantické rovnice

je potieba piipomenout nékteré dilezité zakladni pojmy tykajici se této problematiky.®

3.1 DELITELNOST

Délitelnost je vlastnost dvou celych ¢isel, kdy prvni Cislo 1ze beze zbytku dé€lit druhym
gislem. Rikame tedy, Ze celé &islo a je délitelné celym &islem b, jestlize existuje celé &islo
k takové, ze plati a = b - k. Tuto vlastnost 1ze vyjadfit nasledovné: b | a, tzn. "b déli a“.

Symbol "|" byva nazyvan znackou délitelnosti. Napt. 12 je délitelné 3, protoze 12 = 3 - 4.

V opac¢ném piipadé, tedy pokud celé ¢islo a neni délitelné celym cislem b, fikame, Ze a je

nedélitelné ¢islem b.

3.1.1 PrvocisLo

Pro celé ¢islo p > 1 plati, Ze p je prvocislo, jestlize ma pravé dva délitele, kterymi jsou
1 a p samotné, tj. pokud pro zadné jiné celé Cislo a neplati, Ze a d¢€li p a zaroveil a neni 1,

ani p samotné. Napi. 2, 3, 5,7, 11, 13, 17.
3.1.2 PRVOCISELNY ROZKLAD
Prvociselny rozklad je proces rozkladu ptfirozeného ¢isla na soucin prvocisel.

Necht' n > 2,n € Z, pak existuje jednoznaény rozklad ¢isla n na prvocisla takovy, ze:

az . ag

n=p,"-p, Pk,

kde p;, P2, ..., Px jsou rizna prvocisla a a,, a,, ..., a; jsou kladné celé exponenty.

Pti rozkladu ¢isla n na soucin prvocisel postupujeme néasledovné:

1. Zaneme s prvnim prvocislem, coz je p = 2. Pokud je p délitelem c¢isla n, lze zapsat

p jako prvociselny faktor a podé€lit n ¢islem p. Provadime s, dokud je to mozné.

2. Pokracujeme s nasledujicimi prvoéisly, tj. 3, 5,7, 11, 13... a opakujeme postup z 1. kroku,
dokud nedostaneme c¢islo 1. Pokud nékteré z prvocisel p nedéli n, lze dané prvocislo

p preskocit.

3 Kapitola 3 dle zdroji: [5] [6] [10] [11] [12] [13]
12
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3. Nalezena prvocisla zapiSeme v soucinovém tvaru a dostaneme jednoznacny rozklad

daného cisla n na prvocisla.

Napt. pro cCisla 60 a 84 provedeme rozklad nésledovné:

60=2-2-3-5 /8<=2-2-3-7
2 30 2 42

3.1.3 KRITERIA DELITELNOSTI

Kritéria d€litelnosti nam umoziuji rychle a efektivné urcit, zda je celé ¢islo délitelné urcitym
¢islem bez nutnosti provadét samotné déleni. Existuje nékolik takovych kritérii, néktera

z nich jsou:

Kritérium délitelnosti 2: Cislo je délitelné 2, pokud je jeho posledni cifra suda.

Kritérium délitelnosti 3: Cislo je délitelné 3, pokud je soudet jeho cifer délitelny 3.
Kritérium délitelnosti 4: Cislo je délitelné 4, pokud je jeho posledni dvojcifra délitelna 4.
Kritérium délitelnosti 5: Cislo je délitelné 5, pokud je jeho posledni cifra 5 nebo 0.
Kritérium délitelnosti 6: Cislo je délitelné 6, pokud je délitelné 2 a 3 soudasné.

Kritérium délitelnosti 9: Cislo je délitelné 9, pokud je souéet jeho cifer délitelny 9.
Kritérium délitelnosti 11: Cislo je délitelné 11, pokud je rozdil soudtu jeho cifer na lichych
a sudych pozicich délitelny 11.

Kritérium délitelnosti 25: Cislo je délitelné 25, pokud je jeho posledni dvojgisli 00, 25, 50
nebo 75.

3.1.4 OBECNA KRITERIA DELITELNOSTI

Vysvétleni nejobecnéjsiho kritéria obsahuje zacatek této kapitoly (viz kapitola 3.1). Pro

nékterd Cisla vSak existuji specialni kritéria délitelnosti.

Napt. dle Eulerova kritéria délitelnosti plati pro liché ¢islo n a prvocislo p, ze n je délitelné

prvocislem p, pravé tehdy, kdyz plati kongruence n = 1 (mod 2 p).

Dalsi podobna kritéria existuji napt. pro suda ¢isla, mocniny prvocisel.
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3.2 SPOLECNY DELITEL

Spolecny délitel je ¢islo, které déli dve nebo vice Cisel beze zbytku. Pokud mame ¢isla a, b,

¢, pak ¢islo d je spole¢nym délitelem téchto ¢isel, pokud plati:

d | a (déli a beze zbytku),

d | b (déli b beze zbytku),

d | c (déli c beze zbytku).
Napft. spole¢nym délitelem Cisel 6 a 9 je Cislo 3, protoze déli obé z Cisel beze zbytku.
Obecné plati, ze kazda dveé nenulova ¢isla maji spolecného délitele. Déle plati, ze kazdé Cislo
déli sebe samo a ¢islo 1 déli jakékoliv jiné Cislo beze zbytku. Dé€leni ¢islem 0 neni
definovano, tzn. pokud bychom se pokusili délit nulou, vysledek je neplatny a nelze jej urcit.
3.2.1 NEJVETSi SPOLECNY DELITEL
Nejvétsi spolecny délitel je nejvetsi Cislo, které déli dveé nebo vice ¢isel beze zbytku.

Obvykle byva oznacovan jako NSD(a, b), kde a, b jsou ¢isla, pro ktera hledame nejvetsi

spole¢ny délitel.

K nalezeni NSD lze vyuzit nékolik metod, z nichz nejpouzivanéjsi je prvociselny rozklad
(viz kapitola 3.1.2). Po provedeni rozkladu vSech danych ¢isel nalezneme prvocisla
S nejmens$im moznym exponentem, ktera se vyskytuji v obou rozkladech. Vysledkem

soucinu téchto prvocisel je NSD danych ¢isel.
Tento zplsob hledani NSD si ukdZzeme na nasledujicim ptikladu:
1. Provedeme prvociselny rozklad ¢isel 84 a 60:

84=22.3.7,

60 =2%2-3-5,

2. Nalezneme spole¢na prvocisla s nejvyssim moznym exponentem vyskytujici se v obou
rozkladech:
p = 2, nejvyssi mocnina vyskytujici se v obou rozkladech je 22,
p = 3, nejvyssi mocnina vyskytujici se v obou rozkladech je 31,
p = 5, vyskytuje se pouze v rozkladu ¢isla 60,
p = 7, vyskytuje se pouze v rozkladu cisla 84.
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3. Nejvétsim spole¢nym délitelem &isel 60 a 84 je tedy soucin &isel 22 - 3 = 12,

Dalsi velmi znamou a efektivni metodou pro nalezeni nejvétSiho spolecného délitele je

Euklidiiv algoritmus.

3.2.2 NESOUDELNOST

Pokud NSD(a,b) = 1, neboli pokud neexistuje zadné celé &islo k > 1, které by bylo

délitelem obou ¢isel a, b, pak jsou Cisla a, b nesoudélna.

Napt. ¢isla 15 a 28 jsou nesoudélna, jelikoz maji jen jednoho spole¢ného délitele, jimz je

¢islo 1. Naopak ¢isla 15 a 25 jsou soudélnd, jelikoz je jejich spolecny délitel ¢islo 5.

3.3 NEJMENSi SPOLECNY NASOBEK

Nejmensi spoleény nasobek (NSN) je nejmensi Cislo, které je ndsobkem dvou nebo vice

danych cisel.

Nejmensi spolecny ndsobek dvou a vice ¢isel 1ze nalézt pomoci prvociselného rozkladu (viz
kapitola 3.1.2). Po provedeni rozkladu v§ech danych ¢isel uréime nejvyssi mocninu kazdého
prvocisla vyskytujici se ve vsSech rozkladech. Soucin téchto prvocisel je nejmensim
spolenym nasobkem danych ¢isel. Tento zpisob hledani NSN si ukaZeme na nasledujicim

ptikladu:

1. Provedeme prvociselny rozklad ¢isla 84 a 60:
84=2%-3.7,
60 =22-3-5.

2. Ur¢ime nejvyssi mocniny kazdého prvocisla, které se vyskytuje alesponn v jednom
Z rozkladu:
p = 2, nejvy$si mocnina vyskytujici se v obou rozkladech je 22,
p = 3, nejvyssi mocnina vyskytujici se v obou rozkladech je 31,
p = 5, nejvyssi mocnina vyskytujici se v rozkladu &isla 60 je 52,
p = 7, vyskytujici se v rozkladu &isla 84 je 71.
3. Nejmensim spole¢nym nasobkem cisel 60 a 84 je tedy soucin Cisel:

22.31.51.71 = 420.
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3.4 EUKLIDUV ALGORITMUS
Euklidtv algoritmus je algoritmus, ktery vyuzivame K nalezeni NSD dvou celych ¢isel.

Pro kazdé¢ a,b € Z,b # 0 existuji jednoznatn¢ urCené prvky u,r € Z takové, Ze

a=b-u+r0<r<|b|
Euklidiv algoritmus funguje nasledovné:

Dvé cela ¢isla, pro ktera hledime NSD, oznacime jako a, b, kde b # 0.

Cislo a délime ¢&islem b a zbytek po déleni ozna¢ime jako 7.

Pokud je r = 0, pak NSD(a, b) = b (posledni délitel).

Pokud r neni rovno 0, pokra¢ujeme v déleni tak, ze nyni ¢islo b délime zbytkem 7.

Vsechny kroky opakujeme, dokud nevyjde nulovy zbytek.

© a0 k~ w DN

NSD je posledni nenulovy zbytek.
Hledani NSD(84, 60) pomoci Euklidova algoritmu si ukazeme na nasledujicim ptikladu:
NSD(84,60) = 12
a=84,b =60
a=u-b+r 0<r<|bl-24<60
84 =1-60+24 (84/60 =1 zb.24)
b=u, r+n 0<nr<|rl-12< 24
60=2-24+12 (60/24 =2 zb.12)
r=us-r, +1; 0<1r3<|ry] - 0<12

24=2-12+0 (24/12 = 2 zb.0)

3.5 BEZOUTOVA ROVNOST

Pro Bezoutovu rovnost plati, Ze pro libovolné celd ¢isla a, b existuje linedrni kombinace

s celymi cisly x, y takova, ze
ax + by = NSD(a, b).

Pro nalezeni takové linedrni kombinace lze vyuzit rozsiteny Euklidv algoritmus.
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3.6 KONGRUENCE

Kongruenci rozumime vztah dvou celych ¢isel, ktera se liSi o nasobek jiného celého cisla,

oznacovaného jako modulo.

Neboli dvé cela ¢isla a, b jsou kongruentni dle modulo m (kde m je ptirozené ¢islo vétsi nez
1) pravé tehdy, kdyz rozdil a — b je délitelny m (tedy pokud ¢isla a, b maji stejny zbytek

po déleni m), coz lze zapsat jako: a = b (mod m).
Napf. 17 je kongruentni s 5 (mod 6), to znamena, ze pokud vydélime %, zbytek po déleni
bude stejny, jako kdyz vydélime Z. Toto tvrzeni ovéfime nasledovné:

a=17,
b = 5, podil téchto ¢isel musi byt délitelny 6, tedy 17 — 5 = 12, ¢islo 12 je ndsobkem c¢isla
6.

3.6.1 VLASTNOSTI KONGRUENCI

1. Symetrie: Pokud jsou dvé cisla kongruentni vzhledem k ur¢itému modulu, pak
muzeme prohodit postaveni téchto ¢isel a vysledek ziistane stejny.

2. Tranzitivita: Pokud jsou dvé dvojice kongruentnich ¢isel dle ur¢itého modulo m a 1isi
se 0 ndsobek dan¢ho modulu, potom jsou i tyto dvojice vzajemné kongruentni.

3. Reflexivita: Kazdé cCislo je kongruentni samo se sebou vzhledem k libovolnému
modulu.

4. Kongruence se chova podobné jako rovnost: Pokud jsou dvé cisla kongruentni
vzhledem k modulu m, pak mohou byt nahrazeny navzajem v jakémkoli vyrazu, aniz
by se zménil vysledek.

5. Kongruence je uzaviend vzhledem k zakladnim aritmetickym operacim (scitani,
odcitani a ndsobeni). Pokud jsou dvé ¢isla kongruentni, pak je kongruentni i jejich

soucet, rozdil a soucin.

3.6.2 ROZKLAD NA ZBYTKOVE TRIDY

Relace kongruence modulo m rozklada mnozinu celych ¢isel na zbytkové tridy neboli cela
Cisla jsou rozde¢lena do tfid podle toho, jaky maji zbytek po déleni m. Kazda tfida obsahuje

takova cela Cisla, ktera maji pti déleni m stejny zbytek.
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Zbytkové tfidy obvykle znac¢ime jako Z, (mnozina celych Cisel, ktera daji zbytek 0 po déleni
m), Z; (mnozina celych ¢isel, ktera daji zbytek 1 po déleni m) ... Z,,_; (mnozina celych

Cisel, ktera daji zbytek m — 1 po déleni m).
Napt. zbytkové tiidy modulo 3 mizeme zapsat nasledovné:

Zy={..,—6,—-3,0,3,6, ...},

Z,={..,—5-2,1,4,7, ..},

Z,={..,—4,-1,2,58, ..}.
Podobné bychom mohli definovat zbytkové tfidy modulo jakéhokoliv jiného piirozeného
Cisla.
Pokud vytvofime mnozinu obsahujici pravé jedno ¢islo z danych zbytkovych tfid,
dostaneme tzv. Giplnou soustavu zbytkt (USZ) modulo m, tedy:

Piedpokladejme, 7¢ mame piirozené &islo m. MnoZina {ry,7,, ..., %y} j&¢ USZ modulo
m < Vi, j plati i # j = r; # 17 (mod m). Neboli Zidnd dv¢ ¢isla v této mnoziné nemaji

stejny zbytek po déleni m.
Mnozinu {0,1,...,m — 1} nazyvame fundamentalni Gplnou soustavou zbytkia (FUZS)
modulo m. Tato mnozina obsahuje m riznych ¢isel a kazdé z nich piedstavuje zbytek po
déleni libovolného celého ¢isla m. Tento soubor je "fundamentalni”, protoze obsahuje
zakladni zbytky modulo m.
3.6.3 SCITANI, NASOBENI A DELENI KONGRUENCI
Pokud mame dv¢ kongruence:
a=b (modm)Ac=d(modm),
pak miZeme provést nasledujici operace:
e Scitani: Pokud s¢itdame dveé kongruence, dostaneme:
a+c=b+d(modm).

Tento vztah plati proto, ze pokud je a kongruentni s b modulo m, pak existuje celé Cislo

ktakové,zea =b + k - m.
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Stejné tak, pokud je ¢ kongruentni s d dle modulo m, pak existuje celé ¢islo [ takové, ze
¢ =d + |- m. Potom muZzeme soucet a + ¢ napsat jako (b + k- m) + (d + [ - m), coz po
upraveé dava:

a+c=b+d+k+1D -m.

To znamena ze a + c je kongruentni s b + d modulo m.

e Nasobeni: Pokud nasobime dvé kongruence, dostaneme:
a-c=b>b-d(modm).

Tento vztah plati proto, Ze pokud je a kongruentni s b modulo m, pak existuje celé ¢islo
k takové, ze a = b + k - m. Stejné tomu je v ptipadé, kdy je ¢ kongruentni s d modulo m,
pak existuje celé Cislo [ takové, ze ¢ = d + | - m. Potom miZzeme soucin a - ¢ napsat jako

(b+k-m)-(d+1-m),cozpo tpravé dava:
a-c=b-d+Mb-l+d-k+k-1-m) -m.
To znamena, Ze a - ¢ je kongruentni s b - d modulo m.

Pozn. Vysledek obsahuje dalsi ¢len (b-l+d -k + k-1l-m) - m, ktery zahrnuje
s¢itani.
Je dllezité poznamenat, Ze tento vztah plati pouze pro kongruence vzhledem ke stejnému
modulu m. Pokud mame kongruence vzhledem k riznym moduliim, musime nejprve najit

spole¢ny modul, abychom je spolu mohli nasobit.

e Déleni:

Pro operaci déleni neplati obecny vztah podobny napt. s¢itani. EXistuji vSak specialni
ptipady, kdy 1ze provést déleni kongruenci. Jednim z takovych piipadu je, kdyz b a m jsou
nesoud¢€lnd cisla. V tomto ptipadé lze z kongruenci a = b (modm) a ¢ = d (mod m)

odvodit;

S S

= 2 (mod m).

Toto plati pouze pokud existuje ¢islo x takové, ze a = bx a ¢ = dx modulo m.
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Priklad 3.1

Naleznéte zbytek po déleni ¢isla 513 ¢islem 8.
Reseni

513 =7 (mod 8)

5! =5 (mod 8) / ()?

52 = 25 (mod 8)

52 =1 (mod8) / ()® — protoze 25 = 1 (mod 8)
52 =1 (mod 8)

52.51=1.5(mod 8)

513 = 5 (mod 8)

Zbytek po déleni &isla 513 ¢islem 8 je 5.
Priklad 3.2

Dokazte, Ze ¢&islo 8 déli &islo 171 4+ 157,
Reseni

Priklad rozdélime na 2 ¢asti:

17'% =? (mod 8) 157 =? (mod 8)
17 =1 (mod 8) 15 = —1 (mmod 8)
17 = 1 (mod 8) 157 = 7 (mod 8)

=17 +157=1+7=8=8(mod8) =0

Zbytek po déleni ¢isla 1715 + 1517 &islem 8 je 0, to znamend, Ze &islo 8 déli &islo

1715 4 1517,
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3.7 LINEARNi KONGRUENCE

Linearni kongruence je specidlni typ kongruence, kterou lze zapsat jako ax = b (mod m),
kde a,b,m € Z,m = 2 a x je neznama promeénna.
Linearni kongruence mize mit nasledujici moznosti reseni:

1. Pokud NSD(a, m) neni délitelem b, neexistuje zddné feSeni.

2. Pokud NSD(a,m) = 1, existuje pravé jedno feseni v (FUSZ) a tedy i v libovolné
(USZ) existuje pravé jedno feSeni. V tomto piipadé mizeme Kk nalezeni pouzit
Rozsiteny Euklidav algoritmus. Reseni bude vzdy modulo m.

3. Pokud NSD(a,m) > 1, existuje vice feSeni. V tomto piipadé muiuzeme rozdélit

rovnici ax = b (modm) na d rovnic a’x = b’ (mod m), kde d = NSD(a, m),

a b m o\ vr N R T S
a’ =E’bl =E,m’ = — Pak miZeme pouzit vztah pro pocet Feseni linearni

kongruence, ktery zni: rovnice a'x = b’ (mod m') ma d feSeni modulo m’, pokud

b' déli d. Tato feSeni pak muZeme rozsifit na cela ¢isla modulo m.

Pokud vime, ze ma linearni kongruence ax = b (mod m) alesponi jedno feSeni, mizeme

pouzit vztah k nalezeni vSech feseni nasledovné:

Nejprve spocitame NSD(a, m). Pokud NSD(a, m) ned¢€li b, pak rovnice nema feSeni. Pokud

NSD(a, m) déli b, potom existuje alespon jedno feSeni.

Najdeme inverzni prvek k ¢islu a modulo m. To znamena, ze najdeme celé ¢islo x, pro které

plati ax = 1 (mod m).
Nyni mizeme pouzit vztah dle [4] k nalezeni v§ech feseni:
x = bx, (mod m),
kde x, je libovolné feseni rovnice ax = b (mod m). VSechna feSeni pak jsou dana vztahem:
X = xo + km (mod m),

kde k je celé cislo.
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Priklad 3.3
Vyfteste nésledujici linedrni kongruenci:
5x = 3 (mod 8)
Reseni
NSD(5,8) = 1A 1|3 = pravé 1 feseni v (USZ)
5x = 3 (mod 8)
5x = —5 (mod 8)
x = —1 (mod 8)
x = 7 (mod 8)

Vsechna feSeni v oboru celych ¢isel vyjadiime nasledovné: x = 7 + 8k; k € Z.

Priklad 3.4
Vyfeste nasledujici linedrni kongruenci:
6x = 2 (mod 10)

Reseni
NSD(6,10) =2 A2 | 2 = pravé 2 feseni v (USZ)
6x = 2 (mod 10)
6x = 12 (mod 10)
x = 2 (mod 10)
Vyjadtime vzorec pro feseni v (USZ) — x = 2 + 10k; k = 0; 1
k=0;x,=2+10-0

Xy =2
k=1x,=2+4+10-1

Xy =12

Kongruence ma 2 feseni v (FUSZ) — X1 =2
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3.8 EULEROVA FUNKCE
Eulerova funkce je funkce ¢(n) definovana pro kazdé kladné celé ¢islo n takto:
¢@(n) = pocet kladnych celych ¢isel mensich nebo rovnych n, ktera jsou nesoudélna s n.
Napfi. pro n = 10, Eulerova funkce ¢(10) je rovna 4, protoze existuji 4 kladna cela ¢isla
mensi nebo rovna 10, ktera jsou nesoudélna s 10 (1, 3, 7a9).
3.8.1 EULEROVAVETA
Pokud jsou cela ¢isla a a n nesoudélnd, pak plati Eulerova véta:
a?™ =1 (mod n),

kde ¢ (n) je Eulerova funkce z ¢isla n a "=" oznacéuje kongruenci modulo n.

3.8.2 MALA FERMATOVA VETA

Mald Fermatova véta je specidlni ptipad Eulerovy véty, kdy n je prvocislo. Pro kazdé

prvocislo p a celé Cislo a, které neni délitelné p, plati:
a®V =1 (mod p).
Tento vztah lze také zapsat jako:

a? = a (mod p).
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4 RESENE ULOHY NA DIOFANTICKE ROVNICE

V kapitolach 4.1 a 4.2 se zamétime na feSeni linedrnich diofantickych rovnic o dvou a tfech
neznamych. K feSeni vyuzijeme 5 riznych metod, které jsou vypsané v Tab. 1. V kapitole

4.3 se zam¢&fime na fesSeni soustav linearnich diofantickych rovnic.

Tab. 1: Druhy metod pouzivanych pro feseni diofantickych rovnic

Metoda Nazev metody
a) Metoda ,,pokus-omyl*
b) Graficka metoda
C) Metoda Euklidova algoritmu
d) Metoda kongruence
e) Metoda vyjadieni ¢lenu s nejmensim koeficientem

4.1 RESENi LINEARNICH DIOFANTICKYCH ROVNIC O DVOU NEZNAMYCH

Priklad 4.1

Najdéte Feseni pro rovnici:

9x + 27y = 23
Reseni
Linearni diofanticka rovnice je fesitelna, pokud NSD(a, b) | c, tedy NSD(9, 27) | 23.

NSD nalezneme rozkladem na prvocisla:

27=3-3-3 9=3-3
3:9 3/\3
{3
NSD(9,27) = 3 -3 =9, jelikoz 9 t 23 rovnice nema feseni.
Priklad 4.2
Najdéte feSeni pro rovnici:
3x+7y=1 (4.1)
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Reseni

Opét ovéfime podminku Fesitelnosti, tedy NSD(7,3) | 1.

NSD tentokrat nalezneme pomoci Euklidova algoritmu:
7=2-3+1
3=3-1+40

NSD(7,3) =1, jelikoz 1 | 1 = rovnice je Fesitelna.

Pro nalezeni feSeni takovéto rovnice existuje mnoho metod, my si na tomto piikladu

demonstrujeme metodu ,,pokus-omyl* a grafickou metodu:
a) Metoda ,,pokus-omyl*

Metoda ,,pokus-omyl* neni systematicka a obvykla metoda pro feSeni téchto rovnic,
nicméné v nékterych ptipadech mize byt pouzita. Tuto metodu lze vyuzit, pokud jsou
hodnoty neznamych malé a jednoduse se daji zkouSet rizné moznosti feSeni. V takovém

ptipadé se pokouSime dosazovat rizné kombinace hodnot neznamych, dokud nenalezneme

vvvvvv

v

spolehlivéjsi zptisoby feseni.

Pokracovani reseni Prikladu 4.2

Zkusime kombinaci napf.: xy—: 2

}3.(—1)+7-2¢1

Zkusime tedy jinou kombinaci, napf.: xy—= 1

}3-(—2)+7-1=1
Uspotadana dvojice [—2; 1] je tedy jednim z vysledki této rovnice. Jelikoz zname jedno
z feSeni, dokdzeme nalézt vSechna zbyvajici feSeni nasledovné:

Za ptedpokladu, Ze a,b jsou nesoud€lnad cCisla a zname jedno zfeSeni rovnice, plati

nasledujici vztah dle [5] pro vyjadieni vSech feseni:
X=Xg—b-t;t€L (4.2)
y=Yta-t;te€L (4.3)
Dosadime [x; y] = [—2; 1] do rovnic (4.2) a (4.3), tim nalezneme vSechna feSeni:
x=—-2-—-7t;te’

y=1+3t; te’
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Pozn. Za ptedpokladu, ze NSD(a,b) > 1 a zname jedno z feSeni rovnice, plati

nasledujici vztah pro vyjadieni vSech feSeni:

b
X =Xy — (—NSD(a‘b)) ‘t;t€eZ (4.49)
— a . .
Y=y, + (NSD(a‘b)) titez (4.5)

b) Graficka metoda

Graficka metoda, stejné¢ jako metoda ,,pokus-omyl“, neni obvykla, protoze ne vzdy lze

z grafu vycist dané feseni, ale piesto ji 1ze v nékterych ptipadech pouzit.
Pro rovnici ax + by = c postupujeme nasledovné:

1. Sestrojime graf funkce ve tvaru y = ax + b.
2. Nalezneme bod grafu s celo¢iselnymi soufadnicemi. Tento bod je jednim z feSeni.
Pokud zadny takovy neexistuje, rovnice nema feseni.

3. Pomoci nalezeného bodu najdeme vSechna feSeni dané rovnice.

Tento postup lze vyuzit pro rovnice s dvéma neznamymi, ale je obtizné ho vyuZit pro rovnice

S vice nez dvéma neznamymi, a to z toho divodu, ze grafem vzdy nemusi byt ptimka, ale

vicerozmérny graf, coz by bylo slozit¢ a zdlouhavé. V takovém ptipadé by bylo opét
vhodnéjsi vyuzit jiné metody feSeni dané rovnice.
Pozn. V ramci této bakalafské prace pouzivame, K feSeni piikladd grafickou

metodou, aplikaci GeoGebra.
Pokracovani reseni Prikladu 4.2
Rovnici (4.1) upravime na tvar y = ax + b:
3x+7y=1
7y =1—3x
y=—ret

Sestrojime graf pro y = —%x+% a pokusime se nalézt bod grafu s celoCiselnymi

souradnicemi. Pokud takovy bod existuje, je feSenim rovnice.

Je jim napf. [5; —2], viz Graf 1:
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=3/ T)x+117

-056 o]

Graf 1: Funkce y — Piiklad 4.2

Vsechna feseni ziskame dosazenim do rovnic (4.2) a (4.3):
x=5—-7t;t€eZ

y=—2+4+3t;teZ

Piiklad 4.3
Najdéte feSeni pro rovnici:
21x + 15y = 3 (4.6)
Reseni
Nejdiive ovétime podminku feSitelnosti:
NSD(21,15) | 3
NSD(21,15) = 3 A 3| 3 = rovnice je feSitelna.
Pro feSeni Ize vyuzit napt. nasledujici metody:
c) Metoda Euklidova algoritmu

Euklidtv algoritmus je vhodny Kk nalezeni NSD dvou celych ¢isel (viz kapitola 3.4), jeho

roz$ifenou verzi vSak lze vyuzit k nalezeni feSeni diofantické rovnice nasledovné:
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Pokracovani reseni Prikladu 4.3

Eukliduv algoritmus Uprava
21=1-15+6 6=21-1-15
15=2-6+3 3=15-2-6
6=2-3+0 0=6-2-3

Nasledné¢ vyuzijeme Bezoutovu rovnost (viz kapitola 3.5):

6=21-15

3=15-2-(21—15)=-2-21+3-15

Jednim z feSeni je [—2; 3].

Po dosazeni [—2; 3] do rovnic (4.4) a (4.5) ziskavame obecné feseni:
x=—2—-5t;te’

y=3+T7t;t€eL

d) Metoda kongruence

Metoda kongruenci je ¢asto pouzivana pro feseni diofantickych rovnic. Tato metoda spoc¢iva
Vv nalezeni feSeni rovnice dle modulo n&jakého Cisla a poté vyuziva vlastnosti kongruenci

pro nalezeni feSeni pivodni rovnice.

Ptevod diofantické rovnice ve tvaru ax + by = ¢ na kongruenci se provadi nasledovné:
ax+ by =c
ax =c— by
ax = c¢ (mod b)

To znamend, Ze pokud jsou a, b, ¢ a y dané, mizeme hledat feSeni x pomoci kongruence

ax = c¢ (mod b).
Pokracovani reseni Prikladu 4.3

Nejprve pievedeme rovnici (4.6) na ekvivalentni rovnici vyuzitim kongruenci modulo

nasledovné:
21x = 3 (mod 15)
6x = 18 (mod 15) /:3
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2x = 6 (mod 5)
x = 3 (mod 5)
Takze x lze zapsat ve tvaru:
x=3+5k;keZ
Nyni dosadime x do ptivodni rovnice:
21(3+5k) + 15y =3
63 + 105k + 15y =3
15y = =105k — 60
y=-7k—4;keZ
Resenim je tedy [3 + 5k; —4 — 7k];k € Z
e) Metoda vyjadieni ¢lenu s nejmensim koeficientem

Vyhodou této redukéni metody je, Ze nepotiebujeme Zadné pokrocilé matematické
védomosti, vystac¢ime si se znalostmi matematiky na trovni zakladni §koly. Tuto metodu
povazujeme za univerzalni a lze ji vyuZit i pro rovnice s vice neznamymi. Postup feSeni Si

ukazeme na nasledujicim ptikladu:
Pokracovani Prikladu 4.3
Z rovnice (4.4) vyjadiime neznamou S nejmensim koeficientem, coZ je v nasem piipadé y:

15y =3 - 21x

_ 3-21x
15

Zjednodusime:

_3(1-7x) _ 1-2x-5x
- 15 s

1-2x
5

y=-—-x+

TN R r1 vy . 1-2x ; .y
Jelikoz vime, Ze feSenim musi byt pouze cela €isla, 1 pro zlomek —— musime najit hodnotu

x takovou, aby vysledkem bylo cel¢ Cislo. Je jim nejspiSe x = —2, ale tvrzeni jesté oveéfime.

172X tedy:

VyuZijeme substituci u = .

y=—-x+u
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Dile si vyjadiime x z u = ==
_1—2x
Y=735
_—5+1_—4u-u+1_ 5 +1—u
Y= T 2 Tt

= napf. po dosazeni u = 1 vychazi x jako celoCiselné feseni, proto lze u = 1 povazovat za

vysledek. Nyni zacneme zpétn¢ dosazovat:

—5u+1,

u = 1 dosadime zpét do x =

ResSenim je tedy opravdu x = —2 a dosazenim do piivodni rovnice dostdvame y = 3.

VSechna feSeni dostavame dosazenim do rovnic (4.4) a (4.5):
x=—-2-5t;t€eZ

y=3+47t;t€L

Priklad 4.4
Naleznéte feseni rovnice:
27x + 18y = 162 4.7
Reseni
NSD(27,18) =9 A9 | 162 = rovnice je feSitelna
Rovnici (4.7) vyfesime dvéma zpisoby:
a) Metoda ,,pokus-omyl“
V ptipadé rovnice s vys$§imi koeficienty uz je pomérné€ obtiZzné odhadnout celo¢iselné feseni.
Budeme postupovat nasledovne¢:
1. Vyzkousime do rovnice (4.7) dosadit x = 1:
27 -1+ 18y =162
18y =162 — 27
18y =135 /:18
y=175
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Jelikoz pro feSeni pfipoustime pouze celoCiselné vysledky, y = 7,5 neni feSenim rovnice

a tedy ani x = 1 neni feSenim rovnice.
2. Vyzkousime dosadit do rovnice (4.7) x = 2:
27 -2+ 18y =162
18y =162 — 54
18y =108 /:18
y=6

Jelikoz vysledek rovnice po dosazeni x = 2 je celé ¢islo, uspotadanou dvojici [2; 6] mizeme

povaZzovat za jeden z vysledkd.
Vyjadiime vSechna feSeni dosazenim do rovnic (4.4) a (4.5):
x=2-2t;teL

y=6+3t;t€Z

b) Graficka metoda
Rovnici (4.7) upravime na tvar y = ax + b:
27x + 18y = 162

18y = 162 — 27x /:18

_ 162-27x
18

3
y—9—5X

Pokusime se nalézt bod s celoCiselnymi soufadnicemi. Pokud takovy bod existuje, bude
jednim z feSeni.

Je jim napf. [4; 3], viz Graf 2:
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y=9-3/2x

1 o 1 2 3 2 5 \ 7 8

Graf 2: Funkce y — Piiklad 4.4

Po dosazeni feseni do rovnic (4.4) a (4.5) ziskavame vSechna feSeni:
x=4—-2t;t€L
y=3+3t;t€Z

Priklad 4.5

Naleznéte feSeni rovnice:

492x + 308y = 84 (4.8)

Reseni
NSD(492,308) = 4 A4 | 84 = rovnice je fesitelna
Rovnici (4.8) vyfesime opét dvéma zpisoby:

¢) Metoda Euklidova algoritmu

Eukliduv algoritmus Uprava

492 =1-308 + 184 184 =492 —1-308
308 =1-184 + 124 124 =208 —-1-184
184 =1-124+ 60 60 =184—1-124
124 =2-60+4 4 =124-2-60
60=15-4+0 0=60—-15-4
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Vyuzijeme Bezoutovu rovnost (viz kapitola 3.5):
184 =492 —1- 308

124 =308—-1-184=308—-1-(492—-1-308) =2-308—1-492

60=184—-1-124=492—-1-308—-1-(2-308—1:492) =—-3-308+2-492

4=124-2-60=2-308—1-492—-2-(—3-308+2:492) =8-308—5-492

Z rovnice 4 = 8- 308 — 5 - 492 plyne feSeni [—5; 8].

Prava strana pivodni rovnice se ale rovnala ¢islu 84. Proto rovnici 4 = 8 - 308 — 5 - 492

vynasobime ¢islem 21 a dostaneme:

84 = 168 -308 — 105 - 492 = [—-105; 168].

Vyjadiime obecné feSeni dosazenim do rovnic (4.4) a (4.5):
x=-105-77t; t € Z

y =168 + 123t; t € Z
e) Metoda vyjadieni ¢lenu s nejmensim koeficientem
Z rovnice (4.8) si vyjadiime y:

308y = 84 — 492x

_ 84-492x
~ 308
Rovnici (4.9) dale upravime:
_21-123x 21-46v—77x 21— 46x
Y=g T 77 ST T

Vyuzijeme substituci u = 2% tedy:

y=—x+u
Dale vyjadiime x zu = %:

21-46x
u =

77

21 —46x =77u

—46x =77u — 21

(4.9)

(4.10)
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x = —7741:L6+21 (411)
Rovnici (4.11) dale upravime:
—31u —46u + 21 21 —-31u
x = 46 =-u-+ 26
VyuZijeme substituci s = 2112111, tedy:
X=—-u+s (4.12)
Dile vyjadime u z s = ===
_ 21-31u
46
21 —31u = 46s
—31u =46s — 21
u=2 (4.13)
Rovnici (4.13) dale upravime:
—155s —31s + 21 21— 15s
“= 31 BT

v o 21-15
Vyuzijeme substituci z = ” > tedy:

u=-s+z (4.14)
Déle vyjadiime s z z = 21;1155:
21-15s
7z =
31
21 —15s =31z
—15s =31z - 21
21-31z
s =—0 (4.15)
Rovnici (4.15) dale upravime:
21-30z—z 5 +1+6—z
T T 15

= napft. po dosazeni z = 6 vychazi s jako celoCiselné feSeni, proto lze z = 6 povaZovat za

vysledek. Nyni zacneme zpétné¢ dosazovat:
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z = 6 dosadime do rovnice (4.15), abychom ziskali hodnotu s:

_21-316 _
===

-11

z = 6,s = —11 dosadime do rovnice (4.14), abychom ziskali hodnotu u:
u=114+6=17

u =17, s = —11 dosadime do rovnice (4.12), abychom ziskali hodnotu x:
x=-17—-11=-28

x = —28, u = 17 dosadime do rovnice (4.10), abychom ziskali hodnotu y:
y=28+17 =45

Po dosazeni [—28; 45] do rovnic (4.4) a (4.5) ziskdvame obecné feSeni:
x=-28-77t;teL

y =45+ 123t; t € Z

Cviceni 4.1
Najdéte feSeni rovnice:
125x + 225y = 113
4.2 RESENi LINEARNICH DIOFANTICKYCH ROVNIC O TRECH NEZNAMYCH
Priklad 4.6
Vyfeste rovnici:
3x + 6y +9z =45 (4.16)
Resent
Podobné jako v piedchozich ptikladech ovétime nejprve podminku fesitelnosti:
NSD(3,6,9) = 3 A3 | 45 = rovnice je fesitelna
Pro feSeni této rovnice pouzijeme dvé metody:
a) Metoda ,,pokus-omyl*

Stejné jako u diofantické rovnice se dvéma neznamymi se budeme pokouset odhadem nalézt

takové metody neznamych, které budou spliovat danou rovnici.
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V ptipad¢ diofantické rovnice se tfemi neznamymi bude ale cely proces hleddni feSeni

vvvvvv

Pokracovani reseni Prikladu 4.6
Upravime rovnici (4.16):
3x+6y+9z=45 /:3
x+2y+3z=15

Pro ptehlednost sestavime tabulku (viz Tab. 2). V prvnim sloupci se nachazi konstanty, které
dosazujeme za neznamou x. Ve druhém sloupci se vyskytuje upravena rovnice po dosazeni
konstanty x. Ve tietim sloupci najdeme hodnoty, které dosadime za neznamou y a ve ¢tvrtém
sloupci upravenou rovnici po takovém dosazeni. V poslednim, patém sloupci, najdeme

feSeni pro nezndmou z.

Pozn. Ve tietim sloupci se snazime volit hodnoty y tak, aby neznama z nasledné

vysla jako celé cislo.

Tab. 2: Metoda ,,pokus-omyl* — Piiklad 4.6

x x+2y+3z=15 y x+2y+3z=15 z
0 2y +3z =15 3 3z=9 3
1 2y + 3z =14 4 32=6 2
2 2y +3z=13 5 3z=3 1
3 2y + 3z =12 6 3z=0 0
4 2y +3z=11 7 3z=-3 -1

Z tabulky lze vy¢ist hned nékolik feSeni, napi. [0; 3; 3], [1; 4; 2], [2; 5; 1] ...

Nyni se pokusime nalézt vSeobecné feSeni. Vyjadiime jej parametricky, napf. pro feSeni

[0; 3; 3]:
Parametrickou rovnici x vyjadiime:

x=0+t teZL
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Parametrickou rovnici y vyjadiime:
y=3+t teL
— Jelikoz z tabulky dedukujeme, Ze hodnota y vzdy o 1 stoupa
Parametrickou rovnici z vyjadiime:
z=3—-t teL
— Jelikoz z tabulky dedukujeme, Ze hodnota z vzdy o 1 klesa
Tedy: x=t teL
y=3+t;t€T

z=3—-t, teZ

c) Metoda Euklidova algoritmu

Pro feSeni rovnice (4.16) budeme vyuzivat upraveny Euklidiv algoritmus. Pro tento zptsob
feSeni neni potieba zavadét zddné nové algoritmy ¢i véty, ale vystaCime si pouze se

znalostmi substituce, Euklidova algoritmu a NSD.
Resenti (dle [4] str. 62)
3x + 6y +9z = 45
NSD(3, 6) = 3, potom
3-(x+2y)+9z=45
Zavedeme substituci x + 2y = u
3u+9z =45 (4.17)

Rovnici (4.17) vyiesime pomoci Euklidova algoritmu a feSeni vyjadiime Bezoutovou

rovnosti, kterou poté upravime:

(4)-3+(-1-9=3 /-15
(60) -3 + (—=15) - 9 = 45

Vyjadiime vSechna feSeni:
u=60+09t

z=—-—15-3t
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Nyni z = —15 — 3t dosadime do substituce a vyieSime ji:
x+2y =60+09t

Dostavame linearni diofantickou rovnici o 2 nezndmych, kterou opét vyfeSime pomoci

Euklidova algoritmu a vyjadiime Bezoutovou rovnosti:
1-(-1)+2-1=1 /-(60+9¢)
1-(—60—-9t)+2-(60+9t) =60+ 9t
Vyjadreni vSech feSeni je potom:
x=—-60—9t+2s; t,seEZ
y=60+9t—s;t,s€EZ

z=-15-3t; t€Z

Piiklad 4.7
Vyfeste rovnici:
8x + 4y + 15z = 13 (4.18)
Reseni
Nejdiive ovéfime podminku feSitelnosti:
NSD(8,4,15) = 1 A1 | 13 = rovnice je fesitelna
Vyftesime ji metodou:
d) Metoda kongruence

Urc¢ime NSD n — 1 koeficientl za ptedpokladu, Ze je toto ¢islo riizné od 1, pouzijeme modul
déan timto NSD pro feSeni kongruence o jedné neznamé. Poté postupné dopocitdme zbyvajici

nezname:
8x+4y+ 15z =13 NSD(8,4) = 4
8x + 4y + 15z = 13 (mod 4)
3z =21 (mod 4)
z =7 (mod 4)

Z=T7+4t;t€L (4.19)

38



RESENE ULOHY NA DIOFANTICKE ROVNICE

Rovnici (4.19) dosadime do pivodni rovnice (4.18):

8x + 4y + 105 + 60t = 13

8x +4y =-60t—92 /:4

2x +y = —15t — 23 (4.20)
Nyni fe§ime diofantickou rovnici o dvou neznamych:

2x +y = —15t — 23 (mod 2)

y=t+1(mod?2)

y=t+1+2s;t,s€Z (4.21)
Rovnici (4.21) dosadime do (4.20):

2x +t+1+2s=-15t—23

2x = —16t — 24 — 2s

x=-8t—-12—-s
Vsechna teseni tedy Ize vyjadrit:

x=—-12—-8t—s; t,sEZ

y=1+t+12s;t,s€e

z=74+4t;, te€Z

Priklad 4.8
Vyfteste rovnici:
3x+5y+7z=41 (4.22)

Resent
Nejdtive ovéfime podminku fesitelnosti:
NSD(3,5,7) = 1A 1|41 = rovnice je fesitelna
Vyftesime ji metodou:
e) Metoda vyjadreni ¢lenu s nejmensim koeficientem
Rovnici (4.22) upravime a vyjadiime neznamou s nejmensim koeficientem:

3x =41-5y -7z
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x = 41—533/—72 (423)
Rovnici (4.23) dale upravime:
39+2-3y—2y—6z—z2 2—-2y—z
3 3
v . . 2-2y-z
Pouzijeme substituci s = ———
x=3—-y—2z+s

Dale vyjadiime y z s = 2_2%:
2-2y-—z
-3

3s=2—-2y—z

S

3s—2+4+z=-2y

y =22 (4.24)
Rovnici (4.24) dale upravime:
_2—2—25—5_1 +—Z—S
Y= 2 ST
VyuZzijeme substituci k = ——;
y=1-s+k
Déle vyjadtime z z k = —==;
I = —z+s
2
2k=—-z+s
2k—s=-—z
z=s5—2k

Nyni zacneme zpétn¢ dosazovat. Dosadime z = s — 2k do rovnice (4.24):

_2—s+2k—35
Y= 2
y=1—-2s+k
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Dosadime y =1 — 2s + kaz = s — 2k do rovnice (4.23):

41 — 5+ 10s — 5k — 7s + 14k
X = 3

x =12+ s+ 3k
Vsechna teSeni tedy Ize vyjadrit nasledovné:
x=12+4+s+3k; s,k eZ
y=1—-2s+k; s,k €L

z=s—2k; s,k €l

Cviceni 4.2
Najdé&te feSeni rovnice:

4x + 8y +9z = 23

4.3 RESENIi SOUSTAV LINEARNiCH DIOFANTICKYCH ROVNIC

K feseni soustav linearnich diofantickych rovnic budeme vyuzivat séitaci a dosazovaci
metody, které si pfedstavime ptimo na ptikladech. Tyto metody mizeme znat jiz ze sttedni

Skoly, jelikoZ se vyuzivaji pii feSeni soustav linearnich rovnic.

Z vlastnosti linearnich diofantickych rovnic vime, ze je nutné ovétit podminku fesitelnosti.

Pokud alespon jedna z rovnic soustavy nebude feSitelna, pak cela soustava nema feSeni.
Piiklad 4.9
Vyfeste soustavu:

4x+2y—z=5

8x -2y =3

Resent
Nejprve oveéfime podminku fesitelnosti:
Soustava je feSitelna v ptipad¢, Ze jsou fesitelné ob¢ rovnice:
NSD(4,2,1) =1A115
NSD(8,2) =2A21+3

Druha rovnice nespliuje podminky fesitelnosti = soustava nema feSent.
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Priklad 4.10
Vyfteste soustavu:
2x+ 3y —4z=-10
x—6y+7z=4
Reseni
Oveérime podminky feSitelnosti:

NSD(2,3,4) =1A1]—-10
NSD(1,6,7) =1A1]4

metodu:

} = soustava ma feSeni a k jeho nalezeni pouzijeme scitaci

A) S¢itaci metoda

Obé¢ rovnice secteme, ale jesté predtim druhou rovnici vynasobime ¢islem —2, abychom se

»Zbavili“ jedné neznamé:

2x+3y—4z=-10
x—6y+7z=4 /-2

2x+3y—4z=-10
—2x + 12y — 14z = -8

15y — 18z = —-18

Po secteni rovnic dostdvame line4drni diofantickou rovnici o dvou nezndmych. K fesSeni

takové rovnice pouzijeme metodu €) Metoda vyjadieni ¢lenu s nejmensim koeficientem:

15y =18z - 18
_18Z—18_ 1 3z—3
yY="15 7% 15

o 3z-3
Pouzijeme substituci u = 21—5, tedy:

y=z—1+u
Dile vyjadiime z 2 u = 2=
_32—3
T
15u = 3z — 3
z=5u+1
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Jednim z feseni je tedy z = 5u + 1, kde u € Z. Zpétnym dosazenim ziskdme vSechna feseni:
x=u—3;u€El
y=6u; u€’Z
z=5u+1,u€ez

Priklad 4.11

Reste soustavu:
3x—y—2z=5
2x —4y +3z=-7
Resent
Nejprve opét oveéiime fesitelnost:

NSD(3,1,2) =1A115
NSD(2,4,3) =1A1| -7

metodu:

} = soustava je feSitelnd. Pfi feSeni pouzijeme dosazovaci

B) Dosazovaci metoda
Pti feseni dosazovaci metodou budeme postupovat nasledovne:
Vyjadiime si napf. z prvni rovnice neznamou y a poté dosadime do druhé:

3x—y—2z=5=>y=3x—-2z-5
2x —4y +3z = -7

2x —4-(3x—2z—-5)+3z=-7
—10x + 11z = =27

Dostavame diofantickou rovnici o dvou neznamych, kterou vyfeSime pomoci metody:

d) Metoda kongruence

—10x + 11z = —27 (mod 10)
z = 3 (mod 10)
z=34+10t; t €Z

Po zpétném dosazeni ziskdvame vSechna feSeni:

x=6+11t; t €Z
y=7+13t; t €T
z=34+10t; t €Z
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Cviceni 4.3
Najdéte feseni soustavy:

3x+5y+6z=4
2x—y+4z=7
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5 SLOVNi ULOHY VEDOUCI NA DIOFANTICKE ROVNICE

Nyni, kdyz za sebou mame objasnéni feseni linearnich diofantickych rovnic o dvou a tfech
neznamych, linearnich diofantickych soustav a né€kolik metod jejich feSeni, je na Case

zodpovédét otazku vyuziti v praxi.

| kdyZ si to neuvédomujeme, diofantické rovnice feSime v rtiznych kazdodennich situacich.
Jednim z ptikladii mize byt hledani nejmensiho poc¢tu minci pfi placeni v obchodé, feSeni
problému v oblasti logistiky pii hledani nejkratsi cesty mezi dvéma body s omezenim na
maximalni hmotnost nakladu, nebo dokonce i pii vaieni, kdy hledime idedlni pomér
ingredienci. Nékteré z téchto problému lze fesit velmi jednoduse, bez jakykoliv metod
a algoritmti, dokonce i bez uvédomeéni si, ze fe§ime diofantickou rovnici. Avsak nékteré
Z nich je nutné prevést do matematického jazyka a pro jejich feSeni aplikovat rizné metody

vysvétlované v ptedchozich kapitolach.

Slovni tlohy budeme rozdé€lovat do podkapitol podle toho, na ktery druh diofantické rovnice

povedou.

5.1 RESENi ULOH VEDOUCICH NA LINEARNi DIOFANTICKE ROVNICE O DVOU
NEZNAMYCH

Priklad 5.1

Bortek se v rameci letniho tklidu rozhodl pro vyklizeni své sklepni koje. V té nalezl mimo
jiné i celkem 110 knih po svém dédeckovi. Rozhodl se je nevyhodit, ale pfevézt je k rodicim
na chatu, av§ak pro pfevoz ma k dispozici pouze 2 velikosti kartonovych krabic, pfic¢emz
mensi z nich pojme 6 knih a ta vétsi 8 knih. Kolik Bofek vyuZzije menSich a vétsich
kartonovych krabic?

Resent
Krabice, které pojmou 6 knih ozna¢ime proménou x a krabice, které pojmou 8 knih,
oznac¢ime promeénou y.
Nasledné sestavime linearni diofantickou rovnici o dvou neznadmych.

6x + 8y = 110 (5.1)
Ovéfime podminku fesitelnosti:

NSD(6,8) = 2 A 2 | 110 = rovnice je feSitelna a vyfeSime ji vSemi péti metodami z Tab.1:
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a) Metoda ,,pokus-omyl“

Do rovnice (5.1) za neznamou x budeme postupné dosazovat celo¢iselné hodnoty 1 — 18

(1 je minimalni pocet mensich krabic a 18 je maximalni pocet). Za spravny vysledek budeme

povazovat celociselné hodnoty neznamé y. Pro piehlednost sestavime tabulku (viz Tab. 3):

Tab. 3: Metoda ,,pokus-omyl“ — Piiklad 5.1

X 6x + 8y =110 y
1 8y = 104 13
2 8y =98 12,25
3 8y =92 11,5
4 8y = 86 10,75
5 8y =80 10
6 8y =74 9,25
7 8y = 68 8,5
8 8y =62 7,75
9 8y =54 7
18 8y =2 0,25

Z tabulky lze vycist hned nékolik feseni, napt. [1;13]; [5;10]; [9; 7]. Podle toho, jak se

tabulka vyviji pfedpokladejme, Ze dalsi feSeni by mohla byt [13; 4]; [17; 1].

Vysledna odpovéd’:

Botek ma 5 moznosti, jak dané krabice vyuzit, napt. vSech 110 knih mtzZe odvést k rodicim

V 1 mensi krabici a 13 vétSich.

46



SLOVN{ ULOHY VEDOUCI NA DIOFANTICKE ROVNICE

b) Graficka metoda

Rovnici (5.1) upravime na tvar y = ax + b:

6x + 8y =110
8y =110 — 6x
104 + 6 — 6x 3—3x
y=———7——=13+

8
Pokusime se nalézt body S celoCiselnymi soufadnicemi. Pokud takové body existuji,
jsou feSenim. Jelikoz nejsou pripustna zaporna feseni, za vysledek povazujeme pouze 5 bodi

znazornénych v Grafu 3. Jsou to body: [1; 13]; [5; 10]; [9; 7]; [13; 4]; [17; 1].

20 22 24
13+(3-3x)/4

AN

Graf 3: Funkce y — Piiklad 5.1

Vysledna odpovéd’:

Botek ma 5 moznosti, jak dané krabice vyuzit, napt. vS§ech 110 knih mtize odvést k rodicim

V 9 menSich krabicich a 7 vétSich.

¢) Metoda Euklidova algoritmu

Eukliduv algoritmus Uprava
8=1-6+2 2=8-1-6 (5.2)
6=2-3+0

Jelikoz se prava strana ptivodni rovnice (5.1) rovna 110, musime rovnici (5.2) vynasobit 55:

55-8-55-6=110
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Vseobecnym fesenim je tedy:

x=-55—-4t; tE€Z

y=55+3tteZ
Vsechna tato feSeni ovSem nespliuji zadani, jelikoz vysledek nesmi byt zdporné ¢islo (pocet
krabic nemiiZze byt zaporny), proto musime parametr t omezit intervalem t € (—18; —14),
tedy t € {—18; —17; —16; —15; —14}.

Vysledna odpovéd’:

Bofek ma 5 moznosti, jak dané krabice vyuzit, napf. vSech 110 knih mtze odvést k rodi¢tim
v 13 mensich krabicich a 4 vétsich.

d) Metoda kongruence

6x + 8y = 110 (mod 6)
2y = 2 (mod 6)
y=1+6t

Do rovnice (5.1) dosadime y = 1 + 6t:

6x + 8 + 48t = 110
6x = 102 — 48t
x=17 -8t

Po zpétném dosazeni ziskdvame vSechna feseni:

x=17—4t; t€Z
y=14+3t;t€eZ

VSechna tato feSeni ovSem opét nesplituji zadani, jelikoz vysledek ani zde nesmi byt zaporné
Cislo, proto musime parametr t omezit intervalem t € (0; 4), tedy t € {0; 1; 2; 3; 4}.
Vysledna odpovéd’:

Botek ma 5 moznosti, jak dané krabice vyuzit, napt. vSech 110 knih maze odvést k rodicim

V 17 mensSich krabicich a 1 vétsi.
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e) Metoda vyjadieni ¢lenu s nejmensSim koeficientem

Z rovnice (5.1) si vyjadiime x:

6x =110 — 8y
108 + 2 — 2y — 6y 1—-y
¥ 6 YT 3
VyuZijeme substituci u = %y:
x=18—-y+u (5.3)
Dale vyjadiime y:
_1-y
"3
y=1-3u

Do rovnice (5.3) dosadime y = 1 — 6u:

x=18—-14+3u+u
x=4u+17

Tim ziskdvame:
x=4u+17, u e’
y=1—-3u; u€Z
Vsechna tato feSeni, ale nejsou feSenim ulohy (napf. pro u = 1 - y = —2). Proto musime
parametr u omezit u € (—4; 0), tedy u € {—4; —3; —2; —1; 0}.
Vysledna odpovéd’:

Bofek mé 5 moZnosti, jak dané krabice vyuzit, napt. vSech 110 knih mtZe odvést k rodi¢im

v 5 mengich krabicich a 10 vétSich.

Priklad 5.2

Restaurace v centru Plzné se rozhodla, ze v polednich hodinach bude nabizet zvyhodnéné
jidelni menu. Zékaznik si kazdy den miZe vybrat z 5 hlavnich jidel a 2 druht polévek. Za
celé menu (hlavni jidlo + polévka) zdkaznik zaplati 112 K¢, pficemZ samotnd polévka
zakaznika vyjde na 19 K¢. Kolik restaurace prodala celych menu a kolik samostatnych
polévek béhem jednoho poledne, kdyz celkova trzba byla 17 750 K¢&?
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Reseni
Pocet samostatné prodanych polévek ozna¢ime nezndmou x a pocet celych menu oznac¢ime

neznamou y.
Nasledné sestavime linearni diofantickou rovnici o dvou neznamych.
19x + 112y = 17750 (5.4)
Ovéfime podminku fesitelnosti:
NSD(19,112) = 1 A1 | 17750 = rovnice je feSitelna
Pouzijeme metodu:
d) Metoda kongruence

19x + 112y = 17750 (mod 19)
17y = 4 (mod 19)
—2y =4 (mod 19)
y = —2 (mod 19)
y = 17 (mod 19)
y=17+ 19t
Do rovnice (5.4) zpétn€ dosadime y = 17 + 19¢:
19x 4+ 1904 + 2128t = 17750
19x = —2128t + 15846
x =—112t + 834
Vseobecné feSeni 1ze zapsat nasledovné:
x=834—-112t;t €Z
y=17+19t;t € Z
OvSem parametr t musime omezit na interval t € (0; 7), jelikoz vysledek nemuze byt
zaporné Cislo. Pro piehlednost zapiSeme vSechna ptipustna feSeni do tabulky (viz Tab. 4).
V prvnim sloupci jsou piipustné hodnoty parametru t, v druhém sloupci pocet samostatné

zakoupenych polévek a ve tfetim sloupci pocet zakoupenych celych menu.
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Tab. 4: Metoda kongruence — Piiklad 5.2

t Polévka Celé menu
0 834 17
1 722 36
2 610 55
3 498 74
4 386 93
5 274 112
6 162 131
7 50 150

Restaurace tedy mohla prodat polévky a menu v 8 riznych kombinacich.

Vysledna odpovéd’:

Restaurace béhem jednoho odpoledne prodala napt. 50 samostatnych polévek a 150 celych
menu.

Cviceni 5.1

Vyfeste nasledujici slovni ulohu:

Ondfej vyprodukoval za lonisky rok 23,55 litrd domaci palenky. Palenku rozlil do dvou typt
lahvi. Prvni typ mél objem 550 ml a druhy typ 800 ml. Do kolika 550 ml a 800 ml lahvi

rozlil cely objem palenky?

5.2 RESENi GLOH VEDOUCICH NA LINEARN{ DIOFANTICKE ROVNICE O TRECH A ViCE
NEZNAMYCH

Priklad 5.3

Maminka poslala Ani¢ku do obchodu, aby nakoupila ovoce a zeleninu. U pokladny zjistila,
ze nakup stoji 87 K¢. Anicka ma v penézence k dispozici mince v hodnoté 1 K¢, 2 K¢, 5 K¢,

10 K¢, 20 K¢&. Jaky je nejmensi pocet minci, ktery miize Anicka pouzit?
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Reseni
Muzeme sestavit rovnici:
1x + 2y + 5z + 10v + 20w = 87, (5.5)

kde neznamé x, y, z, v, w predstavuji pocet jednotlivych minci, tedy:

Xovierieeennee e pocet 1 K¢ minci,
Ve pocet 2 K¢ minci,
Z i pocet 5 K¢ minci,
Vit pocet 10 K¢ minci,
Wi pocet 20 K¢ minci.

Postupné budeme dosazovat pocty jednotlivych minci do rovnice. Zacneme od mince
S nejvyssi hodnotou, tedy snezndmou w. Maximalné tuto nezndmou muzeme pouzit

ctyrikrat, jelikoz 4 - 20 = 80 < 87; dosadime w = 4 do rovnice (5.5):

1x +2y+5z+10v + 20-4 =87

Ix+2y+5z+10v =7 (5.6)
Potom co budou pouzity ¢tyti dvacetikoruny, zbyva doplatit 7 K¢.

Pokracujeme k neznamé v. Ta nemiiZe byt pouZita ani jedna, jelikoz 10 > 7, tudiz by byla

¢astka pteplacena. Dosadime v = 0 do rovnice (5.6):

1x+2y+5z+10-0=7

Ix+2y+5z=7 (5.7)
Stale tedy zbyva doplatit 7 K¢.

Pokracujeme k neznamé z. Tu pouzijeme pravé jednou, jelikoz 1-5 =5 < 7; dosadime

z = 1 do rovnice (5.7):
Ix+2y+5-1=7

Ix+2y=2 (5.8)
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Zbyva doplatit 2 K¢, tudiz nezndmou y pouzijeme opét prave jednou, a tim pokryjeme celou

¢astku. Dosadime tedy y = 1 do rovnice (5.8):
Ix+2-1=2
x=0

Celkem tedy potfebujeme pro zaplaceni ¢astky 87 K¢ 6 minci, tj. 4 dvacetikoruny,

1 pétikorunu a 1 dvoukorunu.

Vysledna odpovéd’:

Nejmensi pocet minci, ktery mize Anicka pouzit je 6 minci (4 dvacetikoruny, 1 pétikoruna
a 1 dvoukoruna).

Priklad 5.4

Babicka a jeji vnuk sklidili svou urodu polnich okurek. Babicka §la poté vatit obéd a vnukovi
dala za ukol, aby okurky piepocital. Vnuk spocital, Ze jich nasbirali celkem 267 kusi, avsak
dédecek 2 z nich snédl. Po obé&dé¢ Sla babicka zbylé okurky zavafit, pti¢emz k dispozici méla
3 druhy zavarovacich sklenic. Do velké sklenice se veslo 24 okurek, do stiedni 15 okurek

a do malé sklenice 11 okurek. Kolik, kterych sklenic pfi zavafovani babicka pouzila?
Resent

Nejprve si ke vsem druhtim sklenic piifadime neznamé nasledovné:

b pocet velkych sklenic,
Ve pocet stfednich sklenic,
AR pocet malych sklenic.

Nyni miiZeme sestavit rovnici:
24x + 15y + 11z = 265 (5.9)
A poté ovéfime podminky:

NSD(24,15,11) = 1 A 1| 265 = tloha je feSitelna
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Rovnici vyfesime metodou:
d) Metoda kongruence
NSD(24,15) = 3

24x + 15y + 11z = 265 (mod 3)
11z = 265 (mod 3)

—1z = 1 (mod 3)
z=—1(mod 3)
z=—-1+4+3t

Do rovnice (5.9) dosadime z = —1 + 3t:

24x + 15y — 11 + 33t = 265
24x + 15y = 276 — 33t;t € Z

Dostavame linearni diofantickou rovnici o dvou neznamych, kterou budeme opét fesit

metodou kongruence:
24x + 15y = 276 — 33t (mod 24)
15y = 12 — 9t (mod 24) /:3
5y =4 — 3t (mod 8)
—3y =12 — 3t (mod 8) /:(—3)
y =t —4 (mod 8)
y=—4+t+8s

Do ptvodni rovnice (5.9) dosadime y = —4 + t + 8s a vyjadiime x:

24x — 60 + 15t + 120s — 11 + 33t = 265
24x = —48t — 120s + 336
x =14 — 2t — 5s

Nasledné vyjadiime vSechna feSeni:
x=14 -2t —5s;t,s € Z

y=—4+t+8s;t,s€Z
z=-14+3t;t,s €Z

Musime nalézt parametry s, t tak, aby nasledna feSeni davaly smysl:

x=0Ay=0Az2=0.
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14—-2t—5s>0
—2t >5s—14

t<7 >
< 2

—44+t+85=>0
t>4-—8s

-1+3t=0
3t=>1

1f>1
3

Mozna feseni pro parametry t, s, kterd odpovidaji podminkam, zaneseme do tabulky:

Tab. 5: Metoda kongruence — Priklad 5.4

t S X y z
1 1 7 5 2
1 2 2 13 2
2 1 5 6 5
2 2 0 14 5
3 1 3 7 8

Babicka mtize pfi zavatfovani pouzit 5 riznych kombinaci sklenic.
Vysledna odpovéd’:

Babicka pro zavafovani okurek muze vyuzit napt. 5 malych, 6 stfednich a 5 velkych

zavarovacich sklenic.
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Cviceni 5.2
Vyfteste nasledujici slovni ulohu:

Dominik se rozhodl, Ze si po cely rok bude davat na stranu penize a bude Setfit na novou
stavebnici Lego Star Wars, ktera stoji 15 999 K¢. Od rodict dostava kazdy mésic 1000 K¢
a od babicky 200 K¢. Zbytek penéz by jiz mél mit nasetieny v kasic¢ce, kde ma k dispozici
mince v hodnoté¢ 1 K¢, 2 K¢, 5 K¢, 10 K¢, 20 K¢ a 50 K¢. Jaky nejmensi pocet minci miize

mit Dominik v kasi¢ce, aby si na konci roku mohl koupit vysnénou stavebnici?

5.3 RESENi ULOH VEDOUCICH NA SOUSTAVU LINEARNiCH DIOFANTICKYCH ROVNIC
Piiklad 5.5

FrantiSek dostal od babicky 100 K¢ k svatku. Pii cest¢ domt se rozhodl, ze se zastavi
Vv cukrarné a da si zmrzlinovy pohar, ktery ho stal 53 K¢. Pii platbé mu obsluha cukrarny
vratila 20 minci v hodnoté 1 K¢, 2 K¢ a 5 K&. Kolika mincemi danych hodnot Frantisek
disponuje?

Reseni

Pro jednotlivé mince zavedeme znaceni:

Xooeeeeroneerereneenennns 1 K¢,
Ve 2 K¢,
A, 5 Ke.

Uloha vede na soustavu rovnic. Jednotlivé rovnice sestavime nasledovné:

1x + 2y + 5z = 47
x+y+z=20

Nyni ovéiime fesitelnost soustavy:

NSD(1,2,5) = 1A 1| 47

NSD(1,1,1) = 1A 1| 20} = soustava je feSitelna
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Pfi feseni vyuzijeme dosazovaci metodu:

1x + 2y + 5z = 47
x+y+z=20-ox=20—-y—z

20—y —2z+2y+5z=47

y+4z =127
y=27—4z

z nahradime parametrem t; t € Z, tedy z = t.
Nyni zpétné dosadime y = 27 —4tdox =20 —y — z.

x=20—y—z
x=-—7+3t

Vsechna feseni jsou ve tvaru:

x=—-74+3tteZ
y=27—-4t;t €L
Z=ttel

Parametr t musime omezit, jelikoz je pro nas neptipustny zaporny vysledek (minci nemuaze

byt zaporné mnozstvi), tedy t € Z; t € (3; 6). Uloha ma 4 riizna feseni.
Vysledna odpovéd’:

Frantisek disponuje napi. dvéma 1 K¢, patnacti 2 K¢ a tiemi 5 K¢.

Piiklad 5.6

Na stole stoji 3 nadoby, pti¢emz v kazd¢ je neznamy pocet kuli¢ek. Pokud do prvni nadoby
pfidame 10 kulicek, pak ve druhé a tfeti bude dohromady o polovinu méné kulicek nez
Vv prvni nddobé&. Pokud ale do prvni nadoby pfidame 20 kuli¢ek, pak bude ve druhé a tieti
nadob¢ dohromady tfetinové mnozstvi kulicek prvni naddoby. Kolik kulicek bylo v kazdé
Z nadob ptvodné?

Resent

Nejprve si zavedeme znaceni:

Prvni nddobu ozna¢ime neznamou x, druhou nadobu neznamou y a tfeti nddobu neznamou

Z.
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Uloha vede na soustavu rovnic. Jednotlivé rovnice sestavime dle zadani:

x+10=2-(y+2)
x+20=3-(y+2z2)

Provedeme tpravu:

x—2y—2z=-10
x—3y—3z=-20

Nyni mizeme ovéfit fesitelnost soustavy:

NSD(1,2,2) =1A1]-10

= soustava je feSitelna a pii feSeni vyuzijeme séitaci metodu:
NSD(1,3,3)=1/\1|—20} J P yozy

x—2y—2z=-10
x—3y—3z=-20

y+z=10
y=10—-z

z nahradime parametrem t;t € Z, tedy z = t.
Nyni zpétné dosadime y = 10 — t do jedné z ptivodni rovnic:

x—20+2t—2t=-10
x =10

Vsechna feSeni jsou ve tvaru:

x =10
y=10—-¢tt€eZ
Zz=tt€EZ

Parametr t opét musime omezit, jelikoZ je pro nas nepfipustny zaporny vysledek (kulicek

nemize byt zaporné mnozstvi), tedy t € Z; t € (0;9).

Uloha ma 10 rtiznych fesent, ale v prvni nadobé bude pii kazdém feseni 10 kulicek, jelikoz

neznama x neni zavisla na parametru t.
Vysledna odpovéd’:

Pivodné bylo napt. v prvni nadobé 10 kulic¢ek, v druhé nadobé 9 kulicek a ve treti 1 kulicka.
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Cviceni 5.3
Vyfteste nasledujici slovni ulohu:

Otec je 0 24 let starSi neZ jeho syn. Za 6 let bude otec dvakrat starSi neZ jeho syn. Jaky je

vek otce a jaky syna?
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ZAVER

ZAVER
Cilem bakalafské prace bylo predstavit ¢tenaiim diofantické rovnice a ukazat nékolik

konkrétnich uloh, které s nimi souvisi.

V bakalaiské praci jsme prozkoumali nékteré zakladni pojmy, typy a metody feSeni
diofantickych rovnic. V prvni kapitole jsme se zabyvali historickym vyvojem této oblasti
matematiky, ktery saha az do velkolepé Alexandrie. V kontextu historie jsme se zaméfili

prevazné na slavného Diofanta, po kterém jsou tyto rovnice pojmenovany.

V druhé kapitole jsme predstavili né¢které typy diofantickych rovnic, jako jsou napiiklad

linearni a kvadratické rovnice.

V tieti kapitole jsme definovali zakladni pojmy souvisejici s diofantickymi rovnicemi, jsou
jimi napft. nejvetsi spoleény délitel, nejmensi spoleény nasobek, ¢i kongruence. Vysvétlili
jsme, jak lze tyto pojmy pocetné vyuzit, jelikoz jsme je nasledné vyuZzivali pfi feSeni

diofantickych rovnic.

V ctvrté kapitole jsme se zaméfili na konkrétni ptiklady linedrnich diofantickych rovnic
0 dvou a tfech nezndmych a soustav linearnich diofantickych rovnic. Pokud to bylo mozné,
ukazali jsme, jak Ize tyto rovnice feSit pomoci 5 metod, tj. metoda ,,pokus-omyl*, graficka
metoda, metoda Euklidova algoritmu, metoda kongruence a metoda vyjadfeni Clenu

s nejmenSim koeficientem.

V paté kapitole jsme se pak vénovali slovnim tloham, které vedou na linearni diofantické
rovnice o dvou, tfech neznamych a jejich soustav. Reseni jsme provadéli op&t pomoci 5 jiz

zmifovanych metod.

V prubéhu prace jsme se naudili, jak efektivné fesit rizné typy diofantickych rovnic a jak
tyto znalosti aplikovat na praktické tulohy. Lze shrnout, ze prace na téma ulohy
s diofantickymi rovnicemi ndm umozZnila prohloubit naSe znalosti v této oblasti matematiky

a predstavit nam mnoho zajimavych problémi, které Ize fesit pomoci téchto rovnic.

Celkové miuzeme konstatovat, ze jsme splnili cil této bakalaiské prace a ptipadné
pokracovani by se mohlo soustfedit na feSeni dalSich typli diofantickych rovnic pomoci
vétsiho mnozstvi metod, €1 na otestovani znalosti studentii zakladnich a stfednich kol prave

na téma diofantické rovnice.
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RESUME

Tato bakaléaiska prace se zabyva ulohami s diofantickymi rovnicemi. Celkové je prace
¢lenéna do 5 hlavnich kapitol. Prvni kapitola se zaméiuje na historicky vyvoj této oblasti
matematiky. Druha kapitola seznamuje ¢tenare se zékladnimi typy diofantickych rovnic.
Nasledné treti kapitola predstavuje zdkladni pojmy a definice, jez jsou potiebné k pochopeni
této problematiky. V poslednich dvou kapitolach jsou vyuzivany nejvyznamnéj$i metody
a techniky, které se pouzivaji k hledani feseni téchto rovnic. Soucasti téchto dvou kapitol

jsou i feSené a cvicné priklady.

This bachelor's thesis deals with problems involving Diophantine equations. The thesis is
divided into 5 main chapters. The first chapter focuses on the historical development of this
area of mathematics. The second chapter introduces readers to the basic types of Diophantine
equations. Subsequently, the third chapter presents the fundamental concepts and definitions
that are necessary for understanding this issue. In the last two chapters, the most significant
methods and techniques used to find solutions to these equations are employed. These two

chapters also include solved and practice examples.
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VYSLEDKY CVICENI

Cviceni 4.1

Nema feseni, jelikoZ neni splnéna podminka fesitelnosti:

NSD(125,225) = 25 A 25 + 113.
Cviceni 4.2

x=1+t+2s;t,sEZ
y=—-1-5t—-s;t,s€Z
z=34+4t;tE€Z

Cvicleni 4.3

x=3—-2t;t€Z
y=-1
z=tteL

Cviceni 5.1

x =5+ 16t
y=26—11t

To plati pro t = {0; 1; 2}

Napt. palenku rozlil do péti 550 ml lahvi a dvaceti Sesti 800 ml lahvi.

Cvideni 5.2
36 minci (31 - 50 K¢, 2 - 20 K¢, 15 K¢, 2 - 2 K¢).
Cviceni 5.3

Otcovi je 42 let a synovi 18 let.



