ZAPADOCESKA UNIVERZITA V PLZNI

FAKULTA PEDAGOGICKA
KATEDRA MATEMATIKY, FYZIKY A TECHNICKE VYCHOVY

ROVNICE A NEROVNICE V ULOHACH MATEMATICKE

OLYMPIADY
DIPLOMOVA PRACE

Bc. Barbora Mouleova
Ucitelstvi pro zdkladni skoly, obor Ucitelstvi matematiky pro zdkladni skoly

Vedouci prace: PhDr. Lukas Honzik, Ph.D.
Plzen 2023



Prohlasuji, Ze jsem diplomovou praci vypracovala samostatné

s pouZzitim uvedené literatury a zdrojl informaci.

V Plzni, 26. dubna 2023

vlastnorucni podpis



PODEKOVANI

Chtéla bych podékovat PhDr. Lukdasi Honzikovi, Ph.D, vedoucimu mé diplomové prace, za

odborné vedeni a cenné rady pfi tvorbé diplomové prace.



OBSAH

OBSAH
UV )  OOOR 3
1 HISTORIE MATEMATICKE OLYMPIADY ...vveiiiiiiiiiuiereeeeeesessiurtrneeeeesssssssseseeeessssssssssnsesesssssnsssssnnessessssssnenns 5
2 ORGANIZACE MATEMATICKE OLYMPIADY ...eeeiiitiieeeivreeeeiiteeeeeesteeeessseessssasessnnssesssssssssssssssessssssesssnsens 7
3 VYMEZENIV RVP ettieeeieiiiciiiiteeeeesesseiietteeeeeeesesastsaeeeeesesassssataaeeeesssaassssseaeeeessssssssesnneesssesassssnnnneeessannns 9
3.1 VYMEZENIV RVP ZV .euttttieieeeeeeeittiteeeeeseeeeittttteeeseeeesaasssasaeeaasssaansssasssaaasessnsssssseesesssanssssnsssessannns 10
3.2 VYMEZENIV RVP Guuuuuutireeeeeeeeeeittiteeeseseeesitsteseeeseseesansssasssesesssasasssssssesssesasssssssseesesessssssssssessannns 10
4 ROVNICE, NEROVNICE, JEJICH SOUSTAVY A JEJICH RESENT ..eeeeurieeeeiiiieeeeirteeeeeteeeeeeteeeeesneeeeesanreeeesnnseeeens 12
4.1 ROVNICE, NEROVNICE, JEJICH SOUSTAVY A JEJICH RESENI NA ZAKLADNI SKOLE .....ccuvvvrreeeeeeeecnrnreeeeenn. 12
4.1.1 Linearnirovnice a nerovnice a jejich feseni na zadkladni skole .........ccccceeeevieeennnen. 12
4.1.2 Soustavy linearnich rovnic a jejich feSeni na zakladni Skole.........cccceeeeeurvreennnenn. 13
4.2 ROVNICE, NEROVNICE, JEJICH SOUSTAVY A JEJICH RESENI NA GYMNAZIU ..uvuunneiiiiiiiiiiiieeeeeeeeeviieeeeees 14
4.2.1 Linearnirovnice, nerovnice, jejich soustavy a jejich feSeni na gymnaziu ............... 15
4.2.2 Kvadratické rovnice a jejich feSeni na gyMNAziU.......ccceeeeecieeeeeciee e, 15
4.2.3 Rovnice a nerovnice v sou¢inovém a podilovém tvaru a jejich feSeni na gymnaziulé
4.2.4 Rovnice a nerovnice s absolutni hodnotou a jejich feSeni na gymnaziu................. 18
4.2.5 Rovnice a nerovnice s nezndmou ve jmenovateli a pod odmocninou a jejich feseni
(=AY 0 o1 o= T RPN 19
4.2.6 Exponencialni rovnice a jejich feSeni na gymnaziu .........ccccevevecieeieiciee e, 22
4.2.7 Logaritmické rovnice a jejich feSeni na gymnaziu........cccoecvevivecieeeccciee e, 22
4.2.8 Goniometrické rovnice a jejich feSeni na gymnaziu.........cccceeeeecieeeecciee e, 23
5 KOMENTOVANE RESENI VYBRANYCH ULOH MATEMATICKE OLYMPIADY TYKAJICICH SE ROVNIC, NEROVNIC A JEJICH
SOUSTAV ...uteeeeeetteeeeeitteeeeeteeeeeaassaeeeaassseaeaassseaaaasssssaansssseaanssaseaasssseessssseeassaesesassassesanseseesanssesesanssneannn 24
5.1 PRIKLAD Z5-11-1 2 57. ROCNIKU MATEMATICKE OLYMPIADY OKRESNIHO KOLA KATEGORIE Z5.............. 24
5.2 PRIKLAD Z5-1-1 z 70. ROCNIKU MATEMATICKE OLYMPIADY DOMACIHO KOLA KATEGORIE Z5............... 25
5.3 PRIKLAD Z5-1I-1 z 70. ROCNIKU MATEMATICKE OLYMPIADY OKRESN{HO KOLA KATEGORIE Z5.............. 27
5.4 PRIKLAD Z6-I1-1 z 57. ROENIKU MATEMATICKE OLYMPIADY OKRESNIHO KOLA KATEGORIE Z6.............. 28
5.5 PRIKLAD Z6-I-1 z 59. ROENIKU MATEMATICKE OLYMPIADY DOMACIHO KOLA KATEGORIE Z6............... 30
5.6 PRIKLAD Z6-1-6 Z 62. ROENIKU MATEMATICKE OLYMPIADY DOMACIHO KOLA KATEGORIE Z6............... 31
5.7 PRIKLAD Z6-I-1 z 70. ROENIKU MATEMATICKE OLYMPIADY DOMACIHO KOLA KATEGORIE Z6............... 33
5.8 PRIKLAD Z7-I-5 z 54. ROCNIKU MATEMATICKE OLYMPIADY KRAJSKEHO KOLA KATEGORIE Z7 ............... 34
5.9 PRIKLAD Z7-11-3 2 57. ROCNIKU MATEMATICKE OLYMPIADY OKRESNIHO KOLA KATEGORIE Z7.............. 36
5.10 PRIKLAD Z7-11-2 z 64. ROCNIKU MATEMATICKE OLYMPIADY OKRESNIHO KOLA KATEGORIE Z7.............. 37
5.11 PRIKLAD Z8-I-2 2 59. ROCNIKU MATEMATICKE OLYMPIADY DOMACIHO KOLA KATEGORIE Z8............... 38
5.12 PRIKLAD Z8-1-5 7z 61. ROCNIKU MATEMATICKE OLYMPIADY DOMACIHO KOLA KATEGORIE Z8............... 41
5.13 PRIKLAD Z8-1-1 7z 62. ROCNIKU MATEMATICKE OLYMPIADY DOMACIHO KOLA KATEGORIE Z8............... 42
5.14 PRIKLAD Z8-11-3 z 64. ROCNIKU MATEMATICKE OLYMPIADY OKRESNIHO KOLA KATEGORIE Z8.............. 44
5.15 PRIKLAD Z8-11-2 z 65. ROCNIKU MATEMATICKE OLYMPIADY OKRESNIHO KOLA KATEGORIE Z8.............. 45
5.16 PRIKLAD Z9-I1I-3 z 54. ROCNIKU MATEMATICKE OLYMPIADY KRAJSKEHO KOLA KATEGORIE Z9.............. 47
5.17 PRIKLAD Z9-1-3 2 60. ROCNIKU MATEMATICKE OLYMPIADY DOMACIHO KOLA KATEGORIE Z9 ............... 49
5.18 PRIKLAD Z9-I1I-1 z 60. ROCNIKU MATEMATICKE OLYMPIADY KRAJSKEHO KOLA KATEGORIE Z9.............. 50
5.19 PRIKLAD Z9-1-3 Z 62. ROCNIKU MATEMATICKE OLYMPIADY DOMACIHO KOLA KATEGORIE Z9............... 52
5.20 PRIKLAD Z9-I1I-3 Z 66. ROCNIKU MATEMATICKE OLYMPIADY KRAJSKEHO KOLA KATEGORIE Z9.............. 53
5.21 PRIKLAD 5. 7z 59. ROCNIKU MATEMATICKE OLYMPIADY DOMACIHO KOLA KATEGORIE C......vvvveeennnrennnn. 55
5.22 PRIKLAD 1. Z 61. ROCNIKU MATEMATICKE OLYMPIADY KRAJSKEHO KOLA KATEGORIE C ....ovvvvvveeeeeeennne 57
5.23 PRIKLAD 1. Z 66. ROCNIKU MATEMATICKE OLYMPIADY SKOLNIHO KOLA KATEGORIE C....coovvvvveeeeeernnne 57
5.24 PRIKLAD 2. Z 67. ROCNIKU MATEMATICKE OLYMPIADY KRAJSKEHO KOLA KATEGORIE C ....ovvvvvveeeeeeennne 60



5.25 PRIKLAD 1. Z 60. ROCNIKU MATEMATICKE OLYMPIADY SKOLNIHO KOLA KATEGORIE B.....c.evvvvvveeeeeennnee 62
5.26 PRIKLAD 4. Z 67. ROCNIKU MATEMATICKE OLYMPIADY DOMACIHO KOLA KATEGORIE B........vvvveeeeennnee 63
5.27 PRIKLAD 1.z 59. ROCNiKU MATEMATICKE OLYMPIADY DOMACIHO KOLA KATEGORIE A.......ovvveeeeeeenne 65
5.28 PRIKLAD 1. Z 67. ROCNIKU MATEMATICKE OLYMPIADY SKOLNIHO KOLA KATEGORIE A........cevvvveeeeeeenne 67
41 USRS 68
RESUME ..ttt i teettittt et e e e e seett e e e e e e s e s st be e e e e e eesessasabaaaeeeeesassasssaaaeeeessanasssseaaeeeeesannnsssenaneasssennssssennnaeeesennns 69
SEZNAM LITERATURY ...uttteeieutteeeeeteeeessteeeeeassseesaassseesassssesssssssssasssssesssssssssssssssssnsssesessnssssessnssssssnnssssenns 70
SEZNAM OBRAZKU, TABULEK, GRAFU A DIAGRAMU ...ttt ettt e e et et et e et e e e e e s e e e s e s e e e seneneseeeeenenas 73



Uvop

Uvop

Jako téma své diplomové prace jsem si zvolila Rovnice a nerovnice v Ulohach Matematické
olympiady. Zaci se setkavaji s rovnicemi uz na zakladni 8kole. Na stfedni $kole se tomuto
tématu vénuji vice nez na zakladni Skole a své poznatky rozvijeji. Velky pfinos znalosti a
poznatkl ma pro Zaky ucast na rliznych olympiadach. V oblasti matematiky a logiky rozviji

zakovy védomosti Matematicka olympiada.

Prvni kapitola je vénovana historii Matematické olympiady a jeji organizaci. Historie
Matematické olympiady je zpracovana od roku 1951, kdy se konalo prvni kolo Matematické
olympiady. V préci je také uvedeno, kdo stal za vznikem Matematické olympiady a jaky byl
dlivod jejiho vzniku. Nejprve byla Matematicka olympiada uréena pouze pro stfedni skoly,

poté se rozsifila i o zakladni Skoly.

V druhé kapitole je popsana organizace Matematické olympiady. SoutéZ se kona
kazdoroc¢né a vyhlasuje ji Ministerstvo Skolstvi, mladeZe a télovychovy. V této kapitole je
vysvétleno, pro jaké rocniky zakladnich $kol, gymnazii a viceletych gymnazii jsou uréeny
jednotlivé kategorie a jakda kola jsou pro jednotlivé kategorie vyhlasovany. Jednotlivé ulohy

jsou jednotné pro celou Ceskou republiku a sou¢asné i pro Slovensko.

Treti kapitola se vénuje ukotveni rovnic, nerovnic a jejich soustav v RAmcovém vzdélavacim
planu pro zakladni vzdélavani a v Ramcovém vzdélavacim planu pro gymnazia. Je zde
popsano ucivo a ocekdvané vystupy uvedené v RVP ZV a RVP G. Na zakladni Skole se Zaci
seznamuji pouze s linedrnimi rovnicemi a jejich soustavami. Na nékterych zakladnich
Skolach se Zaci seznamuiji i s linedrnimi nerovnicemi, ale toto téma neni uvedeno v RVP ZV.
Na gymnaziu z4ci toto téma rozvijeji o linedrni nerovnice, kvadratické rovnice a nerovnice,
exponencidlni rovnice, logaritmické rovnice, goniometrické rovnice, rovnice a nerovnice
v souéinovém a podilovém tvaru, rovnice a nerovnice s nezndmou pod odmocninou a

s nezndmou ve jmenovateli a rovnice a nerovnice s absolutni hodnotou.

Ve ctvrté kapitole jsou uvedeny zakladni metody feseni jednotlivych druh( rovnic, nerovnic
a jejich soustav. Prvni podkapitola je vénovdana metoddm feSeni rovnic, nerovnic a jejich
soustav na zakladni Skole. Druhd podkapitola se vénuje metoddm reSeni rovnic, nerovnic a
jejich soustav na gymnaziu. K jednotlivym typdm rovnic, nerovnic a jejich soustavdm jsou

uvedeny konkrétni priklady reseni.
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Pata kapitola je nejobsahlejsi. Tato kapitola je tvorena vybranymi ilohamis komentovanym
feSenim z rlznych kol a z rdznych ro¢nikl Matematické olympiddy. Z kazdé kategorie je
vidy uveden alespori jeden piiklad. Redeni Gloh je komentovano tak, aby bylo pochopitelné

pro zaky z urcenych rocnikd.
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1 HISTORIE MATEMATICKE OLYMPIADY

Matematickou olympiadu v tehdejsim Ceskoslovensku zaloZilo nékolik matematiki pod
vedenim profesora Karlovy univerzity Dr. Eduarda Cecha v roce 1951. Jednalo se o souté?
zakl strednich Skol, tedy tzv. vybérovych Skol. Tato matematickda soutéz byla pozdéji
rozéitena i pro zaky zakladnich 8kol. Profesor Dr. Eduard Cech se znal s Dr. Frantiskem
Kahudem, ktery byl po 2. svétové vdlce naméstkem a pak také ministrem Skolstvi. Mohl
tedy podpofit vznik matematické olympiddy a nékolik jejich prvnich kol. Odbornym
garantem matematické olympiddy se stal Matematicky Ustav Akademie véd Ceské
republiky a Jednota ¢eskoslovenskych matematikl a fyzikd, kde nékolik let byl predsedou
Dr. Frantisek Kahuda.

Matematicka olympidada méla za cil ziskat studenty stfednich Skol pro studium na vysokych
Skolach, hlavné pro studium technickych obor(. Protoze se v této dobé u nas velmi rozvijel
hlavné tézky primysl, tak se méli stat generaci budujici tento primysl. Na diplomech byl
obrazek matematika, jak pocitd mezi kouficimi tovarnimi kominy. Matematicka olympiada
méla podle ucitell zvysit zdjem o matematiku. Velkou motivaci zucastnit se matematické
olympiady byla také financni odména pro vitéze.

Matematicka olympiada navazovala na rlizné matematické soutéze. Navazala naptriklad na
soutéz Jednoty Ceskoslovenskych matematiku a fyzikd v feSeni matematickych uloh, kterou
vydavali ve svém ¢asopise. Vzorem pro matematickou olympiadu v Ceskoslovensku byla
matematicka olympiada v jinych zemich, napriklad v Sovétském svazu, Madarsku nebo
v Polsku.

Prvnim predsedou Ustfedniho vyboru matematické olympiady se stal profesor Ceského
vysokého uceni technického Dr. Frantisek Vycichlo. | timto bylo propojeno technické
studium na vysoké Skole s matematickou olympiadou. Profesor Dr. FrantiSek Vycichlo
musel ze zdravotnich dlvod( svoji funkci po roce opustit. Jeho nastupcem se stal rfeditel
Matematického Ustavu Ceskoslovenské akademie véd profesor Dr. Josef Novék. Z dalsich
predsed(l ustfedniho vyboru matematické olympiady je vhodné pfipomenout docenta Jana
Vysina znamého jako velkého propagatora moderni vyuky matematiky a autora mnoha
ucebnic matematiky a spousty pfiru¢ek a matematickych ¢lankd pro ucitele matematiky. Za
zminku takeé stoji Dr. Frantisek Zitek, ktery velmi dbal na spravnou formulaci Gloh z hlediska

spisovné cestiny.
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Prvnim tajemnikem ustfedniho vyboru matematické olympiddy byl zastupce reditele
Matematického Ustavu Ceskoslovenské akademie véd Dr. Rudolf Zelinka. Ten se vénoval
hlavné vybéru uloh a vétSinu uloh také sdm vymyslel. Podilel se také na ptipravé 4.
mezindrodni matematické olympiady, ktera se konala v Ceskoslovensku. Na matematické
olympiddé se samoziejmé nepodili pouze predseda a tajemnik Ustfedniho vyboru, jednd se
o nékolik desitek lidi, jez nejsme schopni vSechny uvést.

V poslednich letech se o vybér uloh staraji dvé vybérové komise. Jedna komise ma na
starosti vybér uloh pro kategorie Z — zakladni Skoly, druhda ma na starosti vybér uloh pro
kategorie A, B, C — stiedni koly. Tyto komise vznikly na popud doc. Dr. Jaromira Simsi
z Matematického ustavu Akademie véd, ktery vede komisi pro vybér tloh pro kategorie A,
B, C. Ve vybérovych komisi pracuje mnoho lidi, vétSinou se jednd o byvalé reprezentanty
v mezindrodnich matematickych olympiddach. Jsou tedy schopni pfindset zajimavé a
netradi¢ni ulohy inspirované mezindrodni matematickou olympiddou. Obé komise
spolupracuji se svymi slovenskymi kolegy. Vysledkem jsou stejné zadani dloh a terminy kol
matematické olympiady v Ceské republice i na Slovensku. Matematickd olympiada tedy
zUstala Ceskoslovenskou zalezZitosti az na vysledkové listiny celostatnich kol.

V roce 1986 vznikla kategorie P — programovani. DuleZitou osobou v této oblasti je doc. Dr.
Pavel Topfer z MFF UK Praha. Je autorem velkého mnozstvi tloh, komentaru k jejich feseni

a také hodnoti reseni zak(. | pripravuje studenty na mezindrodni soutéze v informatice.
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Matematickou olympiadu vyhladuje Ministerstvo $kolstvi, mlddeZe a télovychovy. Ustiedni
komise je fidicim orgdnem matematické olympiddy. Ustfedni komisi matematické
olympiady predstavuje nékolik védeckych pracovnik( a uciteld matematiky na zakladnich,
stfednich a vysokych Skolach, ktefi pfipravuji matematickou olympiddu ve svém volném
Case. Zabyva se pfipravou letdk(i, konecnym znénim uloh, feSenim a komentafi uloh, a i
soustredénim Uspésnych resitell. Na zavér kazdého rocniku matematické olympiady musi
zpracovat hodnotici zpravu, kterou zasle Ministerstvu Skolstvi, mladeze a télovychovy a
Jednoté ¢eskych matematik( a fyzik(l. Ustfedni komise také koordinuje krajské komise a
propaguje matematickou olympiadu. Je dulezité, aby Ustfedni komise Uzce spolupracovala
s vysokymi Skolami pedagogického a matematicko-fyzikalniho zaméreni kvlli pfipravé
odbornych soustfedéni pro soutézici.

Dulezité je také zminit praci nékolika stovek uciteld matematiky na zakladnich a stfednich
Skolach, ktefi jsou témi prvnimi, kdo seznami zéky s existenci a prlbéhem matematické
olympiady. Vénuji spoustu c¢asu ndvodnym ulohdm a doporucuji zakim odbornou
literaturu. Sami také opravuji feseni uloh zakl Skolniho kola matematické olympiady.
Matematicka olympidda je organizovana v deviti kategoriich. Kategorie A je ur¢ena pro zaky
3. a 4. roc¢nikd stfednich skol a pfislusnych ro¢nik( viceletych gymnazii. Kategorie B je
urcena pro zaky 2. ro¢nikd stfednich skol a pfislusnych ro¢nika viceletych gymnazii.
Kategorie C je uréena pro zdky 1. ro¢nik(l a ptislusnych rocnikd viceletych gymnazii.
Kategorie Z9 je urcena pro zaky 9. rocnik( zakladnich skol a prislusnych roc¢nik( viceletych
gymnazii. Kategorie Z8 je urcena pro zaky 8. ro¢nikl zakladnich Skol a pfislusnych rocnik(
viceletych gymnazii. Kategorie Z7 je urcena pro zZaky 7. ro¢nik( zakladnich Skol a prislusnych
ro¢nikd viceletych gymnazii. Kategorie Z6 je uréena pro zaky 6. ro¢nik( a prislusnych ro¢nik
viceletych gymnazii. Kategorie Z5 je urcena pro zaky 5. ro¢nik( zakladnich skol. Kategorie P
se zaméruje na informatiku a je urcena pro zaky 1. az 4. ro¢niku stfednich skol a pfislusnych
ro¢nika viceletych gymnazii. VSechny kategorie probihaji ve Skolnim kole. V okresnim kole
probihaji kategorie Z5 az 79. V krajském kole probihaji kategorie A, B, C, P a Z9. Pouze

kategorie A a P probihaji v Ustfednim kole.
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Matematicka olympiada se kond kazdoroc¢né. Kazdy rok je tematické zaméreni olympiady,
které je vymezené Glohami domaéci ¢asti $kolniho kola. Ulohy jsou jednotné na Gzemi Ceské

republiky.
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Ramcové vzdélavaci programy jsou vytvoreny pro vzdélavani od materskych Skol az po Skoly
stfedni. Pro vzdéldvani na zakladnich skolach je u¢en Ramcovy vzdélavaci program pro
zakladni vzdélavani (RVP ZV). Pro dalsi vzdélavani jsou uréené Ramcovy vzdélavaci program
pro gymnazia (RVP G) a Ramcové vzdélavaci programy stifedniho odborného vzdélavani
(RVP SQV). RVP ZV je tvoren deviti vzdélavacimi oblastmi (RVP ZV 2021, s. 14):

e Jazyk a jazykova komunikace,

e Matematika a jeji aplikace,

e Informatika,

e Clovék a jeho svét,

e Clovék a ptiroda,

e Clovék a spole¢nost,

e Umeéni a kultura,

e Clovék a zdravi,

e Clovék a svét prace.
RVP G je tvoren osmi vzdéldvacimi oblastmi (RVP G 2021, s. 11):

e Jazyk a jazykova komunikace,

e Matematika a jeji aplikace,

e Clovék a ptiroda,

e Clovék a spole¢nost,

e Clovék a svét prace,

e Umeni a kultura,

e Clovék a zdravi,

e Informatika a informacni a komunikacni technologie.
Vzdélavaci oblasti v RVP jsou ¢lenény do vzdélavacich obor(i nebo jsou tvofeny jednim
vzdélavacim oborem. Ocekdvané vystupy a ucivo vytvari vzdélavaci obsah vzdélavaciho
oboru. RVP se snazi o praktické propojeni klicovych kompetenci se vzdélavacim obsahem,
které ma byt realizovano u vytvareni Skolnich vzdélavacich program( (SVP). U oéekdvanych

vystupu je kladen dliraz na praktické zaméreni v bézném zivoté.
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3.1 VYMEZENIV RVP ZV
Ramcovy vzdélavaci program pro zdkladni vzdélavani fadi linedrni rovnice a jejich soustavy
do vzdélavaci oblasti Matematika a jeji aplikace. Vzdélavaci oblast Matematika a jeji
aplikace je tvorena vzdéldvacim oborem Matematika a jeji aplikace. Ten je na druhém
stupni ZS rozdélen na ¢tyFi témata (RVP ZV 2021, s. 34-37):

e (Cislo a proménna,

e Zavislosti, vztahy a prdce s daty,

e Geometrie v roviné a v prostoru,

e Nestandardni aplikacni Ulohy a problémy.
Kazdé téma mad své vymezené ucivo a s tim souvisejici o¢ekdvané vystupy, a i minimalni
doporucenou uUroven pro Upravy ocekdvanych vystupd v rdmci podplrnych opatfeni. Do
tématu Cislo a proménnd je fazeno ucivo (RVP ZV 2021, s. 35):

e rovnice — linedrni rovnice, soustava dvou linedrnich rovnic se dvéma neznamymi.
K tomuto ucivu je pouze jeden ocekavany vystup (RVP ZV 2021, s. 35):

e formuluje a resi redlnou situaci pomoci rovnic a jejich soustav.
S linearnimi rovnicemi se zZaci ¢aste¢né setkavaji jiz na prvnim stupni, napt. kdyz maji do
ramecku doplnit Cislo, které v souctu s ¢islem 2 dava vysledek 5. S nerovnicemi se Zaci na
zakladni $kole pfimo nesetkavaji. Nejsou proto ani uvedené v RVP ZV. Z4aci se s nimi setkaji
obdobné jako se setkaji s linearnimi rovnicemi na prvnim stupni. Naptiklad fesi tlohu, kdy
maji urcit celd kladna Cisla, ktera jsou mensi nez devét.
Linearni rovnice se vétSinou probiraji v osmém ro¢niku zakladni Skoly. Pfipadné se v osmém
rocniku probiraji linedrni nerovnice a rovnice v soucinovém tvaru. V devatém rocniku se

probiraji linedrni rovnice s nezndmou ve jmenovateli. Také se v devatém rocniku probiraji

soustavy linearnich rovnic se dvéma nezndmymi.

3.2 VYMEZENIV RVP G

Rovnice, nerovnice a jejich soustavy jsou v R&mcovém vzdéldvacim programu pro gymnazia
zarazeny do vzdélavaci oblasti Matematika a jeji aplikace a ta je tvorena vzdélavacim
oborem Matematika a jeji aplikace. Tento obor je rozdélen na pét témat (RVP G 2021, s.

22-24):

e Argumentace a ovéfovani,
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3 VYMEZENI V RVP

e Cislo a proménn3,

e Prace se daty, kombinatorika, pravdépodobnost,
e Zavislosti a funkéni vztahy,

e Geometrie.

V kazdém tématu je vymezené ucivo a k nému se vztahujici oéekdvané vystupy. Do tématu

Cislo a proménna je zafazeno uéivo (RVP G 2021, s. 22):

® rovnice a nerovnice — linearni rovnice, nerovnice a jejich soustavy, kvadraticka
rovnice (diskriminant, vztahy mezi korfeny a koeficienty), rovnice a nerovnice
v soucinové a podilovém tvaru, rovnice a nerovnice s absolutni hodnotou, rovnice
sneznamou ve jmenovateli a pod odmocninou, logaritmické, exponencialni a

goniometrické rovnice.
K tomuto ucivu se vztahuji tyto ocekdvané vystupy (RVP G 2021, s. 22):
e upravuje efektivné vyrazy s proménnymi, uréuje defini¢ni obor vyrazu,

e rozklada mnohocleny na soucin vytykanim a uzitim vzorc(, aplikuje tuto dovednost

pfi feSeni rovnic a nerovnic,

e tesilinearni a kvadratické rovnice a nerovnice, fesi soustavy rovnic, v jednodussich

pripadech diskutuje resitelnost nebo pocet reseni,
e rozlisuje ekvivalentni a neekvivalentni Upravy,

e geometricky interpretuje Ciselné, algebraické a funkéni vztahy, graficky zndzornuje

feSeni rovnic, nerovnic a jejich soustav,

e analyzuje a resi problémy, v nichz aplikuje feSeni linearnich a kvadratickych rovnic

a jejich soustav.

Studenti se setkavaji s rovnicemi po celé Ctyfi roky studia na ¢tyfletém gymnaziu, pfipadné
posledni Ctyri roky studia na osmiletém nebo Sestiletém gymnazium. Nelze jednoznacné
fici, v jakém rocniku se ktery typ rovnic vyucuje. Kazdé gymndzium si sestavuje svuj Skolni
vzdélavaci program, podle kterého se na daném gymnaziu vyucuje. Jednotlivé Skolni
vzdélavaci programy se lisi podle daného gymnazia, a tudiz lisi i doba vyuky jednotlivych

typ0 rovnic.
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4 ROVNICE, NEROVNICE, JEJICH SOUSTAVY A JEJICH RESENI

V této kapitole je uvedeno nékolik jednoduchych postupt feSeni rovnic, nerovnic a jejich

soustav.

4.1 ROVNICE, NEROVNICE, JEJICH SOUSTAVY A JEJICH RESENI NA ZAKLADNI SKOLE
Na zakladni Skole se vyucuji pouze linearni rovnice, jednoduché nerovnice a soustavy dvou
linedrnich rovnic o dvou nezndmych. Redeni téchto typl rovnic na zékladni $kole uvadsji

nasledujici dvé podkapitoly.

4.1.1 LINEARNi ROVNICE A NEROVNICE A JEJICH RESENi NA ZAKLADNI SKOLE
Linearni rovnice se reSi pomoci ekvivalentnich Uprav. V nékterych ucebnicich pro zakladni
Skoly se u reSeni linedrnich rovnic uvadi i feseni linearnich nerovnic pomoci ekvivalentnich
Uprav. V nékterych ucebnicich je toto téma Uplné vynechdno.
Priklad 4.1.1.1
Redte rovnici: 2(3 + 4x) — 2 = 3 — 5(1 — x).
Regeni rovnice:

23+ 4x) —2=3-5(1—x),

6+8x—2=3—-5+4 5x,
8x +4 =5x—2,

V nékterych ucebnicich se navic uvadi i feSeni rovnic v soucinovém tvaru, kde jedna strana
rovnice je rovna nule. Tyto rovnice se fesi rozdélenim na nékolik jednodussich linedrnich
rovnic, jejich pocet je stejny jako pocet Ciniteld v pavodni rovnici. Vzniklé linearni rovnice
se vyresi pomoci ekvivalentnich Uprav.

Priklad 4.1.1.2

Reste rovnici: (x — 1)(2 +x) = 0.

Prvni Cinitel je roven nule:

Druhy Cinitel je roven nule:
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4 ROVNICE, NEROVNICE, JEJICH SOUSTAVY A JEJICH RESEN{

U linedrnich rovnic s neznamou ve jmenovateli se jesté pred samotnym rfeSenim, musi uvést
vSechny podminky, za kterych ma levd i prava strana rovnice smysl, tzn. jmenovatel
obsahujici nezndmou se nesmi rovnat nule. Pak se provede samotné feseni rovnice pomoci
ekvivalentnich Uprav. Reeni, které vyjde, se musi porovnat s podminkou, aby zadana
rovnice davala smysl.

Priklad 4.1.1.3

Reite rovnici: — = —.
x+1 2x
Nejprve ur¢ime podminky:
x+1#0a2x#0,tedyx #—-1lax #0.

Samotné feseni rovnice:

1 3
x+1 2x

1-2x=3-(x+1),
2x =3x +3,

)

x = —3.

4.1.2 SOUSTAVY LINEARNICH ROVNIC A JEJICH RESENI NA ZAKLADNI SKOLE

Soustavy linearnich rovnic se také fesi pomoci ekvivalentnich Gprav. PFi feSeni soustav
linedrnich rovnice se vyuZivaji dvé metody. Jednd se o séitaci a dosazovaci metodu. U
dosazovaci metody vyjadfime z jedné rovnice jednu nezndmou. Vyjadfenou neznamou pak
dosadime do druhé rovnice a vypocitame druhou nezndmou. Vypocitanou nezndmou
dosadime do vyrazu vyjadfujiciho prvni nezndmou a vypocitame ji. Pfi vyuziti s¢itaci metody
vyuzivame toho, Ze secteni pravych a levych stran rovnic se zbavime jedné nezndme a
ziskanou rovnici vypoclitdme pomoci ekvivalentnich Uprav. Vypocitanou nezndmou
dosadime do jedné ze soustavy rovnic a vypocitdme druhou nezndmou.

Priklad 4.1.2.1

Reste soustavu rovnic:

8x -3y =10
—8x —2y =0.
Dosazovaci metoda:
Nejprve vyjadreni jedné neznamé:
8x — 3y = 10,
3y =8x — 10,
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_ 8x — 10
y - 3 .
Dosazeni do druhé rovnice:
8x — 10 — 0
3 - )
—24x —2(8x —10) =0,
—24x — 16x + 20 = 0,
—40x = —20,

—8x—2

X =

N| =

Do vyrazu vyjadfujici y dosadime za x:

1
_8x—10 8-3-10 4-10 -6
Y=T3 T TT 3 TT3 T3

Scitaci metoda:

Secteni prvni a druhé rovnice:

Dosazeni za y do libovolné rovnice:
8x — 3y =10,
8x —3-(-2) =10,
8x + 6 =10,
8x = 4,
1

X .
2
Redenim soustavy rovnic je [x, y] = E, —2].
4.2 ROVNICE, NEROVNICE, JEJICH SOUSTAVY A JEJICH RESENI NA GYMNAZIU
Na gymnaziu se vyucuje pocetni i grafické reSeni rovnic a nerovnic. Vétsi daraz se klade na

pocetni feSeni rovnic a nerovnic. Proto v nasledujicich podkapitolach uvadim zakladni

pocetni metody feseni riznych typl rovnic a nerovnic vyu¢ovanych na gymnaziich.
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4.2.1 LINEARNIi ROVNICE, NEROVNICE, JEJICH SOUSTAVY A JEJICH RESENI NA GYMNAZIU

Linearni rovnice se gymnaziu feSi pomoci ekvivalentnich Uprav rovnic jako na zakladni
Skole. Také se na gymnaziu resi pomoci ekvivalentnich Gprava linedrni nerovnice. Soustavy
linedrnich rovnic se rfesi na gymnaziu stejné jako na zakladni skole, tedy dosazovaci a séitaci
metodou. Navic se feSi na gymnaziu soustavy linearnich nerovnic pomoci ekvivalentnich

Uprav. Linedrni rovnice a nerovnice fesi studenti na gymnaziu i grafickou metodou.
Priklad 4.2.1.1

Redte soustavu nerovnic:

4x < —4
5—x>0.
Kazdou nerovnici vyresime zvlast:
4x < —4, 5—-x>0,
X < _1, 5 > x’
Kl = (—OO,—l) KZ — (—OO, 5)

Na zavér udélame prunik jednotlivych reseni:
K= Kl N KZ = (—OO, _1) N (_Ooi 5) = (_Ool _1)

4.2.2 KVADRATICKE ROVNICE A JEJICH RESENi NA GYMNAZIU

Kvadratickd rovnice se nejéastéji reSi pomoci diskriminantu. Z kvadratické rovnice se
vypocte diskriminant. Ten mlzZe byt bud kladny, nulovy nebo zdporny. Pokud je
diskriminant kladny, tak ma kvadraticka rovnice dvé redlna reseni, pokud je nulovy, tak ma
kvadraticka rovnice jedno realné feseni, a pokud je nulovy, tak ma kvadraticka rovnice dvé
feSeni v oboru komplexnich cisel. Je-li kvadraticka rovnice nelplnd, bez absolutniho ¢lenu

nebo bez linearni ¢lenu, nemusi se nutné fesit pomoci diskriminantu. Takovouto rovnici

mulzZeme resit jako rovnici v soucinovém tvaru.
Priklad 4.2.2.1
Reste rovnici: x% + 4x — 5 = 0.
Nejprve vypocitdme diskriminant:
D =b?>—4ac=4*—-4-1-(-5) = 36.
Protoze je diskriminant kladny, rovnice bude mit dvé feseni v oboru redlnych cisel:
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_Th+VD _ 4436 |

T "%a T T 21

_~h-vD_—4-+36 _ .

2= T 21 >
K ={-1,-5}

4.2.3 ROVNICE A NEROVNICE V SOUCINOVEM A PODILOVEM TVARU A JEJICH RESENI NA GYMNAZIU
Moznosti, jak resit nerovnice v souc¢inovém a podilovém tvaru, je nékolik. Vybrala jsem tedy
jednu variantu feseni, kterd si myslim, je velmi uZivana. Jedna se o metodu nulovych bod.

Pro feSeni rovnic v soucinovém a podilovém tvaru pouzivaji Zaci jeden zpUsob feseni.

Rovnice v soucinovém tvaru se fesi tim, Ze vytvorime nékolik jednodussich rovnic podle
poctu Ciniteld v rovnici. Jednotlivé Cinitele polozime rovno nule a vypocteme neznamou.

Sjednocenim vysledk( jednotlivych rovnic ziskame feSeni plivodni rovnice.
Priklad 4.2.3.1
Reste rovnici v sou¢inovém tvaru: (x — 1)(5 — x) = 0.
Jednotlivé Cinitele poloZime rovno nule:
x—1=0, 5—x=0,

x = 1. x = 5.
K ={1,5}

Nerovnice v souc¢inovém tvaru se nejlépe fesi pomoci tabulky. Nejprve se najdou nulové
body nerovnice a urci se intervaly feSeni ohranicené témito nulovymi body. Tyto intervaly
zapiSeme spolecné s jednotlivymi Ciniteli nerovnice do tabulky. V tabulce se urci, ve kterém
intervalu jsou jednotlivi Cinitelé kladni nebo zaporni. Z toho se potom urdi, jestli je zadana
nerovnice v danych intervalech kladna nebo zapornda. Na zavér se sjednoti intervaly, které

odpovidaji feSeni plivodni nerovnice a ziska se vysledné rfeSeni nerovnice.
Priklad 4.2.3.2

Reste nerovnici: (x + 2)(6 — x)(4 + x) > 0.

Nejprve vypocteme nulové body:

x=-2,x=—4,x=6.
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Uréime intervaly ohranicené témito body, protoZe v nerovnici je ostrd nerovnost,

nebudeme do intervall zahrnovat nulové body:
(—OO’ _4); (_4P _Z)P (_2' 6)' (6' OO)

Sestavime tabulku:

(—o0,—4) (=4,-2) (=2,6) (6,0)
(x +2) - - + +
(6 —x) + + + -
(4 +x) - + + +
(x +2)(6 — x)(4 +x) + - + -

Tabulka 1: Hodnoty Ciniteli prikladu 4.2.3.2

Z této tabulky je zfejmé, Ze nerovnice plati v intervalech (—4, —2) a (6, ).
K = (—4,—-2) U (6, )

Pfi feSeni rovnic v podilovém tvaru se nejprve musi urcit podminky, kdy rovnice plati. Pak
se rovnice zjednodusi tim, Ze se Citatel polozi rovno nule. Vypocte se tato rovnice a pak se

vysledek porovna s podminkami platnosti. Vysledkem je vysledné feSeni plivodni rovnice.

Priklad 4.2.3.3
Reste rovnici: 22=> =
x—1
Nejprve uréime podminky:
x * 1.

Citatele polozime rovno nule:

ProtozZe vysledek je v rozporu s podminkou, rovnice nema reseni:

K={}
Pfi feSeni nerovnic v podilovém tvaru se také nejprve musi urcit podminky platnosti. Pak se

zjisti nulové body Citatele a jmenovatele a podle nich se vytvofi jednotlivé intervaly. Poté
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se urdi, jestli je nerovnice v téchto intervalech kladna nebo zaporna. Na zavér se sjednoti
intervaly, které odpovidaji feseni plvodni nerovnice, porovnaji se s podminkami platnosti

a tim se ziskd vysledné feseni nerovnice.

Priklad 4.2.3.4
Reite nerovnici: ~— < 0.
4-2x

Nejprve ur¢ime podminky:

4 —2x # 0,
x # 2.
Vypocteme nulové body:
x=2,x=9

Uréime intervaly ohranicené témito body, protozie v nerovnici je ostrd nerovnost,

nebudeme do intervall zahrnovat nulové body:

(—0,2),(2,9), (9, ).

Sestavime tabulku:

(—,2) (2,9 (9, )
x—9 - - +
4 —2x + - —
x—9
J— + —
4 — 2x

Tabulka 2: Hodnoty Cinitelt prikladu 4.2.3.4

Z tabulky je vidét, Ze nerovnice plati v intervalech (—oo, 2) a (9, o).
K = (= ,2) U (9,)

4.2.4 ROVNICE A NEROVNICE S ABSOLUTNI HODNOTOU A JEJICH RESENi NA GYMNAZIU

Rovnice a nerovnice s absolutni hodnotou se také fesi metodou nulovych bodu. U vyrazl
v absolutni hodnoté se urci nulové body a tim se vytvori nékolik intervald, ve kterych se
bude rovnice nebo nerovnice fesit. Z rovnice nebo z nerovnice odstranime absolutni

hodnotu pro jednotlivé intervaly zvlast a pak takto upravené rovnice ¢&i nerovnice

18



4 ROVNICE, NEROVNICE, JEJICH SOUSTAVY A JEJICH RESEN{

vypocteme pomoci ekvivalentnich Uprav. Poté se udéld pranik vysledkd a intervalu, ve
kterém se rovnice nebo nerovnice pocitala, aby feseni bylo pouze z intervalu, ve kterém se
rovnice nebo nerovnice pocitala. Reenim pdvodni rovnice nebo nerovnice je sjednoceni

vSech feSeni rovnic nebo nerovnic.
Priklad 4.2.4.1
Reste rovnici |[3x + 9| = x + 7.
Vypocteme nulovy bod a podle ného uréime intervaly:
x = —3, tedy (—oo, —3),(—3, ).

Reseni rovnice v jednotlivych intervalech:

. x € (—o,—3)
-Bx+9)=x+7,
-3x—9=x+7,
4x = —16,
x = —4.
K, ={-4}
.  x €(—=3,)
3x+9=x+7,
2x = —2,
x=-1
K, ={-1}

Na zavér provedeme sjednoceni jednotlivych vysledka:
K=K UK, ={-4}u{-1} ={-4,-1}

4.2.5 ROVNICE ANEROVNICE S NEZNAMOU VE JMENOVATELI A POD ODMOCNINOU A JEJICH RESENI
NA GYMNAZIU

Rovnice s nezndmou ve jmenovateli se FfeSi pomoci ekvivalentnich Uprav. Jen pred

samotnym reSenim se musi urcit podminky, za kterych dava dana rovnice smysl, nebo na

zavér udeélat zkousku, jestli vSsechna feseni jsou kofenem rovnice.
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Priklad 4.2.5.1

N .. 2x x—1
Reste rovnici;: — = —.
3+2x X

Nejprve ur¢ime podminky:

#0,x # >

X VX FE — =

2
Samotné feseni rovnice:

2x x—1

342x «x '

2x-x = (x —1)(3 + 2x),
2x% = x — 3 4 2x?,
0=x-3,
x = 3.
K = {3}

Nerovnice sneznamou ve jmenovateli se feSi stejné jako rovnice s nezndamou ve

jmenovateli.

Priklad 4.2.5.2

N .. 2
Reste nerovnici: — <1

Nejprve ur¢ime podminky:
x # 3.

Samotné feseni nerovnice:

K = (—,1)
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PFi feSeni rovnic s nezndmou pod odmocninou se nejprve obé strany rovnice musi umocnit,
aby se Zaci zbavili odmocniny v rovnici. Umocnéni obou stran rovnice neni ekvivalentni
Upravou a umocnéna rovnice tedy mlze mit vice feSeni nez pavodni rovnice. Proto se bud'
musi pfed vypoctem urcit podminky, za kterych dava rovnice smysl, nebo na zavér udélat

zkousku, aby se vyradila nadbyteéna reseni.
Priklad 4.2.5.3
Reste rovnici: Vx — 5 = 2.

Nejprve ur¢ime podminky:

Samotné feseni rovnice:

K = {9}

Regeni nerovnic s nezndmou ve jmenovateli je shodné s fesenim rovnic s nezndmou pod

odmocninou, jen vysledkem nebyva Cislo ale interval.

Priklad 4.2.5.4

Reste nerovnici: Vx — 5 < +/2x + 6.
Nejprve uréime podminky:
x>5ax>—-3,tedy x > 5.

Samotné feseni rovnice:

Vx —5<V2x + 6,
x—5<2x+6,
—11 < x.

K = (5, )
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4.2.6 EXPONENCIALNI ROVNICE A JEJICH RESENI NA GYMNAZIU

Redeni exponencidlnich rovnic vypadd slo?it&, ale pfi spravné Upravé je fedeni snadné.
Nejprve se rovnice musi upravit, aby na kazdé strané byl jeden mocnénec umocnény na
néjaky exponent. Poté se mocnénec na obou stranach rovnice musi upravit tak, aby byl na
obou stranach stejny. JelikoZ je na obou stranach stejny mocnénec, musi byt i stejny
exponent, aby byla zachovana rovnost. Proto tedy pak se poloZi jeden exponent roven

druhému exponentu a vyresi se jednoducha rovnice.
Priklad 4.2.6.1
Reste rovnici: 3275 = 27.

Reseni rovnice:

K = {4}

4.2.7 LOGARITMICKE ROVNICE A JEJICH RESENI NA GYMNAZIU

Logaritmické rovnice se fesi obdobné jako exponencialni rovnice. U logaritmickych funkci
musime navic stanovit podminky, protoze funkce logaritmus je definovana pouze pro
kladné hodnoty. Rovnice se upravi tak, aby na obou stranach byl jeden logaritmus o
stejném zakladu. Aby byla zachovana rovnost dvou logaritmu o stejném zakladu, tak museji
mit stejny argument. Proto se pak poloZi jeden argument roven druhému argumentu a

vyresi se tato jednodusi rovnice.
Priklad 4.2.7.1
Redte rovnici: log(x + 5) = 2.
Nejprve uréime podminky
x > —5.

Samotné feseni rovnice:
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log(x + 5) = 2,

log(x + 5) = log 102,

x+5 =107
x = 95.
K = {95}

4.2.8 GONIOMETRICKE ROVNICE A JEJICH RESENi NA GYMNAZIU
Zakladni goniometrické rovnice se fesi pomoci jednotkové kruZnice. Zaci na této kruZnici

uréi vsechna reseni v intervalu (0, 27). JelikoZ se jednd o periodickou funkci je nutné urdit

tak se velmi vyuziva substituce.

Priklad 4.2.8.1

Reste rovnici: sinx = % y
Redeni uréime pomoci jednotkové kruznice a zaroven 150° £ — _ _ - ___\ 30°
vime, Ze sin30° = % Vysledek budeme uvadét -
v radianech, proto prevedeme stupné na radiany:
30° = z
=2
Z jednotkové kruznice je patrné, Ze rovnice ma dvé Obrazek 1: Jednotkova kruznice

feseni v intervalu (0, 21r). Funkce sinus ma periodu 27:

T
x1=g+k-27r,keZ

5t
x2=?+k2ﬂ,kEZ

T 5t
K={6+k-2n,?+k-2n},kEZ
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5 KOMENTOVANE RESENi VYBRANYCH ULOH MATEMATICKE OLYMPIADY

TYKAJICICH SE ROVNIC, NEROVNIC A JEJICH SOUSTAV

V této kapitole uvadim nékolik komentovanych reseni uUloh Matematické olympiady.
Ptiklady jsem vybirala z rliznych rocnik(. SnaZila jsem se uvést z kazdé kategorie vidy
alespon jeden pfriklad. Priklady jsou z rGznych kol. Pfiklady jsem Fadila podle jednotlivych

kategorii.

5.1 PRIKLAD Z5-I1-1 Z 57. ROCNiKU MATEMATICKE OLYMPIADY OKRESNiHO KOLA

KATEGORIE Z5
Zadani:

Polovina déti 5.A chodi na tanecni krouzek. Divky chodi vSsechny a z 18 chlapct chodi jedna

tretina.
a) Kolik déti chodi do 5.A?
b) Kolik divek chodi do 5.A?
Mozné reSeni:
Do tanecniho krouzku chodi vSechny divky a jedna tretina z 18 chlapcl. To znamen3, Ze do

krouzku nechodi dvé tfetiny z chlapc(, coz je:

Pocet vSech déti ve tridé je dvojnasobek poctu chlapcd, ktefi nechodi do taneéniho krouzku:
2-12 = 24.

Abychom zjistili pocet divek, odec¢teme od celkového poctu déti pocet chlapct:
24 — 18 = 6.

Do 5.A chodi 24 déti a z toho je 6 divek.

Poznamka:

Ulohu Ize fesit i pomoci soustavy dvou linedrnich rovnic. Toto Fedeni je pro zaky patého

ro¢niku prilis slozité.
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Polet déti v 5.A oznacime x. Poclet divek v 5.A oznacime y. Pocet déti, které chodi do

krouzku vyjadfime takto:

1
y+3:18=y+6.

Vime, Ze do krouzku chodi presné polovina déti z 5.A. Vytvofime tedy rovnici:

N| =

"x =y +6.

Celkovy pocet déti v 5.A zapiSeme pomoci rovnice:
x=y+18.

Vytvofili jsme soustavu rovnic a tu vypocteme dosazovaci metodou:

1
- (+18)=y+6,

1
E-y+9=y+6,

y+18=2-y+12,
18 =y + 12,
y = 6.
Jesté dopocteme pocet vSech déti 5.A:
x=y+18 =6+ 18 = 24.

Pocet déti v 5.A je 24 a z toho je 6 divek.

5.2 PRIKLAD Z5-1-1 7 70. ROCNIKU MATEMATICKE OLYMPIADY DOMACIHO KOLA

KATEGORIE Z5

Zadani:

Pan Krbec s kocourem KokeSem prodavali na hradé Kulikové vstupenky. V sobotu prodali
210 détskych vstupenek po 25 grosich a také néjaké vstupenky pro dospélé po 50 grosich.

Celkem za ten den utrzili 5950 grosu.
Kolik prodali vstupenek pro dospélé?

MozZné feseni:
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Nejdrive spocitdme, kolik grosh utrzili za prodané vstupenky pro déti. To znamena, Ze pocet

détskych vstupenek vynasobime jejich cenou:
210-25 = 5250.

Abychom mohli vypoditat, kolik bylo prodanych vstupenek pro dospélé, musime védét,
kolik grosu utrzili za prodané vstupenky pro dospélé. To spocitame, Ze od celkové utriené

Castky odecteme utrZenou Castku za vstupenky pro déti:
5950 — 5250 = 700.

Za prodané vstupenky pro dospélé utrzili 700 grosu. Kdyz vime, Ze vstupenka pro dospélé
stala 50 grosd, tak dokdZeme spocitat pocet prodanych vstupenek pro dospélé. Castku

utrZenou za vstupenky pro dospélé vydélime cenou vstupenky pro dospélé:
700:50 = 14.
Prodali 14 vstupenek pro dospélé.
Poznamka:
Ulohu Ize fesit i pomoci rovnice. Toto fedeni je pro zaky patého ro¢niku pfilis sloZité.

Podet prodanych vstupenek pro dospélé ozna¢ime d. Castku utrienou za prodané

vstupenky pro dospélé vyjadfime:
50 -d.

Sestavime rovnici, kde na levou stranu rovnice zapiSeme celkovou ¢astku a na pravou
stranu rovnice ¢astku utrzenou za vstupenky pro déti a ¢astku utrzenou za vstupenky pro

dospélé:
5950 =25-210+50-d.
Tuto linedrni rovnici vypocteme:
5950 = 5250 + 50 -d,
700 =50-d,
d = 14.

Prodali 14 vstupenek pro dospélé.
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5.3 PRIKLAD Z5-11-1 Z 70. ROCNiKU MATEMATICKE OLYMPIADY OKRESNiHO KOLA

KATEGORIE Z5

Zadani:

Tatinek chodi béhat se svoji dcerou Janou. Zatimco Jana obéhla tfikrat maly okruh kolem
Skoly, tatinek obéhl ¢tyrikrat velky okruh kolem pftilehlého parku. Takto tatinek ubéhl

dvojndsobnou vzdalenost nez Jana. Maly okruh méfi 400 metru.
O kolik metra je velky okruh dels$i nez maly?
Mozné feSeni:
Maly okruh méri 400 metrd. Tento okruh obéhla Jana tfikrat. Z toho vypocitame, kolik
metrd ubéhla Jana. Vynasobime délku malého okruhu trikrat:
400 -3 = 1200.

Jana ubéhla 1200 metrd. Vime, Ze tatinek ubéhl dvakrat vice nez Jana. Z toho vypocitame,

kolik ubéhl tatinek. Vzdalenost ubéhnutou Janou vynasobime dvéma:
1200 - 2 = 2400.

Tatinek ubéhl 2400 metrd a zdroven ubéhl ctyrikrat velky okruh. Z tohoto vypocitame

délku vétsiho okruhu. Ubéhnutou vzdalenost tatinkem vydélime ¢tyifmi:
2400: 4 = 600.

Delsi okruh méri 600 metrh. Kdyz vime, kolik méri oba okruhy, tak spocitdme o kolik je vétsi

okruh delsi. Od délky vétsiho okruhu odec¢teme délku mensiho okruhu:
600 — 400 = 200.

Vétsi okruh je o 200 metra del$i nez mensi okruh.

Poznamka:

Ulohu Ize fesit i pomoci rovnice. Toto fe$eni je pro zaky patého roéniku pilis slozité.

Délku vétsiho okruhu oznac¢ime x. Délku ¢tyr okruhd, které ubéhl tatinek, vyjadrime:

4-x.

Tatinek ubéhl dvojnasobek toho, co ubéhla Jana, coz vyjadfime rovnici:

4-x=2-3-400.
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Tuto jednoduchou rovnici vypocitame:
4 -x = 2400,
x = 600.
Délka vétsiho okruhu je 600 metr(.

Od délky vétsiho okruhu odeéteme délku mensiho okruhu, abychom zjistili rozdil

vzdalenosti téchto dvou okruhu:
600 — 400 = 200.

Vétsi okruh je o 200 metra delsi nez mensi okruh.

5.4 PRIKLAD Z6-11-1 z 57. ROCNIKU MATEMATICKE OLYMPIADY OKRESNIHO KOLA
KATEGORIE Z6

Zadani:

Na zahradé pana Kozla kvetlo nékolik tfesni. Na kazdé tresni sedéli tfi Spacci a jesté jeden

sedél na ploté. Pes pana Kozla je vyplasil a Spacci uletéli. Za chvilku se vSichni vratili a usadili

na tfreSné. TresSen, pod kterou spal pes, zlstala prazdnd, na kazdé z ostatnich tfesni se
usadili ¢tyri Spacci. Kolik tfesni ma pan Kozel a kolik bylo na zahradé Spack(?

Mozné feseni:

Kdyz vime, Ze Spacci se usadili na tfesné po Ctyrech, musi byt pocet Spackli ndsobek cisla
¢tyri. Dale vime, Ze kdyz se jeden Spacek posadi na plot a ostatni Spacci po tfech na tfesné,
musi byt pocet Spackll o jedno mensi nasobkem disla tfi. Jesté vime, Ze kdyz se vSichni Spacci
posadi na tresné po Ctyrech je potireba o jednu tfesni vice, nez kdyzZ se jeden Spacek posadi
na plot a ostatni Spacci po tfech na tfesSné. Sestavime tabulku, kam budeme tyto poznatky

zaznamendvat. Budeme uvaZovat pouze do desetindsobku Ctyr:

Spadci sedi po ¢tyfech na tfedni Spadci sedi po tfech na tfedni a jeden sedi na ploté
Pocet obsazenych | Pocet Spackl | Pocet Spackll | Pocet Spacki | Pocet obsazenych
tresni Spacky na tresnich na ploté na tfesnich tresni Spacky
1 4 1 3 1
2 8 1 7 -

3 12 1 11 -
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4 16 1 15 5
5 20 1 19 -
6 24 1 23 -
7 28 1 27 9
8 32 1 31 -
9 36 1 35 -
10 40 1 39 -

Tabulka 3: Pocty Spackt
Z tabulky jsou vidét pouze tfi moznosti, kdy se Spacci mohou posadit po ¢tyfech na tfesné
a zaroven jeden Spacek na plot a zbyli Spacci po tfech na tfesné. Jesté musime zahrnout
podminku, Ze kdyZ jeden Spacek sedi na ploté a zbyli po tfech na tfesnich, tak jsou obsazeny
vSechny tresné a kdyz sedi Spacci po Ctyfech na tresnich, tak jedna tresen zlstane
neobsazena. Této podmince vyhovuje pouze jedna moznost z tabulky. Pocet Spackl je tedy

16 a pocet tresni 5.

Z tabulky je vidét, Ze toto je jediné feSeni. Pokud bychom tabulku rozsifili o vétsi pocty
tfesni, tak by rozdil poctu tfesni obsazenych ¢tyrmi Spacky a poctu tfesni obsazenych tfremi

Spacky postupné zvétSoval.
Poznamka:
Ulohu Ize fesit i pomoci soustavy linedrnich rovnic. Toto Feeni je pro Zaky $estého ro¢niku
prilis slozité.
Pocet Spackl oznacime x, pocet tfesni oznacime y.
Na vSech tresnich sedéli Spacci po trech a jeden sedél na ploté, coz zapiSeme rovnici:
x=3y+1.
Kromé jedné tfesné na vSech sedéli Spacci po Ctyrech, coz zapiSeme rovnici:
x =4y —1).

Dostali jsme soustavu dvou rovnic o dvou neznamych. Soustavu vyreSime dosazovaci

metodou, protoZe v obou rovnicich mame vyjadrené x:
3y+1=4(uy—1),

3y+1=4y—4,
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1=y—4,
y =5.
Pocet tfesni na zahradé je pét. Dosazenim do jedné z rovnic dopocitame pocet Spacku:
x=3y+1=3-5+1=16.
Na zahradé je 5 tfesni a na zahradé bylo 16 Spacku.

5.5 PRIKLAD Z6-I-1 7 59. ROCNIKU MATEMATICKE OLYMPIADY DOMACIHO KOLA

KATEGORIE Z6
Zadani:

Tatinek se rozhodl, Ze bude davat svému synovi Mojmirovi vidy jedenkrat za mésic
kapesné. Prvni kapesné dostal Mojmir v lednu. Tatinek kazdy mésic kapesné zvysSoval vidy
0 4 K¢. Kdyby Mojmir neutracel, mél by po dvanactém kapesném pred Vanocemi 900 K¢.

Kolik K¢ dostal Mojmir pfi prvnim kapesném v lednu?

Mozné feSeni:

Kapesné, které dostal Mojmir v lednu, oznacime k.

Kapesné v unoru bylo o 4 K¢ vyssi, coz je k + 4.

V bfeznu bylo kapesné opét o 4 K¢ vyssinez v unoru,cozjek +4+ 4 =k + 8.
V dubnu bylo kapesné vyssi o 4 K¢ neZ v bfeznu, cozjek + 8+ 4 =k + 12.

V kvétnu bylo kapesné vyssi o 4 K¢ nez v dubnu, cozjek + 12+ 4 =k + 16.
V Cervnu bylo kapesné vyssi o 4 K¢ nez v kvétnu, coz jek + 16 + 4 = k + 20.
V Cervenci bylo kapesné vyssi o 4 K¢ nez v Cervnu, coZ jek + 20 + 4 = k + 24.
V srpnu bylo kapesné vyssi o 4 K¢ nez v ervenci, coZ jek + 24 + 4 = k + 28.
V zafi bylo kapesné vyssi o 4 KE vysSi nez v srpnu, coZ jek + 24 + 4 = k + 28.
V fijnu bylo kapesné vyssi o 4 K¢ vyssi nez v zafi, coz jek + 28 + 4 = k + 32.
V listopadu bylo kapesné vyssi o 4 KC vyssSi nez v fijnu, coz je k + 32 + 4 = k + 36.

V prosinci bylo kapesné vyssi o 4 K¢ vys$si nez v listopadu, cozZ je k + 36 + 4 = k + 40.
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Mojmir dostal kapesné od tatinka za cely rok ve vysi 900 K¢. Mlzeme sestavit rovnici kdy
na pravé strané bude vysSe kapesného za cely rok a na levé strané bude vypsané kapesné za

jednotlivé mésice:

k+k+4+k+8+k+12+k+16+k+24+k+28+k+32+k+36+k+40
=900

Rovnici upravime:
12 -k + 264 = 900.
Pro lepsi pochopeni, mGzeme rovnici rozepsat:
12 -k + 264 = 636 + 264.
Na obou stranach rovnice je ¢islo 264. Proto miZeme zapsat tuto rovnici ve tvaru:
12 -k = 636.

Nyni jiz jednoduchou ekvivalentni Upravou nebo metodou pokusu vypocteme vysledek

rovnice:
k = 53.
Z rovnice jsme zjistili, Ze kapesné v lednu bylo 53 K¢.

Mojmir dostal v lednu pfi prvnim kapesném 53 K¢.

5.6 PRIKLAD Z6-I-6 Z 62. ROCNIKU MATEMATICKE OLYMPIADY DOMACIHO KOLA
KATEGORIE Z6

Zadani:

Cidnik v restauraci U Sejdife vidy zapo&itava platicimu hostovi do Uctu i datum: celkovou

utracenou castku zvétsi o tolik korun, kolikaty den v mésici zrovna je.

V zafi se v restauraci dvakrat sesla trojice pratel. Poprvé platil kazdy z nich zvlast, ¢iSnik
tedy vidy pficetl datum a Zadal od kazdého 168 K¢. Za Etyfi dny tam obédvali znovu a dali
si pfesné toté? co minule. Tentokrat viak jeden platil za véechny dohromady. Cinik tedy
pripsal datum do uctu jen jednou a rekl si o 486 K¢. Pratelim se nezdalo, Ze ac se ceny
v jidelnim listku nezménily, maji obéd levnéjsi nez minule, a ciSniklv podvod ten den
odhalili. Kolikatého zrovna bylo?

Mozné Feseni:
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Nejprve spocitame, kolik by pratelé platili, kdyby platili kazdy zvIast. Cidnik k utraté pFicetl

datum o 4 vétsi nez predtim proto:

168+ 4 = 172.
Vsichni tfi by dohromady zaplatili:

3:172 = 516.

Toto je castka, kdyZz by ciSnik zapocital do utraty datum tfikrat. KdyZ od této castky
odecteme utratu, kde je datum zapocitany pouze jednou, vyjde ndm soucet dvou datumd,

ktery zrovna byl:
516 — 486 = 30.

Toto je soucet dvou datum(, které &i$nik do Utraty nepfipocetl. Cislo vydélime dvéma a

ziskame datum, kdy pratelé podvod odhalili:
30:2 = 15.
Pratelé podvod odhalili 15. zafi.
Poznamka:
Ulohu Ize fesit i pomoci soustavy linearnich rovnic. Toto fedeni je pro zaky Sestého roéniku
prilis slozité.
Cenu za obéd oznacime o, datum, kdy pratelé odhalili podvod, oznacime d.
Pfi prvnim setkani kazdy z pratel zaplatil 168 K¢, coZz miiZzeme pomoci rovnice vyjadrit takto:
168 =0+ d — 4.

Pti druhém setkani zaplatili pratelé dohromady 486 K¢, coz mlze pomoci rovnice vyjadrit

takto:
486 = 30 + d.
Z prvni rovnice vyjadiime d:
d=172 —o.
A dosadime do druhé rovnice:
486 = 30+ 172 — o.

Rovnici dopoéteme:
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314 = 2o,
o =157.
Vypocitanou hodnotu dosadime do rovnice, kde mame vyjadrené d:
d =172 —-157 = 15.
Pratelé podvod odhalili 15. zafi.

5.7 PRIKLAD Z6-I-1 7 70. ROCNIKU MATEMATICKE OLYMPIADY DOMACIHO KOLA

KATEGORIE Z6

Zadani:

Krélici Pecinka, Fasirka, Rizek a Gulas soutéZili ve skoku do dalky. Pedinka skocila o 15 cm
dal ne? Fasirka, kterd skocila 0 2 dm méné ne Gulds. Rizek sko¢il 2730 mm, tedy o 1 m a

1 dm dal nez Pecinka.

Urcete poradi a délky skoku vsech kralikd.

Mozné feSeni:

V zadani je uvedend délka skoku Rizka. Rizek skocil 2730 mm, délku skoku pfevedeme na
centimetry atoje 273 cm.

Délku skoku ostatnich kralik(, také budeme pocitat v centimetrech, abychom je na zavér

snadno seradili.

Rizek skocil 0 1 m a 1 dm dél nez Pecinka. Rozdil skokl prevedeme na centimetry a to je
110 cm. Abychom zjistili délku skoku Peéinky, odeéteme od délky skoku Rizka rozdil jejich

skoku:
273 — 110 = 163 cm.

Pecinka skocila o 15 cm dal nez Fasirka. Délku skoku Fasirky spocitame, Zze od délky skoku

Pecinky odecteme 15 cm:
163 — 15 = 148 cm.

Fasirka skocila o0 2 dm méné nezZ Gulas, to je o 20 cm. Délku skoku Gulase spocitame, ze

k délce skoku Fasirky pricteme 20 cm:

148 + 20 = 168 cm.
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Na zavér délky skokd sefadime podle velikosti. Nejvyssi hodnota je 273 cm, mensi hodnota

je 168 cm, mensi hodnota je 163 cm a nejmensi hodnota je 148 cm.

Gulas skocil 168 cm, Pecinka skocila 163 cm, Rizek skocil 273 cm a Fasirka skocila 148 cm.

Prvni byl Rizek, druhy byl Gulas, tfeti byla Pecinka a ¢tvrtd byla Fasirka.
Poznamka:

Ulohu je moZné Fesit pomoci soustavy rovnic. Toto fedenf je pro zaky Sestého roéniku pfilis

slozité.

Délku skoku Gulase oznacime g. Délku skoku Fasirky oznacime f. Délku skoku Pecinky

oznacime p. VSechny délky budeme uvadét v centimetrech.
Rizek sko€il 0 110 cm dal neZ Peéinka:
p+ 110 = 273.
Pecinka skocila o 15 cm dal nez Fasirka:
f+15=np.

Fasirka skocila o0 20 cm méné neZ Gulas:

g—20=f.
Soustavu ti rovnic vyreSime:

p =163 cm,

f =148 cm,

r =168 cm.

Gulds skocil 168 cm, Pecinka skocila 163 cm, Rizek sko¢il 273 cm a Fasirka skocila 148 cm.

Prvni byl Rizek, druhy byl Gulas, tieti byla Pe¢inka a ¢tvrtd byla Fasirka.

5.8 PRIKLAD Z7-1-5 7 54. ROCNIKU MATEMATICKE OLYMPIADY KRAJSKEHO KOLA

KATEGORIE Z7

Zadani:
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Myska Hryzalka nasla cihlu syra. Prvni den snédla %, druhy den % zbytku, treti den %zbytku
a Ctvrty den g zbytku. Pak uZ z cihly zlstala jen krychle s povrchem 150 cm?. Jaky objem
méla plvodni cihla syra?

MozZné feSeni:

Nejprve si vypocteme objem krychle syra, ktera mysce zbyla. Ze vzorce pro povrch krychle

vyjadiime a, coz je velikost hrany krychle:

Do tohoto vzorce dosadime a zjistime velikost hrany a:

_ S _ 180 _ .
a= = | =5

Jiz zndme hranu krychle a mizeme dopocitat jeji objem:
V=a-a-a=5-5-5=125.

Objem krychle syra, kterd mysce zbyla, je 125 cm3. Objem plvodni cihly syra oznaéime x.
Pomoci proménné x vyjadiime kolik syra myska kazdy den snédla a kolik syra ji ten den

jesté zbylo:

| 1 7
1.den ... snédla e zbylo x — X=X

w17 1 7 1 7 1 6
2.den..snédlazz --x>=---x=--x ..zbylo = x— = x ==-x;
778 7 8 8 8 8 8
Ly 1_ 6 1 6 1 6 1 5
3.den..snédla-z --x>=---rx=--x ..zbylo-"x— --x==-x;
6 8 6 8 8 8 8 8
v 1 5 1 5 1 5 1 4 1
4.den..snédla=z=--x>=-=-rx==-'x ..zbylo=-"x—=rx=--x=--x.
57 8 5 8 8 8 8 8 2

Vypocditali jsme, Ze mysce zbyla jedna polovina objemu pavodni cihly syra. Z predchoziho
vypoctu vime, Ze tento objem odpovida 125 cm3, coZ mliZzeme zapsat jako jednoduchou

linearni rovnici:
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-x = 125.

N =

Z této linearni rovnice vypocitdme objem plvodni cihly syra. Nebo logickou Uvahou
zjistime, Ze kdyz méla okousand krychle polovi¢ni objem nez plvodni cihla syra, tak Ze
objem krychle syra vyndsobime dvéma a vysledkem je plvodni objem cihly syra:

x = 250.

PGvodni cihla syra méla objem 250 cm3.

5.9 PRIKLAD Z7-11-3 Z 57. ROCNIKU MATEMATICKE OLYMPIADY OKRESNIHO KOLA
KATEGORIE Z7

Zadani:

U NovéakG napekli svatebni kolage. Ctvrtinu zavezli pfibuznym na Moravu, $estinu rozdali

koleglim v praci a devitinu dali sousedim. Kdyby jim zlstalo o tfi kolace vice, byla by to

polovina pavodniho poctu. Kolik kolaca napekli?

Mozné feseni:

Pocet napecenych koldél oznacime k. Ctvrtinu kola¢t dostali pfibuzni z Moravy. Tuhle &ast

kolacl vyjadrime jako jednu Ctvrtinu z k:

N

Jednu Sestinu kolacl dostali kolegové. Tuhle ¢ast kolach vyjadiime jako jednu Sestinu z k:

N -

Jednu devitinu kolach dostali sousedi. Tuhle ¢ast kolacl vyjadrime jako jednu devitinu z k:

O| -

Novakovi rozdali kolacl dohromady:

—_
—_

1
Z'k+€'k+§'k.

Kdyby Novakovi rozdali o tfi kolace méné, tak by rozdali pfesné polovinu napecenych

kolacl. Coz miZzeme napsat pomoci rovnice:
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! k+1 k+1 k—3=
6 9 N

2 k.

N| =

Rovnici vypocteme:
9-k+6-k+4-k—108 =18k,
19-k—-108 =18k,
k—108 =0,
k = 108.

Novakovi napekli 108 kolaca.

5.10 PRIKLAD Z7-11-2 Z 64. ROCNiKU MATEMATICKE OLYMPIADY OKRESNiHO KOLA

KATEGORIE Z7
Zadani:

Sedmé tridy z nasi skoly soutézily ve sbirani vicek od PET lahvi. Tfida A posbirala polovinu
toho, co tfidy B a C dohromady, tfida B posbirala tfetinu toho, co tfidy A a C dohromady, a
trida C posbirala 150 vicek.

Uréete, kolik vicek posbiraly tyto tfi tfidy dohromady.
MozZné feseni:
Celkovy pocet vicek oznadime x. Pocet vicek, které nasbirala tfida A, oznaCime a. Pocet
vicek, které nasbirala tfida B, oznacime b. Ttridy dohromady nasbiraly:
x=a+ b+ 150.

Pocet vicek, které nasbirala tfida A, miUzZeme zapsat takto:
1
QZE'(b-i' 150)
Tento zapis zndzornime graficky:

1 2
3 3

A B+150

Obrazek 2: Grafické znazornéni poctu vicek 1
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Z grafické znazornéni je vidét, Ze tfida A nasbirala jednu tfetinu celkového poctu vicek.

Pocet vicek, které nasbirala tfida B, mlZeme zapsat takto:

1
b =§-(a+ 150)
Tento zapis znazornime graficky:

1 3
4 4

B A+150

Obrazek 3: Grafické znazornéni poctu vicek 2

Z grafického znazornéni je vidét, Ze tfida B nasbirala jednu ¢tvrtinu celkového poctu vicek.

Trida A a tfida B nasbiraly dohromady z celkového poctu vicek:

1 +1 4 +3 _
3Ty T RN TR Tt
Ttida C nasbirala zbytek vicek, coz je:
7 12 7 5
X——"'X=—'X X =—"x.

12 12 7712 T T 12

Tomuto poctu odpovida 150 vicek:

> =150
7 *= .

Tuhle rovnici vyresime logickou Uvahou. 150 vicek je pét dvanactin z celkového poctu. 150

vydélime péti a ziskdme jednu dvanactinu vicek:
150:5 = 30.
Kdyz zndme jednu dvanactinu vicek, tak dopocitame celek, coz je dvanact dvanactin:
30-12 = 360.
Tridy posbiraly dohromady 150 vicek.

5.11 PRIKLAD Z8-I-2 7 59. ROCNiKU MATEMATICKE OLYMPIADY DOMACIHO KOLA

KATEGORIE Z8

Zadani:
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Tri kamaradky se sesly na chalupé a vyrazily na houby. Nasly celkem 55 hfibd. Po navratu
si udélaly smazenici, rozdélily ji na ¢tyfi stejné porce a pozvaly na ni kamarada Pepu. Liba
dala na smaZenici $est ze svych hfib(i, Marugka osm a Sarka pét. Kazdé zbyl stejny pocet
hfibd. Pepa jim daroval bonboniéru, kde bylo 38 bonbonu, a fekl, Ze se maji spravedlivé

rozdélit podle toho, jak pfispély na jeho jidlo.

1. Kolik hfib0 nasla kazda?

2. Jak se mély podle Pepy podélit?

Mozné feSeni:

Pocet nasbiranych htib0 Libou oznacdime [, pocet hfibd nasbiranych Maruskou ozna¢ime m

a pocet hfibll nasbiranych Sarkou oznacime s. Dév&ata nasbirala dohromady 55 hfibd,

mUzZe toto vyjadfit pomoci rovnice:
l+m+s =055

Kazda z dévcat dala na smazenici ¢ast svych hriba. Kazdé pak zbyl stejny pocet hfibd, ten

mUlzeme oznacit x.
Liba dala na smazenici 6 hfibl. Pocet hfibu, ktery nasbirala Liba mizeme zapsat takto:
[=6+=x.

Maruska dala na smazenici 8 hfibd. Pocet hfib(, ktery nasbirala Maruska mizZeme zapsat

takto:
m=8+x.

Sarka dala na smaZenici 5 hfibdl. Pocet hiibd, ktery nasbirala Sarka mGzeme zapsat takto:
s=5+x.

Ze zadani jsme vytvofrili ¢tyfi rovnice o ¢tyfech nezndmych. Soustavu ¢tyr rovnic vyresime

pomoci dosazovaci metody tim, Ze do prvni rovnice dosadime zbyvajici ¢tyfi rovnice:
6+x+8+x+5+x=>55.
Tuto rovnici vyreSime:
3x + 19 = 55,

3x = 36,
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x =12.
Kazdému z dévcat zbylo 12 hfibl. Z toho snadno dopocitame, Ze Liba nasbirala 18 htibd,
Maruska 20 h¥ibG a Sarka 17 hiiba.
Na smazenici dala dév¢ata dohromady 6 + 8 + 5 = 19 hfib(. SmaZenici rozdélila na Ctyfi
stejné porce. Pocet hfibu na jednu porci byl:

19

T

ey .y i y v bviie w19 L. .
Liba prispéla na smazenici Sesti hfiby. Z téchto Sesti hfib(l snédla ” htib(. Na Pepovu porci
pfispéla:

19 24 19 5

4 4 4 4
Maruska pfispéla na smazenici osmi htiby. Z téchto osmi hfibd snédla % hfibl. Na Pepovu
porci prispéla:

19 32 19 13

4 4 4 4
Sarka pfispéla na smazenici péti hiiby. Z téchto péti hiibd snédla % hfibd. Na Pepovu porci
prispéla:

19 20 19 1
4 4 4 4
Liba, Marugka a Sarka pfispély na Pepovu porci dily v tomto poméru:

13
4

ot
Sl M

Postupny pomér vynasobime ¢tyfmi, aby se ndm s nim Iépe pracovalo:
5:13:1.

Pomér je tvoren z 19 dilG, proto musime bonbony v bonboniéfe rozdélit na 19 dild.

Bonboniéra obsahuje 38 bonbon( a ty rozdélime na 19 dilG:
38:19 = 2.
Na kazdy dil pfipadaji 2 bonbony z bonboniéry.

Liba prispéla na Pepovu porci 5 dily, a proto ma narok na 5 dild bonbon:
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5-2 =10.
Maruska prispéla na Pepovu porci 13 dily, a proto ma narok na 13 dil(i bonbon(:
13-2 = 26.
Sarka prispéla na Pepovu porci 1 dilem, a proto md narok na 1 dil bonbond:
1-2=2.
Liba nadla 18 hiibd, Marugka nasla 20 hfib( a Sarka nasla 17 hfib(. Podle Pepy méla Liba

dostat 10 bonbon(, Maruska 26 bonbon( a Sarka 2 bonbony.

5.12 PRIKLAD Z8-I-5 7 61. ROCNIKU MATEMATICKE OLYMPIADY DOMACIHO KOLA
KATEGORIE Z8
Zadani:

Pankrac, Servac a Bonifac jsou bratti, ktefi maji P, S a B let. Vime, Ze P, S a B jsou pfirozend

Cisla mensi nez 16, pro néz plati:

P—SB S
_E( -5),
S=2(B-P),
B = 8(S — P).

Urcete stafi vSech bratra.
Mozné feseni:
Jelikoz vSem bratrim je méné nez 16 let, musi byt Bonifacovi 8 let. ProtoZe ve treti rovnici

je definovan jeho vék jako soucin osmi a rozdilu véku Servace a Pankrace. Aby byl vék nizsi

nez 16, musi byt jednonasobek osmi, proto:
S—pP=1
Rovnici upravime do tvaru:
S=P+1.

Do prvni rovnice dosadime, co jiz vime:

P=;[8—(P+1)].
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Rovnici vypocteme:

P=2(7-P)

p=2.7_2p
2 2

2P =35 —-5P,
7P = 35,
P =5.

Do druhé rovnice dosadime vék Pankrace a Boniface, abychom dopocitali vék Servace:
S$=2(8-5),
S=6.

Pankrdcovi je 5 let, Servacovi je 6 let a Bonifacovi je 8 let.

5.13 PRIKLAD Z8-1-1 Z 62. ROCNIKU MATEMATICKE OLYMPIADY DOMACIHO KOLA

KATEGORIE Z8
Zadani:
Soucin tfi pfirozenych Cisel je 600. Kdybychom jednoho ¢initele zmensili o 10, zmensil by
se soucin 0 400. Kdybychom misto toho jednoho Cinitele zvétsili o 5, zvétsil by se soucin na
dvojnasobek plvodni hodnoty. Ktera tfi prirozena Cisla maji tuto vlastnost?
Mozné feseni:
Jednotlivé Cinitele oznacime po fadé a, b, c. Soucin téchto tfi Cisel je 600, cozZ zapisSeme
rovnici:

abc = 600.

Jednoho Cinitele zmensime o 10, cozZ je a — 10 a soucin se zmensi o 400. Toto zapiSeme
rovnici:
(a —10)bc = 200.
Nyni jednoho initele zvétSime 0 5, coZ je b + 5 a soucin se tim zvétsi na dvojnasobek. Toto
zapiseme rovnici:
a(b + 5)c = 1200.
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Druhou rovnici roznasobime:
abc — 10bc = 200.

Z prvni rovnice vime, Ze abc je 600 a dosadime do rozndsobené rovnice:
600 — 10bc = 200.

Rovnici upravime:

10bc = 400,
bc = 40.
Toto dosadime do prvni rovnice:
a-40 = 600.
Rovnici dopoditame:
a =15.

Treti rovnici roznasobime:
abc + 5ac = 1200.

Do této rovnice dosadime jako do predchozi:

600 + 5ac = 1200.

Rovnici upravime:

5ac = 600,

ac = 120.
Do této rovnice dosadime za a:

15¢ = 120.
Rovnici dopocditame:

c=8.
Do prvni rovnice dosadime za a a za c:
15-b-8 = 600.

Rovnici dopocitame:

43



5 KOMENTOVANE RESEN{ VYBRANYCH ULOH MATEMATICKE OLYMPIADY TYKAJiCICH SE ROVNIC,
NEROVNIC A JEJICH SOUSTAV

Tuto vlastnost maji ¢isla 15,5 a 8.

5.14 PRIKLAD Z8-II-3 Z 64. ROCNiKU MATEMATICKE OLYMPIADY OKRESNiHO KOLA

KATEGORIE Z8

Zadani:

Pokud jeden rozmér kvadru zdvojndsobime, druhy rozmér kvadru vydélime dvéma a treti

rozmér zvétsime o 6 cm, dostaneme krychli, ktera ma stejny povrch jako pavodni kvadr.
Urcete rozméry tohoto kvadru.

MozZné feseni:

Rozméry kvaddru v centimetrech po fadé oznacime a,b,c. Délku hrany krychle v

centimetrech oznac¢ime x.

KdyZ prvni rozmér kvadru zdvojnasobime, dostaneme velikost hrany krychle. Toto mlizeme

zapsat rovnici:

Z tohoto zapisu vyjadiime a:

a=z.

KdyZz druhy rozmér kvadru vydélime dvéma, dostaneme velikost hrany krychle. Toto

mUZeme zapsat rovnici:

Z tohoto zapisu vyjadiime b:

Kdyz treti rozmér kvadru zvétSime o 6 cm, dostaneme velikost hrany krychle. Toto mizeme

zapsat rovnici:
c+6=x.

Z tohoto zapisu vyjadfime c:
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Vyjadrené rozméry kvadru dosadime do vzorce pro povrch kvadru:

X

S=2(ab+ac+bc)=2[2

X
2x+E-(x—6)+2x-(x—6)].
Dosadime do vzorce pro povrch krychle:

S = 6a® = 6x°.

Povrch krychle a povrch kvadru se rovnaji. Tuhle rovnost zapiSeme pomoci rovnice:
X X
2 — —. —. — . —
6x —2[2 2x+2 (x—6)+2x-(x 6)].

Rovnici dopocitame:

6X2:2 T+7—7+2x2—12x

2x2  x? 6x l
6x% = 2x% 4+ x% — 6x + 4x? — 24x,
6x% = 7x% — 30x,

0 = x? — 30x,
0 = x(x — 30).

Rovnice ma dvé feSeni a to 0 a 30. Jelikoz jsme pocitali délku hrany krychle, tak reseni je

pouze jedno a to 30, protoZze délka hrany nemize mit rozmér nula.

Postupné dopocditame rozméry kvadru. Prvni rozmér kvadru v centimetrech:

Druhy rozmér kvadru v centimetrech:
b=2x=2-30=60.
Treti rozmeér kvadru v centimetrech:
c=x—6=30—-6=24.
Rozméry kvadru jsou 15 cm, 60 cm a 24 cm.

5.15 PRIKLAD Z8-II-2 7 65. ROCNiKU MATEMATICKE OLYMPIADY OKRESNiHO KOLA

KATEGORIE Z8

Zadani:
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Déda chova husy, prasata, kozy a slepice — celkem 40 kust. Na kazdou kozu pripadaji 3
husy. Kdyby bylo slepic o 8 méné, bylo by jich stejné jako hus a prasat dohromady. Kdyby
déda vyménil ¢tvrtinu hus za slepice v poméru 3 slepice za 1 husu, mél by celkem 46 kusl(
zvirat.

Kolik kterych zvirat déda chova?

MozZné feseni:

Pocty jednotlivych zvifat budeme znacit také jejich pocéateénimi pismeny. Z prvni véty

sestavime rovnici:
h+p+k+s=40.

Coe «  x 1 . y -
Z posledni véty vime, Ze déda vymeénil " hus za slepice. Za kazdou vyménénou husu dostal

3 slepice, tedy dostal ih - 3 slepic, coz mGzeme upravit do tvaru Zh slepic. Z tohoto a

posledni véty zadani sestavime rovnic:
1 3 6
(1—Z)h+p+k+zh+s=46,tedy Jhtp+k+s=46

. - oy . 2 - -
Ve vytvorené rovnici mame Zh a to mazeme zapsat jako Zh + h. Rovnici z prvni véty a

upravenou rovnici z posledni véty zapiSeme pod sebe pro vétsi prehlednost:

h+p+k+s =40,
2
Zh+h+p+k+s=46.

Porovname-li obé rovnice, zjistime, Ze na levé strané je ve druhé rovnici navic oproti prvni
L2 . . . wive .y . ] -
rovnici Zh' Pravd strana druhé rovnice je o 6 vétsi nez prava stran v prvni rovnici. Z toho

vypliva jednoducha rovnice:

Zh:6

Po vypocteni této jednoduché rovnice, zjistime, Ze déda chova 12 hus. Z druhé véty vime,
Ze na kazdou kozu pfipadaji 3 husy. Z toho Ize jednoduse vypocitat, Ze déda chova 4 kozy.
Ze treti véty zadani sestavime rovnici:

s—8=h+p.

Dosadime do prvni a posledni rovnice hodnoty, které uz jsme spocitali:
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12+p+4+s =40,

s—8=12+np.
Rovnice upravime:
s+p =24,
s—p =20.

Z téchto dvou rovnic, jiz jednoduse dopocteme, Ze déda chova 22 slepic a 2 prasata.

Déda chova 12 hus, 2 prasata, 4 kozy a 22 slepic.

5.16 PRIiKLAD Z9-I11-3 Z 54. ROCNIKU MATEMATICKE OLYMPIADY KRAJSKEHO KOLA
KATEGORIE Z9

Zadani:

Maminka pfipravila na oslavu Jirkovych narozenin pomerancovy dzus tak, Zze smichala 1 litr

100% dZusu s % litru 30% dZusu. Jirka si odlil do skleni¢ky a ochutnal. ProtoZze ma radsi

slabsi koncentraci, dolil pfipraveny dZzus na puUvodni mnoiZstvi. Vysledny dZus mél

koncentraci 61,2%, a to mu vyhovovalo. Jaké mnozstvi dZzusu si odlil do skleni¢ky?

MozZné feseni:

Koncentraci dzusu, ktery pfipravila maminka, ozna¢ime x. Koncentraci dZzusu budeme

uvadét desetinnym cislem nikoli procenty, jak je uvedeno v zadani, protoZe Zaci jsou zvykli

z jinych predmétl pocitat s koncentraci pomoci desetinného ¢isla. Pomoci proménné x

sestavime rovnici, kde na levé strané uvedeme objem dzusu v litrech, které maminka

smichala, a jejich koncentrace a na pravé strané uvedeme vysledny objem dzusu a jeho

koncentraci pomoci proménné x:

1142 03—(1+2)
3 0 3)

Tuto linedrni rovnici vypocteme:
1+ 2 0,3 >
Z.03==-x,
3 3

3+0,6=5"x,
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x =0,72.

Koncentrace dzusu, ktery maminka pfipravila, je 0,72, coz je 72%. Pomoci vypocitané
koncentrace dopocitdme objem odlitého dzusu do skleni¢ky v litrech a objem vody dolité
do pfipraveného dZzusu maminkou. Objem dZusu, ktery si Jirka odlil do skleni¢ky oznacime
proménnou s. Pomoci proménné s vyjadiime objem dzusu v litrech, ktery zlstal v plvodni

nadobé, poté co Jirka odlil sklenicku dZusu z této nadoby:

Jiz vime, kolik dZusu zUstalo v plvodni nadobé, kdyz si Jirka odlil skleni¢cku dZusu. Mizeme
sestavit podobnou rovnici, jako jsme sestavili v Gvodu feSeni Glohy. Na levé strané rovnice
uvedeme objem v litrech namichaného dZusu, ktery zustal po odliti sklenice v plvodni
nadobé, a jeho koncentraci a objem vody dolité ktomuto dZzusu a jeji koncentraci.
Koncentraci vody budeme uvadét 0%, protoZe voda neobsahuje zadny dZus. Na pravou

stranu rovnice uvedeme celkovy objem dZusu a jeho koncentraci:
(5 > 0,72+s-0 > 0,612
—— S . , S - —_ — , .
3 3
Sestavenou linearni rovnici vypoéteme:

(5 > 0,72 + O—5 0,612
3 S ) S _3 ) )

5
1,2—5-0,72+s-0=§-0,612,

36—5-216+s-0=5-0,612,
3,6 —s-2,16 = 3,06,
s+2,16 = 0,54,
s =0,25.

JelikoZ jsme do rovnice dosazovali objem v litrech, v rovnici vyslo, Ze odlité mnozstvi dZzusu

je 0,25 litru.

Jirka si odlil do sklenicky 0,25 litru dZusu.
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5.17 PRIKLAD Z9-I-3 7Z 60. ROCNIKU MATEMATICKE OLYMPIADY DOMACIHO KOLA
KATEGORIE Z9
Zadani:

VIckovi lisovali jable¢ny most. Méli ho ve dvou stejné objemnych soudcich, v obou témér
stejné mnozstvi. Kdyby z prvniho prelili do druhého 1 litr, méli by v obou stejné, ale to by
ani jeden soudek nebyl plny. Tak radéji prelili 9 litrd z druhého do prvniho. Pak byl prvni
soudek Uplné plny a most v druhém zaplfioval pravé tretinu objemu. Kolik litri mostu

vylisovali, jaky byl objem soudku a kolik mostu v nich bylo plvodné?

MozZné feSeni:

Objem prvniho soudku v litrech oznacime x. Objem druhého soudku v litrech oznadime y.

Pomoci proménné x vyjadiime objem v prvnim soudku po odliti jednoho litru mostu:
x—1.

Pomoci proménné y vyjadfime objem v druhém soudku po pfiliti jednoho litru mostu

z prvniho soudku:
y+ 1.

JelikoZ vime, Ze po preliti jednoho litru mostu z prvniho soudku do druhého, je objem obou

soudk( stejny, mUzZeme to zapsat pomoci rovnice:
x—1=y+1.
Vime, Ze po preliti 9 litrll mosStu z druhého soudku do prvniho, bude prvni soudek plny. Coz
mUlzZeme pomoci proménné x vyjadrit takto:
x+09.

Dale vime, Ze po odliti 9 litrd z druhého soudku do prvniho, bude druhy soudek naplnény
jen z jedné tretiny. Pokud objem mostu, ktery je ve druhém soudku, vynasobime tfemi,

mame objem celého soudku, coz miZeme pomoci proménné y zapsat takto:

3:-(y—9).
V zaddni je uvedeno, Ze objemy soudkl jsou stejné. Proto objem mostu v prvnim soudku

po priliti 9 litrl mostu se rovna trojnasobnému objemu mostu v druhém soudku po odliti 9

litrl mostu. Toto mUZeme zapsat jako druhou rovnici:
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x+9=3(0—-9).
Ze zadani jsme vytvofili dvé rovnice se dvéma neznamymi:
x—1=y+1,
x+9=3(y—-9).
Tyto dvé rovnice upravime a dopocitdme pomoci dosazovaci metody:
xX=y+2,

x+9=3y—27,

y+2+9=3y-27,
y+11 =3y — 27,
38 = 2y,
y =19,
x=y+2=19+2 =21.

Ze soustavy rovnic jsme spocitali, Ze v prvnim soudku bylo 21 litrl mosStu a ve druhém

soudku bylo 19 litrd mostu. Z toho jednoduse spocitame, kolik litri mostu vylisovali:
x+y=21+19 =40.
Spocitali jsme, ze VIEkovi vylisovali 40 litrG mostu. Nyni jesté spocitdme objem soudku.
V prvnim soudku bylo 21 litrl mostu a vime, Ze po pfiliti 9 litrG mostu do prvni soudku, byl
soudek plny. Coz vede k jednoduchému vypoctu:
21+ 9 = 30.

Zjistili jsme, Ze soudky maji objem 30 litrd.

VI¢kovi vylisovali 40 litrd mostu, objem soudkd je 30 litr(i a plvodné bylo v prvnim soudku

21 litrd mostu a ve druhém soudku 19 litrd mostu.

5.18 PRIKLAD Z9-III-1 z 60. ROCNIKU MATEMATICKE OLYMPIADY KRAJSKEHO KOLA
KATEGORIE Z9

Zadani:

Poradatellim vystavy ,,Na Mésic a jesté dal” se po prvnim vystavnim dni zdalo, Ze maji

malou navstévnost, proto snizili vstupné o 12 KE. Tim se sice druhy den zvysil pocet
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navstévnik( o 10%, ale celkova denni trzba se snizila o 5%. Kolik korun stalo vstupné po

slevé?
Mozné feseni:
Vstupné na vystavu prvni den oznacime x. Druhy den se vstupné snizilo o 12 K¢, coz
vyjadfime takto:
x —12.

Pocet ndvstévnikd prvni den oznaime y. Pocet navstévnikl se druhy den zvysil o 10%.
Druhy den navstivilo vystavu tedy 110% poctu navstévnikl prvni den. Toto mlzZeme

zapsat:
1,1y.
Trzbu za prvni den mizZeme vyjadrit jako soucin poctu navstévnikd a vstupného:
xy.
Trzbu za druhy den mlzeme vyjadfit obdobné jako za prvni den:
1,1y(x — 12).

Vime, Ze trzba za druhy den byla 0 5% nizsi neZ za prvni den. MzZeme fici, Ze trzba za druhy

den se rovna 95% trzby z prvniho dne. Tuto skute¢nost miZeme zapsat pomoci rovnice:
1,1y(x — 12) = 0,95xy.

Proménna y v rovnici oznacuje pocet navstévnikl, musi tedy y byt kladné celé Cislo. Kdyz

y splfiuje tuto podminku, mizZeme rovnici vydélit y:
1,1-(x—12) = 0,95x.
Nyni jiZ je jedna rovnice s jednou neznamou a tuto rovnici dopocitame:
1,1x — 13,2 = 0,95x,
0,15x = 13,2,
x = 88.

Z rovnice jsme spocitali, Ze vstupné prvni den bylo 88 K¢. Vstupné druhy den byl o 12 K¢

levnéjsi, coZ je snadny vypocet:
88— 12 =76.
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Vstupné druhy den stalo 76 K¢.

5.19 PRIKLAD Z9-I-3 7Z 62. ROCNIKU MATEMATICKE OLYMPIADY DOMACIHO KOLA

KATEGORIE Z9

Zadani:

U horské chaty nam trenér fekl: ,PUjdeme-li dal timto pohodlnym tempem 4 km za hodinu,

pfijdeme na nadrazi 45 minut po odjezdu naseho vlaku.”

Pak ukazal na skupinu, ktera nas pravé mijela: , Ti vyuZivaji holi, a tak dosahuji prGmérné

rychlosti 6 km za hodinu. Na nadraZzi budou jiz pal hodiny pred odjezdem naseho vlaku.”
Jak bylo nadrazi daleko od horské chaty?
Mozné feseni:
Budeme vychazet ze vzorecku pro vypocet rychlosti:
s
v=-
t

Délku cesty od chaty na nadraZi ozna¢ime d. Cas do odjezdu vlaku oznaéime c. Rychlost

nasi skupiny je v; = 4 km/h, rychlost druhé skupiny je v, = 6 km/h. Vzorecek upravime:
s
t=-—.
v
Do vzorecku dosadime délku cesty a rychlost nasi skupinky:
. d
=7

Kdyz vime, Ze nase skupinka dorazi touto rychlosti 45 minut po odjezdu vlaku, tj. % hodiny,

dosadime do vzoreckuiza t:

N 3 d

c+-=-

4 4
Z této rovnice vyjadiime c:

d 3

c=—=—-

4 4

Do upraveného vzorecku dosadime délku cesty a rychlost druhé skupinky:
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t—d
=2

Tato skupinka dorazi na nadrazi 30 minut pred odjezdem vlaku, tj. % hodiny. Dosadime do

vzoreckuiza t:

1 d
c 5=
Z této rovnice vyjadfime c:
_d N 1
c= ety

Cas ¢ do odjezdu vlaku je v obou rovnicich stejny, a tak vznikne nova rovnice s jednou

neznadmou:

ol &
—+
N =

S
|
S w

Rovnici vypocitame:

3d —9 = 2d + 6,

Nadrazi bylo vzdalené 15 kilometrd od chaty.

5.20 PRIKLAD Z9-I1I-3 Z 66. ROCNIKU MATEMATICKE OLYMPIADY KRAJSKEHO KOLA
KATEGORIE Z9

Zadani:

Velitel svolal ostatni obrance hradu a rozhodl, jak se rozdéli o svou odménu:

,Prvni si vezme jeden zlatak a sedminu zbytku, druhy si vezme dva zlataky a sedminu
nového zbytku a tak dale. Tedy n-ty obrance si vezme n zlatakd a k tomu jesté sedminu ze

zbyvajiciho mnozstvi zlatak(, dokud néjaké budou.”
Takto se podafilo rozdélit vSechny zlataky a pritom vsichni obranci dostali stejné.
Kolik obranct se délilo o odménu?

MozZné reseni:
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Pocet viech zlatakl oznacme z. Pomoci proménné z vyjadirime pocet zlatych, které dostal

prvni obrance:

1+(z—1)_7+z—1_z+6
7 ) 7 o7

Kdyz vime, kolik zlatak( dostal prvni obrance, vypocitame, kolik zlatakd si déli zbytek

obrancu:

z+6_7z—z+6_6z+6
7 7 7

7 —

Druhy obrance si ze zbytku zlatdkd vezme 2 a jednu sedminu ze zbytku, coZ vyjadfime:

6z+ 6 6z+ 6 —14 6z — 20
e () P 7 —o4| L |=a+ 220
7 N 7 N 7 B 49

_98+6z—-20 6z+78
- 49 T 49

JelikoZ ze zadani vime, Ze oba obranci dostali stejnou odménu, musi platit:

Z+6_6z+78
7 49

Tuto linearni rovnici vypocteme:
7z +42 =6z+ 78,
z+42 =178,
z = 36.
Vypocditali jsme, Ze dohromady si obranci rozdélili 36 zlatakd. Vypocitame z toho, kolik
dostal kazdy obrance:

z+6 36+6 42
7 7 7

Kazdy obrance dostal 6 zlatakd. Nyni z toho jiz snadno spocitame, kolik bylo obranca:

O odménu se délilo 6 obranca.
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5.21 PRIKLAD 5. 7 59. ROCNIKU MATEMATICKE OLYMPIADY DOMACIHO KOLA
KATEGORIE C

Zadani:

DokaZzte, Ze pro libovolna kladna redlna Cisla a, b plati

2(a>+3ab+b?) a+b

< <
Vab < 5(a+ b) - 27

a pro kazdou z obou nerovnosti zjistéte, kdy pfechazi v rovnost.
MozZné Feseni:

Nejprve dokdZzeme levou nerovnost:

2(a? + 3ab + b?)
<
Vab < 5(a + b)

Abychom se zbavili na levé strané odmocniny, nerovnici umocnime:

4(a? + 3ab + b?)?
ab <
25(a + b)?

V nerovnici se zbavime zlomku:
ab25(a + b)? < 4(a? + 3ab + b?)2.
Nerovnici upravime:
25ab(a® + 2ab + b?) < 4(a* + 9a*b? + b* + 6a®b + 2a*b? + 6ab?),
25a3b + 50a?b? + 25ab3 < 4a* + 36a?b? + 4b* + 24a3b + 8a?b? + 24ab?,
ab + 6a*b? + ab® < 4a* + 4b*.

Abychom mohli upravovat nerovnici podle vzorctd pro umocnéni, musime od obou stran

nerovnice odetist 8a?h?:
a3b — 2a?b? + ab® < 4a* + 4b* — 8a®b>.

Z pravé strany nerovnice vytkneme 4, z levé strany nerovnice vytkneme ab a upravime obé

strany nerovnice podle vzorecu:
ab(a® — 2ab + b?) < 4(a* — 2a’b? + b*),

ab(a — b)? < 4(a®* — b?)?.

55



5 KOMENTOVANE RESEN{ VYBRANYCH ULOH MATEMATICKE OLYMPIADY TYKAJiCICH SE ROVNIC,

NEROVNIC A JEJICH SOUSTAV

Vyraz na pravé strané nerovnice jesté rozloZzime podle vzorce a nerovnici upravime:

ab(a — b)? < 4(a? — b?)(a? — b?),
ab(a—b)?> <4(a—b)(a+b)(a—b)(a+Db),

ab(a — b)? < 4(a — b)?*(a + b)>.

Pro a # b mzeme nerovnici vydélit nenulovym vyrazem (a — b)?2. Z toho vyplyva, Ze pro

a = b plati rovnost. Rovnici vydé&lime nenulovym vyrazem (a — b)? a vhodné upravime:

ab < 4(a + b)?,
ab < 4(a? + 2ab + b?),
ab < 4a? + 8ab + 4b?,
0 < 4a? + 8ab + 4b>.
Pro vSechna kladnd realna Cisla nerovnost plati.
Zbyva dokazat pravou nerovnost:

2(a2+3ab+b2)<a+b
5(a+ b) -2

V nerovnici se zbavime zlomku:
4(a? + 3ab + b?) < 5(a+ b)(a + b).
Nerovnici vhodné upravime:
4a? + 12ab + 4b? < 5(a? + 2ab + b?),
4a® 4+ 12ab + 4b? < 5a? + 10ab + 5b?,
0 < a? — 2ab + b?,

0 < (a—b)2

Pro vSechna kladnd redlna Cisla nerovnost plati. Rovnost nastane pokud a = b.

Leva nerovnost plati a rovnost v ni nastane, kdyz plati a = b a prava nerovnost plati a

rovnost v ni nastane, kdyz plati a = b.
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5.22 PRIKLAD 1. Z 61. ROCNIKU MATEMATICKE OLYMPIADY KRAJSKEHO KOLA

KATEGORIE C
Zadani:
Pro libovolna redlna isla x, y, z takova, Zze x < y < z, dokaZte nerovnost
x2—y2+2z2> (x—y+2)>
MozZné feSeni:
Pravou stranu nerovnice mlizZeme upravit podle vzorce pro druhou mocninu trojclenu:
x2—y2+22>x2+y%+ 22— 2xy + 2xz — 2yz.
Nerovnici upravime tak, abychom na pravé strané nerovnice méli nulu:
x2—y?2 422 —x? —y? —z2 + 2xy — 2xz + 2yz > 0,
—2y?% 4+ 2xy — 2xz + 2yz > 0.
V této nerovnici upravime levou stranu nerovnici na souc¢in pomoci vytykani:
2y(=y+x)+2z(—x+y) >0,
2y(=y +x) —2z(x —y) >0,
(x —y)(2y —22) >0,
2c-y)(y—2z) > 0.

ProtoZe ze zadani vime, Ze x je men3i neZ y, tak je Cinitel (x — y) zdporny. Také y je mensi
nez z, proto také Cinitel (y — z) je zaporny. Sou€inem dvou zdpornych Cinitell vznikne

kladné Cislo, coz vyhovuje nerovnici.
Dokazali jsme, Ze nerovnice za podminek danych v zadani plati.

5.23 PRIKLAD 1. 7Z 66. ROCNiKU MATEMATICKE OLYMPIADY SKOLNIHO KOLA

KATEGORIE C

Zadani:

Najdéte vSechna resSeni rovnice

_|3x—7|—|9—2x|
B |x + 2|

MozZné reseni:
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Ze zadani je vidét, Ze se jedna o rovnici s neznamou ve jmenovateli, a navic tahle rovnice
obsahuje absolutni hodnotu. Proto je dlleZité udélat podminku, za které dava rovnice

smysl. Podminku vypocitame ze jednoduché nerovnice:
|[x + 2] #0,
x+2+0,
X+ —2.

Z vypoctené podminky vime, Ze do rovnice za x nesmime dosadit —2, aby dana rovnice

ddavala smysl. Tuhle podminku musime zohlednit pti feSeni rovnice.

JelikoZ rovnice obsahuje absolutni hodnotu, budeme ji feSit pomoci nulovych bodd.
Rovnice obsahuje tti absolutni hodnoty s proménnou x, proto budeme mit tfi nulové body.
Nulové body jsou —2;3,5 a 4,5. Pomoci téchto tfi nulovych bodd rozdélime mnoZinu

redlnych Cisel na Ctyfi intervaly:
(—o0; —2); (—2;3,5);(3,5;4,5); (4,5; ).

Nyni v kazdém intervalu odstranime z rovnice absolutni hodnotu a dopoéteme ji. Absolutni
hodnotu budeme odstrarfiovat tak, Ze pokud je vyraz v absolutni hodnoté v daném intervalu
kladny tak pouze odstranime absolutni hodnotu. Pokud je vyraz v daném intervalu zaporny
tak prfed vyraz vabsolutni hodné zapiSeme znaménko minus a odstranime absolutni

hodnotu.
Budeme resit Ctyfi rovnice ve ¢tyfech intervalech.
. x € (—oo; —2)

_|3x—7|—|9—2x|
- |x + 2|

1 _=Bx=-7)-(9-2x)
B —(x+2)

1_—3x+7—9+2x

—x—2

—X—2=—-x—-2
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Rovnice ma nekonecné mnoho feseni. Jelikoz jsme fesili rovnici pouze v intervalu

(—o0; —2), bude fesenim pouze tento interval:
X € (—o0; —2).
. x € (=2; 3,5)

_|3x—7|—|9—2x|
B lx + 2|

1_—(3x—7)—(9—2x)
B (x +2)

1_—3x+7—9+2x
B x+2

xX+2=—x-2

Regenim rovnice vy$lo —2, co? je v rozporu s podminkou, proto rovnice v tomto

intervalu nema reseni:
x €{}.
. x € (3,5 4,5)

_13x=7] =19 —2x|
a |x + 2|

_(3x—7)—(9—2x)
- (x+2)

1_3x—7—9+2x
B x+2

x+2=5x—-16
4x = 18
x =45

Regenim rovnice vyslo 4,5, co? je mimo interval, ve kterém jsme rovnici poéitali,

proto rovnice v tomto intervalu nema feseni:
x €{}.
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IV. x€ (4,5 )

_|3x—7|—|9—2x|
B lx + 2|

_Bx—=7)+(9—2x)
- (x+2)

3x—7+9—-2x
1=
x+2

x+2=x+2
0=0

Rovnice ma nekonecné mnoho feseni. Jelikoz jsme resili rovnici pouze v intervalu

(4,5; ), bude feSenim pouze tento interval:
X € (4,5; o).

Rovnice jsme fesili v jednotlivych intervalech, a proto je nyni nezbytné sjednotit jednotliva

feSeni rovnic, abychom ziskali feSeni rovnice v mnoziné redlnych cisel:
(=o0; =2) U {} U {} U (4,5; o).
Redenim rovnice jsou viechna &isla z intervalu (—o0; —2) U (4,5; o).

5.24 PRIKLAD 2. Z 67. ROCNIKU MATEMATICKE OLYMPIADY KRAJSKEHO KOLA

KATEGORIE C

Zadani:

Pro celd &isla x,y,z plati x2 + y —z = 10, x? — y + z = 22. Najdéte nejmensi moznou

hodnotu vyrazu x? + y? + z2.
Mozné feseni:
Rovnice se na levé strané lisi pouze znaménky u druhého a tretiho ¢lenu. Proto je vhodné

je secist:

Tuto rovnici jiZz snadno dopocteme:
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x = 14.
Pro dali poéitani je pro nas ddleZité, e x? = 16. Do rovnic dosadime za x:
16 +y — z = 10,
16 —y+z =22

Tyto dvé rovnice upravime:

y—2z=—6,
-y +z=6.
Z obou rovnic vyslo:
z=6+y.

Nyni dosadime do vyrazu:
x2+y2+z2=16+y%+ (6 +y)2
Dosazeny vyraz upravime do nejvhodnéjsiho tvaru:
16+y>+(6+y)>=16+y2+36—12y +y? =2y?> — 12y + 52 =
=2(y? + 6y +26) =2[(y + 3)? + 17].

Tento vyraz ma mit nejmensi moznou hodnotu. V upraveném vyrazu spociva jeho hodnota
v ‘ . . vsoos . 2 - v
pouze na proménné y. Hodnota celého vyrazu spociva na vyrazu (y + 3)%, ktery je vidy

kladny nebo roven nule:

(y+3)?>0.
Jeho nejmensi hodnota je rovna nule. Z tohoto vznikne rovnice:

(y+3)2=0.
Tuto rovnici dopocitdme:

y =-3.
Hodnotu z jiz snadno vypocitame, dosadime do prvni rovnice:
16 —3 —z =10,
z = 3.

Dopocitali jsme posledni hodnotu a jiz zbyva pouze dosadit do vyrazu:
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x2+y?+z2 =16+ (-3)*+ 3% = 34.
Nejmensi mozna hodnota vyrazu, ktera spliiuje podminky, je 34.

5.25 PRIKLAD 1. 7z 60. ROCNiKU MATEMATICKE OLYMPIADY SKOLNIHO KOLA

KATEGORIE B
Zadani:
V oboru redlnych cisel feste rovnici
Vx+3+Vx=p
s neznamou x a realnym parametrem p.
MozZné feSeni:
ProtoZe leva strana rovnice obsahuje odmocniny, musime urcit podminky, kdy rovnice plati.
Vyraz pod odmocninou musi byt kladny nebo roven nule:
x = 0.
Z této podminky vyplyva, e rovnice bude mit fedeni pro viechna p > /3.
Samotné reSeni rovnice:
Vx+3++Vx=p,
x+3+2Vx+3-Vx+x=p?
2Vx +3-vVx =p?—2x -3,
2Jx(x + 3) = p? — 2x — 3,
4[x(x + 3)] = p* + 4x% + 9 — 4p?x — 6p? + 12x,
4x2% + 12x = p* + 4x% + 9 — 4p%x — 6p% + 12x,

4p2x = p* — 6p% + 9,

p* —6p?+9
XE T
_(p*-3)°
=0

Zkouskou se presvédcime, Ze pro parametr p > V3 je vypotitané x fe$enim rovnice:

62



5 KOMENTOVANE RESEN{ VYBRANYCH ULOH MATEMATICKE OLYMPIADY TYKAJiCICH SE ROVNIC,
NEROVNIC A JEJICH SOUSTAV

(p?-3)%\ _ |(p*—-3)? (p?—3)*  |(®*—3)? 6p?  [(p>—3)*
L( 2p? >_\/ 2p? +3+j 2p? _J 2p? +2p2+\/ 2p2

N (e e S [ G el L R S [
B 2p? 2p? B 2p? 2p? B

2p? 2p? 2p 2p 2p P

(p? —3)°
r(P )=

(p®-3)%\ __[(*—3)?
L( 2p? >_P< 2p? )

Pfi odmocriovani ve zkoudce jsme vyuZivali, Ze p = /3, abychom odmocriovali nezéporné

:j(p2+3)2+j(p2—3)2:p2+3+p2—3:2p2

¢islo.

(»2-3)°

Pro parametr p > V3 je fedenim rovnice x = 7 Pro jiné hodnoty parametru nema

rovnice v oboru redlnych Cisel feSeni.

5.26 PRIKLAD 4. 7 67. ROCNIKU MATEMATICKE OLYMPIADY DOMACIHO KOLA

KATEGORIE B
Zadani:
Urcete pocet vsech trojic prirozenych cisel a, b, c, pro ktera plati
a+ab+abc+ac+c=2017.

Mozné Feseni:

Nejprve upravime levou stranu rovnice. Z prvniho a druhého ¢lenu levé strany rovnice Ize

vytknout a:
a(1+ b) + abc + ac + ¢ = 2017.

Z dalsich dvou ¢lend levé strany rovnice lze vytknou ac:
a(l1+b)+ac(b+1)+c=2017.

Nyni Ize vytknout z prvnich dvou ¢lend levé strany rovnice a(b + 1):

63



5 KOMENTOVANE RESEN{ VYBRANYCH ULOH MATEMATICKE OLYMPIADY TYKAJiCICH SE ROVNIC,
NEROVNIC A JEJICH SOUSTAV

a(b+1)(1+c)+c=2017.
Abychom mohli na levé strané dale vytykat, pficteme k obou stranam rovnice 1:
a(b+1)(1+c)+ (c+1)=2018.
Po této uprave Ize na levé strané rovnice vytknout (¢ + 1):
(c+ Dfa(b+ 1)+ 1] = 2018.

Levou stranu rovnice jsme zapsali jako souéin dvou ¢initel(. Cislo 2018 miZeme napsat

dvéma zpUlsoby jako soucin dvou Cinitel(:
1-2018,2-1009.
Jelikoz Cislo a, b, ¢ jsou pfirozena Cisla, tak musi platit:
c+1=2,
a(lb+1)+1=3.
Proto pfipada v Uvahu jen jedind mozZnost:
c+1=2,
a(b+1)+1=1009.

Z prvni rovnice je zjevné, ze ¢ = 1. Nyni jiz budeme hledat dvojici pfirozenych cisel a, b,
které vyhovuji druhé rovnici. Tuto rovnici miZzeme také upravit do tvaru, kdy bude na levé

strané soucin dvou Cinitel(:

a(b+1) =1008.
Cislo 1008 rozepiseme jako soucin prvocinitel(:

1008 = 2%-32.7.

Mohli bychom zdlouhavé hledat vSechny moznosti dvojic prirozenych Cisel a, b, ale jelikoz
mame urcit pouze pocet moznosti, a ne najit vSechny moznosti, budeme hledat, kolik
déliteld ma dcislo 1008. Coz ndm urci pocet hodnot, kterych mizou nabyvat dvojice
prirozenych Cisel a,b. Pocet déliteld cisla 1008 urcime jako soucin exponentd v jeho

prvociselném rozkladu zvétSenych o 1:

5-3-2=30.
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Pocet vSech délitell Cisla 1008 je 30 véetné 1 a sebe sama. Jelikoz ¢isla a, b jsou pfirozend

Cisla, musi platit:
b+12=2.

Z této nerovnice je viditelné, Ze Cislo a nemU(zZe nabyvat hodnoty 1008. Proto pocet hodnot,
kterych mohou nabyvat dvojice pfirozenych &isel a, b je 29. JelikozZ pfirozené Cislo ¢ nabyva
pouze hodnoty 1 a dvojice pfirozenych cisel a, b mlze nabyvat 29, trojice pfirozenych Cisel

a, b, c mUze nabyvat 29 hodnot.
Pocet vSech trojic ptirozenych Cisel a, b, ¢ je 29.

5.27 PRIKLAD 1. 7 59. ROCNIKU MATEMATICKE OLYMPIADY DOMACIHO KOLA

KATEGORIE A

Zadani:

V oboru redlnych ¢isel feste soustavu rovnic

x2—y=z-1,
Jyt—z=x-1,
z2—x=y—1.

MozZné feseni:
Levé strany rovnic jsou vyrazy pod odmocninou a levé strany rovnic tedy budou nabyvat

pouze kladnych nebo nulovych hodnot. Proto i pravé strany rovnic musi byt kladné nebo

rovno nule:
z—12>20,
x—12>=20,
y—1=20

Z toho plynou podminky:
x=21ly=>1z=>1.
Abychom se zbavili odmocnin v rovnicich, tak je umocnime:

x2—y=(z-1)2%

65



5 KOMENTOVANE RESEN{ VYBRANYCH ULOH MATEMATICKE OLYMPIADY TYKAJiCICH SE ROVNIC,
NEROVNIC A JEJICH SOUSTAV

y?—z=(x-1)?
z2—x =(y -1~
Rovnice upravime:
x2—y=2%-2z+1,
y2i—z=x%>-2x+1,
22 —x=y*-2y+1.
Abychom se zbavili druhych mocnin v rovnicich, tak rovnice secteme:
x2—y+y?—z+z2—x=2z2-2z+1+x*-2x+1+y? -2y +1.
Rovnici upravime:
—y—z—x=-2z+1-2x+1-2y+1,
y+z+x=3.

V avodu jsme urcili podminky, za kterych soustava rovnic plati. Tyto podminky musi
splfovat i ndmi upravena rovnice. Z toho plyne, Ze soustava rovnic ma pouze jedno fesSeni

a to:
x=1,y=1z=1.

ProtozZe jsme fesili soustavu rovnic s odmocninami a provadéli jsme neekvivalentni Gpravy,

musime provést zkousku dosazenim vypocitaného reseni do soustavy rovnic:
J1iz-1=1-1,
J1iz-1=1-1,
Ji2-1=1-1.

Soustavu rovnic upravime:

0=0,
0=0,
0=0.

Zkouskou jsme dokazali, Ze nalezeni reSeni je opravdu feSenim soustavy.
Regenim soustavy rovnic je trojice &isel [1,1,1].
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5.28 PRIKLAD 1. Z 67. ROCNiKU MATEMATICKE OLYMPIADY SKOLNIHO KOLA

KATEGORIE A
Zadani:
Urcete vSechna redlna Cisla p, pro ktera ma soustava nerovnic
xX*+(@-Dx+p<0,
x> -(pP-Dx+p<0
alespon jedno reSeni v oboru redlnych cisel.
Mozné feseni:
Jedna se o soustavu dvou nerovnic o jedné neznamé. Nerovnice se od sebe liSi pouze

znaménkem u druhého ¢lenu na levé strané nerovnic. Pokud nerovnice se¢teme vznikne

jednodussi nerovnice:
2x%+2p <0.

Na této nerovnici je vidét, Ze prvni ¢len na levé strané nerovnice bude vidy kladny nebo
roven nule. Proto aby tato nerovnice méla reSeni, musi byt druhy ¢len na levé strané

nerovnice zaporny:
2p < 0.

Z této jednoduché nerovnice je patrné, Ze Cislo p musi byt zaporné nebo rovno nule, aby

méla soustava nerovnic feSeni v oboru redlnych cisel.

Soustava nerovnic ma feseni v oboru realnych ¢isel prop < 0.
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ZAVER
V diplomové praci jsem se snazila vytvofit prehled nékolika komentovanych feseni uloh z

Matematické olympiady pomoci rovnic, nerovnic a jejich soustav. Také jsem se snazila

shrnout jejich feSeni na zakladni a stfedni Skole.

Prvni dvé kapitoly jsou vénované historii a organizaci Matematické olympiady.
Matematicka olympidda byla vytvorena, aby pfildkala mladé studenty k technickym

obor@im a mohl se rozvijet priimysl v tehdej$im Ceskoslovensku.

V dale je prace vénovana ukotveni rovnic, nerovnic a jejich soustav v Ramcovém
vzdélavacim planu. Nejprve se zaméfuje na Ramcovy vzdélavaci plan pro zakladni
vzdéladvani, kde jsem zjistila, Ze obsahuje pouze linearni rovnice a soustavy linedrnich rovnic
o dvou nezndmych. Ramcovy vzdélavaci plan pro gymnazia obsahuje rozsifeni tohoto uciva
o linearni nerovnice, rovnice a nerovnice v souc¢inovém a podilovém tvaru, rovnice a
nerovnice s nezndmou pod odmocninou a s nezndmou ve jmenovateli, rovnice a nerovnice
s absolutni hodnotou kvadratické rovnice a nerovnice, exponencidlni rovnice, logaritmické

rovnice a goniometrické rovnice.

V diplomové priaci je utvoren jednoduchy prehled, jak jednotlivé druhy rovnic, nerovnic a
jejich soustav resi Zaci na zakladni a stfedni Skole. Tento prehled je doplnény o jednoduché
priklady dopliujici popis feSeni jednotlivych rovnic a nerovnic.

Nejvetsi ¢ast diplomové prace je vénovana komentovanym feSeni uloh z Matematické
olympiady. Jsou vybrany ulohy z rGznych ro¢nik( a rdznych kol. Ke vdem z osmi kategorii je
uvedena vzdy alespori jedna uloha, ktera do této kategorie spadd. Reseni jednotlivych tloh

je komentované umérné k véku a znalostem zaka na zakladni ¢i stfedni Skole.
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RESUME

RESUME

Diplomova prace je vénovdna rovnicim a nerovnicim v Ulohdch Matematické olympiady.
Nejprve je prace vénovana organizaci a historii Matematické olympiady. Ddle je v praci
uvedeno vymezeni rovnic a nerovnic v Ramcovém vzdéldvacim planu pro zdakladni
vzdéldvani a v Rdmcovém vzdéldvacim planu pro gymndzia. Jedna kapitola se zabyva
zakladnimi postupy feseni rovnic, nerovnic a jejich soustav. Nejvétsi ¢ast prace je vénovana
komentovanym feSenim uloh Matematické olympiady. V této kapitole jsem snazila uvést
jednoduché a pochopitelné feSeni jednotlivych uloh. Zjistila jsem, Ze v kazdé kategorii
Matematické olympiddy se nachazeji ulohy, které lIze fesit pomoci rovnic, nerovnic a jejich

soustav.

Diploma thesis is dedicated to equations and inequation in tasks of the mathematical
Olympiads. First of all, the thesis is dedicated to the organization and history of the
Mathematical Olympiads. Next, there is mentioned delimitation of equations and
inequations within the framework of educational plan for basic education and the
framework of educational plan for grammar schools. One chapter follows up primary
processes solutions of equations, inequations and their systems. Biggest part of the thesis
is dedicated to commented mathematical Olympiads solutions. In this chapter | tried to
introduce simple and understandable solutions to individual tasks. | figured out that in
every category of the mathematical Olympiads are situated tasks which can be solved by

equations, inequations and their systems.
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