Posudek oponenta diplomové prace

Autor/Autorka Bc. Martin Kudla¢

Nazev price Systems with concave-convex nonlinearities: existence and multiplicity
of solutions
Studijni obor N0541A170006 Matematika a jeji aplikace

Oponent prace  doc. Ing. Petr Girg, Ph.D.

Splnéni cill prace:

» nadstandardné I velmi dobfe [ splnény I” s vyhradami I nebylysplnény

Odborny pfinos préce:

netradiénf zpracovani shrnuti
Xnové vysledky I~ I vysledka z I~ vysledka z I~ bez pfinosu
postupy .. . . P -
ruznych zdrojt raznych zdrojd
Matematicka (odbornd) droveri:
X vynikajici I velmi dobr ™ primérna I podprimérnd [~ nevyhouujici
Vécné chyby:
vzhledem k méné odstatnaig
Mémé'r’ #4dné I rozsahu I podstatné, [ R el 1= o atng
vE&tsi mnoZstvi

priméfeny pofet  v&tdi mno¥stvi
Graficka, jazykova a formalni troveri:

vynikajici I velmi dobr3 I primérni I~ podprimérng [~ nevyhowujici

Slovni hodnoceni a dotazy:
Posuzovand préce se zabyvé systémem dvou nelinedrnich obycejnych diferencidlnich rovnic druhého Fadu

—u"(x) =) vx) + [v()|Pv(x), 0<x <1
W {7 =R,

uv =0,
u(0) =u(1)=v(0)=v(1)=0,

kdep>1,g>1are (0,1) jsou pevné zvolené exponenty al > 0 je parametr. Uvedenymi podminkami na volbu
exponentl je nelinearita v prvni rovnici konkdvni pro |v(x)| « 1a naopak konvexni pro |v(x)| » 1. Vpraci je
studovana existence a ndsobnost nezdpornych fedeni vySe uvedené dlohy v zavislosti na parametru 1> 0. Za timto
Ucelem je studovan modifikovany problém

—u'(x) =AW, (x)) + (W, (x)?, 0<x<1
—v"(x) = [u@)|? u(x),
u(0) =u(1)=v(0)=v()=0,

kde v, znati nezdpornou &3st funkce v. Je ukdzdno, Ze nezdpornd klasicka fefeni modifikovaného systému, tj.u,v €
€?(0,1) n €([0,1]), jsou Fe3enimi i pavodniho systému.

Price je rozdélena do tfi kapitol. V prvni kapitole je poddn prehled vysledkl tykajicich se predeviim pouZitych
Sobolevovych prostord. Jednd se vétiinou o znimé vysledky, které jsou Fadné citovany. Podrobnéji jsou prezentovany
vysledky tykajici se prostoru w2r(0,1) n Wol'y(O,l) a to véetné duikazi. V kapitole 2 je modifikovany systém preveden na
Ulohu pro jednu kvazilinedrni rovnici étvrtého Fadu



d? 1,
(W@ @) = 2w @) + (@Y. x € O1)

s Navierovymi okrajovymi podminkami
v(0) = v(1) = 0 =v"(0) = v"(1).

Poté je podrobné zkoumana regularita feleni slabé formulace vy3e uvedené ulohy Ctvrtého fadu. Je ukdzano, Ze slabé
Fefeni je fedenim v klasickém smyslu. Vyse uveden3 dloha ¢étvrtého Fadu je pak v téZe kapitole studovdna metodou
stielby pomoci numerickych experimentd, na jejichz zékladé jsou zde zformulovény hypotézy ohledné existence a
nasobnosti fedeni v zévislosti na parametru 1 > 0. Pfesnéji je zde zformulovén

hlavni teoreticky vysledek préce: Existuje Ao > 0 takovd, Ze pro viechna 2 € (0,4,), existuji dvé riznd reseni
netrividini nezépornd klasickd FeSeni tilohy (1). Tento vysledek je pak dokazan v kapitole 3 pomoci variacnich technik

aplikovanych na funkciondl J:X = W?¥(0,1) n W, (0,1) » R, y:=(q +1)/q,

) e 1 1
J@y= 5 el de =, W () dx == [ vl () d.

Kapitola 3 je zakonéena Uvahami o kvantitativnim odhadu 1, a Gvahami o chovani funkcionalu J pro velké hodnoty
parametru 4.

Celkové lze fici, e prace mé vynikajici odbornou tiroveri a obsahuje zajimave nové vysledky. Student prokdzal znalosti
fady metod nelinedrni funkcionalni analyzy na drovni vyrazné prevysujici béZné diplomové price a osvojil si techniky
poutivané v dikazech regularity slabych feSeni. Déle se orientuje i v numerickych metodach. Postup od numerického
experimentu pres formulaci relevantni hypotézy k matematickému dukazu jeji platosti odpovida soudobym trenddm
v nelinedrni analyze. Préce je psdna anglicky na vysoké jazykové drovni. Obsahuje grafické vystupy z numerickych
experimentt (napf. bifurkacni diagramy), na jejichi zakladé byla zformulovdna hypotéza (dokazana jako hlavni véta
prace “Main Theorem” na str. 13). Préce je vhodné ¢lenéna na logické celky. Zadani bylo spinéno nadstandardné.
Z vyie uvedenych ddvodd praci doporuéuji uznat jako kvalifikacni s hodnocenim vyborné.

.Dotazy:

(01) M4 parametr A > 0 néjaky hlubsi vyznam v matematickych modelech redlného svéta? Proc je parametr jen v prvni

rovnici u jednoho z clend?

(02) Nejprve ocituji z textu prace:
_Remark 1.2. The function u(®) is also called the weak derivative of order k. The function ¢ is usually called a test

function. If both weak and classical derivatives exist, they coincide. For simplicity, we denote u’ = u® and v’ = u®.“

Odkud je tuéné vyznacene tvrzeni prevzato? Co je mysleno existenci klasické derivace a koincidenci se slabou derivaci

(napf. viude, skoro viude apod). Vyplyva z existence klasické derivace v kazdém bodé intervalu (0,1) existence slabé
derivace na (0,1), pfipadné za jakych podminek? Co vyplyvé pro klasickou derivaci z existence slabé derivace?

Praci doporuduji — redeperuuji uznat jako kvalifikaéni (nehodici se skrtnéte).
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This thesis consists of the study, both numerical and analytic of a system
of quasilinear ODEs of the form

— " = Moo + |uf Ly,
v =, 0<z<1
u(0) = v(0) =0 =v(1) = u(l)

where p,g > 1 and 0 < r < 1. The main theoretical result obtained is the
existence of two solutions whenever 0 < A < Ag. For a sufficiently small ).
The problem is reduced to a single equation with fourth order. The proof
uses the existence of a minimizer and a mountain pass solutions, along the
lines of the classical Ambrosetti-Cerami paper. The numerical study is very
interesting. The result is depicted as a bifurcation curve that first goes right
and after a maximal A9 bents left extending up to the axis A = 0. The
number Ag is estimated for specific values of the exponents, both numerical
and analytically. I believe this is a nice work that in particular involves a
novel methodology to analyze numerically the branch.

A question that I would raise to the author for future research is if it is
possible to take some of these results to higher dimensions. For instance I
believe the theoretical existence result should be doable after replacing —u”
with —Awu. What are the new numerical issues when treating the problem
in a rectangle in R2? A second question is about the possibilty of a rigorous
nonexistence result for a large A, at least in the 1-dimensional case.

The work is carefully written and the arguments seem to me correct. I
believe this is an excellent master’s thesis, with interesting results, definitely
publishable. I thus strongly recommend it for approval with highest merit,
corresponding to Assesment 1 (Excellent).

Sincerely,



Manuel del Pino

Professor of Mathematics
University of Bath



