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MATEMATICKA ,,OMEZENi“ VE VYUCE FYZIKY
aneb ,,Jak daleko“ lze zajit s matematikou pfi vyuce fyziky

Pavla MUSILOVA, Jana MUSILOVA

Abstrakt

Text je ptispeévkem k diskusi o moznych mezich pii vyuzivani matematického aparatu ve
vyuce fyziky na stiednich $kolach. Soustfedi se zejména na problematiku vektorového
poctu, kde ziejmée prevladaji nazory ucitell, ze pouziti skalarniho, a tim spis vektorového
soucinu, ve vykladu fyziky na stiedni Skole neni vhodné — jednalo by se tak o neefektivni
formalismus, ktery u studenti nevede k pochopeni. Nas piispévek s timto ndzorem
polemizuje s poukazem na fakt, ze zalezi na zpisobu vykladu aparatu.

MATHEMATICAL OBSTRUCTIONS IN PHYSICS EDUCATION

Abstract

The paper contributes to discussions on possible limitations of using mathematical tools
in teaching Physics on secondary schools. It is focused especially to vector calculus,
where dominate teacher’s opinions that the use of scalar and vector products in teaching
secondary school Physics is inconvenient, because it is an ineffective formalism that
cannot by understood by students. We argue with this opinion highlighting the fact that
the mode of explanation of mathematics is important.

Vektory a jejich souciny ve vyuce fyziky

Vyuka fyziky se bez vektorl a pocitani s nimi neobejde ani na zékladni Skole. Jak
jinak nez uzitim vektorové algebry (vektorového poctu) pracovat ve vyuce s veli€inami,
jez jsou vektorové ve své podstaté? Zakim ani studentim obvykle nedini potize
charakteristika vektorové veli¢iny jako veli¢iny uréené velikosti, smérem (popitipadé jeste
orientaci, pokud informace o orientaci neni obsaZena pfimo v definici sméru jako
orientované piimky) a plisobistém — piedzvéest pojmil vdzany vektor a vektorové pole.

Na zakladni 1 stfedni Skole student b&zné pracuji se zakladnimi operacemi
vektorového prostoru — s¢itdnim a ndsobenim (redlnym) skalarem, avSak pfevazné
graficky, aniz si tedy uvédomuji, Ze se jednd o operace linearni algebry. Velmi dobfte je
vyklad tykajici se téchto operaci, konkrétné pod nazvem ,,Sklddani a rozklad sil®,
zpracovan v uvodni kapitole uc¢ebnice [1]. Jedna se dokonce o vyjadieni vektorti v roviné
jako linedrnich kombinaci obecnych bazi, odkud by byl jiz jen maly krok (ktery ovSem
autofi jiz neucinili) k praci s vektory, jejich priméty a slozkami v ortonormalnich bazich.
Odtud je pak uzZ jen maly krok k pocitani se skalarnim a vektorovym soucinem prave pfi
vyjadieni vektort v ortonormalnich bazich.

Skalarni soucin je nezbytny napiiklad pfi vykladu pojmu prace a vykonu sily po
kiivce, vektorovy soucin pak pti vykladu tzv. ,,momentové véty* (moment sily), druhé
impulsové véty (moment hybnosti, moment sily vzhledem k bodu), problém existence ¢i
nalezeni pusobisté vyslednice soustavy sil jakozto jediné ,,ndhradni* sily, jejiz vliv na
pohyb télesa z hlediska obou impulsovych vét je stejny jako ti€¢inek zminéné soustavy sil,
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a nakonec nékterych silovych zakont (Lorentzova sila). Regulérni matematické definice
a vyklad uvedenych pojmu se ve stfedoskolskych ucebnicich obchézeji, resp. nazorné
zavadéji slovnim vykladem, ktery ovSem ne vzdy umoznuje vystihnout vSechny
relevantni situace (viz napi. [1] a hlavni text [2]), nebo jsou uvedeny v poznamce a dale
nevyuzity, zustavajice tak opravdu na urovni pouhého formalismu (viz napft. [3]), jak
argumentuji zkuSeni ucitelé fyziky a autofi ucebnic a Ize s nimi vtomto bod¢ jen
souhlasit. Za pozitivni vyjimku lze povazovat velmi pékny vyklad pohybu nabité castice
Vv homogennim magnetickém poli bez pouziti matematické definice vektorového soucinu
na CD, které je, bohuzel vinou neustalych ministerskych reforem a tlaku na redukci
Casového rozsahu vyuky fyziky a obsahova omezeni vramci RVP jen jakymsi
»hepovinnym®, ¢i nadstavbovym doplitkem ucebnice [2].

V nasledujicich Céastech se pokusim ukézat, Ze v situaci, kdy studenti pochopi
zakladni algebraické operace s vektory a rozklad vektorti do baze (vzor viz napt. v [1]),
je schiidné zvladnout problematiku skalarniho a vektorového soucinu na stfedni Skole
I V matematické podobg.

Prace a moment sily ve stiedoSkolskych uéebnicich

Na stfedni $kole se studenti s pojmy prace a moment sily setkaji poprvé v mechanice,
vyucované v prvnim rocniku tzv. ,,vy$§iho* gymndzia (viz napi. ucebnici [1] jako
vyznamného reprezentanta gymnazialnich a obecné stfedoskolskych uéebnic fyziky). Pro
blizsi piedstavu citat z [1] — nejprve k pojmu prdce (stranou ponechme nedostatky):

Nejjednodussi je vztah pro praci W, jestlize se téleso premistuje po primce piisobenim
konstantni sily F rovnobézné s trajektorii télesa. Urazi-li téleso piisobenim sily o velikosti
F drahu s, je prace definovana vztahem W = Fss.

Uvazujme nyni kulicku na hladké vodorovné desce, po niz se kulicka miize pohybovat bez
treni. Na kulicku piisobi Zemé tihovou silou Fg ve svisléem smeéru. Uvedeme-Ii kulicku na
desce do pohybu, bude se pohybovat ve vodorovném sméru stalou rychlosti. Tihova sila
V tomto pripadeé nekona prdci, protoze je kolma k vodorovné trajektorii kulicky. Kulicka
se nepohybuje ve smeéru tihove sily.

Jestlize téleso urazi piisobenim konstantni sily o velikosti F drahu s, pricemz sila svira
S trajektorii staly uhel a, vykona sila mechanickou praci danou vztahem W = Fscosc .

Z této definice je zfejmé pouze to, kdy se ,,prace nekona®, nasleduje pak navod na
vypocet vykonané prace, u niz si student sotva uvédomi, Ze je spravna pouze v pitipade,
ze trajektorii bodu se (implicitn€) rozumi pfimka, jinak by doslo ke sporu s pozadavkem
konstantni sily, ktera svira s trajektorii staly uhel.

O momentu sily se v [1] a[3] hovoii pouze ve vztahu k pevné ose otaceni, 0 momentu
hybnosti se nehovofi viibec, je zminovan pouze ,,otaCivy ucinek* sily/sil. Opét citat:

Uvazujme téleso, které je v inercialni soustave otacive kolem nehybné osy. Ze zkusenosti
vite, ze chceme-li takové téleso roztocit, musime na né pusobit silou. Budeme uvazovat
Jjen pripady, kdy je piisobici sila kolma k ose otaceni.

Moment sily M je vektorova fyzikalni velicina. Velikost momentu sily je rovna soucinu
velikosti pusobici sily F a kolmé vzdalenosti d vektorové primky od osy otaceni
(obr. 6-4): M = Fd. Vzddlenost d se nazyva rameno sily. ... Vektor momentu sily M lezi
V ose otdceni a je soucasné kolmy k sile i k ramenu sily. Smér momentu sily urcime podle
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pravidla pravé ruky: poloZime-li pravou ruku na téleso tak, aby prsty ukazovaly smér
otaceni telesa, pak vztyceny palec ukdze smer momentu sily (obr. 6-6).
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Moment sily ,vzhledem k ose"

Obr. 1: K slovni definici momentu sily vzhledem k 0se.

Tato slovni definice sice dava piedstavu o tom, co to je moment sily, a umoziuje také
vypocitat jeho velikost a urcit orientovany smér, zahrnuje v§ak pomérn¢ silnd omezent,
ktera, ackoli jsou v textu zminéna, neumozni studentovi predstavit si situaci, ktera by je
nezahrnovala:

1) tyka se pouze rotace télesa kolem pevné osy (Sla by pfitom vztdhnout i na osu
okamzitou),

2) predpoklada, ze sila je kolma k ose otaceni,

3) neumoziuje nahlédnout, Zze se ve skuteCnosti jednd o primét momentu sily
vztazeného k jistému bodu do sméru osy otaceni.

Definice se navic opird o pojem ,ramene sily” jako vzdalenosti nositelky sily
(ptimky, v niZ vazany vektor sily leZi) od osy otaceni. Pti praktickém vypoctu by tedy Slo
o analyticky geometricky problém — uréeni vzdalenosti mimobézek. A ten nemusi byt,
resp. nebude pro studenty prvniho ro¢niku stfedni skoly, dobfe schidny.

Nyni k definici momentu z [3]:

Moment sily je fyzikalni velicina vyjadrujici otacivy ucinek sily kolem dané osy. ... Pokud
chceme porovnavat ucinky vice sil na otdceni télesa, musime jejich momenty vzdy
vztahovat k téZe ose — proto je praktické indexem vyznacit, o Kterou osu se jednd, v nasem
pripadé osa z, tedy M.

M, =+rF

M, ... moment sily vzhledem k ose otaceni z

r ... rameno sily = kolma vzdalenost osy otaceni od piimky v niz leZi sila
F ... velikost sily
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Obr. 2: Hlustrace definice momentu sily — prevzato z [3].

Tato definice vychazi z ptedpokladu stejnych omezeni a komplikaci (vzdalenost
dvou mimobézek) jako [1], s tim rozdilem, Ze se o nich, ke skod¢ véci, nezminuje a ,,tak
néjak® je predpokldda, mozna na zaklad¢ ndzornych a graficky ptivétivych obrazki.
Samotné obrazky ovSem, obecné vzato, k pochopeni podstaty véci nevedou.

Z ptedchozich ukéazek je vidét, jak obtizny, nedokonaly a misty az zavadgjici je
vyklad dulezitych fyzikalnich pojmt jen slovné a nazorné bez matematicky solidniho
zazemi. V dalSim se pokusim ukézat vhodnost pfinejmensim doplnéni slovnich
a obrazkovych definic pfislusSnym matematickym zazemim.

Rozklad vektoru do slozek v bazi

Jak je vySe uvedeno, velmi dobry zaklad pro praci s vektory v bazich dava ucebnice
[1] hned v jedné z tivodnich kapitol. Predklada grafické postupy skladani sil a rozkladu
sily do dvou obecnych smérti v roving, ¢imz v podstaté nazorné supluje linearni algebru.
Stacilo by jen doplnit pojem linedrni kombinace, rozklad specidln€ do ortonormalni baze
(coz studenti znaji z geometrie nebo z loh o konstrukci grafi) a zobecnit situaci na
trojrozmérny piipad (vlevo standard [1], vpravo ndmét k doplnéni):
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F
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Lo . F=F +F =Fg&
F=F +F, o

Obr. 3: Rozklad vektoru do dvou smérii a vyjadreni jako linearni kombinace baze.

8y
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“1...arozsirit do prostoru

F=F +F +F,

F=Fg +Fe +Fg,
Obr. 4: Rozklad vektoru do ortonormdalni baze — prostorova situace.

,»Algebraické” pocitani s vektory je pak rovnéz néazorné, zdkony pro pocitani
s vektory (komutativni a asociativni pro soucet a distributivni pro soucet a nasobeni
¢islem) nebudou/nemohou studentiim délat problém, jednak jsou na né zvykli pti bézném
pocitani (s Cisly, polynomy, apod.), jednak jde koneckoncli o axiomy vektorového
prostoru, takze nezbyva, nez je jako takové ptijmout. Tedy

F+F=F+F
(R+F)+FR=FR+(F+R)=F+F+F
a(F, +F,) =aF, +aF,

(a+b)F =aF +bF

Je to nazorné graficky a navic jde o Gplnou analogii s axiomy pro pocitani s Cisly (a,
b, ¢, d, atd.) a proménnymi, za néz lze ¢isla dosazovat (X, Y, atd.), ¢i jinymi objekty (napf.
polynomy), nezdlivodiiuji se, jen se studenti presvédCuji, Ze funguji:
(ax +bx;)(cy; +dy,) =
= (ac)(x,y1) + (ad)(x.y,) + (bc)(xy 1) + (bd) (%, y,) =

Zaklad pro definovani skalarniho a vektorového soucinu je tim polozen,
sttedoskolska definice téchto operaci samoziejme musi byt nazorna a geometricka.

Prace a vykon: skalarni soucin vektoru

Dobrym zacatkem je zavedeni pojmu prace konstantni sily, jejiz pisobisté (hmotny
bod) se pohybuje po piimce, zhruba tak, jak je uvadéno v ucebnicich,

W =Fs, s=[5| proF|" 5, § je vektor posunuti
W = Fscosa pro obecny Uhel mezi silou a posunutim
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S=Ar=r—

(o)

vektor posunuti

Obr. 5: K definici prace sily pri posunuti jejiho piisobisté.

Konstatovani, ze sila kolma k posunuti nemiize konat praci a vysvétleni na ptikladech
pak snadno pfispéje k zaveru, Ze ,,na konani prace se podili pouze kolmy primét vektoru
sily do orientované ptimky, po niz se pusobisté sily pohybuje, pfi¢emz orientace této
pfimky je dana vektorem posunuti S=T1, — .

Poznamka: Pti vykladu definice je nutné zdaraznit fyzikalni hledisko: jedna se o praci
nckteré (jedné) ze sil, které na hmotny bod plisobi, nemiize jit o silu jedinou — pii piisobeni
jediné konstantni sily neni mozny pifimocary pohyb s vyjimkou situace, kdy je thel a
nulovy, nebo roven 7. (Toto se jisté hodi se studenty podrobn¢ rozebrat.)

Definici prace Ize snadno zobecnit na elementarni ptipad — elementdrni prace AW

resp. oW, vykonana silou F pii elementarnim posunuti AF, resp. df (tj. fakticky po
iseéee), je AW =F |Ar|cosa , resp. OW =F | dif | cOS« . Tato pomé&rné nazorna definice
jiz pak snadno muze byt doplnéna definici skaldrniho soucinu dvou vektorii jako
zobrazeni pfitazujiciho dvéma vektortim ¢islo nasledujicim zpisobem (fakt, Ze se jedna
0 jeden z nekone¢né mnoha moznych skalarnich soué¢inti ve vektorovém prostoru, ziistane
na této urovni studentim samoziejme utajen):

[UG,V]>0V=uvcosa, a=Z(l,V)eR

Pravidla pro pocitani se skalarnim souc¢inem, konkrétné

(at)v =u(av) = a(uv)

ad >0, rovnost < U=0

Pti¢emz prvni, druhé a Ctvrté pravidlo vyplyvaji pfimo z definice, druhé Ize dokéazat
pomoci goniometrie (to asi nikdo provadét nebude), nebo alespon ,,ovéfit™ graficky.
Jednodussi je vyjadiit vektory vstupujici do skalarniho soucinu jako linearni kombinace
vektori ortonormalni baze a sdélit pravidla pro pocitani, ktera jsou formalné stejna, jako
ta, co studenti bézn¢€ provadéji s ¢isly, funkcemi, polynomy, apod.:
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U=u.g, +uk, +ue, , V=V,g +V.€ +V,E,

UV = (uy& +U,€, +U,E )(v,& +V,E +V,E )= roznasobit=... =

=U,V, (E,&) + UV, (EE,) +U,V,(EE,) +u,V, (EE)+uyV, (EE,)+uyV,(EF,)+

+U,V, (€,6) +U,V, (E€,) +U,V, (EE,)

a pouZit z definice skalarni sou¢iny vektori baze

€8, =618 cos0°=1,€8, =168, =168, =€ € cos90°=0,6g, =0,€8, =0
UV =u,v, +Uu,v, +U,v,

ree

Domnivam se, ze toto ,,procviceni® jednoduché definice neni slozité ani Casové
naro¢né a ¢as tomu vénovany se vyplati (naptiklad pii odvozeni vztahu pro okamzity

vykon sily F, P=0W /dt = Fdr /dt = Fv).
Moment sily vzhledem k bodu: vektorovy soucin vektori

Obdobn¢ jako poskytl pojem prdce sily po primce motivaci pro zavedeni skalarniho
sou¢inu vektordi, poslouzi pojem moment sily vzhledem k ose, definovany slovné
a obrazkem. Zputisob, jakym je uvadén v ucebnicich (viz napft. [1]) je sice ndzorny, ale ma
vyse jiz zminéna omezeni z hlediska obecnosti, moznosti vykladu druhé impulsové véty
(jejiz vyklad v alespon zjednoduseni podob¢ pro tuhé téleso, je nezbytny pro pochopeni
rotacnich pohybil), a zejména z hlediska pocetnich feSeni alespont jednoduchych uloh.
(Kriti¢téji se l1ze postavit k zavedeni momentu sily v [3].) Hlubsi pochopeni zakonitosti
rotanich pohybt, vcetné diskuse o Castém specidlnim piipadu, rotace tuhého tclesa
kolem pevné osy, umozni ptfiméreny matematicky aparat — vektorovy soucin vektoru.

F W=ux¥V, w=uvsina

ﬂ_/.f :.FXJE- '
M = Frsina = Fd
\‘\\ !‘I_/.IJ_!_‘;,F.H(FsF!"ﬁL ﬁ

Obr. 6: K definici momentu sily vzhledem K bodu; vektorovy soucin.

Nejprve je vSak vhodné definovat moment sily zcela obecné, tj. vzhledem k bodu,
pevné zvolenému predem. (Moment sily vzhledem k ose je pak jiz jen primétem takto
definovaného momentu do sméru osy.) Pomize obr. 6. Moment sily vzhledem k bodu O

je vektor M , ktery pfifazujeme uspotadané dvojici vektori [F, F], kde F sila (obecné
jedna ze sil) pasobici na téleso v bodé o polohovém vektoru r . Vektor M je, jako kazdy
vektor, zadan svou velikosti a orientovanym smérem. Veli¢iny jsou znazornény v obr. 6,

z n¢jz také nazorn¢ vyplyva vyznam oblibeného pojmu rameno sily. Jeho velikost je
jednoduse vzdalenost vztazného bodu od piimky, v niz plsobi sila (vazany vektor).

Nyni uz stac¢i urcit ptimo z definice vektorové souciny jednotlivych dvojic vektor
ortonormalni baze a uvést pravidlo pro pocitani s vektory vyjadienymi praveé v této bazi:
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UxV = (U +U,8 +U,E, )x (V€ +V,E +V,E, )=
= roznasobit a pouzit vektorové souciny vektora baze =
= (uyvZ —uzvy)éX +(u,v, — uxvz)éy + (uXvy — uyvx)éZ
Z vysledku ,pfecteme® slozky vektorového sou¢inu vektort U,V, zadanych
slozkami v ortonormalni bazi (€,, €, ,€,). Jako priklad Ize uvést vypocet vektoroveho

sou¢inu vektorit U,V ve specialni poloze (viz obr. 7) jednak pomoci slozek, jednak
pomoci definice.

=
Il

ue,, v=(veosa)e, +(vsinae,

w=uxV=(ué,)x((vcosa)e, +(vsina)é,) =

= =uvcosa(é, xeé )+uvsina(e, xé )= (uvsina)e,

x Vypocet pomoci slozek odpovida definici

na prvni pohled.

Obr. 7: Priklad: vypocet vektorového soucinu z definice a ze slozek v ONB.

Zaveérem lze vyjadiit presvédCeni, Ze obavy z obtiZnosti pouZiti vektorovych operaci
k zavadéni fyzikalnich veli¢in tam, kde je to funk¢ni, jsou neopravnéné. Jde vsak
samoziejmeé o osobni pojeti a pfi vyuce samotné je rozhodujici nazor a zkusSenost kazdého
ucitele a jeho odhad momentalnich schopnosti zZak ¢i studenti.

Literatura
1. SVOBODA, E. a M. BEDNARIK, M. SIROKA: Fyzika pro gymnazia. Mechanika.
Dotisk 5., pfepracovaného vydani. Prometheus, Praha 2013. (Prvni vydani 1993.)

2. LEPIL, O. a P. SEDIVY: Fyzika pro gymnazia. Elektiina a magnetismus. 7.,
pfepracované vydani. Prometheus, Praha 2017. (Prvni vydani 1992.)

3. KUBERA, M. a T. NECAS, V. BENES: E-MANUEL. Online ugebnice fyziky pro
gymnazia. Gymnazium Matyase Lercha 2022. e-manuel.cz [cit 5. 5. 2023]

Kontaktni adresa

prof. RNDr. Jana Musilova, CSc.

Ptirodovédecka fakulta Masarykovy univerzity v Brné
Kotlatska 267/2, 611 37 Brno

E-mail: janam@sci.muni.cz

137


https://e-manuel.cz/

