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Uvod

V sowasné dob vyuka matematiky na zakladnich itexsinich Skolach vyuziva i
matematickych softwér Studenti jsou tak vedeni poznavat, jaKipa vyuziva matematiku,
jakozto nastroj nezbytny k tomu, abygfta¢ vibec mohl pracovat. Domnivam se, Ze v brzké
doke bude po sedoSkolském studentovi vyZzadovano, abyéupracovat s matematickym
softwarem, neltuto dovednost posléze uplatni na vysSich stupgioh Jsem toho nazoru,
Ze je vhodné, aby se budougital sezndmil s &kterou sumeni technikou — proto jsem si
vybral toto téma bakaigké prace. Dale se domnivam, Ze chce-licseluseznamit s takovou
technikou, bylo by vhodné, aby nejprve ziskal pdhde dob, ve kterych matematika jest
nebyla wibec svazana s inforrérai technologii, proto jsem svou praci pojal jaktekdvoreny
dvémacastmi — ,lidské summi metody”, tj. postupy, které vyuzijeme bez pompaiitace, a
.pocitatové sumani metody“. Praci jsem réenil do piti zakladnich kapitol. V préci
uvadim mnohdeSenych fikladi a samoiejme historické poznamky.

Prvni kapitola podava pohled natdani nekonénych ciselnychiad ve stedowku,
obsahuje ukazkyifnosu francouzského matematika Nicolase Oresma.

Druha kapitola podava sotasny pohled na geometrickatadu, obsahuje také
zobecrni tétotrady. S takovym zobeénim se niZze setkat i $edoSkolsky student, proto
jsem jej do své prace izalil.

Treti kapitola, kterou jsem nazval &které metody &tani nekonénychtad, obsahuje
tzv. teleskopickou metodudkdy nazyvanou metoda rozkladu na parcialni zlonakgjetodu,
pii které vyslovime hypotézu, Ze posloupnéasténych sodtt je dana jistym vzorcem a
platnost tohoto vzorce nasleddokazeme matematickou indukci.égito metodami se setka
stredoskolsky titel, proto jsem je do své prace rexreaadil.

Ctvrta kapitola je wnovana rezultantu dvou polyndimktery je spjat siinosem
anglického matematika Jamese Josepha Sylvestetd (18897). Rezultant dvou polyném
Ize v rekterych gipadech vyuZzit pro nalezeni realnée8eni soustavy nelinearnich rovnic o
dvou neznamych. VSak tento rezultant uvadim vepsaéi gedevsim proto, Ze je nezbytnou
souwésti Gosperova algoritmu, ktery uvadim v paté képisvé prace.

V paté kapitole jsem se zabyval Gosperovym algoritmem. Algoritraagedl William
Gosper, sotasny americky matematik a programator, algoritmyZivaji rekteré sodasné
matematické p&tacové programy. V této kapitole uvadim teoreticky laédk tohoto
algoritmu, dale pak mnohieSenych fikladi bez pomoci matematického softwaru i s jeho

pomoci.



1 Nicole Oresme

Tato kapitola je&erpana z literatury [1], z internetovych zdr§20] a [21].

Prvni pokusy o studiuntiselnych fad sahaji
hluboko do historie lidstva. Néilad geometrickd&ada
se objevuje jiz v antice (@Xeme se 0 ni zminit napv
souvislosti se znamyrmendnovymparadoxenAchillés
a zelvd, s aritmetickoutadou jiz pracoval indicky
matematik Arjabhatta 1. (476- 55(). K vyznamnym

osobnostem Btdowké matematiky v Evrap pati

oL f francouzsky tenecNicole Oresmgq zil v letech kolem

evmatoz[20]  obni 1323-1387), viz obr. 1., Ktery felozil fadu
Aristotelovych spi8, v letech1348- 136: prednasel na Collége de Navarre viPiaV roce
1356 byl vyswcen na kize a od rokul377 byl biskupem v Lisieux v Normandii.
Vysvétleni svych mySlenek z oblasti matematiky podaé&imou jednoduchou geometrickou
interpretaci¢imz se liSil od svych s@asniki.

Jeho prvnim vyznamnym dilem plgorismus pondriz (Algorismus proportionuin
majici i ¢asti. V té prvni zavad tzv. n-nasobné pogry cisla a odpovidajici sotasnému
zapisua', a®, &,....,d , také racionalni lomené peny ¢isla a odpovidajici sotasnému

r 13 3
zapisu nap a?,a* a® . Vedél napiklad, Ze 8=4? , jelikoz osm se nachazi

v ,puldruhanasobném® (t:?) pomeru kectyiem, tj.4° =64 a 64=§.
P

Dale formuluje pravidla pro operace s lomenymi pomkteré dnes zname v podob

1 1 1

nag. a" [b" =(abh", a—n:(gj , apod.

Druha ateti ¢ast dila obsahuje tlohy na uzit€hto algoritni.

DalSi své vyznamné dilo Oresme nazvaorie forem Ve srovnani se svymi
tehdejSimi sotasniky-matematiky, mezi nimiz ideme jmenovat Richarda Swinesheada,
Johna Dunze, Williama Heytesburyho a Johna Dumbégtwyjadil Oresme tuto nauku
jednodusSeji, neltb uzil geometrického vyjadvani veltin a jejich vzajemnych zavislosti.
Uvadi, Ze kazdou #titelnou &c Ize vyjadit jako spojitou vekinu a k tomu jsou zapiwbi

body,cary a plochy.



UzZiva pojemkvalita, kterym popisuje druh fyzikalni veélny (nag. rychlost) a pojem
intenzitg kterym vyjaduje ¢iselnou hodnotu této fyzikalni veéiny. Dale uvadi, Zéntenzita
kvalit (tj. ¢iselna hodnota fyzikalni velny) zavisi naextenzi¢ (rozpinavosti). Extenzitou je
piitom jind libovolna fyzikalni vetiina, nap. ¢as. MoZzna tim dava prvotni inspiraci

k zavedeni kartézské soustavyisalnic, na kterém se pak podilel René Descartes.

v D V sedmé kapitole tetiho dilu dokazuje
ekvivalenci rovnorérné zrychleného pohybu a
rovnonmeérného pohybu s fmérnou rychlosti.
Obr. 2. zobrazuje grafyéchto pohyli. Popisuje

E P c skut&nost, ze &leso mize konat rovnorrng

zrychleny pohyb po dobut =t —t, a gitom

urazi drahu ¢iselre rovnou obsahu plochy

A B t trojuhelnikaABD . Anebo se bude po stejnou

t, t,
obr. 2

dobu pohybovat gmérnou rychlostiv, a gritom

urazi stejnou drahu, tj. drahu, kteragjselre rovna velikost obsahu obdélnikksBCE. Je

ziejmé, Ze obsahy obou uvedenych obiiggou si rovny.

Déle si také ugdomoval, Ze saiet nekonéné¢ mnoha

Cisel mize byt konénym cislem. \&dél, zZe kdyz

jednotkovy ¢tverec rozdli na polovinu Usé&kou, kterou

8 16 vede stedy protilehlych stran, fize psat, za:%%.

Libovolny obdélnik ze dvou préwzniklych ogt déli na

% 1 polovinu tak, Ze vede U8eu stedy protilehlych stran

a pise, za:1+—1 +—1. Timto zpisobem niZze neustale
obr.3 2 4 4

pokraiovat. V sodasnostifekneme, Ze si takto vyt¥ib nekon€nou geometrickouradu
skvocientemq:%. Tento Oresrivn geometricky pistup je dodnes vyuZzivanciteli

matematiky na gednich Skolach pro vyklad pojmu nekéné geometrick#ada.

Oresme komentoval ¢gani fad z fyzikalniho pohledu, naptadu 1+%+:11+....
Nejprve ji geometricky interpretuje: Prviien a je ciselrt roven obsahu jednotkového

5



¢tverce, druhytlen a, je ¢iselre roven obsahu obdélnika, jehoz strany maji délk%. Treti

¢len a, je ciselre roven obsahu obdélnika, jehoz strany maji d&l,k%. Timto zpisobem
vytvéri dalSi obdélniky. Obeéntedy n—ty ¢len a, je ¢iselrt roven obsahu obdélnika, jehoz

strany maji delkyl 1 . Jednotlivé obrazce (resfleny) stavi uitym zpisobem na sebe a

tim vznika jakysi obrazec s ko¥freym obsahem a neko¥reym obvodem. Poté tento vznikly

obrazec oté&i o 90° ve sneru hodinovych rdic¢ek — viz obr. 4., podobny nalezneme v [1].

4

o

-
n
[}
n

obr. 4

Radu komentuje z fyzikalniho pohleduTéleso teprve za celowsdnost urazi drahu
dvakrat \tSi nez je ta, kterou urazilo za pru@istcasu. Ale @ bereme jakoukolivast drahy,
vzdy bude mensi, nez zdvojnasobeny Usek drahg,ddarrazi za prvni den.."Toutofadou
popisuje zavislost rychlosti n&se, rychlost se &ni skokovit a jednotlivécasové intervaly
piedstavuji po sabjdouci dny.

Oresme byl mezi prvnimi, ktedokazovali divergenci harmonickédy. Dikaz ot
provadi jednoduchym #Zgobem (ve srovnani se svymi gasniky - matematiky) ve svém

dile Questiones super Geometriam Eucli:
..o 1 , S A AN A
Sou:et1+§ +§+...je nekoneny, nebad sou:et§+zje Vetsi nezE, sowet casti od

1 do Eje vetSi neil, sou’et casti od1 do 1 je také vtsi neil. V dnesdni dob bychom
5 8 2 9 16 2

mohli tuto Uvahu zapsat takto:

=1 1 (1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
z—_1+ +| =+= ey S T+ —F
2 \3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16

n=1



1(11)(11123(11111111
SI+=4| S+ || ST b — T+ =

2 \4 4 \8 8 8 8 |16 16 16 16 16 16 16 16
1 1 1 1 C e g w — .
:1+§+§+—2+—2+ ... Odtud je jiz vidt, zetada je divergentni.

2 Geometrickarada v soasnosti

2.1 Dnesni Skolni pohled na geometrickotadu

Méame-li definovat nekorimou geometrickotiadu, bylo by vhodné nejprve uvést

definici geometrické posloupnosti. Vyslovme ji.

(Definice 2.1.1)

Geometrickou posloupnosti realnyikel rozumime posloupnost takovou, Ze plati:

OnON: 2t = qOR. Cislo q nazyvame kvocientem této posloupnosti.

Vyjadiemecleny geometrické posloupnosti pomésla g a odvalme vztah pro

souet prvnichngélend.
a=a;a=ad; a=ad;..a =ad"; a,, =ad aproto bude platit
) s =a+a+a+..+a=a+aq ag+..+ al' arovrez také
(2) s,=a+a+a+..+a+a,= a+ ag ag+r..+ af+ At
Ve vztahy2) se budeme snazit nalézt vz{ah
tedys,,=a+qa+ aqg-..+ a§g’+ aff')apotom dostaneme:
(3) s..=a+as.Jelikoz vSaks,,, =5, + a(, Ize psat(4) s, +ad = a+ gs a odtud jiz
stati vyjadiit hledanys, :

() s-0s=3a-ad=> f1- = Al- Y=|s,=3 Og#1

Vztah proq =1vyplyvéa ze vztahyl), tedy

s,=a+ag+.+ad'=a+ al+.+ al ' =|s =ng

Poznamenejme, Ze toto odvozeni je mozné nalét wéiperatue [14]. Nyni bychom

mohli definovat nekon@gmou geometricko@adu.

7



(Definice 2.1.2)

SymboIZan =a+a +...+ g +... nazyvame nekoreouciselnouradou,
n=1

kdecisla a, jsoucleny tétorady. Tutoradu nazveme geometrickou, jestlize fdginy tvasi

geometrickou posloupnost.

Strwengji 1ze geometrickodadu definovat saitem Z ag"™, kdea#0, qz0.

n=1

(Véta 2.1.1)
Geometrick&ada aq™", kdea# 0, q# 0, konverguje pravtehdy, kdyZ| q |< 1.

n=1
Z této &ty plyne vzorec pro s@et nekon&né geometrickéady:

lim s, =lim qll 9 a protoz¢q |< 1, vyrazq" se limitre blizi k nule, tudiz saiet tétorady
n-oo n- oo —q

budes:i. Prozkoumejme podrobn konvergenci (resp. divergenci) tétady dikazem,

ktery je mozné nalézt napv literatue [9].

1) Nech' g =1, potom posloupnosist&nych souta s, je ve tvarus, = an, tudiz
dostavame dvaipady:

la) liman=+c,proa>0

n— oo

1b) liman=-c, proa<0

2) Necht g=-1,a#0, potom geometrickfada je tvaria—a+ a— a+...+ (-1 a+ ...
a posloupnostasténych sowti obsahuje jen dvhodnoty:
2a) s, =aprolichan
2b) s, =0 pro sudan

Tedy plati, Zes, =0, a, O, a, .., tudizfada je oscilujici.

3) Nechl

q| >1a ot dostavame dvarfpady, tj. 3a), 3b).

n

Ripomeime, Ze pro saiet prvnichn ¢leni plati vzorecs, = g 1_3 :

3a) Prog>1 dostavame, zém s, = +oo

n-o

3b) Prog< -1 zjistujeme, Zgada je oscilujici.



=4 - S, coz bylo jiz uvedenoipd dikazem.

4) Nech |q| <1, paklims, = . q g

Véta se bzre uziva ve sedoskolskych ulohachfipomeime jednu takovou, napz [15]:

(Piiklad 2.1.1)

1 1 » e s er .
—+——... a@ipadre urit jeji souet.

Mame rozhodnout o konvergerfaidy —} 1
3 6 12 24

Reseni: Zejme jde o geometrickoiadu s kvocienteng = —%. Protoze| q | <1, tada

konverguje a plat’rs:i :(—EJE—E = ——2.
1-q 3)3 9

2.2 Zobecréni geometrickérady

Ve stedoSkolskych &ebnicich matematiky jeékdy mozné setkat se s Ulohami, ve
kterych mame stanovit sty ifad, které "pipominaji" nekon&nou geometrickouradu.
V sowasnosti vSak takovychto publikaci mnoho dostupnyehi, snad jen s vyjimkou [11].
Nam v sodasné dob muze pipadat pozoruhodné, Ze takovéto Ulolegili stedoSkolsti
studenti z&atkem dvacatého stoleti akhzem je Sesté vydani knihy [10], které vyslo veroc
1902. Uve'me jeden fiklad z této publikace [10] (str.196, cv.80):

1 5 9 13
Piiklad 2.2.1 Mame séistiradu=+—+—+-—+....
( ) A A
1 5 9 13 h- 7 H-

Ta neni geometrickotadou. Oznéme sh—— 22 23 = +ot— > —2 @

Kdybychom nalezli vzorec pra—ty¢len posloupnosttast€nych sodtia s,, uz by stailo
jen vygislit limitu lims, = s.

n-oo

Jelikoz vSak dostavams = al-1 s, =g+ az_Z S, = q+a2+63—§

timto zpisobem posloupnos, vyjadienou vzorcem pra —ty ¢len Zejm¢ nenalezneme.
Ale mizemecaste&ny souet s, prepsat tak, aby obsahoval getiprvnichn ¢lena

geometrické posloupnosti.



Vezmeme% nasobek zadanékaste&ného sottu s;:
E —_1+_5+_9+i3+ +4:]——7+4I_—: (2)
27 T2 T AT T Ty

Tento vztah(2) je vhodné zapsat timto igobem:

lsn :0+i+—5+—9+£’+_,,+—4h_ 7+—4h_ : ©))

2 > 2 2 2 2 2+t
Nyni rozdilems, —% S, , tj. odetenim vztak (1) a (3), ziskame rovnost, ve které se "t#m

cely" aekavanyaste&ny souwet geometrickéady vyskytuje:

SR NE A NI WIS S
575973 T A B o

1 1 4 4 4 4 4 H-:
t—t—

PR A = B S

Pripomeaime, Zecaste€ny sowet geometrickéady (ozname jej x,) je ve tvaru:

x,=ad+ad+ad+..+ ad" (5

Vztah (5) je poteba nalézt ve vztah(#), jinymi slovyieceno potebujeme, aby se ve vztahu

(4) navicobjevil vyrazzig+i, coz provedeme jednoduchymizpbem:

2
1 :E+i+i+_4+ +_4+_4_4]__3_i_i (6)
2Sn 2 20 2t 2 o2t 2 vt 20 2
4 4 4 4
Oznamex =—+—+—+...+—— 7
% 20 2 22 i (7)

Vyraz x, predstavuje s@st prvnichn ¢leni geometrické posloupnosti, tedy plati vztgh

1_1
4 on 1
=—J—4-=8/1-— 8
oii Zerd] o
2
, 1 1 1 4 Mh-3 4 4
A proto lze psat: —s =—+8|1-— |+—-— -— - 9

Po upravach vztah(9) dostaneme jiz hledarsaste&ny souet zadanéady:

_5+4n

2n

s =5 (10)

V zawru vycislime limitu tohotatast€ného sotitu lim s, :

n-oo

10



s=lim g =Ilim (5_5+4nj:5'

nooo nooo 2n

Tato uloha by nas mohla motivovat k pokusu o zo&eicgeometrické konvergentiddy,

an+ b

neboli pokusit se najiiastény soket s, i sowet s fady Z
kde a, b# 0, cO(-1, }. Prove’me pislusné poetni operace.

anb

(Piiklad 2.2.2) Chceme stanovit sgat Z

n=1

_a+b 2atb 3atb g+ b ar |
= + + +..+ +

,kdea, b#0, c(-1, }.

Ozn&me: 1
Cl CZ C3 d‘l—l d] ( )
a+b 2a+b 3a+b a1+ b ar |
VyPOéteme: _S"' O C2 C3 C4 ot dl + é1+1 (2)
Od vztahu(l) odetteme vztal(2):
_E —C__l —_a+ b+_a+_a+ +_a+_a_ arr L (3)
I A R A I
Zajistime, aby vztalf3) obsahoval satet prvnichn ¢lend geometrické posloupnosti
C__lsn :ib+i+i+_a+_a+ + a +_a_ anr b_i_i (4)
c c c¢® ¢t & @ &t ¢ &t o
a a a a a
Ozna&me: =2+ %+ %+ % +- 2 5
ZTETET @@ ¢t ®)
. L " _ ac 1 n
Vime, Ze plati:x, = — =——|1-—| . A proto lze psat:
c

¢

c-1 at+b ac 1 a ant b ¢
= + 1- +—- -a—— 6
c c c—l( j ¢ ¢ C ©)

Vynasobenim rovnosii6) vyrazem—1 dostavame podkolika Upravach:
C_

_c(a+b-b_a[nd-9-d+Hi-g
(c-1y° (c-17°c

(7)

Nasledr stanovime saiet S:

{c(a+ b-b, a[nd-o)-d+ K- o}z qar h- &

s=Ilim s =Ilim
nﬂw% Nn— oo

(c-1y (c-17°c (c- 1y
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2.3 Uvaha o zobea¥ni geometrickéfady s polynomem stup# k

Metoda uvedend v podkapitd?e2 mozna gsobi dojmem, Ze spektrum jejiho vyuZziti j@ip
uzké. Touto metodou Ize stanovit i ggupodobnychiad. Uvelme motivujici piklad:

2

(PFiklad 2.3.1) Stanovme satet %
n=1
. 1. 4 9 16 0-15
Ozn&me: St —t—+t—+..F +— 1
LA i A B
y 1 1 4 9 h-1 n’
Vypocteme: =S, =0+=+—=+—+...+ + 2
yPOr 23 TR T 7 o @
Od vztahu(l) odetteme vztali2):
—E :1’ :_1+_3+_5+ + h-3 A- 1_ nz (3)
PRI T2 2t 2 2
Vynésobenim vztah(B) ¢islem 2 dostavame:
2 3. 5 7 h-3 h-1 7
7 — @

-t —+—+—+_ .+ t—
R A A R
Zde je mozna vybuzen dojem, Ze tato metoda sellsiga.vSak uvedeny postup opakovat:

1 2 3 .5 7 @dh-3 -1 1t
=5, =0+0+ S+ +—+— ..+ + —

2 > 2 227 2 2 2
Opet provedeme odgeni @islusSnych vztad, tj. od (4) vztahu odéteme vztalgs):

(5)

_1 :1‘ :_2+_3+_2+_2+ + 2_n2+ 2]_:5. n2 (6)
R R R A A A A T R S

Dale zajistime, aby vztaf6) obsahoval saiet prvnichn ¢leni geometrické posloupnosti :

1 :£+_3+£+£+_2+_2+ + 2_n2+21_ l+ n2 _i_i (7)
PR A M A B T Py
1_1
Ozna&me :£+£+—2+ +—2 Vime, Ze :—E-I—Zn:4(1——1j proto Ize pséat
Xﬂ 0 21 22 2’|—l' ! Xn 20 1_7 2n !
2
1 3 1) nP+n-1 rf 2 2
=S =—+4|1-— |- + -— 8
2577 ( znj 7 733 ©

Po drobnych upravéch vztalf8) dostavame:
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2 _ 2
1j_n ton-1 ©)

=-2+8 1-—
SW ( 2n 2ml 21
A zawrem stanovime s@et zadanéady:

2 —
s=lim g =lim {—2 +8(1—ij—%2_?1+ ;:} =6.

n_oo no oo 2”

Tento giklad nds mozna @&p motivoval polozit si dalSi otazku: Lze touto medo

n+c_ Mt +..+¢

n

stanovit sodet fady > G

, kde cO(-1, 1), kON, ? Jinymi slovy
n=1 C

feteno: Lze timto zpsobem stanovit s@et rady, kter4 je zobeénim konvergentni
geometrick&ady a polynomu libovolného stupik ? Pokud ano, pak to Ize provést v kéme

mnoha krocich (opakovanim vySe uvedeného postBuae-li tedy Witateli vySe uvedeného

zlomku polynom stuphk, pak po odé&eni nésobku%sn od vyrazus, dostaneme nasobek

(c-1)c*s,, ktery gedstavuje satet prvnihoclenu tétorady, "téngi celého” sotu prvnich

n+l

: . , -c .
n ¢leni posloupnosti, které "vygeneroval” polynom stéigk —1) a vyrazu( G ] Pote

vyjadiime 10$, a vySe uvedeny postup opakujeme (do okamziku,jistly nasobeks, bude

obsahovat saiet prvnichn ¢leni jisté geometrické posloupnosti).

Tato mySlenka by nas naslédmohla vést k otazce, jak nalézt takovyto algousm
ktery by navic byla schopna prowdypocetni technika. V dnesni délvSak mame mnoho
modernich algoritrin, které jsou schopnécisat daleko rozmandjSi ciselné rady, nap.
Zeilbergefiv algoritmus nebo Gosper algoritmus - jemu jednovana znénacast této prace,

pocinaje kapitolou 5.
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3 Néktere metody gitani nekonanych rad

3.1 Hypotéza o posloupnostiast&nych souti {s}",

MaZze se nam zdat, Ze je t&hzbyte&né tuto metodu vyuZivat, aletkdy nastane
situace, Ze se Zzadny lepsSiigpb stanoveni sétu S nenabizi. A pr&vtakovou situaci &kdy

muze zachranit tato metoda. Jeji podstata je jedrwdue vyslovime hypotézu, ze

posloupnost{s,} " lze zapsat jistym vzorcem. Poté platnost tohotoregodokazeme

00
n=.

matematickou indukci.

(Piiklad 3.1.1)

Mame stanovitz

. Zkonstruujeme &kolik ¢lend posloupnost
D D j posloupnost{s,}

[ee]
n=1"

Tedy s :%; S, :é; S, :g; ..Ziejme plati: OnON': g, :ni+1' Tuto hypotézu osfime

matematickou indukci:

. . 1 1
1. krok (oveétime platnost vzorce pro nejmengigustnén , tj. n=1): s = ==
(ovetime p pro nej e j )%1(1+1)2
2.krok (indukeni predpoklad, tj.n=Kk) : s, =kL+1.
, - . 1 k(k+2)+1
3.krok (indukeni krok, ti. n=k+1):s,,=s+8,,= + = =
( : ): 8= 8F G k+1 (k+1)(k+2) (k+ D)(k+ 2)
2
okl k) ogneg =
(k+1)(k+2) (k+2) n+ 1

Nyni jiz mazeme vyjadit hledany sotet: s=lim s =lim 22~ 2=jim (1 ——1j -1,
n-c n-o N+l nee n+1

(Piiklad 3.1.2)
_ 1 1 1
Stanovme satet: arcth + arctg?3 + arctgﬂ3 +...

Na prvni pohled se Ulohatide jevit obtiznd, protoZze s¢tové vzorce pro cyklometrické

funkce ve Skolské matematické analyz#i$nepouzivame. Vyuzijeme nasledujiétw.
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(Véta 3.1.1)

Ox, yOR: xy<1= arctg 3+ arctd y= arcté1 Xillj

Zkusime opt zkonstruovat ékolik ¢leni posloupnost{s }~
= arctgl
3 2

1.1
1 1 8
S = arctg§+ arctgi—3 = arctg— = arctgL
1-—
16

2.1
+
S = arctg§+ arctgl—l8 = arctg?’—18 = arctgz

17
54

Opet matematickou indukci @vime, Ze pro zadany seet plati: OnON: s, = arctg%l.
n
1.krok (pron=1): arctgi = arctg—1
' ' 1+1 2

2. krok (indukéni predpoklad, .n=K): s, :ki+1

3.krok (indukeni krok, tj.n=k+1):

k 1
S.=5+8= arctgL+ arc gi Ctk+1 2(k+1Y _
k+ 2(k+ 1y _k
2(k +1y

2k(k+1)+1

— 2 ‘
- arctg 2(k+;L)2 _ (25 +22k+ Dk+1) _ arcig (2 + 2k+ DK+ 1

2(k+1y° -k 2(k3+ 3k% + 3k+ 1) k 2K + 6K + 5k+ 2

2(k +1)

Jelikoz (2k® + 6k® + 5k+ 2): (A + 2k+ 1F k+ . Ize psat:

(2k2 + 2k + 1)(k+ 1) _ (2R + 2k+ D+ 1)_ (+ 1
arct = arct = arctg——.
9 K+ 6k2+ 5K+ 2 (2 + 2k+ D(k+ 2) + 2

Vi

V zawru vypaiteme, zes=1im s, =lim arctg— =—

n- o N— oo 4
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3.2 Teleskopicka metodad&tani rad

S touto metodou se setkavame mnolkiestji nez s metodouiedchozi. Tato metoda
se nazyva teleskopicka, nebobrazi receno “teleskopem (dalekohledem) prohlédneme
celoutadu a to ndm umazje vidt, kteracisla, resp. vyrazy, se vzajemadetou”. K tomu,
abychom taktaradu mohli prohlédnout, je zagebi vyraza, rozlozit v sodet parcialnich
zlomka. V literatue [5] se nizeme setkat s definici tétady a pislusnou ¥tou, kterarika,

jakd podminka musi byt sgima, aby tatdada konvergovala. Prozkoumejme je:

Neprve uve’'me, Ze teleskopickou vlastnosjakého konéného sottu Ize popsat vztahem:

n

> (b —b)=(b-b)+(b—b)+(a- B+ +( b+ D+( b h)= b b.

k=1
Poznamenejme, Ze&kdy se také&ika, Ze fada se zhrouti sama do sebe”. A to je ptav
skutg&nost, ze —b, +-b,—b,+b,—...4+ b ,— B+ h=0.

Nasledujici definici tuto vlastnost ro#igie na nekonmé souty.

(Definice 3.2.1)

Radu ) "a, nazveme teleskopickou, jestli e N: g, =h —h,,.

n=1

(Véta 3.2.1)

TeleskopickéadaZ:a\1 konverguje pra¥ tehdy, kdyz posloupnos{bn }:il konverguje

n=1

a v tom pipacs plati:  "a, =h— L, kde limb, = L.
n=1

n—oo

(Piiklad 3.2.1)

Rozhodrme, zdafadaz 1 ) je teleskopicka. Rozkladem vyraajv souet
n=1
o . 1 1 1 . : 1
parcialnich zlomk dostaneme, Za, = =————.0zn&ime-li b, =—,
n(n+1) n nt+1l n
zjistujeme, zgada vyhovuje definic8.2.1, neba’ b, , = niﬂ
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Vyuzijeme wtu3.2.1 b =1, L= limb, = lim 1o, Tedy platis=> " g = Q- L=1.

n—oo n—oo N n—1

Ukazuje se vSak, Ze v mnohychigadech gjakou fadu nazyvame teleskopickou,
piestoZze nevyhovuje této definici. Poatme tento piklad a pokusme se najit jeji

teleskopickou vlastnost.

(Priklad 3.2.2)
Méjme fadu Y
) ; n(n+2)

1 _i_ 1
n(n+2) 2n 2(n+ 2)

. Vyraz a, rozlozime v parcialni zlomky, tj. dostavame, Zze

a,= . Zjistujeme vSak, Ze takto upraveny vyraz nevyhovuje

definici 3.2.1 Presto vSak i takovétdadk rikame teleskopicka. Tattada vSak ma jistou
teleskopickou vlastnost, totiz plati:

1 1
YVneN: a =h — ,kdeb =—,b ., =
6\1 q thZ n 2n n+2 2(n+2)

Pozor, zde neplati vztah uvedeny vetév 3.2.1 nybrz s:Zq: hb+B-2L,

n=1

kdeL=Ilimb,. Jetotizs, =Q+b-h,,— h,,.

n—oo

Nasledujici fady maji rozvez jisté teleskopické vlastnosti,émujme vSak pozornost

rozkladim v parcialni zlomky a porovnani néitych koeficientt A, B, C, ...

S porovnavanim netitych koeficienfi se setkame také v kapitole 5 (Gospesigoritmus).

(P¥iklad 3.2.3)
1 1 1
+ +..+

Stanovme satet +...
1[2[(B 2134 n o+ 1)a+ 2)

Vyraz ———— rozloZzme v soket parciélnich zlomik
n(n+1)(n+ 2)
1 _é+ B N C _ AmD(m2)+ Br(n 2+ Cif n 1)
n(n+)(n+2) n ml nt2 n(n+ )(+ 2)

Odtud ziskame rovnodt= A(r? + 3n+ 2)+ B(rf + 2n)+ C(A+ ). Nyni nas zajimaji nulté,

prvni a druhé mocninyisla n. Nulta mocnina je na levé strarovnosti zastoupenh—krat,
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na prave strah2—krat u koeficientuA, 0—kratu koeficienti B, C. Odtud ziskavame prvni
rovnici nize uvedené soustavy rovnic. Prvni mocriigda n je na levé strahzastoupena
0-krét, na pravé stran3—krat u koeficientuA, 2-kratu koeficientuB, 1-kréat
u koeficientuC . Odtud ziskavdme druhou rovnici nize uvedené agystovnic. Druhéd
mocninagisla n je na levé strahzastoupen®—-krat a na pravé stranl—krat u koeficienti
A, B, C. Odtud ziskavamesti rovnici nize uvedené soustavy rovnic. Symbgliz&psano:

n’: 1=2A

n: 0=3A+2B+C

n’: 0= A+B+C
Tato soustava ma keny: A:% ; B=-1;, C==.

A proto lze psat, Ze

k k k
%:z;:Z(E __1+_1[_|_1j:_1 (_1__24, 1g:
mn(n+t)(n+2) H\ 2 n ntl 2 nt 2 =\.n 1
_1(121121111121111121 12]1
e e e gy . S T L.
21 2 3 2 3 4 3 2 5 45 6 5 3 7 6 7 8 k- 2k- 1k
1/ 1 2 1 1 2 1)_ 1 1 1
+-| — -+ —+ T ——+ =] -7+ —
2 k-1 k k+1 k k+1 k+2 2 k1 Kk _
A odtud

o (1 1 1 _1
s=lim g =lim| =- + =—
koo kool 4 2(k+1) 2k+2) 4

(Priklad 3.2.4)

Stanovme satet E + i + n

Lt + ...
9 225 (n- 15 (n+ B

n )
Vyraz opst rozloZzime v soket parcialnich zlomik
y (2n-1Y (2n+ 1Y P P

n A B C D

= + + +
2n-17(2n+1f 2-1 (-1 2+ 1 2+ D

Vynasobenim této rovnosti vyrazefn - 1) (2n+ 1f dostaneme rovnost
n=A2n-1)(2n+ 1f + B2+ 1§+ C(2n- 1j 2 1y D(2n D)=
= A8’ + 417 — 2n- 1)+ B(4rf+ 4n+ 1 C(8A- 4A- 2m 1y D(4A- 4m ..
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Stejnym zfisobem ( jako v f@dchozim fikladk ) ziskame soustavu rovnic. Symbolicky

zapsano:

n: 0= -A+B +C +D
n: 1=-2A+ 4B- 2C- 4D
n’: 0=—-4A+ 4B- 4C+ 4D
n*: 0= 8A + &

Ziskanou nehomogenni soustavu zjednodusime ponaigianého poétu, uzijeme Gaussovu

eliminani metodu:

-11 1 110 -:11 1 -11 1 0 -11 1 |1
2 4 2 4|1 2 4 -2 -4 0 2 4 - 0 2 -4 A
4 4 -4 4|0 11 -1 1 -1 0 0 0 |2
8 0 8 0|0 10 1 0 1 0 01 2 |1
11 1 11 0 11 1 11 1 0 111
0 2 4 6| 1 0 1 01 2 0 01 2
0 0 4 8| -1 0 0 4 - 0 0 4 1 0 0 4
01 2 1/ O 0 2 4 - 0O 0 -8 - 1 0 0O
-A+B+C+ D= 0= A= O
B+ 2Z+D= 0= B= %
Zjednodusena tava bude mit t
jednoduSena soustava bude mit tvar £+ P=—1C=
B=- 3:>D:—1
8
A proto:
k 1 1 1& 1
E =— -
=L Gty (2n+1)2 ;{8 -3 8 (@+ 13} i @ B (o
1 1 1 1 1 1 1 1
==|l-—+=-—-—+——-—+ .+ - + - ,
8( 9 9 25 25 49 R-3 ®-H @ 1 (@ i}

A odtud:

—I|m§ —Ilm{ L }=—1.
=" (k+1F| 8
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4  Rezultant dvou polynomi

SR

4.1 Kdo byl J. J. Sylvester?
. James Joseph Sylvester, anglicky matematik, Ztech 1814 - 1897.

Jako prvni zé&al uzivat termin matice (v anglicky psané litefatu
.matrix“). Také objevil diskriminant kubické rovréc Ve dvaceti letech
nastoupil na vysokou Skolu St. John's College v &aige. Jelikoz byl
Zid, nemohl podepsattitet dewt ¢lanki anglikanskeé cirkve. Vigledku
toho nemohl ani obdrzet titul Bachelor of Arts doyjit nominovan na
obr.5 Smithovu cenu. ® opoustni Cambridge zsml psat prvni¢lanky, ve
kterych se zabyval aplikovanou matematikou. Jelhaipfidnek nesl nazednalyticky vyvoj
Fresnelovy optické teorie krysfal Brzy potom byl jmenovan profesorem fyziky na
University College v Londyha stal se tak kolegou De Morgana. V té @blla University
College témf jedinou vysokoSkolskou instituci, ktera tolerovaféibozenské rozdily.
Sylvester vSak touZzil pdisté matematice. V roce 1841 se stal profesorenemmetiky na
University of Virginia. Ale poctyfech letech byla jeho kariéra ukema tragickou udalosti,
o které se rizeme podrob¥)i docist v [2] nebo [12]. V roce 1846 & studovat na Inner
Temple v Londys a v roce 1850 se stal advokatem. Vybral si steprotesi jako matematik
Arthur Cayley, se kterym seigpelil. Diskutovali spolu vice o matematice nezévech. Tito
dva muzi se stali dlouholetymitgteli. Oba ale byli naprosto rozdilnych povah. @gybyl
vyrovnany, trglivy, jeho prace byly fehled vypracovany, skoro jako ¢jaky Uredni
dokument. Sylvester byl prudké a ohnivé povahyoJaface byly piné poznamek podrou,
dodatki, oprav i alternativ tkazi. A proto wtSinu jeho praci bylo skoro nemozné tisknout,
jedinou jeho vyti&nou knihou je Treatise on Elliptic Functions (1878p réjaké dolg
Cayley dostal misto v Cambridge, kde se hned oZzenikadil jako matematik. Tim bylo
ziejme jejich dlouholeté fatelstvi ukoeno a Sylvester déle pokwval vtom, co sam
nazyval ,Boj proti s¥tu, sam a svobodny.“ V roce 1855 se stal profesaratematiky na
Royal Military Academy - tedy zagstnancem armady. Zdégobil po dobu 15 let a ¥¢hto
letech byl nejvice &decky aktivni. V 55 letech odeSel dactiodu. V roce 1872 byl zruSen
Universities Test Act a proto mu byly &ldny tituly Bachelor of Arts a Master of Arts. Va®
1883, kdy Sylvesterovi bylo 68 let, byl povolan sikanskou katedru geometrie v Oxfordu.

Text byl¢erpan z [2], [12], obrdzek bykgvzat z [22].
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4.2 Sylvesterova matice, Sylvesterovo kritérium, multant dvou
polynont
Definice a ¥ta jsou pevzaty z [2].
(Definice 4.2.1) - Sylvesterova matice
Necht f(x)=a X' +a_ X '+.+ax g g(X)=h X"+h X"+..+ bx b jsoudva
polynomy z T[X] , kdeT je komutativni &leso. Sylvesterovou matici polyndnf (x), g(x)

nazyvame matici

a, a, . . @
8 a4, - - &
Syl( f, )= b b' & at; % , prazdna pole obsazujeme nulami.
m m-1 "
b, b o}
b, By by

Tato matice je typym+ n)x(m+ 1).

(Definice 4.2.2) - Rezultant polynor

Rezultantre@( (%), o >§) polynomii f, g se nazyva determinant Sylvesterovy matice.
(Véta 4.2.1) - Sylvesterovo kritérium

Nectt f(x), g(X) jsou dva polynomy kladnych stifp Polynomy f (x), g(x) O T[ ¥ jsou

délitelné nekonstantnim spateym clitelem v T[X| praw tehdy, kdyz
s f(4. o §)=0.
(Piiklad 4.2.1)
Pro které hodnoty parametkumaji polynomy f (x) = xX* + kx+2, g(X)= X- k¥ 2 spol&ny

nulovy bod?

Zkonstruujeme Sylvesterovu matici. Podle definie@.1 matice musi mitm+ n) radki,
(m+ n) sloupdi. V naSem fpad je m=2, protozZe f(x) je druhého stupgh an=3,

protoze g(x) je tretiho stupd. Tudiz matice bude typ(|5>< 5). Mame-li tedy polynom
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druhého a polynomietino stup®, budou nas zajimat zastoupeidtich, druhych, prvnich
a nultych mocnin nezndméx. Na pdadi polynoni pii "vkladani* do matice nezalezi.

Vezméme nap. polynomg(x). Treti mocnina nezndmé je zde zastoupknbrat, druha
mocnina0—krat, prvni mocning-k) — krat, nultd mocnina2-krat. Odtud plyne, Ze prvni
fadek matice bude vypadat nasledouiiislo 1 se bude nachézet v prvnim slougislo 0

ve druhémgislo (-k) ve tetim agislo 2 ve &tvrtém. Jelikoz matice ma byt tydx5),

v patém sloupci budetislo 0, dle definice ("prdzdné pole jsme obsadili nulou™)
Zkonstruujeme druhyadek: V prvnim sloupci bud#éslo 0- dle definice (opt jde o prazdné
pole), ve druhém sloupci bude ve tetim 0, ve étvrtém (-k), v patém2. Polynomg(x) je
nyni "vlozen" do matice, neBaultou mocninou neznamé , ktera je reprezentovadéslem
2, jsme jiz obsadili paty sloupec. Obdobnyniggbem "vloZime" do matice polynoh{x) .

Matice bude vypadat nasleda@vn

10 -k 2 0
01 0 -k 2
Syl f,g=[1 k 2 0 O
01 k 2 0
00 1 k 2

Nyni vycislime rezultant polynotn f (x), g(x), neboli determinant této matice:

1 0 -k 2 O 1 0 -k 2 0
1 0 -k 2
01 0 -k 2 01 0 -k 2
k k+2 -2 0
1 k 2 0 0=0k k+2 -2 0= =
1 k 2 0
01 k 2 0 01 Kk 2 0
0 1 k 2
00 1 k 2 00 1 k 2
1 O -k 2
0 k+2 K -2 -2 L : 2 ! X 2
o Kk ke2 2|7 k k+2 -2 |=-| 0 -K+k+2 - X~ 2
k+2 K-2 -2k 0 —k(k+ 2¢ K- 2 - 20+ 2y X

0 1 k 2

=-{(-Kk* +k+2)[-2(k+ 2)- 2 [ - k(k+ 2+ K- 2|(- 2k 3} .
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PoloZzme tento determinant roven nule, dle Sylvesteikritéria, a po Upravach dostaneme

( k v tomto okamziku povazujeme za prmou), ze(k +1)*(k—3) = 0. Koreny této rovnice

jsou: k; =-1, k, = 3. Nyni nalez8me spoléné kdeny polynoni f(x), g(x) . Polozme

proto f(x)=g(X. P volbé¢ k=-1 dostaneme rovnost(x* — x+2)=0, ze které ziskame

koren x, =0. i volbé k =3 dostaneme rovnost(x+ 2)(x—-3)= 0, ze které ziskame keny

X, =-2,%=0,x=23.

Zawrem zobrazme polynomy v kartézskych soustavacliagoic

(napr.) pomoci peitacového programuwolfram Mathematic&.0® , viz. obr. 6 (volba

k=-1), obr. 7 (volba k =3):

ng= ContouwrPlot[{2 -x+x*2 ==y, 2+ x+x"F == ¥}, {x, -1, 1},

{y, -2, 6}, hspectRatio — Automatic, fores — True, AxesLabel — {x, v},

Frame — False ]

Qut [3]=

-2

2

obr. 6
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In[12]:= ContourPlot[{2 + 3x+x*2 =¥, 2-3Fx+x"3F ==y}, {x, -2, 4}, {¥, -1, 25},
AspectRatio — Automatic, Axes — True, AxesLabel — {X, ¥}, Frame — Fal=e ]

¥
AN

0
15t [

Qut[12]=
L ||

obr. 7

Poznamenejme, Ze popisky polynbja mozno vlozit do grafu po stisknuti kombinacévds

ctrl+d, ¢imz oteweme tzv2D drawing
Rezultant dvou polynotn Ize samoiejm¢ také vyuzit p feSeni soustavy dvou

polynomialnich rovnic o dvou neznamych, y . Zvolime, kterou neznamou budem#& p

konstrukci Sylvesterovy matice a naslednéntisigni jejiho determinantu povaZovat za
konstantu. Tim vlastn"eliminujeme" tuto neznamou (proto se takidy rezultanturika

eliminant).
Necht’ X je konstanta a ne€lsoustava ma tento obecny tvar:

fxy)=a(Ay+a,(3y+.+a =0
g V=R Y+ h(xJ'+.+ P x=0

Tento zapis jsme zvolili, protoZe nas budou zajineatdporné mocniny neznangé DalSi

bude Zejmé v nasledujicimifklack.
24



(Priklad 4.2.2)
Nalezréme redlnéeseni|x, y| nasledujici soustavy polynomialnich rovnic.

f(x,y)=X-2xy+2 =0
gx )=xf-2y =

Reseni: Eliminujme neznamox, neboli uvazujme, Ze je konstantou. Sylvesteroatica

bude v tomto fipadt typu (3% 3) a bude mit tvar:

X -2 0
Syl( f(y), g(})): -2x %X+2 0
0 -2x X+2
Determinantem této matice je vyragx’ —2)(xX + 2). Polozme determinant roven nule, dle

Sylvesterova kritéria:x(x* —=2)(x* +2)= 0. ReSenim této rovnice obdrzimei tkoreny:
x =0, x, =32, x,=-¥ 2. Dale zjigujeme, Ze:
* Korten x, =0 nenispole&ny polynomim f(x,y), g(x y), neba f(x,y)# a(x y),
pokud x=0.
» Korten X, =32 je spoleny polynomim f (X, y),g(x y), neba f(x,y)=g(x V),
pokud x=32. Pii volb& x=%2 dostaneme, 79 =34 . Ozngme Y, =34.
* Koren x, =-32 je spole&ny polynomim f (x,y), g(x y), neba f(x,y)=9(x y),

pokud x = -¥/2 . P volbg x=-¥2 dostaneme, zg =0. Ozn&me y, =0

Zawrem konstatujeme, Ze soustava ma pouze dealna reSeni — dvojici ¢isel

[%,V,] = [ﬁ/Eé/ﬂ a dvojici¢isel [ x,, y;] = [—Q/E,OJ .

Polynomy f(x,y), g(x y) miZzeme zobrazit v kartézské soustasoudadnic, nap. opet

pomoci péitatového programWolfram Mathematic&’.0®, viz obr. 8:
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nfEg= £ = Function[{z, v}, 2 -2rurv+ua*3][x, ¥]

g = Function[{z, v}, -2+xv + 2xv"2][x, ¥]
out[a)= & sxi - 2XY
Out[i00]= -2 % + X ¥
In[151]:= ContourPlot[{£f -0, g == 0}, {x, -3, 5}, {¥, -3, 5}, AispectRatio - Automatic, fAxes — True,

fxesLabel — {x, ¥}, Frame — Falszse,
ContourStyle — {Directive[Thickness[0.005]], Directive[Thicknes=z[0.005], Dashed] }1

¥

f (x,y) f(x,y)

Dt [151]=

obr. 8

Priklad jsme samdejm¢ mohli feSit tak, Ze bychonx povazovali za nezndmou ya za

konstantu. Pak bychom mohli zapsat zadanou sousttuaru

fxy)=a(YX+a,(y X +.+ g x=0
g N=h(Y X+ (Y X +..+ p x=0
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Dale bychom obdrzeli takto vypinou Sylvesterovu matici:

10 -3 0
st o=y L Y
01 y -3

Pak bychom zjistili, Ze jeji determinant, nebrﬂ'sA( f(X, >)) , je roven nule pravtehdy,
kdyz plati y*(y’—4)=0. Rovnost je spkna, pokud yD{O,E’/Z} . Ozn@me vy, =34
ay,=0. P volbe¢ y:\/Z bychom zjistili, sex=32, ozname X, =3/2. P volbe y=0
bychom zjistili, Zex = -¥2, ozngme X = -32.

Nasledr’ bychom tedy dosfli ke stejnému z&iru, Ze zadana soustava ma pouzé rdalna

reSeni — dvojictisel [x,, y,]| = [5’/5 \3/71] a dvojicicisel [ X,, y;] = [—5‘/5,0] .

Tento giklad je vélanku [19] feSen jednou z ite¥aich metodieSeni soustav nelinearnich
rovnic, ndm vSak pouze poslouZil pro seznamenizgltantem dvou polynofy ktery vSak
nepati mezi efektivni metodyeSeni polynomialnich rovnic. &me napiklad soustavu

polynomialnich rovnic o neznamyoh vy:

f(x,y)= Xy —4=C
f(x,y)= ¥-y¥-1=0

Pti eliminaci neznamé& obdrzime Sylvesterovu matici ve tvaru

y -4 0 0

0O y -4 0
S dD=| o o L,

1 0 0 -y°-1

Polozime-li jeji determinant roven nule, znamenhblp to feSit rovnici y°+y>-64=0

a vime, Ze neexistuje obecny vzorec f@®eni rovnice patého stupa navic v tomto fipact
se Zadna vhodna substituce nenabizi. Rezultant plvignomi je vSak jednim z nezbytnych

pojma uzitych v Gosperayvalgoritmu. Ten zkoumejme v nasledujici kapitole.
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5 Gospefv algoritmus
5.1 Kdo je R. William Gosper?

R. William Gosper, Jr., nar. 1943, je gasnym matematikem
a programatorem, pochazi zsta Pennsauken v New Jersey.
On a Richard Greenblatt jsou povazovani za zakddelgorvnich
pacitacovych komunit. William Gosper je chloubou spiiesti Lisp
community, ktera se zabyva programovanim. Je zrdikypraci, ve
které se zabyval reprezentaci realnyidel a rovez také vytvéenim

algoritmu, ktery je po&m pojmenovan.

obr. 9

prevzato z [16]
Jim vytvdeny algoritmus je v literate [6] ozn&en jako jeden z&i zakladnich.
Vroce 1961 z&al studovat na univerzitMIT (Massachusettsky technologicky institut)
matematicky obor a ziskal titul vroce 1965ispEl k rozvoji pcatitatcového programu
Macsyma. V roce 1970 sergsthoval do Kalifornie, kde po dobuitlet prednasel na
Stanfordské univerzita pomahal Donaldovi Knuthovi (vyznamny programgafmsat druhy
dil knihy The Art of Computer Programming. W. Gospamozejnmg takeé gispival do jinych
publikaci, jejichz seznam nalezneme na adrese/tigper.org/bill.html Tam miZeme také

nalézt dalsi informace o tomto matematikovi a paaggtorovi.

Od roku 1970 pracuje pro firmy Xerox PARC, SymbsJi&Volfram Research, The

Lawrence Livermore Laboratory a Macsyma Inc.

Cerpano zlanku [17].
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5.2 Teoreticky zaklad Gosperova algoritmu

Tato kapitola jeterpana pedevsim z literatury [2], dale takeé z [3], [6], [Definice a
Vety jsou Fevzaty z literatury [2].
Gospetiv algoritmus se vyuZziva pro stanoveni &bunekonénych fad, ale Ize jej

vyuZzit i pro stanoveni soti kone&nych fad. Nelze asi ¢ekavat, Ze by gaky sumani

00

n=1’

algoritmus dokazal sést kazdou (nekor@ou) fadu. Proto budou na posloupn{)a;}

urcujici fadu Zan , uvedena jista kritéria, nutnd k tomu, aby Gogpeaalgoritmus vibec

n=1

mohl z&it pracovat. Ta budou pogduvedena.

Hlavnim smyslem tohoto algoritmu je nalézt posloogi cast&énych sodta {3<}:=1

fadyZak , kdem, nON, n> . Zadame posloupno@&k}:’=1 a chceme nalézt posloupnost

k=m
{sK}‘:=1 takovou, Zze platl':Zak:sh—:iﬂ, kde k nezavisi nam nebo nan. Zde si
k=m

povSimréme, Ze tato podminka jeditou analogii s nasledujicim problémem:

M¢jme funkci f , ktera je spojita n& m, n>, a chceme vypotat I f(X)dx. To Ize

proveést v pipac, Ze jsme schopni nalézt primitivni funkgi(x). Pokud se nam to poiia

T

stali jiz vyuzit Newtoriiv-Leibnitziv vzorec a psét, Zﬁ f(X)dx=F(n—- Hn).

V Gospero¢ algoritmu se setkhvame s tzv. hypergeometrickymslqupnostmi

(prislusna definice bude pogduvedena). Teorie namika, Ze pokud posloupno@!aK}‘::l
je hypergeometricka, potom posloupn{)a\g}‘::l musi také byt hypergeometricka.
JeS¥ poznamenejme, Ze jedna-li se o nekmoeifadu, v zagru algoritmu se Wisli

s=lims.

k- oo

Vyslovme gFislusné definice adty.
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(Definice 5.1.1)
Posloupnos{ an}‘::1 nazveme hypergeometrickou pé&ehdy, kdyz pro vSechndimpzenan

Ize podil dvou nasledujicictlend posloupnosti vyjétit ve tvarui:ﬂ, kdeu(n),

a, M
v(n) jsou polynomy.
(Véta 5.1.1)
Kazdou racionalni funkc+Lm nad tlesemT lIze zapsat ve tvartlf(n) = LU ,
v(n) v(n)  p(n-1) r(n)

p, g, r jsou polynomy spiujici podminku, Ze pro vSechna nezaporna &sla j plati, ze

D(g(n), r(n+ j))=1.

Poznamenejme, Ze naruSeni této podminky lze imtienat jeji negaci, tedy
Oj*0ON,: D(g(n), r(n+ j*) £1. Vyuzijeme-li pro tento ipad Sylvesterovo kritériungjslo
j* budeme hledat pomoci rezultantu polyiomKn) a r(n+j), neboli vypdteme
res,(qn, (nt ))=0. Uvazujme nyni fipad, Ze jsme nalezli aspgedno j*ON, .
Vezmeme nej#tSi nalezeng* N, a polynomy p, g, r budeme musetipdefinovat, neboli
hledat takové polynomy, q, r, pro které platD(q(n), r(n+ j))=1, 0jON, a zarove

u(n) _ (0 o0

polynomy p, g, r bude mozZno zapsat ve tvart— = — v
v(n)  p(n-1) r(n)

Ozn&me:

g(n):= D(A(n, r(n+ )
p(n) = IO(VDE][! - B=10d pO g R ¢ A J+1)

pomnane ()]
am= 20
)
"= -

Oweime, zda fi takto predefinovanych polynomech plati rovneus((n—) :M.
v(n)  p(n-1) r(n)
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un) __p(n qn _
v(n)  p(n-1) r(n)

an

_ 109 Cy(n-)g(n- )My - j+2)0d r- f+1) - g(n)

9(n-1)[g(n-2)MWg(n- j*+2)0d n- F+1)0d n- ’j) Sr(n)
g(n- 1)

-9 A g §_§n
Cg(n- 19 g(r) i(n 1N

)

Jelikoz podi je racionalni funkci——- , jsou polynomyg(n), r(n) nesoudiné.
r(n

u(n)
n
(Definice 5.1.2)

Necht je racionalni funkce nadlesemT a necli polynomy p, q, r sphuji podminku
Y

uvedenou ve &t¢ 5.1.1. Pak trojicip, g, r nazyvame regularni reprezentaci poe&lu
v
(PFiklad 5.1.1)

Nalezréme regularni reprezentaci podl'-lta:‘P—, kdea, = 1 :
a._, Bn-2)(3n+1)

a, _(3n-5)(3n-2)_ -
a, (3n-2)3Bn+1) 3:n+1

Reseni: Nejprve vypteme:

Ozna&me p(n):=1, tudiz p(n-1)=1. Déle ozname q(n):=3n-5a r(n):=3n+1.
Zjisttme, zda existuje takové nezaporné pro které jsou polynomyg(n) , r(n+j)

nesoudiné:

res(qn, r(n+t D))=res(3n5, 3+ 3 j 1):‘ = 3(3f 1) 158 G+ 1

3 3j+1

PoloZme determinant roven nule9j+18= 0. ZjiStujeme, Ze rovnice ma jediny #en
j ==2, ktery neni nezaporny, tj.00N, . Nalezli jsme tedy regularni reprezentaci poeﬁlu
v

nebolii, takovou, zep(n) =1, q(n)=3n-5, r(n) =3n+1. Pokud by nastalifpad, Ze

a4
j ON,, museli bychom polynomy(n), q(n), r(n) predefinovat.

31



(Véta 5.1.2)

Nech’ {ah} °°_ je hypergeometricka posloupnost ndésemT a necki polynomyp, q, r

tvori regularni reprezentaci pod#ﬁa"— Jestlize i posloupno#ﬁw} _,» kde s = z a,je

a4
hypergeometricka, pak Ize—ty casté€ny sowet s, vyjadit ve tvaru

(T)l) BO @

pro jisty polynom f (n) sphujici podminkup(n) = g( n+1)df(n- f(NOf( n-1). (2)
Poznamenejme, jakym @pobem byla tato podminka stanovenaevpato z [3] ):

Pimes =Y a=3a+a+..+ §. Je znamo, 7@, =5 - 5, piedpokladejme, Ze, #0

i=1
a dosazenim této rovnosti do vztafiy dostavame:

(= SDR0 _ p) o5 p o1
q(n+1)Dan Q(n"'l) §7 ™ (ﬂﬁ'l)l 311
Sh

Tim jsme ukézali, Ze pokuds“— je racionalni funkce, potonfi (n) je také racionalni funkce.

-1

Dosa’'me vztah(l) do vztahua, =s,— 5, a ziskavame vzta(B):

~a(n+1) OF () (3, - q(n)

Of(n-1 )
o) o )(n )08, 3

Tuto rovnost vynasobime vyrazeng@ a dostavame
a,

p(n) = o n+1)Df(r)—%Df( n—l)[%. A uzijeme-li ¥tu 5.1.1 miZzeme psat, Ze:

p(n) =g n+)Of(N- (nNOf(n-1).

Vzorec uvedeny v tétoée bychom mohli vyuzit v fedchozim pikladk, ale k tomu je jest
zapotebi zjistit, jaky m& mit polynomf (n) tvar - fesrji feceno utit stuper tohoto

polynomu. Stupgvsak Ize wtit algoritmicky. Nejprve vymezmeckolik pojmi:
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* Polynomemf (n) stupré k rozumgéjme polynom
K
f(n)=> g =¢+cn+ gA+..+ ¢h kdec OR-{0}.
i=0
» Stuprém k nulového polynomuf (n) =0 rozungjme islo (-1), nebolik =-1.
« Symbolemcoef( g 1, ) rozungjme koeficient u mocninyi' v polynomu p(n),
napiklad coef(rf +3n+1, 1)=&

« Symbolemst( p(n)) rozungjme stupé polynomu p(n), nagiklad st(2r’ + n+1)= 4.
* Symbolemmax(@, b) rozumgjme maximumgisel a, b, nagiklad max(1, 2= Z.

Algoritmus ugeni stupg polynomu f (n) , neboli¢isla kDN, je nasledujici:

Oznamel :=st(q(n+1)+ r(n)) al  :=st(q(n+1)- r(n)). Nyni uvazujme dvaifpady:

(1) Pokudl, <l , vypcite se stupepolynomu dle vztahuk = st | rf }) |-

(2)Pokudl >1 , vypaite se pomocnéislo k, dle nasledujiciho vzorce:

_ -1, @oef(qn, |)-coef( ¢ i |J-1)+ coef ¢ h J-1)
= coef(d n, |)

Pripad (2) se éli na dalSi dva fipady (2a), (2b):
(2a) Pokudk, UZ , ozn@me k := max(k, ,st(p(n)- | + 1)

(2b) Pokudk,0Z, ozn&me k:=st( p(1))— | +1.

Nyni je v8e pipraveno ktomu, abychom Gosfieralgoritmus mohli vyzkouSet
feSenim uloh. Poz{l se preswdcime (v podkapitoles.4), Ze algoritmus nelze pouZit pro
vycisleni sodtu libovolné konvergentnfady. V nasledujici podkapitol.3 se zabyvejme
piikladytad, jejichZ sotty Ize algoritmem nalézt.

33



5.3 Ukazky gosperovsky &tatelnych iad

(Piiklad 5.3.1)

V priklack 5.1.1jsme nalezli regulérni reprezentaci podﬁ&, takovou, zep(n) =1,
a4

g(n) =3n-5, r(n) =3n+1. Pokusme se &it stupe polynomu f (n):

I, =st(g(n+1)+ r(n)) = s{3n-2+ 3n+ 1)= s(6r 1F !
|, =st(q(n+D)-r(n)=s83n-2-3n-1)= s-3) = (

Nastal pipad (2), tj. I,>1, proto vyp@teme pomocnéislo k;:

-1, oef(d ), )= coel ¢ ) J-1)+ coef ¢ h J-1)_ -10B- (-5)+1_
coef(q 1, }) 3

1

k0:

Jelikoz nastal fipad (2a), tj. k, JZ , bude platit:
k=max(k,, st(p(n)- |+ )= max(1, & ¥+ I max(, &) , polynom f(n) je tedy

prvniho stups, tj. ve tvaru f (n) =¢n+ ¢ .

Podle ¥ty 5.1.2 mé platit: p(n) = q(n+1)Of(nN - (nOf( n=1), ¢ili v naSem pipact bude
1=(3n-2)n+ ¢)- (3n+ 1) ¢ (- D+ ¢| , dostavame tak polynomialni rovnici o neznamé
n, kterou ekvivalentnimi Gpravami zjednoduSimevaa:t 1=-3c, + ¢ . ZjiStujeme vsak, ze
rovnice ma nekor®¢ mnohoteSeni (tudiz polynoth f (n) je nekoné&né mnoho). A proto
provedeme parametrizaci: Ozm@e c,:= p , potom tedy budec =1+3p a takeé

f (n) = (1+3p)n+ p. Dosa’me vSechny nalezené polynomy do vztghuuvedeného vedi¢

+ + L.
5.1.2. Dostavame, Ze, :%). Volbou parametrup synchronizujeme posloupnost
n

casténych sougta. Stanovime pg&teini podminku - é;l’témefaduz 1 :
w1 (3n—-2)(3n+1)

proto

:W . Zjiét’ujeme
30+1

Ze tato rovnice ma préyeden kaen p =0. Proto volmep =0 a odtud f (n) = n.

pocateini podminkou budes :%. Budeme tedyesit rovnici;l1

Nyni jiZ mizeme vyjatit vzorec pron—ty ¢asté€ny sowet:
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_q(n+1) 1 n

Of(n=Bn-2)3 (n=
p(n) B U =( ) (3n-2)(3n+ 1) 3nt+ 1
. , . . n . 1 1
A rovn¢z také Ize stanovit sdat: s=Ilim =lim ==.
“*“3n+1 n”°°3+1 3
n
(Piiklad 5.3.2)
. . > 1 . A : e%ll'-l
Mame stanovit satet ¥ ————— . Pokusme se nalézt regularni reprezentaci ped#u
= (n+1)(n+4) 4
a, _ n(n+3)

Dostavame, ze— =
a,, (n+1)(n+4)

Vypodteme r(n+j)=n’+2nj+j>+5M+5j+4=n*+n(2j+ 5 j°+ B+ §+ <. Owime,

. Ozn@gme p(n):=1, q(nN)=r+3n r(n)= i+ 5n 4.

zda polynomy p(n), g(n), r(n) vyhovuji podmince uvedené veéty 5.1.1 tzn., zda

OjON,: D@(®), r(n+j))=1:

1 3 0 0 1 3 0 0
0 1 3 0 0 1 3 0
re§1(c(r),r(n+]))—1 2i+5 245§ +4 0 | 7|0 2+ 2j2+ B+ 4 o |-
0 1 2j+5 j*+5+ 0o 1 P+ 5 %+ 5+ |4
1 3 0
=|2j+2 j*+5+4 0 = [*+ 5+ 4)- 3R+ AC+j5+ Hi¢+ HE M
1 2j+5 j°+5+4

Polozme tento determinant roven nule, dle Sylvesterkritéria: (j +1)°(j +4)(j — 2)= 0.
Zjistujeme, Ze tato rovnice ma iemy j, =-4,j,=-1j,= 2. Kofen j, je nezaporny,
ozn&me j,=]* . Polynomy p(n), g(n), r(n) budeme muset ipdefinovat. ProwEme

prislusné operace:

g(n=D(An, r(n+ }))=Ddn, (D)= D(ri+3n A+9m 18 m 3
p(n) = p(rﬁi:! g B=g mtu ¢ r k= @)@l (g+l)=( M3)( n2)

Q) _nn+d)

g(n  n+3

rm=—®___ 1) _(+Dn+d)_ .,
g(n=p) on-2)  (n+)

a(n) =
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Pozor, opt je poteba pro¥iit, zda existuje nezaporny ken j* N, :

— - 1 0
res,(dn, (n+ D)=reg(n rr j+4):‘1 j+4‘: jr4=0- [P{-3

Zjistujeme, Ze takovy Ken neexistuje, tudiz iieme konstatovat, Ze jsme nalezli regularni

reprezentaci podl’lua“— __n(n+3) kde

8,y (n+1)(n+4)’
p(n) =(n+3)(n+2), a(n=n (= n+4
Nyni chceme nalézt stup@olynomu f (n), proto vypdteme:

|, =st(q(n+1)+ r(n) = s+ 1+ n+ 4)= s(2 & 5)= !
| =st(g(n+1)-r(n)= s ntl- n-4)= st-3) = C

Nastala situace, Zg>1 _, proto vyp@gteme pomocnéislo k:

= Boef(q( 1, )= coel ¢ ) J-1+ coef ¢ h J-1)_-10-0+4_

— 3
coef(d 1, |) 1

Jelikoz k,0Z , pouzijeme vzorek = max(k, , st(p(n))- |+ 1)= max(3, 2 ¥ & .

Bude tedy zap#ebi nalézt polynomf (n), ktery je tetiho stupd, tj. polynom, ktery Ize
zapsat ve tvaru f(n)=c¢r+crf+cmr ¢ a zarove sphiuje  podminku

p(n) = o n+2)0F(A) - (NOf(n-1). Tedy v naSemifpads piseme:
N’ +5n+6= (N+1)(Gri+ g+ ¢ g)-(r 4 g rIf+ g ALf+ (A1 ¢

Vyraz praveé strany rovnosti upravime tak, abychoomlimalézt koeficientyc,, c,, ¢, G;:
(n+D)(gr+ori+ont g —(m4) o(h-3M+3 RIF o 2A1f+ cn e =
cnt+cer+ o+ g+ ¢A+ cr gh e ( h4)( £r3 a3 ,cn & N2 ,engc
+gn-cg+g)=ci+ g+ ¢ch+ ¢t chr ch £hn e( Cmden’-3cr-12¢rf+ 3gri+
+12c,n-cn-4g+ g+ 4¢chA-2¢h-8¢cm A4 g Cr 4,cn ,endic end T
=-c,-2¢n-3¢+9¢A—-11lgc 4¢+ 7¢r 4g+ 4C
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Lze tedy psat, Ze:
n+5n+6=1°(9¢ - G )+ N-2¢- 11g+ 7¢  4¢+ 4¢- 3¢ 4¢

Stejnym zjisobem, ktery jsme uzivali v rozkladech vyiram parcialni zlomky, zjifijjeme

zastoupeni nezapornych mocnin u neznamegeboli ziskdame soustavu rovnic

n°: 1= X,-g¢
n: 5=-1k,+ - &
n": 6= &- 4+ L+ G

Tato soustava it rovnic vSak obsahujectyii neznamé, proto je paba volit

parametrp, volme nap. c, parametrem (oz®ane c,:= p). Tuto soustavu zjednoduSme do

n¢jakého jednodussiho tvaru pomoci maticovéhgiypo

9 -1 0 01 9-1 0 - 1 0 |0 1
-11 7 -2 0| 5|~| 52 0- 2 12~ 52 8 2 |@2 |~
4 -4 4 -3| 6 4 -4 4 - 6 \- 32 0 4 3

9 -1 0 01
~1 52 0 -2 0]12
72 0 0 -3|26

9p-¢ =1
ZjednoduSena soustava bude mit tva26p -¢ = €
72p -8 = 2

72p- 26

Odtud ziskavame keny c, =9p-1, ¢ = 26p— 6, ¢ =

, a proto polynomf (n)

bude ve tvaruf (n) = pre + (9 p—1) 1t + (26 p- 6)n+ 72p3— 26.

Dosadime do vztah(l) uvedeného ved€ 5.1.2 tj. ma platit:

72p- 26

- pr’ + (9 p—1)If + (26 p- 6)n+
:q(_n+1)[aqu(n): f(n) =
p(n) (n+2)(n+3)(n+ 4) (n+ 2)(nt+ 3)(n+ 4)
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Volbou parametrup synchronizujeme posloupnasist&énych sodti. Stanovime pé&ateni

, s 2 1 , , , 1
odminku - gitAmefadu Y —————, proto p&ateini podminkou bude, = — .
p ;(n+1)(n+4) proto p p S=15

D0+ (@p- 1)+ (26p— )% 2P~ 20
Tudiz budemeéesit rovnici— = . Po upravach
10 1+ 2)(1+ ) 4)

zjiStujeme, Ze tato rovnice ma pegjeden kden p = ;—2 Proto volmep = ;—2 a odtud

dostavame, zef (n) = 13 n® 3 n +£ln.
36 4 18
Nalezli jsme tedgast&€ny sowet, ktery je ve tvaru:
S, = 1 B9 +£1n]
(n+2)(n+3)(n+4) \ 36 4 18

Zawrem vytislime sodet s:

13 ; 9, 61 13 9 61 13 %rl 1
P+ nP+—n S m+—rf+—n —F-DF 0
s=lms=lim36__4 18 _, 36 4 18 _;, 36 4n 18" _13
nee onee (n+3)(n+2)(n+4) n-e i+ Orf + 260k 24 nee 9 26 24 3

n n” n

Podotkrgme, Ze v pikladech5.3.1a5.3.2bylo nutno volit parametc, = p, abychom nalezli
reSeni soustavy linearnich rovnic o neznamgctkdei N,. Po volg p st&ilo dosadit do

vztahu (1) véty 5.1.2 a tim byl nalezertast€ny sodet s,. To bylo mozné diky tomu, ze
posloupnosti{a }” , {s}_, byly hypergeometrické. Volbowp jsme totiz zariili, Ze

posloupnos{s,} " bude hypergeometrickou. V nasledujicittikiacé nastane situace, Ze

dana soustava bude mit p¢g§ednoieSeni bez nutnosti volit paramatr, tudiZ posloupnost

{s.}_, nebude hypergeometricka. Jak si s takovouto sip@adi Gospéw algoritmus?
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|
(P¥iklad 5.3.3) Stanovme saiet Z (;“+D111)l .
n=1

Nejprve pomoci limitniho podilového kritéria rozimeane, zda tattada konverguje:

[ " [h! | 2"l
B _ —lim n+(1n+2). D2 Ch! _lim (n+2)(n+1).D 2" [n! —Iim 1 1
nee g e 2™ n+1)! (n+)! nee 2[2° (n+ 1) (Nt )n! nee 2 2

! !
Odstranime vyrazy s faktorialya, = (n+D!_(n+Hnt_ n+1.
2"m! 2"M! 2"

n-1
Déle vypateme, ea;iz ”2+152 2 ! Ozname p(n):=1, q(n) = n+1, r(n)= 2n

Owveérme, zdalj N, : D(q(n), r(n+j))=1:

1
res,(dn, f(n+ D)= ‘=21—2= 0~ jo{}

‘ 2 2j
Nalezli jsme nezaporny ken, ozname j* =1, a gedefinujme polynomyp, q, r:

g(n) = D(a(n, r(n+ 1)) = Xdn, (ntD)= Xl 2(nk D))= nr ]
p(n):= IO(rDIH g R= mmu ¢6r k= @) +l

~a( _
q( )= g(n) n+1_
F(n):: r(n). = r(n) :@:2

g(n-7) on1) n

Polynomyq(n), r(n) jsou nesoudné, tudiz regularni reprezentace podﬁﬂ— je ve tvaru
-1

i-n—l kde p(n)=n+1, q(n=1, r(n)= 2. Pokusime se &it stupe polynomu f (n)

3., 2n

|, =st(q(n+1)+ r(n) = s(l+ 2)= s(3) = (
| =st(q(n+1)- r(n) = stl- 2)= s{-1)= C

I, <l,=k=st(p(n)-1,=s(n1)-0=1-0=1

Polynom f (n) je Z'ejme prvniho stups, tj. ve tvaru f (n) = gn+ ¢ a zarové tento polynom
mé& sphovat podminkup(n) = o( n+1)0f(A)— (HOf(n-1), tj. v nadem fipads to znamena
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tesit rovnici n+1=10gn+ ¢)- 2 ¢(n-1+ ¢| , kterou po jednoduchych Gpravach
dostaneme do tvaro+1=-cgn+2G- ¢. Dale zjistime zastoupeni nezapornych mocnin u

neznameén, tj. budemeesit ndsledujici soustavu rovnic:
n': 1=-¢g
n’: 1=20-¢

Soustava ma Keny ¢, = -1, ¢, =—3 a proto jsme nalezli polynonfi(n) = -n-3.

Opet pripomeime, ze koeficientyc, ¢, byly jednoznané stanoveny. To znamena, ze

posloupnos{ 31}:’:0 neni hypergeometricka. Proto nejprve Wieme:

._q(n+1) _ 1 n+1 _ n+3 . 0+3_
. p(n) &0t n+l 2 ( ) 2 *® 2° 3

Dale potoms, =5 - §= _n2_:3+3 a odtud jiZ st& vyjadiit hledany sotet s:

s=lim s =lim (—”2_*”3+3j:3

n-oo n- o

PovSimime si je&t jedné zajimavé skutrosti - tento sotet jsme také mohli stanovit

stejnym zjisobem jako v kapitol2.2, dopracovali bychom se ke zjaf, Ze

1 1-n 1 1-n
=144 1-— |+ ——=3-—+—.
Sn ( sz 2n 2n—2 2n

Konstantu3 bychom nalezli vhodnym odeenim jistych nasobk s, , kdezto Gospéw

algoritmus tuto konstantu nalezl vygtem(-s,") .
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5.4 Ukazky gosperovsky ndstatelnych iad

Nasledujici piklady jsou ukazkami, Ze Gosper algoritmus nelze pouzit pro vSechny
konvergentntiselnérady. Pozname, Ze v jistych ,mistech” algoritmus &mvysledkem, Ze

zadanou sumu nelze &iglit. Tato mista jsouit

* Muze nastat situace, ze podﬁ”— neni raciondlni funkci v protnné n.
A

» Mauaze se stat, ze soustava linearnich rovnic scitgon koeficienty ¢, kde
i ON,, nemaeseni.

e MiZe nastatiipad, Zzek <0.

(Priklad 5.4.1)

Stanovme soietz
=1

>— . UZijeme srovnavaci kriterium.
= n+1

Vime, Zefadazi2 konverguje. Zjistime, zda pro skoro vSechiieogenan plati:

n=1

1 1 , 21

— . Tato nerovnost plati dokonce pro kazdiégzenén, tudiziada

n> n’+1 P P €z f nZ:;n2+1

konverguje.

—1) 2 _
Dale vypd@teme: % - (0 21) *1_n 22n+ 2.
a_, n+1 n+1

Ozname p(n):=1, g =rf-2m 2, r(n)= i+ 1.

Opgt je zapotebi owtit, zdaj ON, : D(q(n), r(n+ j))=1. Proto vypéteme:
1 -2 2 0
o 1 =2 2

re , 1+ D)=res(A-2m2, A+2nf j+1F =
s(dn, (n+ D)= reg( nt 3+ DE| 2 i+1 0

0o 1 2l ji+1
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1 -2 2 0

1 -2 2 1 -2 2
0 1 -2 2 . 5 P :
= _ L, = 2j+2 j°=-1 0 |=| 0 j°+ 4+ 3-4- 4=
0 2j+2 j°-1 O . 5
o, 1 2] J°+1 0 3+2 j°-1
0 1 2 j°+1

(j°+4j+3)(*-1)+8( +1f=[+1f( "+ R+ 5)
PoloZzme, dle Sylvesterova kritéria, tento determimaven nule, tifeSme rovnici

(j+17?(j?+2j +5)= Q. Zjistujeme, ze jedinym kenem jej=-1 .

A proto mizeme konstatovat, Ze jsme nalezli regularni repltazépodl’lui, kde
-1
p(n) =1 q(nN)=rf-2m 2, r(n)= i+ 1.

Nyni se pokusime nalézt stuipgolynomu f (n), proto vyp@teme:

I, =st(q(n+1)+ r(n)) = s +1+ d+1)= s(2 A+ 2)=
| =st(q(n+1)-r(n))= st(ri+1- Ai-1)= s{0) ==

Zjistujeme, Ze nastalifpad (2), tj. I >, vypcatteme pomocnéislo k;:

= I, eoef(q(n, |)-coef ¢ p J-D1+ coef € J-1)_ -20-(-2)+0_

0
coef(d 1, |) 1

Nastal gipad (2a), tj. k, 0Z, vypactemek = max(k, ,st(p(n)- |, + )= max(0,+ Z Iy

Polynom f (n) je tedy nultého stugin tj. ve tvaru f (n) = ¢,. Podle ¥ty 5.1.2ma polynom
f (n) sphovat podminkup(n) = o( n+1)Of(nN - (nOf( n-1), coZz v naSemijpadt znamena

fesit rovnicil= (n* + 1), — (" + 1)g, kterd bohuzel nema zadreSeni. A proto nelze stanovit

00 00

souet Z > pomoci Gosperova algoritmu, nebdﬁidaz > neni gosperovsky
n=1 n=1
Kitatelna.
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(Priklad 5.4.2)

Také je zajimavé vyzkouSet, zda si Gosperlgoritmus poradi s alternujiiddou.

00 _1\n+l ;
Stanovme satet Z% Uvodem zjistime, zda tatada konverguje pomoci
n=1 -

Leibnitzova kritéria, tzn., zda jsou sphy dw nasledujici podminky:

@ lima, = 0

n-oo

(2) OnON : g, "2 g, > (

Ozna&me a”,::%—l' Owiime podminkul): Li[r.l 2n1—1:0' A déle pak podminkg?2):

a,” > 0 OnON, coz je ¥ejmé. NasledhieSime nerovnostl—z
2n-1 2n+1

, PO Upra¢

obdrzime2= 0= podminka(2) je splrtna a zadanfada tedy konverguije.

— n+1 — —
Regularni reprezentace podﬂ& je Zrejme ve tvaru & - (=1 EZn 3: N+ 3.
a,, a_, 2n-1 (-1) 2n-1

Polozmep(n):=1, g= (-2n+ 3), r(n)= 2n— 1. Owime, zda tyto polynomy bude nutno

predefinovat:

res,(qn, (nt )=res(-2n3, 2+ 2 1)=‘ _z 2j3— =-202F B 6- 4

1‘
Rovnice -4j —4=0 ma jediny kéen j =-1, tudiz polynomyp, q, r tvoii regularni

reprezentaci podl’lua“—. Dale se pokusime tit stupei polynomu f (n) :

-1

|, =st(g(n+1)+ r(M) = s(=2n+ 1+ 2n- 1= s(0)  =-
| =st(q(n+1)- r(n)= s-2n+1- 2+ 1)= S 4/ 2+ -

Zjistujeme, zel  <I  a proto vypotemek =st{ (1)) - |, = s{1)-1=0-1=-1

Nalezli jsme zapornéislo k a proto posloupno:{tsq}‘::O neni hypergeometricka a tudiz

zadan&ada neni gosperovskyitatelna.
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(Piiklad 5.4.3)

© |
Chceme stanovit soat Zin Pokusme se vypgitat podl’li.
n=1 N -1

a, _n (n-™* _ n(n-1! (-1 :( n—ljn_l
a,., n  (n-1! A (n)(n=1)! n

Algoritmus ihned koti, vyraz & neni raciondalni funkci.

-1

(Piiklad 5.4.4)

o0 3

. n
Chceme stanovit s¢at E — Owrme konvergendiady.
n=1 N

lim 2L = fim (n+1)3Bn—!—lim (n+)°t . (m+)°

=lim =0 <1=0s0OR
e g onee (N4 P e ()OO - A+ A

3

an:iz(n—l)!_ n D(n—l)!_ 11

Poté at : = = .
ote Vypeteme a, n (n-1)° nn1! (n1)° (n1°

Ozname p(n):=1, q(nN=rf, r(n)= (1= - 3ri+ 3+ . Déle vypdteme:

r+j)=n+j)-30+[)°+30+j)-1=n’+ I’j+ j*- °- Gj— 3°+ B+ 3- £
=n*+n°(3j-3)+n@j°~6j+ 3 j°- 3+ 3- 1

Owetime, zdalJj ON,: D(q(n), r(n+ j))=1:

res,(dn, r(n+ D)=reg( A, A+ AG £3)+ {3 §- 6 3y [- 37+ 3j- IF

1 0 0 0 0
0 1 0 0 0
=| 0 0 1 0 0
1 3-3 3°-6+3j°-p*+3-1 0
0 1 3-3 3°- 6+ 3 - p*+j3- 1

Zde je vyhodné iejit k determinantu transponované matice:
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1 0 0 1 0
0 1 0 B- 3 1
0 0 1 PF- p+t 3 i 3 |=
0 0 0j°- B+ 3 1 j3-j6 3
0 0 0 0 iP- g+ 3 1
1 0 3-3 1
|0 1 32-§+3 3-3 ~
|0 0 j*-3°+3-1 $°-p+ 3|
0 0 0 - 3%+ 3-
1 3j°-6j+3 j-3
=0 °-3*+3 -1 3°-6+3 |=jC-B*+3- 1
0 0 iP-3%+3-1

Polozme determinant roven nule t§Sme rovnici(j* —3j*+3j —1)*= 0.

ZjiStujeme, Ze rovnice ma jediny#en j =1 a proto pedefinujme polynomyp, q, r.

o(n)=D(, (n+ 1) = D(q ), ()= (A, A)= A
B(n)z=p(r»£'l] dr b= 0] 6 k= OO

— . ._q(n) _

q(n).—m—F—l

Tme_r® __ rm (-
g(n-j on-1) (n-1)?

Je zejme, zelJj UN,: D(c_1(n), r(|_1+ j)) =1 a proto nizeme konstatovat, Ze jsme nalezli

regulamni reprezentaci poditd™, kde p(n) = r?, (=1, r(n)= n-1.
a,.

1

Déle se pokusme ¢&it stupei polynomu f (n):

|, =st(q(n+1)+ r(n) = s+ n-1)= s(n =
| =st(q(n+1)- r(n)) = sfl- nt1)= st- i+ 2)=1

Zjistujeme, Ze nastalifpad (1), tj. I, <I , vycislime k = st p( 1) - | =stR)-1=2-1=1.
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Budeme tedy hledat polynom prvniho stépt). polynom, ktery je mozno zapsat ve tvaru
f(n=gn+¢ . Ten musi spovat podminku p(n) = o n+1)0f(H- (NOf(n-1), t.

v nasem fipack buden® =10{gn+ ¢)-(n-1) ¢(n-1)+ ¢|, coz po roznasobeni Ize zapsat

ve tvaru n®=-¢n+n3¢- ¢)— ¢+2¢ . Zjistime zastoupeni nezapornych mocnin

u neznamé, neboli ziskadme soustavu rovnic:

2

=
I

n
n:o0
n°:0

-G
3 -G
-G +2g,

00 3
. — . . . n .
Tato soustava bohuzel neifg&eni a proto Gospar algoritmus zde kafi. RadaZ—I neni

n=1
gosperovskydtatelna.

V nésledujici podkapitolB.5 se pokusme sestrojit schéma tohoto algoritmu, ladoyc

v zawrecné podkapitolés.6 mohli porovnavat vysledky s timto schématem i slegky, které
jsme ziskali v podkapitolach3 a5.4.
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5.5 Blokové schéma Gosperova algoritmu

4{‘%:0 }7‘»—{ S,,=U}%-—{ S=g|

WSTUR

VYPOCEET

a, =0 =

NEMIRAC. FCE

KONEC

JERAC.FCE

Ay

1

OZNAC
=1
gln) =a,
rie)i=a,

9—{ TeM, Dig), rint )=l

HLEDANT

Wie M, Digx), rin+ iN=1

| (). 30, 7(w)

—i HLEDANIEl5LA & b_

(& =0 |
k=0

HLEDANI NEURCITYCH
KOEFICIENTU ¢, RESENIM
SOUSTAVY LINEARNICHROVNIC

%—{ SOUSTAVA NEMA BESENI }—

PR KOEFICIENTY ; BYLY
SOUSTAVA MA RESENI |+ -
JEDNOZMNACNESTANOWVENY

BYLA NUTNA
PARAMETRIZACE

SYNCHRONIZACE

POSLOUPNOSTI {5, |

VYPOCET 5," A 5

VYPOCET 5, = 5, — &,

g=lim 7,

H—rw
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5.6 Ukazky Gosperova algoritmu v programu Maplé&

V dnedni dob existuje mnoho matematickych softéanag. Mathematic& , Maple®,

MATLAB® , Derive®, Maxima®, apod. Bohuzel ne kazdy software je schopen zibraz
algoritmus vypétu, pouze zobrazi kotey vysledek. Volme softwartlaple 14° , ten niize

algoritmy zobrazovat, a zkoumejme algoritmy v§io piikladi, které byly feSeny
v predchozich kapitolach. Tento software je schoperrazitovSechny kroky, s vyjimkou

dvou nasledujicich:

* Nastane-li situace, Ze se existuje nezapgrngsoftware nezobrazi, jakym {gnpbem
predefinoval polynomyp, g, r. Zde bychom mohli poznamenat, ze v litefaty3] se
muZzeme doist, Ze nezapornéj* muze byt nalezeno pomoci rezultantu
res,(q 1, (n+ )) a cetbou literatury [16] se fZeme peswdcit, Ze Maple®

rezultant skuténé pouziva.

» Software nezobrazuje parametrizatiiieSeni soustavy linearnich rovnic s neznamymi

koeficienty ¢ , kdei ON,. Pokud parametrizace nebyla nutna, tj. tyto kesrfity byly

jednoznané stanoveny, potom se nezobrazi Wgios,” a s, .

Déle poznamenejme, Zéeanosti softwaruMaple 14° je tzv. Sumtools, coz je bagk
obsahujici #kolik algoritmi pro nalezeni sa@tu fady. A vtomto batiku nalezneme i
Gospetiv algoritmus. Dalsi f@dnosti Maple 14° je prikaz infolevel ktery umo#uje vybsr

miry podrobnosti zobrazeni daného algoritmu (pokydhom tento fikaz nezadali, pouze
bychom obdrzeli konmy vysledek). Ma g arovni, které jsou oziané girozenymicisly
1-5. Volme nejvyssSi Urovg tj. “infolevel[all] = 5: “. Navod, jak Gospéiv algoritmus
v tomto softwaru spustit je jednoduchyizeme se s nim seznamit v litef&(i16] a nebo jej

piimo vyhledat v menu napasy Maple 14°.
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(Priklad 5.6.1)

Tento jsme hledatieSenim filada 5.1.1a5.3.1

Stanovme satet Z 1 .
= (3n—2)(3n+1)

a) Aktivujeme bali¢ek Sumtools.
> with(sumtools)

[ Hypersum, Sumtohyper, extended_gosper, gosper, hyperrecursion,
hypersum, hyperterm, simpcomb, sumrecursion, sumtohyper|

b) Zvolime, jak podrobné méa byt zobrazen algoritmus.
> infolevellall] == 5:

c) Z bali¢ku Sumtools vybereme algoritmusextended_gospea piitom jiz
zadavame sumu, kterou chceme ¥slit.

> extended gosper(((3*n-2)*(3*n+1))"(-1),n=1.k)

Nasledujici body 1) - 8) vypiSe progravaple 14°. Porovnejme jednotlivé kroky
s €mi, které jsme provadi bez uziti pg&itace (,lidskou metodou®):

a, . 1
a, (Gn-5@n+1)’

1) Aplikace algoritmu na zadanou sumu, vypéteni podilu

sum/extgosper: applying Gosper algorithm to
a(n):= 1/((3*n-2)*(3*n+1))
sum/gospernew/internal: a(n)/a(n-1):= (3*n-5)/ (3*n+1)

2) Zjisténi, Ze algoritmus Ize pouZit, protoiei je racionalni funkci.

-1
sum/gospernew/internal: Gosper's algorithm app licable

3) Nalezeni regularni reprezentace podilui, kde p(n) =1, g(n) =3n-5,
-1

r(n)=3n+1
sum/gospernew/internal: p:= 1

sum/gospernew/internal: g:= 3*n-5
sum/gospernew/internal: r:= 3*n+1
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4) Uréeni stupré polynomu f(n) s vysledkemk =1 .
sum/gospernew/internal: degreebound:= 1

5) Reseni rovnicel= (- 2)gn+ ¢ )- (3n+ 1f ¢ (n- 1+ ¢] s neznamymic,,c, .

sum/gospernew/internal: solving equations to f ind f
Main: Entering solver with 1 equation in 2 var iables
Transformer: solving for linear equation in _X 000002

6) ZjiSténi, Ze tato rovnice ma pra¥ jedno reSeni, parametrizace, algoritmus mze

pokrac¢ovat.
Main: solving successful - now forming solutio ns
Main: Exiting solver returning 1 solution
sum/gospernew/internal: Gosper's algorithm suc cessful

7) Nalezeni polynomuf (n)=n .
sum/gospernew/internal: f:= n

8) Nalezeni posloupnosttastatnych souti.
sum: process the input arguments

sum: definite sum

k
3k+1

d) Vydislime limitu zadanim nasledujici formule.

k k
> . . _ oo | = Timg _ .
lezt( L1 Lk znﬁnzl}) lzmlt( Y Lk znﬁmty)

1

AmoSi T 3

V nésledujicichijkladech jizZ nekomentujme body, které zadavamerdgramu,
tj. body a) — d).

(Piiklad 5.6.2)

ksl |
Stanovme scﬂetz (;n;)l' , ktery jsme hledali vipkladé 5.3.3
n=1 .

> with(sumtools)
[ Hypersum, Sumtohyper, extended_gosper, gosper, hyperrecursion,

hypersum, hyperterm, simpcomb, sumrecursion, sumtohyper|

> infolevel[ extended gosper] := 5 :
> extended gosper(((n+1)!)/((2*n)*(n!)),n=1.k)
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1) Aplikace algoritmu na zadanou sumu, vypéteni podilu & :n_+1_

a,, 2n
sum/gospernew/internal: a(n)/a(n-1):= (1/2)*( n+1)/n
2) Zjisténi, Ze algoritmus Ize pouZzit, protoZe& je racionalni funkci.

-1
sum/gospernew/internal: Gosper's algorithm app licable
a,

3) Nalezeni regularni reprezentace podilu—-, kde p(n) = n+1, g(n=1, r(n)= 2.
-1

1

sum/gospernew/internal: p:= n+
sum/gospernew/internal: q:= 1
sum/gospernew/internal: r:= 2

4) Uréeni stupré polynomu f(n) s vysledkemk =1 .
sum/gospernew/internal: degreebound:= 1

5) ReSeni rovnicen+1=—-¢n+ 2G - ¢ S neznamymic,, G,, ktera je fesena
porovnanim koeficienti c,, ¢,u neznamén, nebolifeSeni soustavy linearnich
rovnic 1=-c, 1= X - G,.

sum/gospernew/internal: solving equations to f ind f
Main: Entering solver with 2 equations in 2 va riables
Transformer: solving the uncoupled linear subs ystem in

{ X000001, _X000002}

Linear: solving 2 linear equations

Rational: # equations 2

Rational: # equations 1

Rational: # equations O

Rational: backsubstitution at: 2

Rational: backsubstitution at: 1

Rational: 2 equations solved, rank: 2

Main: solving successful - now forming solutio ns

6) Zjisténi, Ze tato rovnice ma pra¥ jedno ieSeni, parametrizace, algoritmus mze
pokracovat.

Main: Exiting solver returning 1 solution
sum/gospernew/internal: Gosper's algorithm suc cessful

7) Nalezeni polynomuf (n) =-3-n .

sum/gospernew/internal: f:= -3-n
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8) Nalezeni posloupnosttastatnych souti.

sum: process the input arguments
sum: definite sum

2(k+3) (k+2)! 3 2t

(k+2) 2" (k+1)r 2 1

" 2(k+3) (k+2)! 320
> Lzmzt(— —, k= infinity
(k+2) 2T k+1)r 2 1
. 2(k+3) (k+2)! 3 2! o )
= limit| - - — —, k=infinity

[ k+2) 2 Y k+1pr 2 1

lim
k— oo

2 (k+3) (k+2)!
- +3]=3
( (k+2) 25T (k+ 1) J

(Piiklad 5.6.3)

(_ 1)n +1

Stanovme satet) | T ktery jsme hledali vifkladk 5.4.2

n=1

> with(sumtools)
[ Hypersum, Sumtohyper, extended_gosper, gosper, hyperrecursion,

hypersum, hyperterm, simpcomb, sumrecursion, sumtohyper|

> infolevel[ extended_gosper] :== 5 :
> extended gosper(((-1)"(n+1))/((2*n)-1),n=1.k)

1) Aplikace algoritmu na zadanou sumu, vypéteni podilu & _2n+3 :
a_, 2n-1

sum/extgosper: applying Gosper algorithm to

a(n):=(-1)(n+1)/(2*n-1)

sum/gospernew/internal: a(n)/a(n-1):= -(2*n-3) /(2*n-1)

2) Zjisténi, Ze algoritmus Ize pouZit, protoiei je racionalni funkci.

-1

sum/gospernew/internal: Gosper's algorithm app licable

3) Nalezeni regularni reprezentace podl'lui, kde

-1

p(n)=1, g=(2n+ 3), r(n)= 2n— ..

sum/gospernew/internal: p:=1
sum/gospernew/internal: g:= -2*n+3
sum/gospernew/internal: r:= 2*n-1

4) Uréeni stupré polynomu f(n) s vysledkemk =-1, coz je nefipustné a proto
algoritmus kon¢i.
sum/gospernew/internal: degreebound:= -1
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sum/gospernew/internal: Gosper's algorithm: no closed
form antidifference exists
FAIL

(Piiklad 5.6.4)

- N! - C
Stanovme so&etzﬁ , ktery jsme hledali vifklade 5.4.3
n=1
> with(sumtools)
[ Hypersum, Sumtohyper, extended_gosper, gosper, hyperrecursion,

hypersum, hyperterm, simpcomb, sumrecursion, sumtohyper]

> infolevellall] == 5:

> extended_gosper(((n!)/(n*n)),n=1.k)

a, _ n(n-1)"
a4 n’ (n-1) '

1) Aplikace algoritmu na zadanou sumu, vypéteni podilu

sum/extgosper: applying Gosper algorithm to
a(n):= factorial(n)/n*n
sum/gospernew/internal:
a(n)/a(n-1):= n*(n-1)*n/(n”n*(n-1))
2) Zjisténi, Ze algoritmus nelze pouZit, protoiei neni raciondalni funkci.
a4

sum/gospernew/internal: is not rational
sum/gospernew/internal: Gosper's algorithm not appl icable
FAIL

(P¥iklad 5.6.5)
3

Stanovme soﬁetZ%, ktery jsme hledali vifkladk 5.4.4
n=1 .

> with(sumtools)
[ Hypersum, Sumtohyper, extended_gosper, gosper, hyperrecursion,

hypersum, hyperterm, simpcomb, sumrecursion, sumtohyper|

> infolevel[ extended gosper] := 5:

> extended gosper((n*3)/(n!),n=1.k)
2
1) Aplikace algoritmu na zadanou sumu, vypéteni podl'lui = ( N ik
n_
-1

sum/extgosper: applying Gosper algorithm to
a(n):= n"3/factorial(n)
sum/gospernew/internal: a(n)/a(n-1):= n"2/(n-1)"3

2) Zjisténi, Ze algoritmus Ize pouZit, protoiei je racionalni funkci.

-1
sum/gospernew/internal: Gosper's algorithm applicab le
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3) Nalezeni regularni reprezentace podiluﬂ, kde
-1

p(n=rf, (N=1, r(n)=n-1.
sum/gospernew/internal: p:= n"2
sum/gospernew/internal: q:= 1
sum/gospernew/internal: r:= n-1

4) Uréeni stupré polynomu f(n) s vysledkemk =1 .

sum/gospernew/internal: degreebound:= 1

5) Reeni rovnicen? = —grf+ n(3¢— ¢)— ¢+ 2 ¢ S neznamymic,, c,, ktera je
reSena porovnanim koeficient ¢, ¢,u neznamén, neboli¥eSeni soustavy
linearnich rovnic 1=-¢, 0=3, - ¢, O=—g+ Z;, algoritmus kon¢i, neba’

soustava nem&eseni.

sum/gospernew/internal: solving equations to find f
Main: Entering solver with 3 equations in 2 variabl
Transformer: solving the uncoupled linear subsyst
{ X000001, _X000002}
Linear: solving 3 linear equations
Rational: # equations 3
Rational: # equations 2
Rational: # equations 1
Rational: system is inconsistent
Transformer: system has a inconsistent linear sub
Main: solving successful - now forming solutions
Main: Exiting solver returning 0 solutions
solve: Warning: no solutions found
sum/gospernew/internal: Gosper's algorithm: no clos
form antidifference exists

FAIL
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Zavér

Cilem této prace bylo poukazat na skutest, jak slozitym postupemtide paitac
stanovit sotet dané nekor@é konvergentniciselné fady (dale jeniady) ve srovnani
sc¢lovekem, ktery by tento s@et hledal bez uZiti vygetni techniky. Ndzornou ukazkou jsou
piiklady vedouci na uZiti teleskopické metody. Jingilem bylo ukézat, jakym sloZitym
vyvojem musela projit matematika jakoztédwi obor, abychom dnes mohkHem kratkeho
okamziku obdrZet s@et dané&ady.

Polozime-li si otdzku, jaké paroky budou vyuZzivat za deseét dvacet let studenti
v hodinach matematiky, mozn& odpovime, Ze meézbudou pait moderni kalkulatoryi
dokonce osobni @itace. Proto se snazimripravit na takovou situaci vypracovanim této
prace a rad bych jednou svym studemtpodal pohled o tom, jak moderni technikéze
postupovat i danych vypétech.

Vypracovani této prace mnpiineslo nové poznatky z oblasti matematiky, které
student bakal&kého studia &n¢ neziskava. A proto se domnivam, z&teré kapitoly této
prace mohou byt uziteymi pomickami pro budouci i s@asné studenty pedagogickych
fakult, kteri studuji matematiku jakoZto &vhlavni obor. V této souvislosti bych rad zminil
kapitolu Rezultant dvou polynomi, neba tato algebraick& prerekvizitatite byt vyuZita
v analytické geometrii ipp vySetovani vzajemné polohy dvou regularnich kuzeleke Dale
bych jest rad zminil podkapitoluZobecréni geometrické Fady a podkapitoluUvaha o
zobecréni geometrické rady s polynomem stup® k — sam jsem tyto suniai metody
vyuZzil v seminarni praci pou pravépodobnosti, s jejichz pomoci jsem odvozovedelné
charakteristiky logaritmického diskrétniho relehi. Jelikoz znéna cast této prace je
vénovana Gosper@v algoritmu, domnivam se, Ze prace ré&&n mize poslouzit
vysokoSkolskym studefitn, ktai se rozhodnou vypracovat kvalifika praci, ve které se

budou zabyvat jinym z&kladnim suéném algoritmem, nap Zeilbergerovym.
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Resumé

The aim of this bachelor work was to refer a f&ciw complicated procedure can be
determined by the computer for the sum of the giveéimite convergent numerical series
compared with the man, who looked for this sum auathusing the computational technique.
The practical illustrations are instances leadmgsing telescopic method. Another aim was
to refer, how complicated development the mathersdtad to pass like the scientific field,

that we could obtain the sum of the given seriggdua few seconds today.

The thesis contains the brief historical look & #uding of the series, the present look
at thegeometric seriesncluding its generalizing, thielescopic methodf the adding of the
series, the algebraic prerequisiesultant of two polynomialand detail describe@osper “s

algorithminclusive of the illustrations in program Maple®14
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