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Periodické odezvy nelinearnich dynamickych systému

Viclav Steinbach'

1 Uvod

S kazdym novym dnem naSe Slunce vychazi a zapadd. Tento dé&j se rozhodné udal dnes a dou-
fejme, Ze se udéje i zitra. Pravidelnost tohoto déje je jeho periodicita a doba, po kterou se d¢j
zacne znovu opakovat, je jeho periodou. N&S svét je protkdn periodicitou tudizZ jeji studium
je prirozené. V tomto prispévku se zaméfime na analyzu periodickych odezev mechanickych
systému s nelinearitami. Jedna se tak o zndmé linearni soustavy, do kterych bude vzdy pfidana
vyznamnad nelinearita a bude sledovéan projev této nelinerity na kvalité periodické odezvy.

2 Systém a metody analyzy
Tento pfispévek zkoumd systémy, které jsou popsany obycejnymi diferencidlnimi rovnicemi
druhého fadu uvazované v ndledovném tvaru

Mq(t) + Bq(t) + Kq(t) + fu(q, 4, t) = £ (t), (1)

kde M, B, K € R™ " jsou konstantni koefiecientové matice hmotnosti, tlumeni a tuhosti
v tomto poradi, n je pocet stupnu volnosti, q je vekor zobecnénych vychylek a f,,; spolu s
f..+ jsou zobecnéné nelinedrni a budici sily. Rovnice (1) tak vyjadfuje dynamickou rovnovahu
linearnich a nelinearnich sil na levé strané a budicich sil na pravé strané.

2.1 Numericka integrace pocatecni ulohy

Pied samotnym feSenim je nutné prevést rovnici (1) do stavového prostoru

Z = lg] - {M—l (Fuut () — Bq(i Kq — fu(q, d,t)) =W (z,t). (2)

Poté je zvolen interval diskrétnich Casovych okamzikd (to,ti,...,%¢;) ve kterych bude rov-
nice (2) vycislovdna a je zaddna pocateni podminka qq. Z této podminky zacind vypocet
nasledujicih bodi feSeni. Periodické feSeni ziskdme aZ po vypocteni a odfiznuti prechodové
odezvy, coz je hlavni prekdzkou této metody. K samotnému vypoctu byva bé€zné vyuzivano
volné pristupnych fesici napt. ode45, ode23 a dalsi v knihovnach MATLAB.

2.2 Metoda stielby

V piipadé€ metody stielby jsou periodicka feSeni okrajové tlohy jsou urena soustavou rovnic

R(2(0)) = z(T) — 2(0) = 0, 3)
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kde R znaci rezidum rovnice (1). Nezndmymi jsou pocate¢ni hodnoty z(0) na zacatku periody.
Hodnoty na konci periody z(7) jsou uréeny numerickou integraci rovnice (2). Nasim cilem je
zde najit pozici q(0) a rychlost q(0) ve stavového prostoru tak, aby q(7") = q(0), §(T") = q(0)
po urcité dobé T'.

2.3 Metoda harmonické rovnovahy

Hledame aproximaci q,(t,qn) ~ q(t) T-periodického feSeni, q(t) = q(t + T') ve tvaru
zkracené Fourierovy fady
H
At {dk}) = do + D Gor cos(kQH) + Gogr sin(kQ1), )
k=1
kde ¢y, jsou Fourierovy koeficienty. Touto aproximaci prevedeme rovnici (1) do frekvecni oblasti

T (Qu, Q) = Z(Q)an + £(am, Q) — £t (2) = 0, Q)
kde Z(€2) je matice dynamické tuhosti. Neznamymi rovnice (5) jsou Fourierovy koeficienty
Qy. Problém tedy piejde od nalezeni funkci, které vyhovuji rovnici (1) k nalezeni pfisluSnych
Fourierovych koeficientli. Pokud k této metodé pripojime metodu kontinuace podél kiivky bu-
deme schopni vytrasovat uplny tvar amplitudové kiivky nelinedrniho systému jak je zndzornéno
na Obr. 1. Diky této kvalit€ je metoda harmonické rovnovahy poutavy ndstroj k analyze perio-
dickych odezev nelindrnich systému.
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Obrazek 1: Duffingtiv oscilator: Amplitudova charakteristika (vpravo), kinematické schéma
(vlevo nahofte), trajektorie ve fazové roviné (vlevo uprostfed) a rekurentni mapa (vlevo dole).
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