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Úvod

V sou
asné dob�, kdy konkurence mezi státy stále vmce smlm a efektivita vyu�itm zdrojo

je zásadnmm faktorem úsp�chu, je zkoumánm produk
nmch funkcm dole�itým prvkem

analýzy. Produk
nm funkce slou�m jako nástroj, který pomáhá pochopit spojenm mezi

vstupy a výstupy v procesu výroby, co� umo�¶uje nalézt nejlepam kombinaci vstupo

pro dosa�enm co nejvyaamho výstupu.

Tato práce je zam�Ęena na rozbor produk
nmch funkcm. Jsou pĘedstaveny základnm

principy a deonice týkajmcm se produk
nmch funkcm. Dále jsou v práci zohledn�ny

i ekonomické koncepty, které se vztahujm k danému tématu. Je vysv�tlen i rozdml

mezi krátkodobým a dlouhým obdobmm v kontextu produk
nmch funkcm, co� mo�e

být zásadnm pro praktické rozhodovánm na úrovni státu nebo podniku.

Následn� jsou produk
nm funkce rozebrány z historického hlediska. Je pĘedevamm

zkoumáno, jak se funkce vyvmjely a m�nily v prob�hu 
asu a jaké podn�ty na zm�ny

m�ly vliv. Dole�itým zmmn�ným bodem jsou i samotné tvary produk
nmch funkcm

a jejich charakteristiky, které je nutné pe
liv� zvá�it v praxi.

Nedmlnou sou
ástm tématu jsou i samotné nedostatky funkcm, kterým je v�novaná

samostatná kapitola.

Následuje ur
enm diagnostických nástrojo pro analýzu a hodnocenm produk
nmch funk-

cm, které budou následn� pou�ité v samotné praktické 
ásti.

S vyu�itmm dostupných dat jsou následn� vytvoĘeny odpovmdajmcm modely produk
-

nmch funkcm, jsou aplikované teoretické koncepty a diagnostické nástroje. Data byla

pĘevzata z webových stránek Statistického úĘadu Evropské unie, z nich byly vybrá-

ny relevantnm prom�nné a ty pak upravené pro následnou analýzu. Výsledky jsou

následn� slovn� ohodnoceny.
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Cmlem této práce je poskytnout komplexnm pĘehled o produk
nmch funkcmch, jejich

významu a aplikaci v ekonomické analýze a rozhodovánm.

Dml
mmi podcmli jsou:

1. porozum�t základnmm principom a klm
ovým pojmom v rámci produk
nmch

funkcm,

2. seznámit se s historim a vývojem produk
nmch funkcm,

3. prozkoumat nedostatky produk
nmch funkcm,

4. deonovat jednotlivé modely produk
nmch funkcm,

5. najmt vhodné diagnostické nástroje pro analýzu produk
nmch funkcm,

6. vytvoĘit odpovmdajmcm kÂdy v jazyce R pro analýzu funkcm,

7. najmt vhodná data pro analýzu funkcm,

8. aplikovat kÂd na reálná data,

9. vytvoĘit grafy s výsledky,

10. zhodnotit výsledky ekonomické analýzy.

Autorka práci vypracovala v jazyce LaTeX.
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1 Historie pou�mvaných

produk
nmch funkcm a jejich tvary

Aby bylo mo�né zam�Ęit se na historický vývoj produk
nmch funkcm a jejich tvaro, je

potĘeba si nejdĘmve deonovat samotnou produk
nm funkci. Tato kapitola bude proto

zam�Ęena nejdĘmve na pochopenm samotné podstaty produk
nm funkce a následn� na

jejm historický vývoj.

1.1 Produk
nm funkce

Produk
nm funkce je ekonomický koncept, který se pou�mvá k popisu vztahu mezi

mno�stvmm fyzických vstupo a mno�stvmm výstupo ve výrobnmm procesu. Tato funkce

se pou�mvá k modelovánm a pochopenm, jak se m�nm výstup (produkce) v závislosti

na zm�nách vstupo, jako jsou práce, kapitál, suroviny nebo technologie. V praxi

se vyu�mvajm napĘmklad k predikci chovánm orem v 
ase, jejich ekonomického rostu

a vývoje (Sickles & Zelenyuk, 2019).

Obecn� je mo�né tvrdit, �e ekonomický výstup nenm matematickou funkcm vstupu,

jeliko� jakýkoli daný soubor vstupo lze pou�mt k produkci Ęady výstupo. Aby byla

uspokojena matematická deonice funkce, pĘedpokládá se, �e produk
nm funkce spe-

ciokuje maximálnm výstup dosa�ený z ka�dé mo�né kombinace vstupo. Alternativn�

lze produk
nm funkci deonovat jako speciokaci minimálnmch vstupnmch po�adavko

potĘebných k výrob� ur
itého mno�stvm výstupu (Sickles & Zelenyuk, 2019).

V produk
nm funkci je vztah výstupu ke vstupom nepen��nm. Produk
nm funkce dává

do vztahu pouze fyzické vstupy a fyzické výstupy, samotné ceny za slu�by výrob-

nmch faktoro se ve funkci neodrá�ejm. Za ur
itých pĘedpoklado lze produk
nm funkci

pou�mt k odvozenm meznmho produktu pro ka�dý faktor. Firma, která maximalizuje

zisk v dokonalé konkurenci, pĘidává vstup a� do bodu, kdy meznm náklady dodate
-

ného vstupu (zm�na celkových náklado, která vzniká pĘi zvýaenm mno�stvm tohoto

vstupu o jednotku) odpovmdajm meznmmu produktu v dodate
né produkci. To zname-

ná, �e orma efektivn� vyu�mvá své zdroje a odm�ny pro tyto zdroje jsou pĘim�Ęené
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jejich pĘmnosu k výrob� (Sickles & Zelenyuk, 2019).

1.1.1 Meznm produkt

Meznm produkt vyjadĘuje zm�nu výstupu (produkce) pĘi mmrné zm�n� vstupu, zatmm-

co vaechny ostatnm vstupy jsou udr�ovány konstantnm. Jinými slovy, meznm produkt

ukazuje, jak se produkce zvýam nebo snm�m, kdy� se pĘidá dalam jednotkový vstup.

Matematicky je meznm produkt deonován jako prvnm derivace produk
nm funkce (")

podle jednotlivých vstupo. Pro jednotlivé vstupy práce (L), kapitálu (K), surovin

(R) a technologie (T) by meznm produkty byly (Mukherjee et al., 2003):

meznm produkt práce (MPL) =
"Q

"L
, (1.1)

meznm produkt kapitálu (MPK) =
"Q

"K
, (1.2)

meznm produkt surovin (MPR) =
"Q

"R
, (1.3)

meznm produkt technologie (MPT ) =
"Q

"T
(1.4)

1.1.2 Meznm mmra technické substituce (MRTS)

Klesajmcm sm�rnice izokvanty je dána substitucm vstupo, tedy mo�nostmi ormy sni�o-

vat objem jednoho vstupu a zvyaovat mno�stvm druhého vstupu, ani� by se zm�nila

velikost výstupu. Mmra nahrazovánm t�chto vstupo se nazývá meznm mmra technické

substituce a vyjadĘuje mmru, ve které orma mo�e nahrazovat kapitál pracm, ani� by se

zm�nila velikost výstupu. Efektivnost daného vstupu závism na pou�mvaném mno�stvm

obou vstupo (Kelton, 2023).

Matematický výpo
et se mo�e znázornit následovn�:

MRTS =
−∆K

∆L
=

MPL

MPK

(1.5)

kde: ∆K... zm�na mno�stvm kapitálu,

∆L ... zm�na mno�stvm práce,

MPL ... meznm produkt práce,
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MPK ... meznm produkt kapitálu (Kelton, 2023).

Substituce má ovaem své hranice. V mmst�, kde izokvanty dosáhnou zcela vodorov-

né pozice, nenm ji� mo�né dále substituovat kapitál pracm a meznm mmra technické

substituce je rovna nule. V opa
ném pĘmpad�, kdy izokvanta je ve svislé pozici, nenm

mo�né dále zmenaovat zapojenm práce a meznm mmra technické substituce je rovna ne-

kone
nu, proto�e dalam snm�enm práce by vy�adovalo nekone
n� velké zvýaenm objemu

kapitálu pro zachovánm stejného objemu výroby (Kelton, 2023).

Existujm situace, kdy majm kĘivky izokvant jiný tvar. V nepĘmlia obvyklém pĘmpad�, kdy

jsou práce a kapitál dokonalými substituty a je tedy jedno, který z nich se ve výrob�

pou�ije, jsou izokvanty zobrazeny jako pĘmmky se zápornou sm�rnicm. V opa
ném,

ovaem daleko 
ast�jamm pĘmpad�, jsou práce a kapitál dokonalými komplementy, tedy

ka�dá jednotka práce musm být vybavena konstantnmm objemem kapitálu, a izokvanty

zde majm tvar pmsmene L (Kelton, 2023).

1.1.3 Marginálnm mmra substituce (MRS)

Marginálnm mmra substituce (MRS) je pojem v ekonomii, který ozna
uje mno�stvm

jednoho zbo�m, které je mo�né nahradit jiným. MRS se pou�mvá v teorii indiference

k analýze spotĘebitelského chovánm. Kdy� je n�kdo lhostejný k nahrazovánm jednoho

zbo�m za druhé, jeho marginálnm u�itek z nahrazenm je nulový, proto�e z obchodu

nezmskává ani neztrácm �ádnou spokojenost (Hayes, 2023).

Marginálnm mmra substituce (MRS) vyjadĘuje ochotu spotĘebitele nahradit jedno

zbo�m za druhé, pokud je nové zbo�m stejn� uspokojivé. MRS je omezená tmm, �e

zohled¶uje pouze dv� polo�ky. Nebere v úvahu, jak se mohou dodate
né jednotky

podmlet na rozných preferencmch spotĘeby (Hayes, 2023).

Vzorec pro marginálnm mmru substituce (MRS) je:

|MRSxy| =
dx

dy
=

MUy

MUx

(1.6)

kde: x, y ... dv� rozná zbo�m
dx
dy

... derivace x podle y
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MU ... marginálnm u�itek zbo�m x, y

MRS a indiferen
nm kĘivka

Sklon indiferen
nm kĘivky je klm
ový pro analýzu marginálnm mmry substituce. MRS

je sklon indiferen
nm kĘivky v libovolném bod� na kĘivce. Sklon bude 
asto odlianý,

jakmile se hodnota pohybuje podél indiferen
nm kĘivky (Hayes, 2023).

V�taina indiferen
nmch kĘivek je obvykle konvexnm, proto�e 
mm vmce je konzumo-

váno jedno zbo�m, tmm mén� je spotĘebováváno druhé. Indiferen
nm kĘivky mohou

být pĘmmé linie, pokud je sklon konstantnm, co� znamená, �e indiferen
nm kĘivka je

reprezentována sestupn� se sva�ujmcm pĘmmou linim (Hayes, 2023).

Pokud je marginálnm mmra substituce rostoucm, indiferen
nm kĘivka bude konvexnm

k po
átku souĘadnic. To je 
asto neobvyklé, proto�e to znamená, �e spotĘebitel

by konzumoval vmce X za zvýaenou spotĘebu Y (a naopak). Obvykle je marginálnm

substituce klesajmcm, co� znamená, �e spotĘebitel volm substituci mmsto jiného zbo�m,

ne� aby sou
asn� spotĘeboval vmce (Hayes, 2023)

1.1.4 Marginálnm mmra transformace (MRT)

Marginálnm mmra transformace (MRT) je po
et jednotek nebo mno�stvm statku, které

musm být ob�továno k vytvoĘenm nebo zmskánm jedné jednotky jiného statku. Je to

po
et jednotek statku Y, které budou ob�továny k výrob� dalam jednotky statku X

pĘi zachovánm konstantnmch faktoro produkce a technologie (Hargrave, 2020).

Marginálnm mmra substituce se zam�Ęuje na poptávku, zatmmco MRT se zam�Ęuje na

nabmdku. Vzorec a výpo
et marginálnm mmry transformace (MRT):

MRT =
MCy

MCx

(1.7)

kde: MCx ... zm�na celkových náklado potĘebných k výrob� dalam jednotky X

MCy = zm�na celkových náklado potĘebných k výrob� dalam jednotky Y

Marginálnm mmra transformace je spojena s hranicm produk
nmch mo�nostm, která zob-

razuje výstupnm potenciál pro dva statky pomocm stejných zdrojo (Hargrave, 2020).

MRT je absolutnm hodnota sklonu hranice mo�nostm produkce. Pro ka�dý bod na

11



hranici, která je zobrazena jako zakĘivená 
ára, existuje odlianá marginálnm mmra

transformace. Tato mmra je zalo�ena na ekonomice výroby obou statko (Hargrave,

2020).

V�tam výroba jednoho statku znamená menam výrobu statku jiného, proto�e zdroje

jsou efektivn� alokovány na bodech na hranici mo�nostm produkce. Jinými slovy,

zdroje pou�ité k výrob� jednoho statku jsou pĘesm�rovány z jiných statko, co� zna-

mená, �e mén� jiných statko bude vytvoĘeno (Hargrave, 2020).

Marginálnm mmra substituce (MRS) je spojena s marginálnm mmrou transformace. Za-

tmmco MRS se zam�Ęuje na poptávkovou stranu spotĘebitele, MRT se zabývá výrobnm

stranou. 
asto se tyto dva koncepty prolmnajm a vzájemn� ovliv¶ujm (Hargrave, 2020).

Následujmcm obrázek zobrazuje osy MRT a MRS a bod, kde se rovnajm.

Obrázek 1: Graf zobrazenm MRS + MRS

Zdroj: (Core, 2021)

1.1.5 Elasticita substituce

Elasticita substituce vyjadĘuje, o kolik procent se zm�nm pom�r podmlu práce a kapi-

tálu, pokud se meznm mmra technické substituce zm�nm o 1 procento. Vysoká elasticita

substituce nazna
uje, �e ormy jsou schopny rychle a snadno nahrazovat jeden vstup
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za druhý, co� mo�e vést k rozným tvarom produk
nmch funkcm.

Vzorec elasticity substituce:

s =
∆
(

K
L

)

∆MRTS
·
MRTS

K
L

(1.8)

kde: ∆ ... malá zm�na hodnoty,

MRTS ... meznm mmra technické substituce,

K ... kapitál,

L ... práce (Mas-Colell, 1995).

1.1.6 Izokvantová analýza

Jedná se o graocké znázorn�nm produk
nm funkce v dlouhém obdobm, která zohled¶uje

substituce vstupo a výnosy z rozsahu. Jde o funkci dvou prom�nných, dvou vstu-

po, nej
ast�ji práce a kapitálu, které mohou mmt pouze speciocký výstup. Grafem

je prostorová plocha zobrazujmcm maximálnm mo�né vyrobené mno�stvm výstupu pĘi

rozných kombinacmch t�chto dvou vstupo. Prommtnutmm takové plochy do základny

vzniká ji� zmmn�ná izokvantová mapa (Kelton, 2023).

Izokvanty jsou kĘivky, které zobrazujm vaechny kombinace práce a kapitálu vedoucm

k výrob� stejného mno�stvm výstupu. V map� izokvant jsou izokvanty uspoĘádané

tak, �e vzdálen�jam izokvanta znamená vyaam úrove¶ výstupu. Izokvanty se neprotm-

najm. Kdyby k tomu doalo, znamenalo by to, �e by stejná kombinace vstupo vyráb�la

vmce ne� jednu úrove¶ výstupu, 
mm� by byl poruaen pĘedpoklad, �e orma vyu�mvá

vstupy efektivn�. Dále jsou klesajmcm a konvexnm sm�rem k po
átku. Izokvanty jsou

fakticky vrstevnicemi produk
nmho kopce a tvoĘm kru�nice. Z t�chto kru�nic je ale

relevantnm pouze levá spodnm 
tvrtina, neboe ostatnm 
tvrtiny pĘedstavujm vyu�itm vmce

zdrojo k výrob� stejného mno�stvm (Kelton, 2023).

1.1.7 Izokosty

Snahou ormy je vyrobit daný objem výstupu s minimálnmmi náklady vzhledem k pro-

duk
nm funkci. PĘmmka obsahujmcm vaechny kombinace práce a kapitálu, které mohou
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být poĘmzeny za dané celkové náklady, se nazývá pĘmmka stejných náklado neboli

izokosta. Sm�rnice izokosty závism na pom�ru cen vstupo (Varian, 1992).

Firma bude tedy minimalizovat své náklady tehdy, jestli�e meznm produkt z jedné

koruny vynalo�ené na nákup vstupo bude u vaech pou�mvaných vstupo stejný. Gra-

ocky je optimum mo�né znázornit tam, kde je izokosta te
nou izokvanty, tedy jejich

sm�rnice jsou shodné (Varian, 1992).

Firma se pĘitom mo�e rozhodovat, zda chce maximalizovat výstup pĘi daných nákla-

dech nebo zda chce minimalizovat náklady pro daný výstup. Spojenmm bodo optima

pro vaechny úrovn� výstupu je mo�né zmskat soubor bodo vyjadĘujmcmch tu nejlepam

kombinaci práce a kapitálu pro daný objem výroby, které tvoĘm kĘivku rostoucmho

výstupu (Varian, 1992).

1.1.8 Výnosy z rozsahu

Vztah mezi zm�nami vstupo a zm�nou výstupu vyjadĘujm výnosy z rozsahu. Kdy�

se vynásobm oba vstupy v produk
nm funkci konstantou t, pak jestli�e se výstup zvýam

také t krát, mluvm se o konstantnmch výnosech z rozsahu (Den Hartigh & Langerak,

2001).

Pokud zvýaenm objemu obou vstupo o t procent vyvolá zm�nu výstupu o vmce ne�

t procent, potom se hovoĘm o rostoucmch výnosech z rozsahu. V opa
ném pĘmpad�,

kdy zvýaenm objemu obou vstupo o t procent vyvolá zm�nu výstupu ni�am ne� o t

procent, se jedná o klesajmcm výnosy z rozsahu (Den Hartigh & Langerak, 2001).

Typ výnoso z rozsahu je potom dán dle exponentu k, pĘi
em� k = 1 znamená

konstantnm, k > 1 rostoucm a k < 1 klesajmcm výnosy z rozsahu. Typ výnoso se prommtá

do vzdálenosti izokvant (Den Hartigh & Langerak, 2001).

1.1.9 Produk
nm sady (produk
nm funkce s vmce výstupy)

Produk
nm sady jsou deonovány dostupnými zdroji, technologim a omezenmmi ormy.

Zatmm co produk
nm funkce znázor¶ujm vaechny mo�né kombinace vstupo, které jsou

pou�ity k výrob� ur
ité, deonované úrovn� výstupu, produk
nm sady zobrazujm vaech-
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ny mo�né kombinace vstupo, které mohou být pou�ity k výrob� vaech rozných úrovnm

výstupu. To nám umo�¶uje vid�t, co orma mo�e potenciáln� produkovat za daných

podmmnek. Celkov� lze produk
nm sadu chápat jako mapu existujmcmch výrobnmch mo�-

nostm, kterou orma mo�e vyu�mt. Tato sada deonuje hranice toho, co je technicky

a zdrojov� mo�né (Varian, 1992).

Základnm vlastnosti produk
nm sady jsou následovné. Obsahuje kone
ný po
et mo�-

ných kombinacm vstupo. Kombinace jsou deonovány základnmmi omezenmmi zdrojo

a technologim.

Zahrnuje pouze ty kombinace vstupo, které jsou technicky proveditelné s dostupnými

zdroji a technologim. To znamená, �e výstupy lze skute
n� dosáhnout (Mas-Colell,

1995).

Produk
nm sada je separovatelná na vstupy a výstupy, pokud je ka�dé pole bu�

nezáporné ve vaech prvcmch, nebo záporné ve vaech prvcmch. To obvykle platm pro

jednotlivé podniky, ale napĘmklad ne pro národnm ekonomiku (Mas-Colell, 1995).

Nenm mo�né vytvoĘit n�co z ni
eho. Matematicky nenm ve výrobnm sad� �ádný vektor

s alespo¶ jednmm kladným prvkem a �ádnými zápornými prvky (Mas-Colell, 1995).

Nulový vektor patĘm také do produk
nm sady. Jinými slovy, je mo�né nic nevyprodu-

kovat ani nic spotĘebovat. Tato vlastnost tém�Ę nikdy neplatm, proto�e zdroje budou

potĘebné bu� k zastavenm podniku nebo k jeho udr�enm v klidu (Mas-Colell, 1995).

Produk
nm sada mo�e být konvexnm, konkávnm, lineárnm 
i jinak zakĘivená. To zna-

mená, �e mmra substituce mezi vstupy se mo�e m�nit v závislosti na jejich pom�ru.

N�které faktory mohou být snadno nahrazeny jinými, zatmmco jiné mohou být ná-

kladn�jam na substituci(Mas-Colell, 1995).

Produk
nm proces je nezvratný. Je nemo�né z n�jakého výstupu zmskat zp�t vaechny

vstupy, které byly pou�ity k jeho vytvoĘenm (Mas-Colell, 1995).

Pokud je mo�né dosáhnout ur
itého výstupu v rámci produk
nm sady, pak je i pro-

veditelné dosáhnout výstupu, který je menam se stejnými vstupy. Zárove¶ je mo�né

naopak dosáhnout stejného výstupu za pou�itm vmce vstupo (Mas-Colell, 1995).
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1.2 Agregátnm produk
nm funkce

Agregátnm produk
nm funkce popisuje, jak celkový reálný hrubý domácm produkt (re-

álné HDP) v ekonomice závism na dostupných vstupech. Celkový výstup závism na

následujmcmch faktorech:

" fyzický kapitál, za který lze pova�ovat stroje, výrobnm zaĘmzenm a dalam prvky

pou�mvané ve výrob�,

" práce, která se po
mtá v sou
tu odpracovaných hodin v ekonomice,

" lidský kapitál, který lze deonovat jako dovednosti a vzd�lánm,

" základnm v�decké znalosti a plány popisujmcm dostupné výrobnm procesy,

" sociálnm infrastruktura neboli podnikatelské, právnm a kulturnm prostĘedm,

" mno�stvm pĘmrodnmch zdrojo dostupných v ekonomice.

Vstupy, které nejsou pracm, fyzickým ani lidským kapitálem, se spojujm dohromady

a nazývajm se technologim (Cooper & John, 2012).

Agregátnm produk
nm funkce má n�kolik klm
ových vlastnostm. PĘedevamm výstup roste

s nárostem fyzického kapitálu, práce a pĘmrodnmch zdrojo. Marginálnm produkty vaech

zmmn�ných vstupo jsou proto kladné. Dalam charakteristickou vlastnostm je klesajmcm

marginálnm produkt. Nárost výstupu se postupn� sni�uje s pĘidánmm dalam jednotky

tohoto vstupu do výrobnmho procesu (Cooper & John, 2012).

Zvýaenm výstupu mo�e také pocházet z nárostu lidského kapitálu, znalostm a sociálnm

infrastruktury. Na rozdml od kapitálu a práce se nepĘedpokládá, �e existujm klesajmcm

výnosy z lidského kapitálu a technologie. Jednmm dovodem je to, �e nenm pĘirozený

nebo zĘejmý zposob m�Ęenm lidského kapitálu, znalostm ani sociálnm infrastruktury,

jaké existujm pro m�Ęenm práce a kapitálu. Zde se toti� pou�mvajm hodiny práce a vyu�itm

kapitálu (Cooper & John, 2012).

16



1.3 Vývoj produk
nmch funkcm

Prvnm zmmnky o produk
nm funkci pocházm ji� z poloviny 19. stoletm, kde doalo k jejm

prvnm algebraické formulaci. K jejmmu rozmachu doalo ale a� mezi roky 1950 a� 1970,

kdy se stala velmi diskutovaným tématem. Samotný vývoj je potĘeba rozd�lit na

dv� kategorie, a to vývoj produk
nm funkce s jednmm výstupem a vývoj produk
nm

funkce s vmce výstupy (Humphrey, 1997).

1.3.1 Produk
nm funkce s jednmm výstupem

V roce 1928 Paul Douglas a Charles W. Cobb sestavili spole
n� ji� zmmn�nou Cobb-

-Douglas produk
nm funkci. S nápadem pĘiael Paul Douglas, který se sna�il kvanti-

okovat, jak výroba reaguje na zm�ny v práci a kapitálu. Pou�il na to data o vstu-

pu práce a kapitálu za obdobm 188981922. Nicmén� základnm myalenku kvantiokace

vztahu mezi vstupy a výstupy je mo�né nalézt ji� dĘmve u Ęady ekonomo. NapĘmklad

Turgot zmi¶uje ve své práci z roku 1767 vliv variabilnmch vstupo na výstupu. Mezi

dalam je mo�né jmenovat ekonomy jako Malthus a Johann von Thünen (Humphrey,

1997; Schumpeter, 1954).

Johann von Thünen formuloval prvnm konkrétnm matematický model exponenciálnm

produk
nm funkce v roce 1840. Funkce vypadala takto: p = h · qn, kde p je výstup

na pracovnmka, q je kapitál na pracovnmka a h je úrodnost pody a n efektivita práce.

Produk
nm funkce vznikla ve spojitosti se zem�d�lskou produkcm. Pokud se funkce

vynásobm ĎLď jako�to pracm, najde se ve funkci ukrytá ji� známá Cobb-Douglasova

produk
nm funkce (Blaug, 1985).

(Mishra, 2007) ve své práci zdoraz¶uje, �e funkce má své nedostatky, a to pĘedevamm

�e práce sama o sob� nemo�e produkovat nic. Proto byla funkce upravena do tvaru

p = h(L + C)nLn−1. Rovnici postavil na myalence, �e práce sama o sob� n�co pro-

dukuje i tehdy, kdy� nenm vybavena �ádným kapitálem. Modernm ekonomové vaak

s touto myalenkou nesouhlasm a nikdy nepostavili funkci, ve které by práce sama

o sob� n�co produkovala.

Cobb-Douglasova produk
nm funkce nebyla následn� Ęadu let m�n�na. Pouze v roce
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1961 doalo k jejmmu rozamĘenm na 
em� se podmleli ekonomové Arrow, Chenery, Minhas

a Solow. Doalo k rozamĘenm o nekvaliokovanou pracovnm smlu a parametr nekvaliokova-

né pracovnm smly. Funkce vypadala následovn�: Q = A ·Kα ·HA ·Lβ. Mezitmm ovaem

docházm také k rozvoji Leontiefovi produk
nm funkce dmky pracmm ekonomo Jevonse,

Mengera a Leona Walrase (Bruno, 1962).

Arrow také vymyslel produk
nm funkci CES. Produk
nm funkce CES pĘináam pru�nost

do konceptu produk
nmch funkcm. To znamená, �e elasticita substituce mezi vstupy se

mo�e m�nit v závislosti na ekonomickém prostĘedm. CES funkce se stává univerzálnm,

zahrnuje napĘmklad i formy jako je Cobb-Douglas, Leontief a lineárnm funkce. Tyto

specializované pĘmpady ukazujm rozné reakce výroby na zm�ny ve vstupnmch faktorech

(Bruno, 1962).

PĘesto se ukázalo, �e formulovánm CES funkcm s vmce ne� dv�ma vstupy je obtm�né,

co� bylo zdorazn�no tzv. teorémy nemo�nosti Uzawy a McFaddena, které vycházm

z vlastnostm produk
nmch funkcm a zdoraz¶ujm, �e nelze dosáhnout efektivnm aloka-

ce zdrojo a jednozna
ného zobrazenm produk
nm funkce sou
asn�. S ka�dým dalamm

vstupem toti� vzniká nová elasticita. Tento aspekt omezil jejich praktickou aplikaci

ve slo�it�jamch ekonomických modelech (Bruno, 1962).

V roce 1963 proto ekonom Mukerji zobecnil CES pro konstantnm pom�ry elasticit

substituce. Ekonom Bruno následn� navrhl zobecn�nm funkce, které ale umo�¶uje

prom�nlivou elasticitu substituce. O to se pokouaeli také ekonomové Lu a Fletcher

a Ryuzo Sato a Hofman, Brown a Cani, Nerlove, Ringstad. Po n�m Kazuo Sato

zobecnil produk
nm funkci CES tak, aby do nm mohli být zahrnuty vmce ne� dva

vstupy. Satov matematický model vypadal následovn�:Q = A
[
3n

i=1 ³iX
−ρ
i

]

−1/ρ
,

Kde Q je výstup, A je skalárnm faktor, Xi jsou vstupy, ³i jsou jejich váhy a Ã je

parametr elasticity substituce (Blaug, 1985).

Zellner a Revankar v roce 1969 pĘiali na zposob výpo
tu produk
nm funkce, která

nejenom umo�nuje elasticitu substituce, ale pĘedevamm i prom�nlivé výnosy z rozsahu

s velikostm výstupu. Do te� vaechny funkce pĘedpokládali nereálné stejné výnosy

z rozsahu na vaech úrovnmch výstupu. V roce 1971 pĘedstavil funkci prom�nlivé

elasticity substituce (VES) (Zellner & Revankar, 1969).
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Následn� ekonomové jako Diewert, Griliches, Ringstad, Berndt a Christensen pĘed-

stavili dalam generalizace produk
nmch funkcm v podob� translog a generalizovaných

lineárnmch funkcm. Tyto modely se pokouaejm lépe zachytit slo�itost reálných ekono-

mických vztaho, co� ale s sebou pĘináam výzvy v podob� obtm�nosti odhadu parametro

(Diewert, 1971).

Kadiyala následn� pĘinesl vmceú
elovou produk
nm funkci, která m�la tvar: Q =

A (
/n

i=1 X
αi

i ).Tato funkce umo�¶ovala kombinovat rozné vstupyXi s jejich vlastnmmi

elastickými vahami ³i, co� poskytovalo nexibilitu v modelovánm rozných produktiv-

nmch proceso. PĘesto�e byla tato funkce významná pro rozamĘenm mo�nostm modelová-

nm, nedostala se do airamho pov�domm ekonomického prostĘedm. Kmenta a McCarthy se

následn� zabývali mo�nou nejednozna
nostm aproximace produk
nmch funkcm pomocm

Taylorovy Ęady. To nazna
uje, �e odhady parametro na základ� reálných dat mo-

hou být výsledkem kompromisu mezi roznými modely, a tedy nemusm jednozna
n�

odpovmdat ur
ité produk
nm funkci (Mishra, 2007).

V roce 1989 Rolf Färe a Thomas Mitchell provedli modiokaci produk
nm funkce

McCarthyho, 
mm� vytvoĘili produk
nm funkci nazývanou McCarthy-Färe-Mitchell

(MFM). Tato funkce má osm speciálnmch pĘmpado, co� umo�¶uje lépe modelovat

rozné situace v ekonomii. Estimace MFM produk
nm funkce je náro
ná, zejména

kvoli mo�nosti nulových parametro v n�kterých speciálnmch pĘmpadech. Tato mo�nost

nulových parametro mo�e zkreslit výsledek výpo
tu. Rovnice vypadá následnov�:

Q = A ·
(

3n

i=1 ³iX
βi

i

)A

, kde Q je výstup (produkce), A je parametr akálovánm,

Xi jsou vstupnm faktory, ³i jsou koeocienty pĘmsp�vko vstupo k výstupu, ³i jsou

elastické parametry substituce mezi vstupy, A je celková elasticita substituce mezi

vstupy (Mishra, 2007).

V 70. letech byl tém�Ę dokon
en proces generalizace dvou klm
ových produk
nmch

funkcm: Cobb-Douglasovy a CES. PĘedpokládá se, �e meznm mmra substituce mezi

libovolnými dv�ma faktory produkce souvism pouze s relativnmmi cenami faktoro a je

nezávislá na technickém pokroku nebo úrovni výstupu, takzvan� technologický po-

krok je Hicks-neutrálnm. To znamená, �e zm�ny v technologii neovliv¶ujm relativnm

substitu
nm vztahy mezi faktory výroby. Technologická zm�na mo�e být bu� Hicks-

-neutrálnm, tedy �e pom�r mezi meznmmi produkty kapitálu a práce zostává stejný,
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nebo mo�e být Harrod-neutrálnm (ovliv¶uje jen práci) nebo Solow-neutrálnm (ovliv-

¶uje jen kapitál) (Sato, 1975).

Ryuzo Sato v roce 1975 rozamĘil koncept meznm mmry substituce tmm, �e zahrnul vliv

technologického pokroku na ceny faktoro. Empirická data ukázala, �e pom�r cen

faktoro se mo�e m�nit i pĘi konstantnmm vstupnmm pom�ru. Tmmto zposobem by-

lo mo�né lépe modelovat reálné ekonomické vztahy a zachytit variabilitu cenových

pom�ro v rozných situacmch. Sato pĘedstavil takzvanou tĘmdu CES funkcm, která zahr-

novala rozné typy vstupo a umo�nila lépe analyzovat zm�ny ve vstupnmch faktorech.

Dmky této tĘmd� funkcm bylo mo�né rozkládat zm�ny v produkci na slo�ky zposobené

zm�nami v substituci faktoro a zm�nami v pĘmjmech. Funkce vypadala následovn�:

Q = A
[
3n

i=1 ³iX
−ρ
i

]

−1/ρ
, kde Q je výstup, A je parametr akálovánm, Xi jsou vstup-

nm faktory, ³i jsou koeocienty pĘmsp�vko vstupo k výstupu, Ã je koeocient elasticity

substituce (Sato, 1975).

Energetická krize zposobená válkami v 70: letech zdoraznila význam energie v eko-

nomickém smyslu. EkonometĘi za
ali zahrnovat energii a materiály jako vstupy do

produk
nmch funkcm vedle tradi
nmch faktoro jako práce nebo kapitál (Mishra, 2007).

V 80. letech pĘiali Kümmel a jeho spolupracovnmci s inovativnmm lineárn� exponenci-

álnmm modelem známým jako LINEX. Tato funkce zohled¶uje vliv energie na výrobu

a zárove¶ renektuje lineárnm a exponenciálnm vztahy mezi faktory výroby. To umo�-

nilo lépe modelovat reálné vztahy mezi energim, kapitálem a pracm a zárove¶ zachytit

jejich vzájemnou závislost. Model vypadal následovn�: U = α
β
(1 − e−βx) + Ax, kde

U je u�itek spotĘebitele, x je mno�stvm konzumovaného statku, ³, ³ a A jsou pa-

rametry modelu, které ovliv¶ujm tvar kĘivky preference (Lindenberger & Kummel,

2002).

Hollis Chenery byl prvnmm ekonomem, který ukázal, jak in�enýrské informace mohou

zlepait empirická studia produkce. Tmm, �e propojoval teoretické a empirické analýzy,

bylo mo�né lépe porozum�t ekonomickým procesom a pĘinést realisti
t�jam pohled

na produk
nm vztahy (Lindenberger & Kummel, 2002).

V roce 2003 pĘiael Lindenberger s rozamĘenmm LINEX funkce na tzv. Đservice producti-

on functionsĐ. Tyto funkce krom� pracovnmho faktoru také zohled¶ovaly závislost na
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práci. Tmmto zposobem bylo mo�né modelovat situace, kde práce hraje klm
ovou roli

a ovliv¶uje výstupy. Funkce se liam v závislosti na konkrétnmch speciokacmch práce.

Obecn� lze funkci zapsat takto: Q = A·Kα ·Lβ ·WA, kde Q je výstup, K je kapitálový

faktor, L je pracovnm faktor, W je faktor zohled¶ujmcm dalam vlivy (napĘ. technologie,

organizace práce), A je skalárnm faktor, ³, ³,A jsou parametry, které ovliv¶ujm vztah

mezi vstupy a výstupy (Lindenberger & Kummel, 2002).

1.3.2 Produk
nm funkce s vmce výstupy

V pĘedchozm kapitole byl rozebmrán koncept, ve kterém byl v�dy pouze jeden výstup.

Nynm bude rozebrána situace, kdy docházm k vmce výstupom nebo docházm ke sdmlené

produkci. Obecn� se tento problém pojm pĘedevamm se zem�d�lskou nebo enviromen-

tálnm ekonomikou.

Mishra (2007) zmi¶uje, �e klm
ovou otázkou týkajmcm se spole
né výrobnm funkce je

jejm deonice a existence. Zatmmco v pĘedchozm kapitole byla výrobnm funkce deono-

vána jako maximálnm výstup zmskaný z daného vstupnmho vektoru, pro technologii

s vmce výstupy neexistoval jednoduchý maximálnm výstup, co� komplikovalo deonici

a prokázánm existence funkce výroby s vmce výstupy.

V roce 1977 provedli Al-Ayat a Färe analýzu nezbytných podmmnek pro existenci

spole
né produk
nm funkce. Bylo dokázáno, �e spole
ná produk
nm funkce existuje

pouze tehdy, pokud docházm ke vzájemnému zvyaovánm hodnoty vstupu i hodnoty

výstupu v odpovmdajmcmm stejném sm�ru (Färe, 1986).

Färe v roce 1986 pĘedstavil tĘi alternativnm zposoby, jak produk
nm funkci s vmce

výstupy deonovat. Prvnm zposob je zalo�en na konceptu izokvantové spole
né pro-

duk
nm funkce, která ur
uje, �e pro daný pár vstupnmch a výstupnmch vektoro musm

patĘit vstupnm vektor a výstupnm vektor do izokvanty odpovmdajmcmho vstupnmm, re-

spektive výstupnmm vztahom. Druhý pĘmstup tvrdm, �e efektivnm spole
ná produk
nm

funkce charakterizuje takové vstupnm a výstupnm vektory, které jsou zárove¶ efektiv-

nm z hlediska vstupo i výstupo. TĘetm koncept spole
né produkce spo
mvá ve vztahu

slab� efektivnmch vstupnmch vektoro a slab� efektivnmch výstupnmch vektoro (Färe,

1986).
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Klm
ovým zjiat�nmm Färeho je, �e spole
ná výrobnm funkce existuje, pokud jsou spl-

n�ny ur
ité podmmnky týkajmcm se disjunktnosti mno�in vstupo a výstupo. Tyto pod-

mmnky zajiaeujm nezáporné vstupy a výstupy. Také dokázal, �e za ur
itých podmmnek

jsou vaechny tĘi deonice spole
né produk
nm funkce ekvivalentnm (Färe, 1986).

Po
átky ekonometrické analýzy spojených produk
nmch funkcm se ovaem datujm do

roku 1932, kde Stackelberg publikoval produk
nm funkce s vmce výstupy ve své práci.

Poté na práci navázal Klein roku 1947. Funkce m�la základnm tvar: Q1 = f1(L,K).

Následn� se studie rozd�lili do 
tyĘ hlavnmch kategorim. Modely formulujmcm proces-

nm analýzu, formulujmcm slo�ené implicitnm makro funkce, formulujmcm slo�ené makro

funkce a formulujmcm systémy sou
asných rovnic(Mishra, 2007).

Analýza procesu

PĘmstup se zam�Ęuje na mikroproduk
nm funkce jednotlivých produkto a jejich ná-

sledné agregovánm do makroproduk
nm funkce. To mo�e vy�adovat rozsáhlou databá-

zi a Ęeaenm rozsáhlých programovacmch modelo. PĘmkladem je práce Manneho v roce

1958, který model zveĘejnil ve své práci. Nicmén� metoda nemusm být ú
inná pro

nelineárnm produk
nm funkce (Blaug, 1985).

Slo�ené implicitnm makro funkce

Tento pĘmstup spo
mvá v transformaci vstupnmch a výstupnmch vektoro pomocm impli-

citnm funkce, která mo�e být nelineárnm. Zposob byl pou�it napĘmklad v práci Mundla-

ka v roce 1964. Q = F (K,L,X1, X2, ..., Xn), kde F je implicitnm funkce popisujmcm

vztah mezi vstupy a výstupem (Blaug, 1985).

Slo�ené makro funkce

Tato funkce spo
mvá v transformaci vstupnmch a výstupnmch vektoro na slo�ené vá�ené

lineárnm agregátnm vektory, které maximalizujm korelaci mezi nimi. Nicmén� tento

postup mo�e být problematický, pokud jsou produk
nm funkce pĘirozen� nelineárnm.

Touto problematikou se zabýval Vinod v roce 1968 (Blaug, 1985).

Analýza sou
asných rovnic

Technika formuluje a odhaduje systém nelineárnmch sou
asných rovnic pro vmce vý-

stupo. Ocen�nm parametro mo�e být provedeno pomocm nelineárnm metody dvoustup-
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¶ové nebo tĘmstup¶ové metody nejmenamch 
tverco. Just v roce 1983 pou�il analýzu

pro odhad vmcenásobných produk
nmch funkcm v zem�d�lstvm (Blaug, 1985).

1.3.3 Agregátnm produk
nm funkce

Agregátnm produk
nm funkce jsou nejvmce turbulentnm oblastm výzkumu. Doposud byl

popisován vztah mezi vstupy a výstupy na úrovni ormy. Nynm bude produk
nm funkce

identiokována na úrovni odv�tvm, sektoru nebo celé ekonomiky. Odv�tvm je slo�eno

z mnoha orem, pĘi
em� ka�dá vyrábm podobné produkty, vyu�mvá vlastnm vstupy

s vlastnmmi náklady a má vlastnm dopady na trh. Dalamm rozdmlem je, �e orma mo�e

být cenovým pĘmjemcem na trhu faktoro, zatmmco odv�tvm mo�e být tvorcem cen.

Funkce je proto zmskána agregacm vstupo a výstupo z jednotlivých orem. Nabmzm se

tedy otázka, zda agregovaná produk
nm funkce skute
n� reprezentuje technologický

vztah mezi vstupy a výstupy v�tainy orem, nebo zda spmae reprezentuje ideálnm ormu,

která nemusm existovat v reálném sv�t� (Mishra, 2007).

Ji� od doby Adama Smithe se ekonomové soustĘedili na dokázánm, �e autonomnm

Ęmzenm spole
nosti na základ� kapitalistických principo je nejlepamm, stabilnmm a nej-

�ivotaschopn�jamm pĘmstupem k Ęmzenm spole
nosti. Karl Marx následn� zpochybnil

ú
innost systému v tom, �e nezajiaeuje pouze spravedlnost, ale také nekone
nou ex-

panzi. Následn� bylo potĘeba vymyslet silné argumenty, které by obhájili legitimitu

kapitalistického systému. Práv� agregovaná produk
nm funkce je jeden z t�chto argu-

mento. O rozvoj se zaslou�il pĘedevamm Alfred Marshall a Knut Wicksell. Obecn� lze

funkci deonovat následovn�: Y = F (K,L, . . . ), Y je celkový výstup nebo produk-

ce, K, L, 4jsou vstupy do produk
nmho procesu (napĘmklad kapitál, práce, suroviny)

(Humphrey, 1997).

V obdobm po Velké hospodáĘské krizi a� do konce druhé sv�tové války se ekonomové

zabývali mo�nostmi rostu bez prudkých výkyvo. K tomuto se ukázalo jako dobré

Ęeaenm koncepce agregované produk
nm funkce. Dmky rozvoji lineárnmho programovánm

jako metody optimalizace se tato výzkumná oblast rychle posouvala kupĘedu. Velký

pĘmnos m�l Koopmans v oblasti analýzy 
innosti, Leontief s analýzou vstupo a výstu-

po, agregovaná lineárnm výrobnm funkce od Georgescu-Roegena v roce 1951. Funkce
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vypadá následovn�: Y = A + BK + CL, kde Y je celkový výstup, A je konstanta

ozna
ujmcm nezávislou produkci, K je mno�stvm vstupu kapitálu (napĘ. stroje, vybave-

nm), L je mno�stvm vstupu práce (napĘ. po
et zam�stnanco), B a C jsou parametry,

které ur
ujm, jak moc ka�dý vstup pĘispmvá k celkové produkci (Georgescu-Roegen,

1971).

V 50. letech nebylo na funkci nahlm�eno kladn�. Kontroverze za
ala zejména ohled-

n� m�Ęenm kapitálu, ve které se Piero Srafa, Luigi Pasinetti, Pierangelo Garegnani,

Joan Robinson a dalam zastávali názor, �e by se nem�la pou�mvat agregovaná vý-

robnm funkce, proto�e je nemo�né pĘedstavit si abstraktnm mno�stvm kapitálu, které

by bylo nezávislé na úrovni úroko a mezd. Paul Samuelson, Robert Solow, Frank

Hahn a Christopher Bliss a dalam naopak hájili pou�itm agregované výrobnm funkce

k vysv�tlenm relativnmch podmlo faktoro. Dalamm problémem byla substituce faktoro

(Srafa, 1960).

Tyto spory trvaly a� do poloviny 70. let. Dmky této kontroverzi byl odhalen nedo-

statek agregovaných výrobnmch funkcm, zejména funkce Cobb-Douglas. Tém�Ę jedno-

zna
n� prokázala, �e tyto funkce postrádajm ekonomické aspekty a jejich vlastnosti

vycházejm pouze z matematických operacm. Solow v roce 1957 a Samuelson v roce 1962

provedli Ęadu empirických výzkumo, aby dokázali funk
nost agregované produk
nm

funkce, bohu�el ani jeden z výzkumo nenm mo�né aplikovat univerzáln� v reálném

sv�t� (Solow, 1963).

Kapitálová kontroverze, která za
ala kritikou pou�mvánm agregované výrobnm funkce

k vysv�tlovánm relativnmch podmlo faktoro, m�la katastrofálnm dopad na neoklasic-

kou ekonomii. V dosledku t�chto sporo existuje skupina ekonomo, kteĘm opustili

neoklasickou ekonomii ve prosp�ch zdokonalenm klasické ekonomie, jako�to jediné

pravdivé. Byly ovlivn�né i n�které základnm ekonomické teorie, v
etn� mezinárodnm

teorie obchodu, teorie technického pokroku, teorie danm a ekonomické teorie �ivot-

nmho prostĘedm. Doposud nebyl pĘedstaven soubor teoretických nástrojo, který by

vyĘeail problém neoklasické ekonomie (Lavoie, 2000).
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1.4 VyjádĘenm a typy produk
nmch funkcm

Vstupy do produk
nm funkce se nazývajm výrobnmmi faktory. Výrobnm faktory mohou

pĘedstavovat primárnm faktory, kterými jsou poda, práce a kapitál. Primárnm faktory

jsou hlavnm sou
ástm výrobnmho procesu, ale samy o sob� nejsou ve výrob� transfor-

movány, jsou pouze kombinovány, aby dosáhly po�adovaného výstupu. Produk
nm

funkce nenm úplným modelem výrobnmho procesu. Zám�rn� nezohled¶uje inherent-

nm aspekty fyzických výrobnmch proceso. Dole�ité je brát v úvahu i ostatnm aspekty

výrobnmho procesu, napĘmklad úrove¶ technologim a znalostm, které mo�ou produk
nm

funkci zna
n� ovlivnit (Varian, 1992).

Mezi nej
ast�jam a nejznám�jam produk
nm funkce je mo�né jmenovat nm�e zmmn�né.

1.4.1 Lineárnm produk
nm funkce

Lineárnm produk
nm funkce je jednoduchý ekonomický model, který pĘedpokládá, �e

výstup (produkce) je pĘmmo úm�rný pouze jednomu vstupu. Tato funkce se 
asto

pou�mvá v ekonomických analýzách a modelech, zejména pro jednoduché pĘmpady,

kdy existuje jediný vstup a lineárnm vztah mezi vstupem a výstupem. Má nekone
-

nou elasticitu substituce. Faktory produkce jsou proto pln� substituovatelné mezi

sebou. V lineárnm produk
nm funkci mo�e být jeden vstup zcela nahrazen jiným bez

jakýchkoli dopado na výstup (Rehal, 2023).

Matematicky mo�e být lineárnm produk
nm funkce vyjádĘena následovn�:

Q = f(K,L) = a ·K + b · L (1.9)

Kde: Q ... je produkce (výstup),

L ... vstup (mno�stvm práce),

K ... vstup (mno�stvm kapitálu),

a ... koeocient ú
innosti, který reprezentuje zm�nu produkce na

jednotkovou zm�nu vstupu,

b ... konstanta, která pĘedstavuje produkci, která by existovala, i kdyby
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nebyl pou�it �ádný vstup (tj. základnm produkce nezávislá na vstupu).

Lineárnm produk
nm funkce pĘedpokládá, �e meznm produkt je konstantnm, co� zna-

mená, �e ka�dá dalam jednotka vstupu pĘidává stejný pĘmdavek k výstupu. Je tedy

snadné pochopit, �e lineárnm produk
nm funkce má stoupajmcm lineárnm charakter (Re-

hal, 2023).

1.4.2 Cobb-Douglasova produk
nm funkce

Jedná se o pravd�podobn� nejznám�jam produk
nm funkci v ekonomii. Jde o homo-

gennm funkci, kterou lze pou�mt pro modelovánm konstantnmch, rostoucmch a klesajmcmch

výnoso z rozsahu a lze ji rozamĘit o dalam vstupy nebo výrobnm faktory (Rehal, 2023).

Matematické vyjádĘenm lze zobrazit následovn�:

Q = f(K,L) = A ·Kα · Lβ (1.10)

kde: Q ... produkce (výstup),

A ... prom�nná, která reprezentuje celkovou produktivitu a technologický

pokrok,

L ... mno�stvm práce (pracovnm smly),

K ... mno�stvm kapitálu,

³ a ³ ... konstanty, které ur
ujm, jak se vstupy kombinujm k vytvoĘenm

výstupu.

Charakter výnoso z rozsahu je závislý na hodnotách Ď³ď a Ď³ď. Pokud ³ + ³ =

1, jedná se o konstantnm výnosy z rozsahu, jestli�e ³ + ³ > 1, jedná se o rostoucm

výnosy z rozsahu a opa
n� pokud ³ + ³ < 1, pojde o klesajmcm výnosy z rozsahu

(Rehal, 2023).

Tento model také renektuje substitu
nm efekt mezi pracovnm silou a kapitálem, co�

znamená, �e pokud je jeden z t�chto vstupo dra�am nebo obtm�n�ji dostupný, orma

mo�e reagovat tmm, �e bude vmce vyu�mvat druhý vstup (Rehal, 2023).
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I pĘes tyto dole�ité vlastnosti, dmky kterým je Cobb-Douglasova produk
nm funkce

velice oblmbená, skýtá i dole�itou nevýhodu a to elasticitu substituce, která se rovná

jedné. Tento jev je ve skute
nosti nereálný, a proto se pou�mvajm 
asto jiné produk
nm

funkce (Rehal, 2023).

1.4.3 Produk
nm funkce konstantnm elasticity substituce (CES)

Hlavnm výhodou této funkce je, jak ji� název napovmdá, konstantnm elasticita sub-

stituce. Je proto mnohem vmce nexibilnm ne� pĘedealá produk
nm funkce. Mo�e se

pou�mt pro modelovánm konstantnmch, klesajmcmch i rostoucmch výnoso z rozsahu. Zále-

�m na stupni homogenity funkce. Pokud stupe¶ homogenity se rovná jedné, jedná se

o konstantnm výnosy z rozsahu, pokud stupe¶ homogenity je v�tam ne� jedna, jedná

se o rostoucm, pokud menam ne� jedna, jedná se o klesajmcm výnosy z rozsahu (Rehal,

2023).

CES produk
nm funkce umo�¶uje zachytit jak substituci, tak i komplementaritu mezi

vstupy v závislosti na hodnot� parametru ³. Tmmto zposobem doká�e modelovat airam

akálu ekonomických situacm ne� jiné produk
nm funkce (Rehal, 2023).

Matematický zápis rovnice vypadá následovn�:

Q = A
[

(³K)−δ + (1− ³)L−δ
]

−
θ
δ

(1.11)

kde: Q ... produkce (výstup),

A ... konstanta, která reprezentuje celkovou produktivitu a technologický

pokrok,

L ... mno�stvm práce (pracovnm smly),

K ... mno�stvm kapitálu,

» ... stupe¶ homogenity,

· ... substitu
nm parametr,

³ ... distribu
nm parametr (úhel elasticity substituce).
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Elasticitu substituce je mo�né zapsat následovn�:

Ã =
1

1 + ·
(1.12)

1.4.4 Leontiefova produk
nm funkce

PĘedpokladem funkce je, �e výstup lze vyrobit pouze s pou�itmm pevných podmlo

vstupo. Jednu jednotku výstupu je mo�né vyrobit pou�itmm pouze ur
itého mno�-

stvm práce a kapitálu. Neexistuje �ádná nexibilita ve zm�n� mno�stvm vstupo. Tyto

pĘedpoklady fungujm pouze pro speciocké pĘmpady, kdy je pevn� stanoveno mno�stvm

vstupo. NapĘmklad pĘi výrob� pe
iva, kdy je pĘesn� známo, kolik mouky na výrobu

je potĘeba. Zobrazuje pouze konstantnm výnosy z rozsahu. Výstup se zvýam stejným

pom�rem, jako nárost vstupo (Rehal, 2023).

Funkce má substitu
nm elasticitu rovnu nule, co� znamená, �e faktory vstupu jsou

pevn� propojené a nelze je substituovat.

Funkce se zapmae následovn�:

Q = min(³L, ³K) (1.13)

kde: Q ... produkce (výstup),

L ... mno�stvm práce (pracovnm smly),

K ... mno�stvm kapitálu,

³ a ³ ... pevné pom�ry práce a kapitálu potĘebné k výrob� jednotky

výstupu.

1.4.5 Produk
nm funkce s prom�nlivou elasticitou substituce

(VES)

V pĘedealých produk
nmch funkcmch byla elasticita substituce rovna jedné nebo kon-

stantnm. V této funkci se elasticita substituce mezi dv�ma vstupy mo�e m�nit v zá-

vislosti na mno�stvm t�chto vstupo, na technologii a jiných faktorech. NapĘmklad
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v ur
itém mno�stvm vstupo mo�e být elasticita substituce mezi pracm a kapitálem

jiná ne� v jiném mno�stvm.

Jde o homogennm funkci, kde je mo�né pozorovat op�t vaechny druhy výnoso z roz-

sahu a je mo�né zobrazit prom�nnou elasticitu substituce (Rehal, 2023).

Matematický zápis rovnice je mo�né zapsat následovn�:

Q = AKα(1−δρ) [L+ (Ã− 1)K]αδρ (1.14)

kde: Q ... produkce (výstup),

A ... konstanta, která reprezentuje celkovou produktivitu a technologický po-

krok,

K ... mno�stvm kapitálu,

L ... mno�stvm práce,

³ ... výnosy z rozsahu,

Ã ... parametr elasticity substituce,

· ... parametr elasticity substituce mezi kapitálem a pracm. Elasticitu substituce

je umo�n�no zapsat následovn�:

Ã = 1 +
Ã− 1

1− ·Ã
·
K

L
(1.15)

1.4.6 Translogová produk
nm funkce (Translog)

Jedná se o velmi nexibilnm produk
nm funkci, kterou lze pou�mt k modelovánm prom�n-

né elasticity substituce a je mo�né ji pou�mt pro vaechny typy výnoso z rozsahu.

Funkce mo�e být snadno rozamĘena tak, aby zahrnovala libovolný po
et vstupo. Je

ovaem homogennm pouze za ur
itých podmmnek (Rehal, 2023).

Translog funkce se zapmae následovn�:

lnQ = ln ³0 +
n

3

i=1

³i lnXi +
1

2

n
3

i=1

n
3

j=1

³ij lnXi lnXj (1.16)

kde: Q ... výstup,
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K ... po
et vstupo,

³k ... elasticita vstupo.

Pokud má funkce dva rozdmlné vstupy, je mo�né rovnici napsat následovn� (Rehal,

2023).

lnQ = ln ³0+ ln ³1 lnX1+ ln ³2 lnX2+
1

2
³3(lnX1)

2+
1

2
³4(lnX2)

2+
1

2
³5(lnX1 lnX2)

(1.17)

kde: ³1 ... vstupnm elasticita kapitálu,

³2 ...vstupnm elasticita práce,

³3 ... zobrazuje druhotné efekty kapitálu,

³4 ... zobrazuje druhotné efekty práce,

³5 ... zobrazuje spole
né posobenm kapitálu a práce.

Produk
nm funkce translog se mo�e redukovat na Cobb-Douglasovu produk
nm funkci,

pokud jsou druhé derivace vo
i logaritmu vstupo nulové, co� odpovmdá pĘmpadu, kdy

jsou výsledné hodnoty derivacm symetrické. Taková situace znamená, �e substitu
nm

efekty jsou konstantnm a nem�nm se s úrovnm vstupo, co� odpovmdá charakteru Cobb-

-Douglasovy funkce. Matematicky Ęe
eno:

³3 = ³4 = ³5 = 0 (1.18)

Následn� se funkce pĘevede do tvaru:

lnQ = ln ³0 + ln ³1 lnX1 + ln ³2 lnX2 (1.19)

Rovnice odpovmdá charakteru Cobb-Douglasovi produk
nm funkce.

1.4.7 PĘevody funkcm

Funkce je mo�né mezi sebou za ur
itých podmmnek vzájemn� pĘevád�t. N�které pĘe-

vody se ovaem nepou�mvajm 
asto, proto�e v praci nemajm velký smysl kvoli rozdmlnosti
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samozných funkcm. NapĘmklad kvoli rozdmlné elasticit� substituce. Jsou zde proto de-

onovány pouze nej
ast�jam pĘevody.

Cobb-Douglasova produk
nm funkce na VES funkci

PĘi tomto pĘevodu je nutné zajistit, aby elasticita substituce nebyla konstantnm, ale

aby m�la rozné hodnoty v závislosti na úrovni vstupo. PĘevod na VES funkci je

prakticky stejný, akorát se nakonec pou�ije deonice pro VES funkci (Hardy et al.,

1952).

Logaritmická forma:

ln(Q) = ln(A) + ³ ln(K) + (1− ³) ln(L) (1.20)

Derivace logaritmo:

" ln(Q)

" ln(K)
= ³ (1.21)

" ln(Q)

" ln(L)
= 1− ³ (1.22)

Deonice funkce:

Q = AKα(1−δρ) [L+ (Ã− 1)K]αδρ (1.23)

PĘevod lineárnm produk
nm funkce na Cobb-Douglas funkci

Lineárnm produk
nm funkce má tvar:

Q = a+ bK + cL (1.24)

Cobb-Douglasova produk
nm funkce má tvar:

Q = A ·Kα · Lβ (1.25)
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PĘi pĘevodu z lineárnm produk
nm funkce na Cobb-Douglasovu funkci platm tyto pra-

vidla, dmky kterým je mo�né rovnice mezi sebou bez úprav pĘevád�t (Hardy et al.,

1952):

A = ea (1.26)

³ = b (1.27)

³ = c (1.28)

PĘevod CES funkce na Cobb-Douglas funkci

CES funkce je deonována takto:

Y =
(

³
1

α (AKK)
σ−1

σ + (1− ³)
1

α (ANN)
σ−1

σ

)
σ

σ−1

(1.29)

kde: Ã ... je elasticita substituce

Pro pĘevod je hlavnm podmmnka, �e Ã = 1.

Pro zjednoduaenm výpo
to bude deonováno Ã = 1
σ−1

⇒ Ã = 1
1+ρ

:

Y =
(

³1+ρ(AKK)−ρ + (1− ³)1+ρ(ANN)−ρ
)

−
1

ρ (1.30)

PĘmpad Ã = 1 je tedy stejný jako Ã = 0. Bude provedena limita pĘi Ã → 0 (Moll,

2023):

Y = exp
(

lim
ρ→0

1

Ã
ln(³1+ρ(AKK)−ρ + (1− ³)1+ρ(ANN)−ρ

)

(1.31)

Limita dává 0
0
. Pou�ije se tedy LĒHopitalovo pravidlo:

Y = exp
(

lim
ρ→∞

³1+ρ ln(³)(AKK)−ρ − ³1+ρ(AKK)−ρ ln(AKK)

³1+ρ(AKK)−ρ + (1− ³)1+ρ(ANN)−ρ

)

+
(1− ³)1+ρ ln(1− ³)(ANN)−ρ − (1− ³)1+ρ(ANN)−ρ ln(ANN)

³1+ρ(AKK)−ρ + (1− ³)1+ρ(ANN)−ρ

(1.32)
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Po dosazenm a úprav� rovnice je mo�né dostat (Moll, 2023):

Y = exp
(

−
³ ln(³)− ³ ln(AKK) + (1− ³) ln(1− ³)− (1− ³) ln(ANN)

³ + (1− ³)

)

=

(

AKK

³

)α (
ANN

1− ³

)1−α (1.33)

PĘevod Leontiefovi produk
nm funkce na Cobb-Douglas funkci

Pro tento pĘevod je nutné splnit podmmnku, �e Ã = 0

Bude pou�ita alternativnm reprezentace CES jako funkce Ã a pou�ita limita, kdy Ã

³ �:

Y = exp
(

lim
ρ→∞

−
1

Ã
ln
(

³1+ρ(AKK)−ρ + 1− ³1+ρ(ANN)−ρ
)

)

(1.34)

Tentokrát pĘi limit� Ã³�, je mo�né zmskat ∞

∞
. Proto op�t dojde k pou�itm LĒHopitalovo

pravidla:

Y = exp
(

lim
ρ→∞

³1+ρ ln(³)(AKK)−ρ − ³1+ρ(AKK)−ρ ln(AKK)

³1+ρ(AKK)−ρ + (1− ³)1+ρ(ANN)−ρ

)

+
(1− ³)1+ρ ln(1− ³)(ANN)−ρ − (1− ³)1+ρ(ANN)−ρ ln(ANN)

³1+ρ(AKK)−ρ + (1− ³)1+ρ(ANN)−ρ

(1.35)

Neche x = min
{

AKK
α

, ANN
1−α

}

, »K = AKK
αx

a »N = ANN
(1−α)x

. Bude pou�it pĘedchozm výraz

a rozd�lm se 
itatel a jmenovatel pomocm x−ρ. Zjednoduaenm vede k (Moll, 2023):

Y = exp
(

lim
ρ→∞

³ ln(³)»−ρ
K − ³ ln(AKK)»−ρ

K + (1− ³) ln(1− ³)»−ρ
N − (1− ³) ln(ANN)»−ρ

N

³»
−ρ
N + (1− ³)»−ρ

N

)

(1.36)

Pou�itmm deonic x, »K a »N máme 1 = min{»K , »N}. Proto nastane bu� »K = 1 ⇔

x = AKK
α

nebo »N = 1 ⇔ x = ANN
1−α

, proto�e jedna z hodnot »K nebo »N musm být

menam. Z toho také plyne, �e »i ≥ 1, ∀i = {K,N}, proto�e jedna z hodnot »K nebo

»N musm být menam. Z toho plyne:

lim
ρ→∞

»
−ρ
i =

ù

ü

ú

ü

û

1 pokud »i = 1

0 pokud »i > 1

(1.37)
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Pou�itm tohoto výsledku na limitu:

Y =

ù

ü

ú

ü

û

exp
(

−α ln(α)−α ln(AKK)
α

)

pokud »K = 1

exp
(

− (1−α) ln(1−α)−(1−α) ln(ANN)
1−α

)

pokud »N = 1

(1.38)

=

ù

ü

ú

ü

û

AKK
α

pokud x = AKK
α

ANN
α

pokud x = ANN
α

(1.39)

= x = min
{

AKK

³
,
ANN

1− ³

}

(1.40)

(Moll, 2023).

1.5 Krátké a dlouhé obdobm

V krátkém obdobm nenm mo�né zm�nit nebo upravit vaechny vstupy najedou. V�dy

docházm ke zm�n� pouze 
ásti vstupo, napĘmklad zvýaenm mno�stvm zam�stnané práce.

N�které vstupy jsou proto prom�nlivé, zatmm co jiné jsou krátkodob� oxnm. Obecn�

je práce pova�ována za variabilnm faktor a kapitál za oxnm faktor v krátkém obdobm

(Rehal, 2023).

Tato funkce typicky vykazuje klesajmcm meznm výnosy, co� znamená, �e zatmm co se

variabilnm vstup zvyauje a oxnm vstup zostává konstantnm, meznm produkt variabilnmho

vstupu nakonec klesá. Dodate
ný výstup produkovaný ka�dou dalam jednotkou pro-

m�nného vstupu za
ne po ur
itém bod� klesat, nakonec se stane i záporným (Rehal,

2023).

V dlouhém obdobm jsou vaechny vstupy variabilnm. Proto je mo�né v dlouhodobém

horizontu rozamĘit rozsah výroby navýaenmm kapitálu. Je zde snaha o maximalizaci

výstupo, které lze vyrobit pomocm libovolné kombinace vstupo s ohledem na stav

technologie (Rehal, 2023).

Z tohoto dovodu dlouhodobá produk
nm funkce mo�e zobrazit klesajmcm, konstantnm

nebo i rostoucm výnosy z rozsahu. To znamená, �e pokud se vaechny vstupy zvyaujm

úm�rn�, výstup se zvyauje o menam, stejný, nebo i v�tam pom�r. Dmky tomu mo�e orma
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vyu�mvat úspory z rozsahu. Úspor z rozsahu je mo�né dosáhnout ni�ammi výrobnmmi

náklady a vyaam efektivitou (Rehal, 2023).

1.6 Rozdmly mezi krátkodobou a dlouhodobou pro-

duk
nm funkcm

Hlavnmm rozdmlem je pĘedevamm fakt, �e krátkodobá produk
nm funkce bere v úvahu

obdobm, kdy je alespo¶ jeden vstup pevný, oxnm a nelze jej upravovat. V dlouhodobé

produk
nm funkci jsou vaechny vstupy variabilnm a lze je voln� m�nit (Surbhi, 2017).

Dalamm rozdmlem jsou v krátkém obdobm klesajmcm meznm výnosy, kde ka�dý dodate
ný

výstup produkovaný dalam jednotkou prom�nné vstupu klesá. V dlouhodobém obdobm

je mo�né pozorovat klesajmcm, rostoucm i konstantnm výnosy z rozsahu (Surbhi, 2017).

Krátkodobé funkce se zam�Ęujm na maximalizaci výkonu v aktuálnmm obdobm pĘi sou-


asné úrovni technologim, vybavenm a zaĘmzenm. Dlouhodobá funkce umo�¶uje ormám

plánovat budoucnost a provád�t dlouhodobé investice do nových vybavenm a zaĘmzenm

(Surbhi, 2017).

35



2 Nedostatky produk
nmch funkcm

2.1 Kontroverze kolem kapitálu

Kontroverze o kapitálu v Cambridgi odkazuje na debatu, která za
ala v 50. letech

a pokra
ovala a� do 70. let. Jádrem debaty je m�Ęenm kapitálových statko zposobem,

který je v souladu s po�adavky neoklasické ekonomické teorie. Debata zahrnovala

ekonomy jako Piero Srafa, Joan Robinson, Piero Garegnani a Luigi Pasinetti na

univerzit� v Cambridgi v Anglii a Paula Samuelsona a Roberta Solowa na Massa-

chusettském technologickém institutu (Samuelson, 1966).

Debata Ęeaila základnm pĘedpoklady teorim hodnot, distribuce a rostu, z nich� ka�dý

závism na agregátnm výrobnm funkci, kde jsou vstupy nebo výrobnm faktory kapitál

a práce agregovány n�jakým zposobem pĘed ur
enmm mmry zisku (úroku) a mzdy.

Podle neoklasické teorie je cena ka�dého faktoru výroby ur
ena jeho marginálnmm

pĘmsp�vkem k výrob�, navmc existuje substituovatelnost mezi faktory výroby, kte-

rá vede ke klesajmcmm výnosom. V dosledku toho je mmra zisku (nebo úrok) cenou

kapitálu, jako taková odrá�m relativnm vzácnost kapitálu, konkrétn� Ęe
eno relativ-

nm nadbytek kapitálu v kombinaci se zákonem klesajmcmch výnoso faktoru výroby

(který znamená, �e v�tam pou�itm vstupu bude znamenat ni�am marginálnm produkt

za stejných podmmnek) povede k nmzké mmĘe zisku (úroku). Opak platm v pĘmpad�

relativnmho nedostatku kapitálu. Kapitálový pĘmjem by pĘedstavoval produkt mmry

zisku krát mno�stvm kapitálu, které je vyu�mváno (Solow, 1963).

Piero Srafa upozornil, �e existuje charakteristický problém m�Ęenm pĘi aplikaci neo-

klasického modelu hodnoty a distribuce pĘmjmo, proto�e odhad mmry zisku vy�aduje

pĘedchozm m�Ęenm kapitálu. Problém spo
mvá v tom, �e kapitál na rozdml od práce ne-

bo pody, které lze redukovat na homogennm jednotky vyjádĘené ve svých vlastnmch

jednotkách (napĘmklad hodin práce se stejnou dovednostm a intenzitou nebo pody se

stejnou úrodnostm), je souborem roznorod� vyráb�ných statko, které musm být s
mtá-

ny tak, aby umo�nily volbu technik minimalizujmcmch náklady. Z rozných alternativ

si neoklasická teorie vybmrá m�Ęenm kapitálových statko ve form� hodnoty (sou
in fy-
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zických jednotek krát jejich odpovmdajmcm ceny.) Joan Robinson a Piero Sraf tvrdili,

�e hodnotové m�Ęenm kapitálu vy�aduje pĘedchozm znalost rovnová�ných cen, která

zase vy�aduje rovnová�nou mmru zisku, kterou nelze zmskat, pokud se nemo�e zjistit

hodnota kapitálu (Srafa, 1960).

Paul Samuelson pĘedstavil model zalo�ený na odvá�ném pĘedpokladu, �e kapitálová

intenzita je stejná ve vaech sektorech, co� je ekvivalentem tvrzenm, �e existuje sv�t

s jedinou komoditou. V takové ekonomice, kdy� se m�nm distribuce pĘmjmo, následná

revalorizace kapitálu vede k výsledkom, které jsou naprosto v souladu s po�adav-

ky neoklasické teorie. Samuelson odvodil pĘmmku pĘedstavujmcm hranici mezi mzdou

a mmrou zisku (zrcadlové zachycenm konvexnmch izokvantových kĘivek), pĘi
em� ka�dá

z nich pĘedstavuje volbu techniky minimalizujmcm náklady, co� vedlo k dobĘe chovajmcm

se poptávce po kapitálu (Samuelson, 1966).

Samuelsonov pĘedpoklad byl kvoli nedostate
né realisti
nosti napaden ekonomy

z univerzity z Cambridge, kteĘm ukázali, �e jakmile je pĘedpoklad rozné kapitálo-

vé intenzity mezi odv�tvmmi, neoklasické výsledky nemusm nutn� platit. Myalenka

spo
mvá v tom, �e jak se m�nm relativnm ceny, revalorizace kapitálu mo�e jmt jakým-

koli sm�rem a je mo�né, �e odv�tvm, které je kapitálov� náro
né v jedné distribuci

pĘmjmo, se v jiné stane pracovn� náro
ným. V dosledku toho ji� neplatm Samuelso-

novi pĘmmky mezi mzdou a mmrou zisku. V pĘmtomnosti mnoha kapitálových statko

a rozných kapitálových intenzit v promyslových odv�tvmch nastává situace, �e hra-

nice mezi mzdou a mmrou zisku nejsou lineárnm a mohou se vmcekrát pĘekĘm�it, co�

znamená, �e pro nmzkou mmru zisku lze zvolit kapitálov� náro
nou techniku. S rostem

mmry zisku mo�e být zvolena technika s ni�am kapitálovou intenzitou a pro vyaam mmru

zisku je znovu zvolena povodnm technika s vyaam kapitálovou intenzitou. Je mo�né

sledovat, �e kapitálov� náro
ná technika mo�e být zvolena jak pro nmzké, tak pro

vysoké mmry zisku, co� je v rozporu s neoklasickou teorim hodnoty a distribuce pĘm-

jmo. Za t�chto okolnostm je nemo�né ur
it rozumnou poptávku po kapitálu, a tak je

celá neoklasická konstrukce zpochyb¶ována (Solow, 1963).

Kritika kapitálové teorie neovliv¶uje klasickou teorii hodnoty a distribuce, proto�e

klasická teorie nepĘedpokládá, �e relativnm ceny faktoro výroby odrá�ejm relativnm

vzácnost, navmc tato teorie pĘedpokládá jednu z distribu
nmch prom�nných, obvykle
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reálnou mzdu, jako údaj, který ve spojenm s danou technologim a úrovnm výroby ur-


uje relativnm rovnová�né ceny spolu s rovnová�nou mmrou zisku. Navmc vyhodnocenm

roznorodých kapitálových statko lze dosáhnout v pojmech hodnot práce, proto by

mohl vzniknout problém konzistence, proto�e prom�nné odhadnuté v pojmech hod-

not práce budou odliané od t�ch, které jsou odhadovány v pojmech rovnová�ných

cen. To je vaak pĘedevamm otázka empirická a empirický výzkum ukázal, �e oba typy

cen jsou blmzko sebe a prom�nné odhadované hodnotami práce nebo rovnová�nými

cenami jsou pĘibli�n� rovny sob� (Shaikh & Tonak, 1994).

Nová generace ekonomo kapitálovou kontroverzi bu� odmmtá, nebo o nm vobec nevm.

V dosledku toho neoklasický výzkum pou�mvá agregátnm výrobnm funkce, kde se ka-

pitál stále pou�mvá spolu s pracm pĘi ur
ovánm výstupu a marginálnm produkty t�chto

vstupo jsou odhadovány za pĘedpokladu substituovatelnosti mezi faktory výroby,

jako by kapitálová kontroverze nikdy neprobmhala. Ke konci dvacátého stoletm by-

ly podniknuty nové pokusy modernmmi klasickými ekonomy o obnovenm klasického

pĘmstupu (Cohen & Harcourt, 2003).

Kapitálová kontroverze obnovila zájem o Marxovu ekonomii, pĘisp�la k zalo�enm neo-

-Ricardské nebo Sraûanské ekonomie a inspirovala vývoj post-keynesiánské ekono-

mie. Byla to práv� Srafova kritika neoklasické teorie ormy a jeho kritika neoklasické

teorie hodnoty, která výrazn� ovlivnila Keynesovu Vaeobecnou teorii zam�stnanosti,

úroku a pen�z (1936) (Cohen & Harcourt, 2003; Gechert et al., 2019).

2.2 Slabá a silná udr�itelnost

Georgescu-Roegenov model toku onan
nmho fondu

Georgescu-Roegenov model ekonomiky vzeael z jeho nespokojenosti s neoklasickou

teorim výroby a také dle jeho názoru neuspokojivým modelem ekonomiky zalo�eným

na vstupu a výstupu, vyvinutým Wassilym Leontiefem. Georgescu-Roegen si uv�-

domil, �e výrobu nelze dostate
n� popsat pouze fyzickými zásobami a vybavenmm,

jako�to materiály, stroji a dalammi prvky potĘebnými k výrob� zbo�m a k poskytovánm

slu�eb nebo pouze toky vstupo a výstupo. Tyto dva koncepty spojil a pĘidal nový

koncept Ďfonduď (Ayres, 1978; Daly, 1991; Faber & Proops, 1998).
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V jeho modelu toku onan
nmho fondu výroby je faktorem fondu bu� pracovnm smla, or-

ná poda nebo um�lý kapitál, který poskytuje u�ite
nou slu�bu v libovolném okam�i-

ku. ĐFaktor zásobĐ ozna
uje materiálnm nebo energetický vstup, který je k dispozici

pro libovolné pou�itm, zatmmco Đfaktor tokuĐ je zásoba, která se postupn� spotĘe-

bovává v prob�hu 
asu. Faktory fondu pĘedstavujm aktéry v ekonomickém procesu,

kteĘm ovliv¶ujm nebo s nimi pracujm faktory toku. Na rozdml od faktoro zásoby, fondo-

vý faktor nelze libovoln� vyu�mvat, proto�e jeho mmra vyu�itm závism na speciockých

fyzikálnmch vlastnostech fondu. NapĘmklad pracovnm smla a orná poda mohou 
elit ri-

ziku nadm�rného vyu�itm a vy
erpánm, pokud jim nenm poskytována adekvátnm pé
e

(Daly, 1991; Faber & Manstetten, 2013; Faber & Proops, 1998; Gowdy, 2005).

PĘmrodnm zdroje procházejm ekonomikou a kon
m jako odpad a zne
iat�nm. Na rozdml od

neoklasické teorie výroby Georgescu-Roegen identiokuje pĘmrodu jako výhradnm pri-

márnm zdroj vaech výrobnmch faktoro. Podle prvnmho zákona termodynamiky hmota

a energie nejsou v ekonomice vytváĘeny ani ni
eny (zásada zachovánm). Podle druhé-

ho zákona termodynamiky (zákona entropie) se v ekonomice veakerá hmota a energie

transformujm ze stavo dostupných pro lidské ú
ely do stavo nedostupných pro lidské

ú
ely (zásada degradace). Tato transformace pĘedstavuje jednosm�rný a nevratný

proces. Dosledkem toho cenné pĘmrodnm zdroje jsou zmskávány vstupem do ekono-

miky, zdroje procházejm ekonomikou, jsou transformovány a vyráb�ny do produkce,

bezcenný odpad a zne
iat�nm se nakonec hromadm na výstupu. Lidstvo existuje v sym-

biÂze s pĘmrodou, zejména s respektem k nm, a zbytky své 
innosti navracm zp�t do

pĘmrody. Tmmto zposobem se postupn� zvyauje entropie celého systému spojujmcmho

pĘmrodu a ekonomiku. PĘmtomnost toko pĘmrodnmch zdrojo v Georgescu-Roegenov�

modelu výroby odliauje tento model od modelo jak keynesiánské makroekonomie,

tak od neoklasické ekonomie, stejn� jako od klasické ekonomie. Pouze v ekologic-

ké ekonomii jsou toky pĘmrodnmch zdrojo pozitivn� uznávány jako platný teoretický

základ pro ekonomické modelovánm a analýzu (Georgescu-Roegen, 1999).

Od 80. let 20. stoletm pracuje mnoho ekonomo na modelu toku onan
nmho fondu

Georgescu-Roegenova. V roce 1992 pĘedstavil Mario Morroni vývoj modelu toku

onan
nmho fondu pro aplikovanou analýzu. Tento model byl pou�it v n�kterých pĘm-

padových studimch týkajmcmch se textilnmho promyslu, elektronických zaĘmzenm pro tele-
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komunika
nm promysl, obuvnmho promyslu a od�vnmho promyslu (Daly, 1991; Faber

& Manstetten, 2013; Faber & Proops, 1998; Gowdy, 2005).

Krom� kritiky neoklasické produkce z dovodu reprezentace ekonomiky jako mecha-

nického, uzavĘeného systému, který nebere v potaz vy
erpánm minerálnmch zdrojo na

stran� vstupo a hromad�nm odpadu a zne
iat�nm na stran� výstupo, kritizoval Nicho-

las Georgescu-Roegen neoklasickou ekonomii jeat� z jiného dovodu (Georgescu-Ro-

egen, 1999).

Tvrdm, �e neoklasická teorie selhává, jeliko� se pĘiklánm k ignorovánm nebo, v nejlep-

amm pĘmpad�, zkreslovánm problému, jak rozd�lit vy
erpatelné minerálnm zdroje mezi

sou
asnými a budoucmmi generacemi. Georgescu-Roegen upozor¶uje, �e tr�nm me-

chanismy nabmdky a poptávky systematicky nedoká�ou uspokojiv� vyĘeait problém

mezigenera
nmho rozd�lenm, proto�e budoucm generace nejsou a nemohou být pĘmtom-

ny na dneanmm trhu. Tato anomálie tr�nmho mechanismu je popsaná jako Đekologické

selhánm trhuĐ. Robert Solow a Joseph Stiglitz, hlavnm oponenti tohoto názoru, tvrdm,

�e substituce lidského kapitálu za pĘmrodnm kapitál je mo�ná. Dmky tomu by se jaká-

koli obava o mezigenera
nm alokaci pĘmrodnmch zdrojo m�la ignorovat. Tento názor

byl pozd�ji ozna
en jako�to Ďslabá udr�itelnostď (Georgescu-Roegen, 1999; Turner,

1993).

Georgescu-Roegen následn� na tvrzenm Roberta Solowa a Josepha Stiglitze konsta-

tuje, �e neoklasickým ekonomom obvykle chybm pov�domm o dole�itém rozdmlu mezi

materiálnmmi a energetickými zdroji v ekonomickém procesu. Odkazuje se na svoj

model produkce zalo�ený na toku, který byl ji� zmmn�n výae. Georgescu-Roegen tvr-

dm, �e pouze materiálnm zdroje mohou být pĘem�n�ny na lidský kapitál. Energetické

zdroje se naopak nemohou pĘem�nit, proto�e je fyzicky nemo�né pĘem�nit energii na

hmotu, a hmota je práv� to, z 
eho se fyzicky skládá lidský kapitál. Energetické zdro-

je mohou pouze pomáhat (obvykle jako palivo nebo elektĘina) v procesu pĘem�ny

materiálnmch zdrojo na lidský kapitál. V Georgescu-Roegenov� vyjádĘenm mo�e ener-

gie mmt podobu bu� zásobnmho faktoru (minerálnm zásoby v pĘmrod�) nebo tokového

faktoru (zdroje pĘem�n�né v ekonomice), nikdy vaak faktoru fondu (lidský kapitál

v ekonomice). Proto je fyzicky nemo�né nahrazovat lidský kapitál energetickými

zdroji (Daly, 2005; Georgescu-Roegen, 1999).
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Krom� toho vaechny materiálnm zdroje nejsou pĘem�¶ovány na lidský kapitál. N�-

které materiálnm zdroje jsou pĘmmo vyráb�ny na spotĘebnm zbo�m s omezenou �ivot-

nostm. Nakonec se 
asem vaechen lidský kapitál opotĘebovává a potĘebuje nahrazenm,

ale jak starý, tak nový lidský kapitál je zpo
átku vyroben z materiálnmch zdrojo.

Obecn� platm, �e ekonomický proces je neustále vmce chaotický a myalenka, �e vae

lze v neoklasické ekonomii univerzáln� nahradit, jak tvrdm Georgescu-Roegen, nenm

akceptovatelná (Georgescu-Roegen, 1999).

Na rozdml od neoklasického postoje tvrdm Georgescu-Roegen, �e tokové faktory a fon-

dové faktory (pĘmrodnm zdroje a lidský kapitál) jsou v podstat� dopl¶kové, proto�e

oba jsou potĘeba v ekonomickém procesu pro fungujmcm ekonomiku. Jeho záv�r je tedy

takový, �e rozd�lenm vy
erpatelných minerálnmch zdrojo mezi sou
asnými a budou-

cmmi generacemi je velkým problémem, který nemo�e být uvoln�n nebo ignorován.

Tento postoj, v
etn� jeho kritiky neoklasické ekonomie, byl pozd�ji ozna
en jako

Đsilná udr�itelnostď. Avaak Georgescu-Roegen jasn� zammtal jakýkoli koncept udr-

�itelného rozvoje jako�to pouhý pokus o oklamánm veĘejnosti. Ve svých pozd�jamch

letech tento názor dokonce vehementn� odmmtal jako�to jeden z nejnebezpe
n�jamch

recepto pro lidstvo (Georgescu-Roegen, 1999).

2.3 Endogenita

Endogenita ozna
uje stav, kdy je n�jaká prom�nná ovlivn�na jinými prom�nnými

uvnitĘ daného systému. Endogennm prom�nná je taková, která je determinována

v rámci modelu, na rozdml od exogennm prom�nné, která je vn� modelu a nenm ovliv-

¶ována ostatnmmi prom�nnými v modelu (Kawaguchi, 2022).

Pro ukázku endogenity poslou�m model produk
nm funkce typu Cobb-Douglas. Ten-

to model je 
asto pou�mván jako základnm referen
nm model pro analýzy produkce.

Model zobrazuje vztah mezi výstupem (Y ), pracovnm silou (L) a kapitálem (K) ve

ormách (Kawaguchi, 2022). V tomto modelu existuje pĘedpoklad, �e výstup je funk-

cm pracovnm smly a kapitálu s ur
itými parametry, které pĘedstavujm jejich vliv na

produkci.
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Model má následujmcm podobu:

Yjt = AjtL
βl

jtK
βk

jt (2.1)

kde: Ajt ... nezjiat�ná heterogenita speciocká pro ormu j a 
asové obdobm t

³l a ³k ... parametry, které odrá�ejm elasticitu výstupu vzhledem k pracovnm smle

a kapitálu (Kawaguchi, 2022).

Endogenita je prom�nná, jejm� hodnota je odvozena z dalamch prom�nných ve stej-

ném modelu a nenm ur
ena vn�jammi faktory. V modelu ovliv¶uje vstupy i výstup.

Prom�nná ÷jt zobrazuje nezjiat�nou chybu. Takovou chybu, kterou nelze vysv�t-

lit pozorovanými vstupy. NapĘmklad mohlo být pou�ito lepamho kapitálu, mohl být

najmut pracovnmk s lepamma dovednostma. Mana�er ormy proto volm vstupy na zákla-

d� neznámých faktoro, co� zposobuje korelaci mezi chybou modelu (÷jt) a pracovnm

silou. Statickou optimalizaci pracovnm smly Ljt vzhledem k mno�stvm kapitálu Kjt

a nezjiat�né chyb� ÷jt je mo�né vyjádĘit následujmcm rovnicm:

Ljt =
[

pjtw
βl

jt exp(³0) + ÷jtK
βk

jt

]
1

1−βl (2.2)

Kde: Ljt ... mno�stvm pracovnm smly v odv�tvm j a v 
ase t.

pjt ... cena výrobku v odv�tvm j a v 
ase t.

w ... hodinová mzda pracovnm smly.

Kjt ... mno�stvm kapitálu v odv�tvm j a v 
ase t.

³l ... elasticita poptávky po práci.

³k ... elasticita poptávky po kapitálu.

³0 ... konstanta.

÷jt ... nezjiat�ná chyba nebo náhodný aum.

Tato rovnice ukazuje, �e pokud je chyba ÷jt vysoká, práce Ljt bude také vysoká,

co� mo�e zposobit, �e zvýaenm výstupu zposobené chybou ÷jt bude zachyceno, jako

kdyby bylo zposobeno zvýaenmm pracovnm smly (Kawaguchi, 2022).
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2.3.1 Selektivnm zkreslenm

Selektivnm zkreslenm vzniká v dosledku toho, �e ormy s nmzkou chybou ÷jt majm v�tam

pravd�podobnost zostat na trhu, zatmmco ty s vysokou chybou ÷jt majm tendenci

opustit trh. Existuje korelace mezi kapitálem ormy Kjt a chybou ÷jt, i kdy� volba

kapitálu sama o sob� nenm funkcm této chyby (Kawaguchi, 2022).

2.3.2 ėeaenm zkreslenm endogenity

Panelová Data

PĘedpokládá se, �e chyba ÷jt v naaem modelu produk
nm funkce se skládá z dvou 
ástm:

µj a ·jt, pĘi
em� ·jt nenm korelovaná s volbami vstupo a jejich zm�nami. Model se

mo�e napsat ve tvaru:

yjt = ³0 + ³lljt + ³kkjt + µj + ·jt (2.3)

Dmky tomu je mo�né identiokovat parametry modelu, proto�e rozdml ·jt − ·j,t−1 nenm

korelovaný s rozdmlem vstupo ljt − lj,t−1 nebo kjt − kj,t−1 (Kawaguchi, 2022).

Podmmnka Prvnmho ėádu pro Vstupy

Firma dosahuje konstantnmch výnoso z rozsahu. Potom podmmnka prvnmho Ęádu pro

vstupy Ęmká, �e zm�na v produkci ormy zposobená zm�nou vstupo se bude rov-

nat pom�rné zm�n� vstupo. Jinými slovy, orma dosáhne konstantnmho pom�ru mezi

zm�nou vstupo a zm�nou výstupu pĘi rozných úrovnmch výroby (Kawaguchi, 2022).

Instrumentálnm prom�nné

Je vycházeno z pĘedpokladu, �e volby vstupo jsou ovlivn�ny n�kterými exogennmmi

prom�nnými. Pokud tedy existujm nástroje, které ovliv¶ujm vstupy, ale jsou nezávislé

na chybách ÷jt, je mo�né pomocm metody instrumentálnmch prom�nných identiokovat

parametry (Kawaguchi, 2022).

Prvnm mo�nostm mohou být ceny vstupo. Ceny vstupo ovliv¶ujm rozhodovánm o vstu-

pech. Ceny vstupo nejsou korelovány s ÷jt, pokud je trh s faktory konkuren
nm a ÷jt

je zcela neo
ekávaným aokem pro ormu (Kawaguchi, 2022).
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Dalam mo�nostm mohou být zpo�d�né vstupy. Pokud ÷jt nemá korelaci v 
ase, zpo�-

d�né vstupy nejsou korelovány se sou
asnou ne
ekanou zm�nou. Pokud se vynalo�m

náklady na úpravu vstupo, pak je korelace mezi vstupy z minulosti a sou
asnými

vstupy (Kawaguchi, 2022).

Problémy prvnm mo�nosti Ęeaenm:

Ceny vstupo 
asto postrádajm mezioremnm variabilitu.

Mezioremnm variabilita je 
asto zposobena nepozorovanou kvalitou vstupo.

Problém Ęeaenm se zpo�d�nými vstupy:

Pokud ÷jt má korealci v 
ase, jsou vaechny zpo�d�né vstupy korelovány s chybami:

NapĘmklad pokud je ÷jt AR(1), pak ÷jt = ³÷j,t−1 + ¿j,t−1 = · · ·³l÷j,t−l + ¿j,t−1 +

· · · , ³l−1¿j,t−l pro libovolné l. ³ v modelu zna
m Koeocient autoregrese (AR), který

ur
uje, jak moc je aktuálnm chyba závislá na minulých chybách. ¿j,t−1 je minulá

chyba nebo náhodný aum v odv�tvm j a v pĘedchozmm 
ase t− 1 (Kawaguchi, 2022).

PĘmstup Olley-Pakes

Vycházm se z ekonomické teorie omezenm z knihy Olley & Pakes, 1996. Je deonováno:

÷jt = Ëjt + ·jt, kde Ëjt je pĘedpokládaný, budoucm aok a ·jt je naopak aok, který ji�

nastal a je hodnocen retrospektivn�. Vstupy jsou korelovány s Ëjt, ale nejsou s ·jt

(Kawaguchi, 2022).

Model je vyjádĘen jako:

yjt = ³0 + ³lljt + ³kkjt + Ëjt + ·jt (2.4)

PĘmstup vyu�mvá ekonomickou teorii k nalezenm vhodné náhrady pro o
ekávaný aok

Ëjt (Kawaguchi, 2022).
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3 Diagnostické nástroje

3.1 Testovánm heteroskedasticity

Heteroskedasticita je statistický termmn ozna
ujmcm nestandardnm rozptyl rezidum v re-

gresnm analýze. Jinými slovy, heteroskedasticita znamená, �e rozptyl chyb (rezidum)

v regresnmm modelu se m�nm v závislosti na hodnotách nezávislých prom�nných.

Tento jev je 
asto problematický, proto�e standardnm metody odhadu parametro

v regresnm analýze pĘedpokládajm konstantnm rozptyl rezidum (Huaek, 2009).

Testovánm bude provedeno graockým zobrazenmm rezidum proti pozorovaným hodno-

tám. Pokud je rozptyl rezidum konstantnm pĘi rozných hodnotách pozorovaných pro-

m�nných, pak bodový graf rezidum proti pozorovaným hodnotám bude mmt náhodné

rozptýlenm bodo kolem horizontálnm osy bez zjevného trendu nebo amĘenm sm�rem

k ur
ité oblasti a jedná se o homoskedasticitu (Huaek, 2009).

Pokud se rozptyl rezidum m�nm s hodnotami pozorovaných prom�nných, pak bodový

graf rezidum mo�e ukázat n�jaký vzor, jako je napĘmklad postupné zv�taovánm nebo

zmenaovánm rozptylu sm�rem k ur
itému sm�ru na grafu. To mo�e zposobit, �e pĘmm-

ka regrese bude vykazovat nerovnom�rné rozlo�enm rezidum kolem nm, co� nazna
uje

heteroskedasticitu (Huaek, 2009).

Dalam testovánm bude provedeno pomocm Breusch-Paganovo testu statistiky. Bude

vyu�ito balm
ku lmtest a funkce bptest v R. Tento test je deonován jako:

BP = n ·R2 (3.1)

kde: n ... po
et pozorovánm

R2 ... koeocient determinace z regrese rezidum kvadratické regrese na

vysv�tlujmcm prom�nné.

Nulová hypotéza testu je, �e chyby jsou homoskedastické (nezávislé na vysv�tlujm-

cmch prom�nných), zatmmco alternativnm hypotéza je, �e chyby jsou heteroskedastické

(závism na vysv�tlujmcmch prom�nných).
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Kritická hodnota pro testovánm se 
asto ur
uje pomocm chi-kvadrát rozd�lenm s k

stupni volnosti, kde k je po
et vysv�tlujmcmch prom�nných ve sledovaném modelu.

Pokud je p-hodnota testu menam ne� ur
ená hladina významnosti (napĘ. 0.05), je

zammtnuta nulová hypotéza a docházm se k záv�ru, �e rezidua jsou heteroskedastická

(Huaek, 2009).

3.2 Testovánm autokorelace rezidum

Autokorelace rezidum, také nazývaná jako sériová korelace, je statistický jev, kdy se

hodnoty rezidum regresnmho modelu korelujm s pĘedchozmmi hodnotami rezidum. Jinými

slovy, pokud existuje autokorelace rezidum, znamená to, �e chyby modelu v jednom


asovém bod� jsou korelovány s chybami v pĘedchozmch 
asových bodech (Iastat,

2021).

Autokorelace mo�e být problematická, proto�e poruauje pĘedpoklad o nekorelova-

ných rezidumch regresnmho modelu. To mo�e vést k nepĘesným odhadom parametro

modelu, nesprávným intervalom spolehlivosti a zkresleným hodnotám p-hodnot vý-

znamnosti regresnmch koeociento (Iastat, 2021).

Durbin-Watsonov test je jednmm z testo na autokorelaci rezidum. V Rku existuje

funkce durbinWatsonTest() z balm
ku lmtest. Hodnoty se pohybujm v rozmezm mezi 0

- 4 (Iastat, 2021).

Hodnota blm�e k 0 nazna
uje pozitivnm autokorelaci (sousednm rezidua jsou kladn�

korelována). Hodnota blm�e k 4 nazna
uje negativnm autokorelaci (sousednm rezidua

jsou záporn� korelována). Hodnota 2 znamená, �e neexistuje �ádná autokorelace

mezi rezidui, co� zna
m ideálnm stav. Durbin-Watson test lze zapsat následovn�:

DW =

3n

t=2(et − et−1)
2

3n

t=1 e
2
t

(3.2)

Kde: et ... rezidua v 
ase t,

n ... po
et pozorovánm,

DW ... testovacm statistika Durbin-Watson.
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3.3 Testovánm normality rezidum

Normalita rezidum znamená, �e rezidua regresnmho modelu jsou distribuována podle

normálnmho rozd�lenm. Residua jsou rozdmly mezi pozorovanými hodnotami a hodno-

tami predikovanými modelem. Pokud jsou rezidua normáln� distribuovaná, znamená

to, �e chyby modelu jsou náhodné a nejsou ovlivn�ny �ádnými systematickými chy-

bami nebo vzory. Dmky tomu je v�tam jistota, �e regresnm model popisuje data správn�

a �e odhadnuté parametry modelu jsou spolehlivé. V opa
ném pĘmpad� mo�e mo-

del zobrazovat systematické chyby nebo mo�e být model nevhodný pro zobrazenm

daných dat (Huaek, 2009).

Shapiro-Wilk test je jednmm z testo na normalitu rezidum. V Rku se pou�mvá funkce

shapiro.test(). Shapiro-Wilk test je mo�né vyjádĘit následovn�:

H0 : Rezidua pocházejm z normálnmho rozd�lenm

H1 : Rezidua nejsou z normálnmho rozd�lenm

W =

(
3n

i=1 aix(i)

)2

3n

i=1(xi − x̄)2
(3.3)

Kde: W ... statistika testu Shapiro-Wilk,

x(i) ... poĘadové statistiky,

xi ... hodnoty rezidum,

x̄ ... prom�r rezidum,

ai ... konstanty.

Pokud p-hodnota testu je vyaam ne� 0,05, nezammtá se nulová hypotéza a pĘedpokládá

se, �e rezidua jsou normáln� distribuovaná (Huaek, 2009).

3.4 Testovánm multikolinearity

Multikolinearita znamená, �e ve statistickém modelu existuje vysoká korelace mezi

dv�ma nebo vmce nezávislými prom�nnými. To znamená, �e tyto prom�nné jsou line-

árn� závislé na sob� navzájem, co� mo�e vést k problémom pĘi odhadu parametro
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modelu (Huaek, 2009).

Jako�to hlavnm dosledky multikolinearity je mo�né jmenovat nm�e zmmn�né, nev�ro-

hodné odhady parametro. Multikolinearita mo�e vést k velkým standardnmm chy-

bám odhado parametro, co� znamená, �e odhady mohou být nepĘesné a mohou vést

k chybným záv�rom o vztazmch mezi prom�nnými (Huaek, 2009).

Nadm�rná citlivost modelu. Malé zm�ny ve vstupnmch datech mohou mmt výrazný

vliv na odhady parametro, co� mo�e vést k nestabilit� modelu.

Multikolinearita mo�e znemo�nit ur
enm pĘesné pĘm
inné vztahy mezi prom�nnými,

proto�e je obtm�né odliait jejich individuálnm vlivy na vysv�tlovanou prom�nnou (Hu-

aek, 2009).

Matice korelace je tabulka, která zobrazuje mmru lineárnmho vztahu mezi páry pro-

m�nných v datasetu. Ka�dý prvek v této matici je hodnota korelace mezi dv�ma

prom�nnými. Pokud jsou dv� prom�nné siln� pozitivn� korelované, hodnota kore-

lace je blm� k 1. Pokud jsou prom�nné negativn� korelované, je hodnota blm� k -1.

Hodnota 0 znamená, �e mezi prom�nnými nenm �ádný lineárnm vztah (Huaek, 2009).

V tomto pĘmpad� bude multikolinearita testována pomocm matice korelace mezi ne-

závislými prom�nnými. PĘi této analýze je dole�ité hledat vysoké hodnoty korelace,

které mohou nazna
ovat pĘmtomnost multikolinearity. Identiokace t�chto problémo

v modelu je dole�itá pro správnou interpretaci výsledko a pĘmpadné úpravy modelu

pro zlepaenm jeho pĘesnosti a spolehlivosti. Pro vytvoĘenm matice korelace v jazyce R

bude pou�ita funkce cor() (Huaek, 2009).
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4 Modelovánm produk
nmch funkcm

V pĘedchozmch 
ástech byly popsané teoretické základy, které nynm budou vyu�ity

k praktické aplikaci zmskaných poznatko. Naamm cmlem bude modelovat produk
nm

funkce ve formách uvedených v prvnm kapitole - Cobb-Douglas produk
nm funkce,

CES produk
nm funkce, VES produk
nm funkce. Ostatnm funkce zmmn�né v prvnm

kapitole nebudou pou�ity z toho dovodu, �e tyto modely nejsou schopny zachytit

slo�itost a dynamiku produk
nmho procesu v takovém rozsahu, jaký jsou pro naae

data potĘebný.

Modely budou zobrazovat n�kolik vybraných zemm, pro které bylo mo�né najmt vaech-

na potĘebná data. Výsledkem bude zmskánm vmce tvaro agregátnmch produk
nmch funk-

cm.

Pro modelovánm produk
nmch funkcm je zvolen programovacm jazyk R. Jedná se o pro-

gramovacm jazyk a prostĘedm ur
ené pro statistickou analýzu dat a jejich graocké

zobrazenm. Jde o implementaci programovacmho jazyka S pod svobodnou licencm. Sou-


ástm diplomové práce jsou také vytvoĘené zdrojové a datové soubory. Jejich detailnm

popis se nacházm v PĘmloze A.

4.1 Pou�itá data

Prvnm podkapitola se v�nuje ekonomickým datom, která jsou nezbytná pro samot-

nou analýzu. Veakeré data byla pĘevzata ze stránek Statistického úĘadu Evropské

unie. Bylo nutné najmt pronik dat pro vaechny zem�. A
koliv se autorka sna�ila

o maximalizaci po
tu pozorovánm, byla z tohoto dovodu vybrána pouze ro
nm data

a to v obdobm od roku 2011 do roku 2021, co� dává celkem 11 pozorovánm. Tento

rozsah pĘedstavuje nejdelam 
asové obdobm, ve kterém byly známy vaechny sledované

veli
iny. Po procesu výb�ru spole
ných hodnot bylo vybráno 27 zemm, které se bu-

dou následn� zkoumat. Jedná se o: Rakousko, Belgii, Bulharsko, Chorvatsko, Kypr,


esko, Dánsko, Estonsko, Finsko, Francii, N�mecko, ėecko, Ma�arsko, Irsko, Itálii,

Lotyasko, Litvu, Lucembursko, Maltu, Nizozemsko, Polsko, Portugalsko, Rumunsko,

Slovensko, Slovinsko, apan�lsko, avédsko.
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Závislé a nezávislé prom�nné proaly procesem normalizace, konkrétn� pĘeakálová-

nmm. To znamená, �e ka�dá veli
ina byla vyd�lena jejm sm�rodatnou odchylkou. Tmm

bylo dosa�eno toho, �e nebude zále�et na jednotkách m�Ęenm jednotlivých veli
in.

Normalizace dat byla provedena také s cmlem vyjádĘit vaechny prom�nné v jednot-

ných jednotkách sm�rodatných odchylek, co� umo�¶uje pĘesn� porovnat vliv jed-

notlivých prom�nných na výstup a lépe porozum�t jejich relativnmmu pĘmnosu v pro-

duk
nmm procesu. A poslednmm dole�itým bodem je fakt, �e normalizace umo�¶uje

srovnánm produk
nmch funkcm mezi roznými státy, ani� by byla ovlivn�na jejich veli-

kostm. Tmm se zmskává lepam pĘehled o relativnm produktivit� a výkonnosti jednotlivých

ekonomik. Nynm nastává volba vhodných reprezentanto daných prom�nných (Faaa-

nek, 2010).

4.1.1 Výstup

Jako ukazatel výstupu Y byla zvolena veli
ina hrubá pĘidaná hodnota (GVA). K vý-

po
tu byla vybrána celková data (ze vaech sektoro) v jednotkách m�Ęenm na milion

euro. Jde o ekonomický ukazatel, který m�Ęm hodnotu, kterou pĘidávajm podniky

nebo odv�tvm k vstupnmm faktorom pĘi výrob� statko a slu�eb. Tento ukazatel je

zmskán ode
tenmm náklado na vstupy (mzdy, materiál, energie) od hodnoty výstupo

(výnosy ze zprostĘedkovaného prodeje statko a slu�eb). Je to dole�itý ukazatel eko-

nomické aktivity a produktivity jednotlivých promyslových odv�tvm, regiono nebo

celých ekonomik. Vybrané hodnoty jsou ji� o
iat�ny od inna
nmho vlivu (Wikipedia,

2024).

Dalam veli
ina, která pĘicházela v úvahu, byl hrubý domácm produkt, který m�Ęm celko-

vou hodnotu vaech onálnmch statko a slu�eb vyprodukovaných v rámci hranic daného

státu za ur
ité obdobm.

Pou�itm ukazatele GVAmmsto hrubého domácmho produktu má n�kolik výhod v makro-

ekonomické analýze produk
nmch funkcm. Hrubý domácm produkt zahrnuje hodnotu

vaech onálnmch statko a slu�eb vyprodukovaných v ekonomice, zatmmco GVA m�-

Ęm pouze pĘidanou hodnotu vytvoĘenou. Tmm se zabránm dvojmmu po
mtánm hodnoty,

co� mo�e vést k pĘesn�jam analýze ekonomické aktivity. GVA m�Ęm pĘidanou hodno-
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tu vytvoĘenou v procesu výroby. To umo�¶uje lépe porozum�t vztahu mezi vstupy

a výstupy a poskytuje lepam základ pro tvorbu produktivnmch funkcm a analýzu efek-

tivnosti výroby. Následujmcm obrázek ukazuje vývoj produkce jednotlivých zemm se

seĘazeným popisem podle celkové hodnoty.

Obrázek 2: Vývoj produkce jednotlivých zemm

Zdroj: vlastnm zpracovánm (2024)

Z obrázku je jasn� vid�t, �e N�mecko pĘedstihlo ostatnm státy. Je to zposobeno

tmm, �e N�mecko má vzd�lanou pracovnm smlu s potĘebnými dovednostmi, investujm

do výzkumu a vývoje nových technologim a produkto a majm silný výrobnm sektor.

Krom� toho N�mecko t��m z efektivnmch pracovnmch dob a nmzké nezam�stnanosti.

Naopak nejhoĘe se v grafu ummstila Malta. Malta má malou ekonomiku a je závislá

na obchodu a cestovnmm ruchu, co� jm 
inm zranitelnou a pracovnmci nemajm takové

vzd�lánm a dovednosti jako v jiných zemmch.

4.1.2 Kapitál

Najmt vhodnou veli
inu pro kapitál ji� nebylo tak jednoduché. Kapitál v produk
nm

funkci zahrnuje veakeré materiálnm a nehmotné prostĘedky, které stát vlastnm a vy-
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u�mvá je k produkci zbo�m a slu�eb. Mezi kapitálová aktiva patĘm napĘmklad budovy,

stroje, zaĘmzenm, technologické know-how, patenty a dalam investice do dlouhodobých

aktiv. Byla proto vybrána hodnota celková hmotná aktiva (
istá), která ozna
uje

celkovou hodnotu dlouhodobých hmotných aktiv po ode
tenm jejich akumulovaného

odpisu 
i amortizace a v jednotkách m�Ęenm na milion euro. Tato hodnota zahrnuje

veakerá hmotná aktiva, která stát vlastnm a vyu�mvá k provozu své 
innosti a jsou

ur
ena k dlouhodobému pou�itm.

Do výpo
tu produk
nm funkce by m�ly být zahrnuty reálné hodnoty kapitálu, nikoli

pouze nominálnm. Dovodem je eliminace vlivu innace na výsledky analýzy a zacho-

vánm konzistence v hodnocenm produktivity kapitálu v rozných obdobmch. Oby
ejná

celková hmotná aktiva (
istá) nezohled¶ujm zm�ny v cenách oxnmho kapitálu v pro-

b�hu 
asu. To znamená, �e pokud by se pou�ily pouze tyto hodnoty v produk
nm

funkci, zm�ny v cenách by ovlivnily výsledky a vedly by ke zkreslenm interpretace.

Proto je vhodné tuto hodnotu o
istit pĘes Harmonised Index of Consumer Prices

(HICP). O
iat�nm pĘes HICP umo�¶uje pĘizposobit hodnotu aktiv innaci a zachovat

tak reálnou hodnotu kapitálu v produk
nm funkci v 
ase. HICP je ukazatel innace,

který se pou�mvá k m�Ęenm zm�n cen zbo�m a slu�eb, které spotĘebitelé b��n� kupujm.

Je navr�en tak, aby poskytoval srovnatelné informace o innaci napĘm
 roznými zem�-

mi Evropské unie. Jeliko� data o HICP jsou zobrazeny jako procentuálnm zm�na ve

srovnánm s pĘedchozmm rokem, bude pro o
iat�nm hodnoty vyu�it vzorec, který bere

v úvahu innaci a 
istou hodnotu celkových hmotných aktiv:

Kapitál =
Celková hmotná aktiva (
istá)

(1 + HICP)n
(4.1)

kde: n ... po
et let, pro které jsou data o
iat�na.

Následujmcm graf zobrazuje ji� o
iat�né hodnoty celková hmotná aktiva (
istá) pro

jednotlivé zem� v jednotlivých letech. Vývoj a poĘadm státo v grafu je velmi podob-

né jako v grafu produkce. To nazna
uje správnost dat. Je patrné, �e na prvnmm mmst�

se op�t ummstilo N�mecko. N�mecko v poslednmch letech investovalo do infrastruk-

tury, jako jsou silnice, �eleznice a telekomunikace, a pak také do technologim, jako je

automatizace a robotika.
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Obrázek 3: Vývoj kapitálu jednotlivých zemm

Zdroj: vlastnm zpracovánm (2024)

4.1.3 Práce

Vhodná hodnota pro práci byla prakticky jasná. Práce je chápána jako jedna ze

vstupnmch prom�nných, která odrá�m lidskou pracovnm smlu vyu�mvanou k výrob� zbo�m

nebo poskytovánm slu�eb. Proto byla vybrána data o zam�stnanosti, které zobrazujm

informace o po
tu osob zam�stnaných v ekonomice v ur
itém 
asovém obdobm.

Byla vybrána kompletnm data (ze vaech hospodáĘských aktivit) v jednotce m�Ęenm

na tismce odpracovaných hodin. Graf zobrazuje vývoj zam�stnanosti v jednotlivých

zemmch. V grafu je vid�t pokles v roce 2020, který bude pravd�podobn� zposoben co-

vid-19 restrikcemi, které znemo�nily stejnou zam�stnanost jako doposud. Na prvnmm

mmst� se op�t dr�m N�mecko a na poslednmm Malta.
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Obrázek 4: Vývoj práce jednotlivých zemm

Zdroj: vlastnm zpracovánm (2024)

4.1.4 Technologický pokrok

Ve výpo
tech je dole�ité brát v úvahu technologický pokrok, který mo�e ovlivnit vý-

sledky. Proto bylo zapotĘebm zvolit vhodnou kladnou hodnotu pro tuto prom�nnou.

Parametr A pĘedstavuje mmru technologického pokroku, která má vliv na ekonomic-

ké ukazatele. Pro tento parametr byla vybrána data o zam�stnanosti, která jsou

rozd�lena podle úrovn� vzd�lánm. Konkrétn� se jedná o skupinu s nejvyaamm stup-

n�m vzd�lánm (úrove¶ 5-8), která zahrnuje osoby ve v�ku 20 a� 64 let. Tato data jsou

vyjádĘena v jednotkách tismc lidm, co� umo�¶uje pĘesn�jam a srovnateln�jam analýzu.

Skupina s nejvyaamm stupn�m vzd�lánm (úrove¶ 5-8) obvykle zahrnuje lidi s vysoko-

akolským vzd�lánmm nebo ekvivalentnm kvaliokacm. Tito lidé majm obvykle rozsáhlejam

a specializovan�jam znalosti a dovednosti, které mohou mmt vliv na technologický

pokrok a ekonomický rost.

Kladné hodnoty parametro zajiaeujm, �e zvyaovánm vstupo (kapitálu a práce) povede

k rostu produkce. Pokud by n�který z parametro byl záporný, znamenalo by to, �e
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zvýaenm vstupo by vedlo ke snm�enm produkce, co� je v rozporu s ekonomickou logikou

a realitou.

V grafu nm�e je mo�né sledovat op�t stejný trend. Na prvnmm mmst� se nacházm N�-

mecko, na poslednmm Malta.

Obrázek 5: Vývoj technologického pokroku jednotlivých zemm

Zdroj: vlastnm zpracovánm (2024)

4.2 Model Cobb-Douglas

V této 
ásti se budou odhadovat a interpretovat parametry pro pĘmpad Cobb-Dou-

glasovy produk
nm funkce. Na základ� naaich odhado se mo�e napĘmklad zjistit, jaké

výnosy z rozsahu pĘevládajm v jednotlivých zemmch a jak se vyvmjela hranice substi-

tuce. Nejprve se vaak zohlednm model, ze kterého se vycházelo.

Q = f(K,L) = A ·Kα · Lβ (4.2)

kde: Q ... produkce (výstup),

A ... prom�nná, která reprezentuje celkovou produktivitu a technologický
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pokrok,

L ... mno�stvm práce (pracovnm smly),

K ... mno�stvm kapitálu,

³ a ³ ... konstanty, které ur
ujm, jak se vstupy kombinujm k vytvoĘenm

výstupu.

4.2.1 Výpo
et základnmch prom�nných

Z modelu je jasné, �e chybm konstanty ³ a ³, které je nutné vypo
mtat. Jejich výpo
et

bude proveden regresnm analýzou, kde budou pou�ity logaritmované normalizované

hodnoty. Logaritmovanm mo�e pomoci stabilizovat variabilitu dat. Pokud jsou roz-

ptyly dat neúm�rn� velké vzhledem k prom�ru, mo�e logaritmovánm pomoci vytvoĘit

rovnom�rn�jam variabilitu a pĘisp�t k normalizaci rozlo�enm prom�nných (Behr, 2015).

Po logaritmovánm základnm rovnice je vid�t tvar regresnmho vztahu, ze kterého se bude

vycházet pĘi ekonometrické analýze:

lnYi = lnA+ ³ · lnKi + ³ · lnLi (4.3)

Pro samotný výpo
et regresnm analýzy byla pou�ita regresnm metoda pro výpo
et

nelineárnmch modelo, byla ovaem aplikována nad zmmn�ným lineárnmm modelem z 4.3.

Pro potĘeby pou�ité regresnm metody bylo nutno omezit hledaný interval alfa a beta,

co� funkce pro lineárnm modely nedovolovala. Vzhledem k informacmm v teoretické


ásti je patrné, �e by se sou
et koeociento alpha a beta m�l pohybovat kolem hodnoty

1. Koeocienty musm být v�tam ne� 0 a menam ne� 1. Výsledné hodnoty sou
tu alpha

a beta odrá�m výnosy z rozsahu pro dané zem�.

4.2.2 Výpo
et elasticity vstupo na výstup

Elasticitu je mo�né vypo
mtat jako pom�r procentuálnm zm�ny výstupu ke procentuál-

nm zm�n� daného vstupu. V pĘmpad� Cobb-Douglas se elasticita vypo
te následovn�:

Elasticita kapitálu

·K =
"Y

"K
·
K

Y
= ³ ·

Y

K
·
K

Y
= ³ (4.4)
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Elasticita práce

·L =
"Y

"L
·
L

Y
= ³ ·

Y

L
·
L

Y
= ³ (4.5)

V tomto kontextu jsou elasticitami pĘmmo hodnoty parametro ³ a ³ produk
nm funk-

ce.

4.2.3 Výpo
et MRS

Z produk
nm funkce Cobb-Douglas je mo�né zjistit i hodnotu MRS, která udává,

jakým pom�rem jsou jednotlivé vstupy (práce a kapitál) substituovány tak, aby

výstup zostal konstantnm. Pro Cobb-Douglas produk
nm funkci je mo�né vztah zapsat

jako (Faaanek, 2010):

MRSK,L =
"Y

"K
÷

"Y

"L
(4.6)

Parciálnm derivace výrobnm funkce Cobb-Douglas jsou odvozeny podle vstupo kapi-

tálu (K) a práce (L) a jsou deonovány jako:

"Y

"K
= ³ ·

Y

K
(4.7)

"Y

"L
= ³ ·

Y

L
(4.8)

Podle deonice MRS je mo�né pou�mt parciálnm derivace k výpo
tu. Kdy� se dosadm

parciálnm derivace do deonice MRS, vycházm:

MRSK,L =
³ · Y

K

³ · Y
L

=
³

³
·
K

L
(4.9)

4.2.4 Výsledky

4.2.4.1 Výsledek alpha a beta

Graf hodnot sou
tu alpha a beta. Data jsou normalizovaná, aby se eliminoval vliv

velikosti zemm. Z grafu je mo�né vy
mst, �e hodnoty se liam s porovnánmm vstupnmch

dat. Nejvyaam hodnoty ve vstupnmch datech dosahovalo N�mecko a nejni�amch hodnot

naopak Malta. Zde se ale na opa
ných koncmch spektra nacházm ėecko a Bulharsko.
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Obrázek 6: Sou
et hodnot alpha + beta

Zdroj: vlastnm zpracovánm (2024)

Tento výsledek je patrn� zposoben normalizacm dat. ėecko má oproti N�mecku menam

rozlohu a pĘedevamm mnohem menam po
et obyvatel. To zposobilo onen posun státu

a nejvyaam hodnoty alpha + beta.

Bulharsko má na druhou stranu mnohonásobn� v�tam rozlohu i po
et obyvatel, ne�

Malta. Vstupnm hodnoty sice m�lo Bulharsko vyaam, ovaem rozdml zas nebyl tak vel-

ký oproti Malt�. Je tedy pochopitelné, �e Malta se dostala v grafu výa, zatmm co

Bulharsko kleslo na nejni�am pĘm
ku.

Celkov� majm ji�nm státy dobré výsledky. Mo�e to být zposobeno tmm, �e je krize

a apatné podmmnky donutili k austeriornmmu aetĘenm státnmch prostĘedko a zodpo-

v�dné státnm politice.

Z histogramu sou
tu hodnot alpha + beta zobrazeného na dalam stran�, je mo�né

pozorovat, �e nejvmce zemm nabývá hodnoty alpha + beta kolem 1.2. Tato hodnota

vyjadĘuje mmru, jakým kombinovaný efekt kapitálu a práce pĘispmvá k rostu výno-

so z rozsahu. V tomto pĘmpad� ka�dá jednotková zm�na v kapitálu a práci vede

k nárostu výstupu o 1.2 jednotky. Lze tedy interpretovat, �e docházm k rostoucmm

výnosom z rozsahu.
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Obrázek 7: Histogram hodnot alpha + beta

Zdroj: vlastnm zpracovánm (2024)

Rostoucm výnosy z rozsahu nazna
ujm, �e pĘi dalamm zv�taovánm mno�stvm vstupu (ka-

pitálu a práce) se zvyauje produkce v pom�rn� vyaamm tempu ne� pĘedchozm zv�taenm

vstupu. To indikuje zlepaujmcm se efektivitu vyu�itm výrobnmch zdrojo nebo dosa�enm

bodu, kde nárost výstupu pĘevyauje nárost vstupu. Tento trend mo�e být dosledkem

optimálnmho výb�ru vstupnmch parametro.

4.2.4.2 Výsledek elasticity vstupo na výstup

Elasticita kapitálu

Je vycházeno z funk
nmho vztahu vysv�tleného výae. Elasticita kapitálu je zobrazena

v parametru alpha. Elasticita kapitálu je mmra, která m�Ęm, jak citliv� reaguje výstup

(napĘmklad produkce) na zm�nu kapitálu. Konkrétn� vyjadĘuje procentuálnm zm�nu

výstupu v reakci na jednotkovou procentuálnm zm�nu kapitálu.

V naaem pĘmpad� hodnota alpha nabývá hodnot od 0.1 do 0.9, co� nazna
uje, �e

zm�na kapitálu má menam procentuálnm dopad na výstup, co� znamená, �e produkce

je kapitálem neelastická. Graf je na dalam stránce.
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Obrázek 8: Alpha

Zdroj: vlastnm zpracovánm (2024)

V praxi to znamená, �e pokud je hodnota alpha (elasticity kapitálu) hodnota na-

pĘmklad v naaem nej
ast�jamm pĘmpad� 0.65, tak produkce reaguje na zm�ny kapitálu

mén� ne� proporcionáln�. Pokud kapitál vzroste o 1 procento, pak produkce vzroste

pĘibli�n� o 0.65 procent.

Výrazn� ni�am hodnoty nabývá Rakousko. Nmzké hodnoty zna
m velice nmzké reakce

na zm�ny v mno�stvm kapitálu. Naopak nejvyaam hodnotu má 
esko, kde zm�ny

v kapitálu majm nejvyaam dopad na produkci.

Elasticita práce

Elasticita práce je zobrazena v parametru beta. Elasticita práce je mmra, která vy-

jadĘuje, jakým zposobem se m�nm výstup v reakci na zm�ny v mno�stvm práce, které

je v procesu výroby vyu�mváno. Vyaam hodnoty elasticity práce nazna
ujm, �e zm�ny

v po
tu pracovnmko majm výrazn�jam dopad na produkci nebo mzdy, zatmmco ni�am

hodnoty nazna
ujm menam reakci na zm�ny v mno�stvm práce.
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Obrázek 9: Beta

Zdroj: vlastnm zpracovánm (2024)

V grafu výae je mo�né vid�t, �e hodnoty beta nabývajm hodnot od 0.25 do 1, co�

znamená, �e produkce je kapitálem neelastická. Pouze v pĘmpad� Rakouska se jedná

o pĘmpad, kdy je produkce kapitálem elastická.

Obecn� platm, �e pokud je hodnota beta (elasticita práce) hodnota napĘmklad 0.5, tak

produkce reaguje na zm�nu práce mén� ne� proporcionáln�. Pokud práce vzroste o 1

procento, pak produkce vzroste pĘibli�n� o 0.5 procent.

Následujmcm graf na dalam stran� zobrazuje výsledky vývoje MRS seĘazené dle úrovn�

jednotlivých zemm.

Na výpo
et práce a kaptiálu byly vyu�ity normalizované, zlogaritmované hodnoty.

Vzhledem k tomu, �e hodnoty alpha i beta vyaly kolem jedné, bylo zĘejmé, �e hodnoty

MRS vyjdou v relativn� nmzkých hodnotách. Ve vaech zemmch je produkce mén�

citlivá na zm�ny v mno�stvm pou�ité práce a kapitálu. Pouze v Irsku v prvnmch

letech byla pĘekro
ena hodnota 1. Kombinace faktoro práce a kapitálu, kterou tyto

zem� vyu�mvajm, nenm pĘmlia nexibilnm a nelze je snadno nahradit nebo zm�nit. To vede

k ni�am elasticit� práce a kapitálu a celkov� ni�am ú
innosti ve vyu�mvánm t�chto vstupo

k produkci. To platm pĘedevamm pro Rakousko, které má nejni�am hodnotu.
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4.2.4.3 Výsledek MRS

Obrázek 10: Graf vývoje MRS

Zdroj: vlastnm zpracovánm (2024)

Nmzké hodnoty MRS, zejména pokud klesajm v prob�hu 
asu, mohou nazna
ovat, �e

mmra substituce mezi pracm a kapitálem se sni�uje. To znamená, �e zem� se stávajm

mén� schopnými nahradit práci kapitálem nebo naopak, co� mo�e být zposobeno

napĘmklad technologickými omezenmmi, nedostatkem investic do výzkumu a vývoje

nebo speciockými charakteristikami trhu práce. To je patrné pĘedevamm v roce 2020,

z ji� vysv�tlených dovodo. V grafu je mo�né sledovat, �e na prvnmm mmst� se nacházm

Irsko, které má i relativn� vysokou hodnotu alpha a beta.

Hodnota MRS 0.3 v tomto pĘmpad� indikuje, �e v daném bod� produk
nm funkce je

spole
nost ochotna nahradit 0.3 jednotky jednoho vstupu (napĘmklad práce) za jednu

jednotku druhého vstupu (napĘmklad kapitálu), aby udr�ela konstantnm úrove¶ pro-

dukce. Výrazný pokles MRS v Irsku v prob�hu let by mohl být zposoben specializacm

Irska na výrobu produkto, které vy�adujm pĘevá�n� jeden druh vstupu. To by snm�ilo

potĘebu substituce mezi vstupy. Dalamm faktorem by bylo, pokud by n�které zdroje

za
aly být omezené nebo nedostupné. Irsko je navmc velice speciocký stát. Je v n�m
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spousta cizmch orem a funguje trochu jako da¶ový ráj. Má dobré zázemm a nacházm

se vedle Anglie. Propad mohl zposobit i Brexit.

4.2.4.4 Diagnostické nástroje

Nynm je nutné vyhodnotit výsledky dle výae zmmn�ných diagnostických nástrojo,

které nám ov�Ęm správnost modelu.

Test homoskedasticity

Výsledek testu Breusch-Pagan ukazuje, �e p-hodnota je 0.106, co� je vyaam ne� kon-

ven
nm hladina významnosti 0.05. To znamená, �e nenm dostatek dokazo pro odmmt-

nutm nulové hypotézy o homoskedasticit� (konstantnm variabilit� rezidum) na úrovni

5 procentnm významnosti. Tento výsledek nazna
uje, �e nenm dovod pĘedpokládat,

�e rozptyl rezidum se m�nm s rostoucmmi hodnotami vysv�tlujmcmch prom�nných ka-

pitálu a práce. Je tedy pravd�podobné, �e rezidua majm konstantnm rozptyl, co� je

pĘedpoklad b��ných lineárnmch regresnmch modelo.

Kvoli rozsahu práce bude vlo�ena ukázka histogramu rezidum pouze pro 
eskou re-

publiku a následn� kompletnm histogram vaech rezidum vaech zemm. Následujmcm graf

zobrazuje histogram rezidum pro 
eskou republiku.

Obrázek 11: Rezidua pro 
eskou republiku

Zdroj: vlastnm zpracovánm (2024)
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Jak je patrné z modelu rezidum, hodnoty pro jednotlivé státy a zejména pro 
eskou

republiku neodpovmdajm tak pĘesn� normálnmmu rozd�lenm, jak je zobrazeno v cel-

kovém histogramu. Nenm mo�né s jistotou tvrdit, �e rezidua majm pĘibli�n� stejné

normálnm rozd�lenm. Rezidua s nejvyaam 
etnostm kolem nuly nazna
ujm, �e model má

dobrou schopnost pĘedpovmdat prom�rné hodnoty cmlové prom�nné. To znamená, �e

model má tendenci správn� predikovat prom�rné hodnoty.

Obrázek 12: Rezidua

Zdroj: vlastnm zpracovánm (2024)

Jak je z grafu vaech rezidum patrné, vycházm v�taina hodnot kolem nuly. To nazna
uje,

�e model dobĘe vysv�tluje v�tainu variability dat. Rezidua kolem nuly signalizujm, �e

model dobĘe odhaduje skute
né hodnoty v datech, a nenm náchylný k systematickým

chybám.

Test autokorelace rezidum

Výsledek testu Durbin-Watsona je 1.7. Tento test zkoumá pĘmtomnost autokorela-

ce rezidum v lineárnmm regresnmm modelu. Interpretace tohoto výsledku se provádm

porovnánmm s kritickými hodnotami testu Durbin-Watsona.

Pokud je výsledek testu blmzko 2, jak je tomu v tomto výsledku 1.7, nazna
uje to
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malou autokorelaci mezi rezidui. Hodnoty testu Durbin-Watsona blmzko 2 indiku-

jm, �e neexistuje systematický trend v rezidumch, co� je v souladu s pĘedpokladem

nekorelovaných rezidum v lineárnmm regresnmm modelu.

Hodnota 1.7 nazna
uje, �e rezidua modelu jsou relativn� nekorelovaná a spl¶ujm

pĘedpoklady lineárnm regrese.

Test normality rezidum

Test Shapiro-Wilk testuje nulovou hypotézu, �e rezidua pocházejm z normálnmho roz-

d�lenm. V tomto pĘmpad� je p-hodnota 0.88 vyaam ne� konven
nm hladina významnosti

0.05, co� nazna
uje, �e neexistujm dostate
né dokazy na to, aby byla zammtnuta

nulová hypotéza. To znamená, �e rezidua pravd�podobn� pocházejm z normálnmho

rozd�lenm.

Test multikolinearity

Korelace mezi kapitálem a pracm je na hodnot� 0.09. To znamená, �e mezi t�mito

prom�nnými existuje slabý pozitivnm lineárnm vztah. Neboli s rostoucm hodnotou jedné

prom�nné se pravd�podobn� zvyauje i hodnota druhé prom�nné, avaak tento vztah

nenm silný. Celkov� Ęe
eno, korelace blmzko nule mezi t�mito prom�nnými nazna
uje,

�e mezi prom�nnými nenm tém�Ę �ádný lineárnm vztah a v modelu tmm pádem nebudou

pĘmtomny problémy s multikolinearitou.

4.3 Model CES

4.3.1 Výpo
et základnmch prom�nných

Produk
nm funkce s konstantnm elasticitou substituce (CES) pĘedstavuje obecn�jam

tvar ne� Cobb-Douglas produk
nm funkce, proto�e uvol¶uje omezenm kladené na hod-

notu elasticity substituce, která v tomto pĘmpad� mo�e nabývat hodnot 0 < Ã < ∞,

ale musm zostat konstantnm (Faaanek, 2010). Funk
nm tvar má podobu:

Q = A ·
(

³ ·K−δ + (1− ³) · L−δ
)

−
1

δ (4.10)
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kde: A .... parametr efektivity,

³ ... distribu
nm parametr,

· ... substitu
nm parametr.

Za stupe¶ homogenity » z povodnm rovnice bylo mo�né dosadit hodnotu 1. To toti�

ve funkci znamená, �e výstupnm elastická substituce mezi vstupy bude konstantnm

a rovna jedné. To znamená, �e výrobnm proces by m�l konstantnm schopnost nahrazenm

jednoho vstupu za druhý pĘi zachovánm stejné úrovn� produkce (Faaanek, 2010).

Parametr efektivity A byl ji� pĘedstaven v pĘmpad� Cobb-Douglas produk
nm funkce,

i v tomto pĘmpad� je jeho úloha stejná. Jeho velikost zále�m na zvolených jednotkách

vaech prom�nných. PĘi porovnávánm dvou produk
nmch funkcm, které se liam v tomto

parametru, je efektivn�jam funkce, která má hodnotu parametru A vyaam. Na jeho

hodnotu je kladené omezenm A > 0.

Distribu
nm parametr zachycuje rozd�lenm vlivu mezi jednotlivé vstupy. Jeho hodnota

se nacházm v intervalu (0, 1) (Faaanek, 2010).

Substitu
nm parametr vystupuje ve vztahu elasticity substituce. Nejmenam hodnota,

jakou mo�e nabývat, je · = −1, tehdy se funkce stává lineárnm. Pro pĘmpad, kdy je

· = 0, nemusm být zĘejmé, �e se jedná o pĘmpad této produk
nm funkce. Po dosazenm do

pravé strany rovnice se zmská toti� neur
itý tvar 1/∞, který se na funkci nepodobá

(Faaanek, 2010).

Práv� tento parametr bude nutné dopo
mtat pomocm regrese.

Technologický pokrok zde zastupuje, jak u� bylo Ęe
eno, parametr A. PĘi CES funk-

ci je dole�ité brát v úvahu vlastnosti samotné funkce. Pokud byl stanoven stupe¶

homogenity 1 a tmm pádem konstantnm výnosy z rozsahu, je nutné tuto podmmnku

dodr�et vzhledem k Cobb-Douglas produk
nm funkci, kde je podmmnka spln�na, po-

kud alpha + beta = 1. Ve výpo
tu bude proto nutné hodnotu alpha pozm�nit od

hodnoty alpha v minulém vzorci.

Vzhledem k rozsahu práce se ji� nebude zohled¶ovat vyhodnocenm diagnostických

nástrojo. Na rozdml od pĘedchozm produk
nm funkce se tentokrát jedná o pĘmpad neli-

neárnmho regresnmho modelu.
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4.3.2 Výpo
et MP

Výpo
et hrani
nmch produkto jednotlivých výrobnmch faktoro nenm jednoduchý. Po-

stupnými úpravami - parciálnm derivacm podle daného vstupu, krácenmm, následným

rozamĘenmm výrazu o Y δ · Y δ a zjednoduaenmm je mo�né zmskat (Faaanek, 2010):

FK =
³

Aδ
·
Y 1+δ

K1+δ
(4.11)

FL =
"Y

"L
=

1− ³

Aδ
·
Y 1+δ

L1+δ
(4.12)

4.3.3 Výpo
et elasticity vstupo na výstup

Elasticita výstupu na vstupy je v tomto pĘmpad� pro kapitál rovna (Faaanek, 2010):

·K =
"Y

"K
·
K

Y
=

³

Aδ
·
Y 1+δ

K1+δ
·
K

Y
=

³

Aδ
·

(

Y

K

)δ

(4.13)

a pro práci:

·L =
"Y

"L
·
L

Y
=

1− ³

Aδ
·
Y 1+δ

L1+δ
·
L

Y
=

1− ³

Aδ
·

(

Y

L

)δ

(4.14)

4.3.4 Výpo
et MRS

Dalam vlastnostm, kterou se tato práce zabývá, je hrani
nm mmra substituce, jejm� vy-

jádĘenm u� na základ� uvedených rovnic je mo�né zmskat jednoduae (Faaanek, 2010):

MRSK,L =
FK

FL
=

³

Aδ
·
Y 1+δ

K1+δ
:
1− ³

Aδ
·
Y 1+δ

L1+δ
=

³

1− ³
·

(

L

K

)1+δ

(4.15)

4.3.5 Výpo
et elasticity substituce

Na záv�r je dole�ité ur
it výraz pro elasticitu substituce. Vzhledem k faktu, �e

v literatuĘe se 
asto vyskytuje pouze konstatovánm, �e hodnota výrazu je rovna 1/·+

1, v tomto pĘmpad� bude rozebráno, jak se k danému výrazu doalo. Nejprve rovnici
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logaritmuji (Chirinko et al., 2011):

ln
FK

FL
= (1 + ·) · ln

L

K
+ ln

³

1− ³
(4.16)

Vyu�ije se rozkladu diferenciálu (Faaanek, 2010):

d ln
FK

FL
=

" ln FK
FL

d(1 + ·) · ln L
K

= ·d(1 + ·) ln
L

K
+

" ln FK
FL

" α
1−α

· d
³

1− ³
(4.17)

V prvnmm s
mtanci je parciálnm derivace rovna jedné. Ve druhém s
mtanci je zm�na

konstanty, která se mo�e pova�ovat za nulovou, a tudm� celý druhý s
mtanec dává 0.

Zmská se tedy:

d ln
FK

FL
= d(1 + ·) · ln

L

K
(4.18)

Zm�na nastává v L/K, proto�e (· + 1) má stálou hodnotu. PĘepmae se rovnice 4.18.

" ln L
K

" ln FK
FL

=
1

1 + ·
(4.19)

Následuje výsledný vztah pro elasticitu substituce:

Ã =
d
(

L
K

)

L
K

:
dMRSK,L

MRSK,L

=
" ln L

K

" ln FK
FL

=
1

1 + ·
(4.20)

4.3.6 Výsledky modelu CES

4.3.6.1 Výsledek elasticity vstupo na výstup

Následujmcm graf na dalam stránce zobrazuje elasticitu výstupu na vstup kapitálu.

Jak je mo�né vid�t z grafu na dalam stran�, nejv�tam elasticitu výstupu na kapitál má

ėecko, co� koreluje s nejvyaam hodnotou ³, po upravenm hodnot na sou
et alpha +

beta = 1. Stejn� tak i následujmcmch n�kolik státo.

Elasticitu výstupu na kapitál má mmrn� klesajmcm tendenci a dr�m se v�tainou pod

hodnotou 1, co� znamená, �e pĘidánm dalam jednotky kapitálu ji� nepĘináam tolik no-

vého výstupu, jak tomu bylo dĘmve. To mo�e signalizovat, �e vyu�itm kapitálu je blm�e

svému maximu nebo �e dalam investice do kapitálu jsou stále mén� efektivnm.
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Obrázek 13: Elasticita kapitálu na výstup CES

Zdroj: vlastnm zpracovánm (2024)

Hodnota 1 byla pĘekro
ena pouze mmrn� ėeckem v jednom roce. Op�t je viditelný

aok v roce 2020.

Na poslednm mmst� se ummstilo Rakousko, stejn� jako v parametru ³ v Cobb-Douglas

funkci. V této zemi je elasticita prakticky na nule. To znamená, �e zm�na vstu-

pu (kapitálové dotace, práce) majm jen malý vliv na výstup. Za to mo�e jejm malá

hodnota ³.

Dovodo k takovým výsledkom mo�e být n�kolik. Rozdmly ve struktuĘe ekonomiky,

které mo�ou ovlivnit mmru substituce mezi vstupy. NapĘmklad zem� s vysoce rozvi-

nutým promyslem a technologickým sektorem mohou mmt vyaam elasticity, proto�e

jsou schopny efektivn�ji nahrazovat kapitál pracovnm silou nebo jinými faktory.

Rozdmly ve vyu�itm technologie a inovacm mohou vést k variabilit� v hodnotách elasti-

city. Zem�, které jsou v 
ele s technologickými inovacemi, mohou mmt vyaam elasticity,

proto�e jsou schopny lépe vyu�mvat kapitál a optimalizovat svou produk
nm funkci.

Politické a institucionálnm faktory mohou také ovlivnit hodnoty elasticity. NapĘmklad

zem� s podporou pro výzkum a vývoj mohou mmt vyaam elasticity.
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Ve vaech letech vycházm velmi podobná úrove¶ substituce. To mo�e být zposobe-

no tmm, �e ve vaech letech existuje homogennm produk
nm prostĘedm, ve kterém jsou

vyu�mvány stejné technologie, postupy a faktory výroby. V takovém pĘmpad� by se

o
ekávalo, �e hodnota elasticity výstupu na vstup kapitálu zostane konstantnm.

Pokud se ekonomické podmmnky ve sledovaných zemmch a letech nem�nily významn�,

mo�e to vést k relativnm stabilizaci hodnot elasticity výstupu na vstup kapitálu.

Na výpo
et byla vyu�ita normalizovaná data, co� také mohlo mmt vliv na výsledný

tvar kĘivky.

Následujmcm graf zobrazuje elasticitu výstupu na vstup práce.

Obrázek 14: Elasticita práce na výstup CES

Zdroj: vlastnm zpracovánm (2024)

PĘi porovnánm vzorco pro substituci na výstupu práce a kapitálu je jenom malý, ale

dole�itý rozdml. Tento rozdml nám zaru
il, �e seĘazenm státo koreluje s upravenou hod-

notou beta z Cobb-Douglas produk
nm funkce, kde má nejvyaam hodnotu Rakousko.

Rakousko je známé svou rozvinutou promyslovou základnou a vysokou úrovnm tech-

nologických znalostm. Vysoká mmra inovacm a investic do výzkumu a vývoje mo�e vést

k efektivn�jammu vyu�itm pracovnm smly a vyaam produktivit� práce.
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Rakousko má nexibilnm trh práce, který umo�¶uje snadn�jam pĘizposobenm se zm�nám

na trhu a lepam pĘizposobenm dovednostm pracovnm smly potĘebám trhu. To by mohlo

vést k vyaam produktivit� práce a tedy i vyaam elasticit� výstupu na práci.

Dalamm faktorem mo�e být vysoká úrove¶ infrastruktury a investic do lidského ka-

pitálu, jako jsou vzd�lávacm a odborné programy. Dmky t�mto investicmm mo�e být

pracovnm smla lépe vybavena potĘebnými dovednostmi a znalostmi, co� mo�e vést

k vyaam produktivit� práce a tedy i k vyaam elasticit� výstupu na práci.

Je dole�ité zohlednit i dalam faktory, jako jsou politiky zam�stnanosti, pracovnm prá-

vo a sociálnm dávky, které mohou mmt vliv na výkonnost pracovnm smly a tedy i na

elasticitu výstupu na práci v Rakousku. Celkov� lze tedy o
ekávat, �e zem� s vya-

amm technologickým pokrokem, lepamm vzd�lánmm pracovnm smly a podporou inovacm

a investic budou mmt vyaam elasticitu výstupu na práci ne� zem� s ni�am úrovnm t�chto

faktoro.

4.3.6.2 Výsledek MRS

Obrázek 15: Graf MRS v CES funkci

Zdroj: vlastnm zpracovánm (2024)
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Výae zmmn�ný graf zobrazuje hodnoty MRS pro CES funkci. Vzhledem k povaze

výpo
tu graf evokuje v podstat� opa
né hodnoty elasticity výstupu na práci. Na

poslednmm mmst� je Rakousko. Dovodem je jejm velice malá hodnota alpha. Na prvnmm

mmst� je Rumunsko. To je zposobeno jejmm skoro poslednmm mmstem v grafu výstupu

elasticity na práci.

Je samozĘejm� mo�né vid�t podobné poĘadm státo, jako je v MRS v Cobb-Douglas

produk
nm funkci. Liam se ovaem v celkových hodnotách. Nenm zde uva�ováno s kon-

stantnm elasticitou substituce jako v modelu Cobb-Douglas, proto se model vmce m�nm

v prob�hu let.

Obecn� k vysoké hodnot� mohla pĘisp�t napĘmklad dostupnost zbo�m. Pokud jsou

ur
ité statky nebo slu�by vzácné nebo obtm�n� dostupné, mohou mmt spotĘebitelé

vyaam ochotu ob�tovat jiné statky, aby je zmskali.

Kulturnm faktory mohou hrát roli v tom, jaké statky jsou v ur
ité zemi vmce cen�ny

nebo �ádané, co� mo�e ovlivnit i hodnoty MRS. Ekonomická stabilita a dostatek

zdrojo mohou mmt vliv na to, jak lidé v dané zemi hodnotm rozné statky a jsou

ochotni za n� zaplatit vyaam cenu.

4.3.6.3 Výpo
et elasticity substituce

Elasticita substituce odrá�m hodnoty parametru delta v CES funkci. Ur
uje, jak

rychle jsou vstupy (práce a kapitál) nahrazovány pĘi zm�n� relativnmch cen. V grafu

zobrazeném na dalam stran� je vid�t, �e se v�taina zemm pohybuje kolem hodnoty

0.8. Znamená to, �e vstupy jsou relativn� dobĘe substituovatelné. Pokud se zem�

rozhodne dát pry
 jednotku jednoho výstupu z dovodu zm�ny cen nebo dostupnosti,

dostane 0.8 druhého výstupu.
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Obrázek 16: Elasticita substituce v CES funkci

Zdroj: vlastnm zpracovánm (2024)

4.4 Model VES

4.4.1 Výpo
et základnmch prom�nných

VES produk
nm funkce je dalamm modelem v teorii produk
nmch funkcm. Tato funkce

poskytuje nexibilitu v modelovánm substituce mezi vstupy.

VES produk
nm funkce umo�¶uje nexibilnm modelovánm substituce mezi kapitálem

a pracm pomocm substitu
nmho parametru ·. PĘi · = 1 je funkce lineárnm, co� dokazuje

perfektnm substituci mezi kapitálem a pracm. Naopak, pro · > 1 je substituce mezi

kapitálem a pracm nerovnom�rná a pro · < 1 je substituce zcela nerovnom�rná.

Ve výpo
tu se nacházm dalam neznámé prom�nné. K jejich výpo
tu bude vyu�ito

vztahu mezi základnm VES produk
nm funkcm pĘedstavenou dĘmve (1.14) a druhým

tvarem, který je obecn�jam VES produk
nm funkce.

Základnm tvar:

Q = AKα(1−δρ) [L+ (Ã− 1)K]αδρ (4.21)
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Obecn�jam tvar:

AKαν (L+ ³³K)(1−α)ν (4.22)

Pokud se porovná tato rovnice s druhou rovnicm, je mo�né vyvodit dole�ité rovnice,

z kterých ji� bude jednoduché ur
it prom�nné. A to pĘesn�:

Ã ∗ · = (1− ³) (4.23)

(Ã− 1) = ³ ∗ ³ (4.24)

Zmmn�ná ³ a ³ z t�chto rovnic je myalena ji� známá ³ a ³ z Cobb-Dougalsovi

produk
nm funkce. VyjádĘenm Ã a ·:

Ã =
³ · ³ + 1

1
(4.25)

· =
1− ³

³ · ³ + 1
(4.26)

Následn� je mo�né vypo
mtat hodnotu ³ pro VES pĘes ji� známou nelineárnm regresnm

funkci.

4.4.2 Výpo
et MP

Marginálnm produkt kapitálu (MPK)

Marginálnm produkt kapitálu (MPK) je dán parciálnm derivacm výstupu (Y) podle

kapitálu (K) pĘi konstantnm pracovnm smle (L). Výsledný tvar vypadá následovn�

(Faaanek, 2010):

MPK = ³(1− ·Ã)
Y

K
+ ³·Ã(Ã− 1)

Y

L+ (Ã− 1)K
(4.27)

Marginálnm produkt práce (MPL)

Op�t se provede parciálnm derivace funkce Y podle L.

"Y

"L
= ³·Ã ·

Y

L+ (Ã− 1)K
(4.28)
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4.4.3 Výpo
et elasticity vstupo na výstup

Elasticitu vstupu na výstup se vypo
mtá pomocm parciálnm derivace produkce podle

vstupo. Pro VES produk
nm funkci je vzorec pro elasticitu práce na výstup dán jako

(Faaanek, 2010):
³·LÃ

L+K(−1 + Ã)
(4.29)

Pro VES produk
nm funkci je vzorec pro elasticitu kapitálu na výstup dán jako:

³(L+K(−1 + Ã)− ·LÃ)

L+K(−1 + Ã)
(4.30)

4.4.4 Výpo
et MRS

Vzorec pro MRS vypadá následovn�:

L+K(−1 + Ã)− ·LÃ

dKÃ
(4.31)

(Faaanek, 2010)

4.4.5 Výpo
et elasticity substituce

PĘi výpo
tu elasticity substituce se vyu�ije ji� pĘedstavený vzorec (1.12).

4.4.6 Výsledky

4.4.6.1 Výsledek elasticity vstupo na výstup

Následn� zobrazený graf zobrazuje elasticitu výstupu na kapitál. Elasticita výstup

na kapitál je prakticky konstantnm ve vaech letech. Elasticita je toti� ovlivn�na pa-

rametrem sigma, který vyael pro veakeré státy velice podobn�. (Pro hodnotu alpha

byly pou�ity nové hodnoty bez úpravy dat na alpha + beta = 1). Nejni�am hodnotu

má Irsko, které má zárove¶ i nejni�am hodnotu nové hodnoty alpha. ėecko naopak

patĘm mezi státy s nejvyaam hodnotu alpha a zárove¶ má i nejvyaam hodnotu Ã.
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Obrázek 17: Elasticita kapitálu na výstup VES

Zdroj: vlastnm zpracovánm (2024)

Výsledky se relativn� shodujm s elasticitou výstupu na kapitál CES funkce.

Obrázek 18: Elasticita práce na výstup VES

Zdroj: vlastnm zpracovánm (2024)

Tento dalam graf zobrazuje elasticitu výstupu na práci. Op�t je mo�né sledovat kon-
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stantnm vývoj ve vaech letech. Pouze v roce 2020 je té� mmrný propad. Dovody jsou

stejné, jako ve výstupu na kapitál. Hodnoty op�t vypadajm 
áste
n� oto
en�, opro-

ti elasticit� výstupu na kapitál. Je mo�né sledovat ur
itou podobnost s elasticitou

výstupu na práci v CES funkci.

Irsko dosahuje jak v grafu elasticty výstupu na kapitál, tak v grafu elasticity vý-

stupu na práci nejni�am hodnoty. Znamená to, �e výstup nebude reagovat na zm�ny

v mno�stvm kapitálu a práce. To mo�e znamenat, �e výrobnm proces je nasycen pra-

covnm silou i kapitálem.

Nmzké hodnoty elasticit výstupo ovaem neznamenajm i nmzké hodnoty MRS. Dovodem

mo�e být, �e zem� vyu�mvá technologie nebo výrobnm postupy, které umo�¶ujm dosáh-

nout vysokého MRS pĘi nmzké elasticit� výstupu na kapitál. To mo�e být napĘmklad

pĘmpad, kdy je vyu�mvána vysp�lá technologie nebo jsou implementovány efektivnm

organiza
nm strategie, které umo�¶ujm efektivnm vyu�itm kapitálu a práce.

4.4.6.2 Výsledek MRS

Následujmcm graf zobrazuje graf MRS pro VES funkci.

Obrázek 19: MRS pro VES

Zdroj: vlastnm zpracovánm (2024)
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V grafu MRS je vid�t op�t klesajmcm trend. Hodnoty jsou do ur
ité mmry podobné

pĘedcházejmcmm modelom MRS. VES funkce má obecn� mén� variabilnm hodnoty

kvoli rozným stup¶om substituce mezi vstupy.

4.4.6.3 Výsledek elasticity substituce

V následujmcmm grafu jsou zobrazené elasticity substituce.

Obrázek 20: Elasticita substituce VES

Zdroj: vlastnm zpracovánm (2024)

Ma�arsko má nejvyaam elasticitu substituce pĘedevamm kvoli vysoké hodnot� delta.

Hodnoty elasticity jsou pro vaechny zem� velice rozdmlné.

4.5 Zhodnocenm

Z provedené analýzy bylo mo�né zhodnotit, �e ka�dý funk
nm model má své cha-

rakteristické vlastnosti, které siln� ovliv¶ujm výsledný model. Cmlem tohoto výzkumu

bylo zjistit, jak moc jednotlivé produk
nm funkce majm vliv na výsledek a zjiat�né

hodnoty. Je mo�né konstatovat, �e volba vhodné funkce je pro výsledek zásadnm

a siln� výsledek ovliv¶uje.
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Dalam v�cm, která mohla siln� ovlivnit výsledky byl výb�r nelineárnm regresnm funkce.

Pou�itá funkce NLSM pro výpo
et hodnot má tendenci být robustn�jam vo
i od-

lehlým hodnotám ne� tradi
nm LMS algoritmus. S malým vzorkem dat mo�e být

robustnost NLMS algoritmu omezená, proto�e nenm dostatek informacm pro ú
inný

odhad parametro modelu. Metoda NLSM na druhou stranu umo�¶uje modelovat

airokou akálu nelineárnmch vztaho mezi prom�nnými. To zahrnuje exponenciálnm, lo-

garitmické, mocninné a dalam typy nelineárnmch vztaho, co� umo�¶uje lépe zachytit

slo�it�jam vzory a struktury v datech.

NLSM umo�¶uje lépe pĘizposobit model datom, proto�e je schopen zachytit neli-

neárnm vztahy, které by lineárnm modely nemohly zachytit. To umo�¶uje pĘesn�jam

modelovánm reálných situacm, které jsou 
asto komplexnm a nelineárnm, a identiokovat

nejlepam model pro danou situaci. Z tohoto dovodu se pou�mvá 
asto pro ekonomické

analýzy.

Pro ov�Ęenm správnosti dat byla na ka�dý model aplikována funkce summary, která

zjistm odhad zkoumané hodnoty a odpovmdajmcm t hodnotu a p hodnotu k odhadu.

Odhad se shodoval s vypo
mtanou hodnotou z modelu a t hodnota vycházela v�dy

vysoká (v rozmezm 30 - 6) zatmm co p hodnota vycházela v rozmezm (0.0008 - 0.2).
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Záv�r

Produk
nm funkce proaly za poslednmch n�kolik desetiletm významným vývojem, kte-

rý renektuje zm�ny v ekonomických myalenkových pochodech a samotných vzorcmch.

Modernm produk
nm funkce berou v úvahu slo�it�jam vztahy a dynamiku výrobnmch

proceso. V kombinaci s pokro
ilými metodami analýzy dat a ekonometrických tech-

nik umo�¶ujm tyto funkce pĘesn�jam predikci vývoje ekonomiky a poskytujm cenné

informace pro politická rozhodnutm a strategické plánovánm.

V této studii byly zkoumány charakteristiky a vlastnosti rozných modelo produk
-

nmch funkcm v kontextu ekonomické analýzy. Na základ� dostupných dat byly vytvo-

Ęeny a testovány rozné modely, aby bylo mo�né porozum�t jejich chovánm a pĘesnosti

pĘi predikci výstupu na základ� vstupo.

Vzhledem k omezené dostupnosti 
eské literatury na dané téma vyu�ila autorka pĘi

psané této diplomové práce zejména zahrani
nm literaturu.

Práce si za hlavnm cml stanovila podat kompletnm pĘehled o produk
nmch funkcmch

a modelovat odpovmdajmcm modely produk
nmch funkcm. Výsledky analýzy ukazujm, �e

volba vhodného modelu je klm
ová pro pĘesnost predikce výstupu a ú
innost vyu�itm

zdrojo. Ka�dý model má své charakteristické vlastnosti, které je tĘeba zvá�it pĘi

jeho aplikaci v konkrétnmm prostĘedm.

Dole�itým aspektem studie bylo také zkoumánm vlivu strukturálnmch faktoro na vý-

kon produk
nmch funkcm. Ukázalo se, �e faktory, jako je technologický pokrok, kapi-

tálové investice a lidský kapitál, mohou významn� ovlivnit tvar a parametry pro-

duk
nmch funkcm.

Práce se nezam�Ęuje na nalezenm vhodného modelu zohled¶ujmcm aktuálnm ekonomic-

kou situaci. Zde je proto prostor pro dalam zpracovánm.
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Seznam pou�itých zkratek

CES Constant Elasticity of Substitution

GERD Hrubé domácm výdaje na výzkum a vývoj

HDP Hrubý domácm produkt

HICP Harmonised Index of Consumer Prices

K Kapitál

LINEX Linear Exponential Function

L Práce

MFM McCarthy-Färe-Mitchell

MPL Meznm produkt práce

MPK Meznm produkt kapitálu

MPR Meznm produkt surovin

MPT Meznm produkt technologie

MRS Marginal rate of substitution

MRT Marginal Rate of Transformation

MRTS Meznm mmra technické substituce

Translog Translogová produk
nm funkce

VES Variable Elasticity of Substitution

GVA Hrubá pĘidaná hodnota
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pĘmloha A: KÂd v jazyce R pro modelovánm produk
-

nmch funkcm

# ZÁKLADNÍ ÚPRAVA DAT

# Seznam spole
ných let

common_years <- Reduce(intersect, lapply(list(names(capital)[-1],

names(labour)[-1], names(A)[-1], names(Y)[-1], names(HICP)[-1]),

unique))

# Odstran�ní Yádko obsahujících NA hodnoty

Y <- na.omit(Y)

# Spole
né zem� ve vaech datasetech

common_countries <- Reduce(intersect, lapply(list(A$Country,

labour$Country,

capital$Country, Y$Country, HICP$Country), unique))

# Filtrace dataseto na spole
né zem�

A <- filter(A, Country %in% common_countries)

labour <- filter(labour, Country %in% common_countries)

capital <- filter(capital, Country %in% common_countries)

Y <- filter(Y, Country %in% common_countries)

HICP <- filter(HICP, Country %in% common_countries)

# Filtrace dataseto na spole
né roky

A <- select(A, Country, all_of(common_years))

labour <- select(labour, Country, all_of(common_years))

capital <- select(capital, Country, all_of(common_years))

Y <- select(Y, Country, all_of(common_years))

HICP <- select(HICP, Country, all_of(common_years))



# HICP

# Po
áte
ní rok

start_year <- 2011

# Smy
ka pYes jednotlivé roky

for (col in names(capital)[-1]) {

# Extrahování 
ísla roku ze jména sloupce

year <- as.numeric(col)

# Výpo
et po
tu let od po
áte
ního roku

years <- year - start_year

# Upravení kapitálu pomocí mocniny po
tu let

exponent <- years + 1

capital[[col]] <- capital[[col]] / (1 +

HICP_copy[[col]])^exponent

}

# SM�RODATNÉ ODCHYLKY

# LABOUR

# PYevedení povodního datasetu labour_copy na data frame

labour_df <- as.data.frame(labour_copy)

# Normalizace hodnot Yádek pomocí sm�rodatné odchylky

labour_scaled <- labour_df

labour_scaled[, -1] <- t(apply(labour_df[, -1], 1, function(x) x /

sd(x)))

# Zobrazení výsledného datasetu

head(labour_scaled)

# Y

# PYevedení povodního datasetu Y_copy na data frame

Y_df <- as.data.frame(Y_copy)

# Normalizace hodnot Yádek pomocí sm�rodatné odchylky

Y_scaled <- Y_df

Y_scaled[, -1] <- t(apply(Y_df[, -1], 1, function(x) x / sd(x)))



# Zobrazení výsledného datasetu

head(Y_scaled)

# CAPITAL

# PYevedení povodního datasetu capital_copy na data frame

capital_df <- as.data.frame(capital_copy)

# Normalizace hodnot Yádek pomocí sm�rodatné odchylky

capital_scaled <- capital_df

capital_scaled[, -1] <- t(apply(capital_df[, -1], 1, function(x) x

/ sd(x)))

# Zobrazení výsledného datasetu

head(capital_scaled)

# A

> # PYevedení povodního datasetu capital_copy na data frame

> A_df <- as.data.frame(A_copy)

> # Normalizace hodnot Yádek pomocí sm�rodatné odchylky

> A_scaled <- A_df

> A_scaled[, -1] <- t(apply(A_df[, -1], 1, function(x) x / sd(x)))

> # Zobrazení výsledného datasetu

> head(A_scaled)

# LOGARITMY

# Aplikace logaritmu na dataset Y

Y[, -1] <- log(Y_scaled[, -1])

# Aplikace logaritmu na dataset labour

labour[, -1] <- log(labour_scaled[, -1])

# Aplikace logaritmu na dataset capital

capital[, -1] <- log(capital_scaled[, -1])



# Aplikace logaritmu na dataset A

> A[, -1] <- log(A_scaled[, -1])

# VÝPO
TY PRO COBB-DOUGLAS

# LINEÁRNÍ REGRESE

library(minpack.lm)

# Inicializace seznamu reziduí

rezidua <- list()

# Inicializace datového rámce pro výsledky

vysledek <- data.frame(Country = character(), alpha = numeric(),

beta = numeric(), stringsAsFactors = FALSE)

# Pro ka�dou zemi bude provedena regrese

for (i in 1:nrow(Y)) {

Y_numeric <- as.numeric(unlist(Y[i, -1]))

capital_numeric <- as.numeric(unlist(capital[i, -1]))

labour_numeric <- as.numeric(unlist(labour[i, -1]))

A_numeric <- as.numeric(unlist(A[i, -1]))

# Nelineární optimalizace s omezeními

model <- nlsLM(Y_numeric ~ A_numeric + alpha * capital_numeric +

beta * labour_numeric,

start = list(alpha = 0.5, beta = 0.5),

lower = c(0, 0),

upper = c(2, 2))

# Získání koeficiento

alpha <- coef(model)[1]

beta <- coef(model)[2]

# Ulo�ení reziduí do seznamu

rezidua[[i]] <- residuals(model)

# Ulo�ení výsledko do dataframe

vysledek <- rbind(vysledek, data.frame(Country = Y$Country[i],

alpha = alpha, beta = beta))

}



# VytvoYení nového datového rámce s rezidui a názvy zemí

rezidua_df <- data.frame(Country = Y$Country, Residua =

unlist(rezidua))

# MRS pro CD

# VytvoYení prázdného dataframe pro ukládání výsledko MRS

MRS_data <- data.frame(Country = character(), MRS = numeric())

# Procházení jednotlivých zemí

for (i in 1:nrow(vysledek)) {

# Výpo
et MRS pro danou zemi

MRS <- vysledek$alpha[i] * labour[i, -1] / (vysledek$beta[i] *

capital[i, -1])

# Ulo�ení výsledku do dataframe

MRS_data <- rbind(MRS_data, data.frame(Country =

vysledek$Country[i], MRS = MRS))

}

print(MRS_data) # Výpis výsledko

# VÝPO
TY PRO CES

# ÚPRAVA HODNOT ALPHA + BETA = 1

library(minpack.lm)

# Inicializace datového rámce pro výsledky

vysledek <- data.frame(Country = character(), alpha = numeric(),

beta = numeric(), stringsAsFactors = FALSE)

# Pro ka�dou zemi bude provedena regrese

for (i in 1:nrow(Y)) {

Y_numeric <- as.numeric(unlist(Y[i, -1]))

capital_numeric <- as.numeric(unlist(capital[i, -1]))

labour_numeric <- as.numeric(unlist(labour[i, -1]))

A_numeric <- as.numeric(unlist(A[i, -1]))

# Nelineární optimalizace s omezeními

model <- nlsLM(Y_numeric ~ A_numeric + alpha * capital_numeric +



beta * labour_numeric,

start = list(alpha = 0.5, beta = 0.5),

lower = c(0, 0),

upper = c(2, 2),

control = nls.lm.control(maxiter = 1000))

# Získání koeficiento

alpha <- coef(model)[1]

beta <- coef(model)[2]

# Podmínka alpha + beta = 1

sum_coef <- alpha + beta

alpha <- alpha / sum_coef

beta <- beta / sum_coef

# Ulo�ení výsledko do dataframe

vysledek <- rbind(vysledek, data.frame(Country = Y$Country[i],

alpha = alpha, beta = beta))

}

# NELINEÁRNÍ REGRESE PRO CES

library(minpack.lm)

# Inicializace datového rámce pro výsledky

vysledek_CES <- data.frame(Country = character(), delta =

numeric(),

stringsAsFactors = FALSE)

# Nelineární optimalizace s omezením na kladné hodnoty delta

for (i in 1:nrow(A)) {

Y_numeric <- as.numeric(unlist(Y_scaled[i, -1]))

capital_numeric <- as.numeric(unlist(capital_scaled[i, -1]))

labour_numeric <- as.numeric(unlist(labour_scaled[i, -1]))

# Na
tení hodnoty alpha pro danou zemi

alpha <- vysledek$alpha[i]

A_numeric <- as.numeric(unlist(A_scaled[i, -1]))

# Nelineární optimalizace pro odhad delta s omezením na kladné hodnoty



model <- nlsLM(Y_numeric ~ A_numeric * ((alpha * capital_numeric^(-

delta) + (1 - alpha) * labour_numeric^(-delta))^-(1/delta)),

start = list(delta = 1),

lower = 0, # Omezení na kladné hodnoty

upper = Inf)

# Získání odhadnutého parametru delta

delta <- coef(model)["delta"]

# Ulo�ení výsledko do datového rámce

vysledek_CES <- rbind(vysledek_CES, data.frame(Country =

A$Country[i], delta = delta))

}

print(vysledek_CES) # Výpis výsledko

# VÝPO
ET ELASTICITY KAPITÁLU NA VÝSTUP PRO CES

# Inicializace prázdného seznamu pro ukládání výsledko

results <- list()

# Pro ka�dou zemi a ka�dý rok bude proveden výpo
et elasticity kapitálu

for (i in 1:nrow(vysledek_CES)) {

country <- vysledek_CES$Country[i]

alpha <- vysledek$alpha[i]

delta <- as.numeric(vysledek_CES$delta[i]) # PYevod na num. typ

for (year in 2:ncol(Y_scaled)) {

Y_value <- as.numeric(Y_scaled[i, year]) # PYevod na num. typ

K_value <- as.numeric(capital_scaled[i, year]) # PYevod na num. typ

A_value <- as.numeric(A_scaled[i, year]) # PYevod na numerický typ

# Výpo
et elasticity vstupu kapitálu pro danou zemi a rok

eta_K <- ((alpha) / (A_value^delta)) * ((Y_value /

K_value)^delta)

# Ulo�ení výsledku do seznamu

result <- data.frame(Country = country, Year =

as.numeric(names(Y_scaled)[year]), Eta_K = eta_K)

results <- append(results, list(result))



}

}

# Konverze seznamu na datový rámec

results_df <- do.call(rbind, results)

# Výpis výsledko

print(results_df)

# VÝPO
ET ELASTICITY PRÁCE NA VÝSTUP PRO CES

# Inicializace prázdného seznamu pro ukládání výsledko

results_formula <- list()

# Pro ka�dou zemi a ka�dý rok bude proveden výpo
et elasticity kapitálu

for (i in 1:nrow(vysledek_CES)) {

country <- vysledek_CES$Country[i]

alpha <- vysledek$alpha[i]

delta <- as.numeric(vysledek_CES$delta[i]) # PYevod na numerický typ

for (year in 2:ncol(Y_scaled)) {

Y_value <- as.numeric(Y_scaled[i, year]) # PYevod na numerický typ

K_value <- as.numeric(capital_scaled[i, year]) # PYevod na num. typ

L_value <- as.numeric(labour_scaled[i, year]) # PYevod na num. typ

A_value<- as.numeric(A_scaled[i, year]) # PYevod na num. typ

# Výpo
et elasticity vstupu kapitálu pro danou zemi a rok

eta_L <- ((1 - alpha) / (A_value^delta)) * ((Y_value /

L_value)^delta)

# Ulo�ení výsledku do seznamu

result <- data.frame(Country = country, Year =

as.numeric(names(Y_scaled)[year]), Eta_L = eta_L)

results_formula <- append(results_formula, list(result))

}

}

# Konverze seznamu na datový rámec

results_df_formula <- do.call(rbind, results_formula)

# Výpis výsledko



print(results_df_formula)

# VÝPO
ET MRS PRO CES

# Inicializace prázdného datového rámce pro ukládání výsledko MRS

vysledek_MRS <- data.frame(Country = character(), Year =

integer(), MRS =

numeric(), stringsAsFactors = FALSE)

# Pro ka�dou zemi bude proveden výpo
et MRS

for (i in 1:nrow(A)) {

alpha <- vysledek$alpha[i]

delta <- vysledek_CES$delta[i]

for (year in 2:ncol(Y_scaled)) {

K_value <- as.numeric(capital_scaled[i, year]) # PYevod na num. typ

L_value <- as.numeric(labour_scaled[i, year]) # PYevod na num. typ

# Výpo
et MRS

MRS <- (alpha / (1 - alpha)) * (L_value / K_value)^(1 + delta)

# Ulo�ení výsledko do datového rámce

MRS_df <- data.frame(Country = A$Country[i], Year =

as.numeric(names(Y_scaled)[year]), MRS = MRS)

vysledek_MRS <- rbind(vysledek_MRS, MRS_df)

}

}

# Výpis výsledko

print(vysledek_MRS)

# VÝPO
ET ELASTICITY SUBSTITUCE PRO CES

# Inicializace prázdného datového rámce pro ukládání výsledko elasticity

elasticity_df <- data.frame(Country = character(), Elasticity =

numeric(),

stringsAsFactors = FALSE)

# Pro ka�dou zemi bude proveden výpo
et elasticity

for (i in 1:nrow(vysledek_CES)) {



delta <- as.numeric(vysledek_CES$delta[i]) # PYevod na num. typ

# Výpo
et elasticity

elastic <- 1 /(1 + delta)

# Ulo�ení výsledku do datového rámce

elasticity_df <- rbind(elasticity_df, data.frame(Country =

vysledek_CES$Country[i], Elasticity = elastic))

}

# Výpis výsledko

print(elasticity_df)

# VÝPO
TY PRO VES

# VÝPO
ET RHO A DELTA

# Inicializace prázdného datového rámce pro ukládání výsledko VES

VES_vysledky <- data.frame(Country = character(), rho = numeric(),

delta = numeric(), stringsAsFactors = FALSE)

# Pro ka�dou zemi bude proveden výpo
et rho a delta

for (i in 1:nrow(A)) {

alpha <- vysledek$alpha[i]

beta <- vysledek$beta[i]

# Výpo
et rho a delta

rho <- (alpha * beta + 1) / (1)

delta <- (1 - alpha) / (alpha * beta + 1)

# Ulo�ení výsledko do datového rámce

VES_vysledky <- rbind(VES_vysledky, data.frame(Country =

A$Country[i], rho = rho, delta = delta))

}

# Výpis výsledko

print(VES_vysledky)

# VÝPO
ET NOVÉ HODNOTY ALPHA PRO VES

library(minpack.lm)

# Inicializace datového rámce pro výsledky



VES_vysledky_alpha <- data.frame(Country = character(), alpha =

numeric(),

stringsAsFactors = FALSE)

# Pro ka�dou zemi bude provedena nelineární optimalizace

for (i in 1:nrow(A)) {

Y_numeric <- as.numeric(unlist(Y_scaled[i, -1]))

capital_numeric <- as.numeric(unlist(capital_scaled[i, -1]))

labour_numeric <- as.numeric(unlist(labour_scaled[i, -1]))

A_numeric <- as.numeric(unlist(A_scaled[i, -1]))

# Na
tení hodnoty alpha pro danou zemi

alpha <- VES_vysledky$alpha[i]

delta <- VES_vysledky$delta[i]

rho <- VES_vysledky$rho[i]

# Nelineární optimalizace pro odhad parametru alpha

model <- nlsLM(Y_numeric ~ A_numeric * (capital_numeric^(alpha *

(1 - delta *

rho))) * (labour_numeric+(rho - 1 ) * capital_numeric) ^(alpha *

delta * rho),

start = list(alpha = 1),

lower = 0, # Omezení na kladné hodnoty

upper = Inf)

# Získání odhadnutého parametru alpha

alpha <- coef(model)["alpha"]

# Ulo�ení výsledko do datového rámce

VES_vysledky_alpha <- rbind(VES_vysledky_alpha, data.frame(Country =

A$Country[i], alpha = alpha))

}

# Výpis výsledko

print(VES_vysledky_alpha)

# VÝPO
ET VSTUPU PRÁCE NA VÝSTUPU VES

# Inicializace prázdného datového rámce pro ukládání výsledko



novy_dataset <- data.frame(Country = character(), Year = integer(), Eta_L =

numeric(), stringsAsFactors = FALSE)

# Pro ka�dou zemi a ka�dý rok bude proveden výpo
et elasticity kapitálu

for (i in 1:nrow(vysledek_CES)) {

country <- vysledek_CES$Country[i]

alpha <- VES_vysledky_alpha$alpha[i]

delta <- VES_vysledky$delta[i]

rho <- VES_vysledky$rho[i]

for (year in 2:ncol(Y_scaled)) {

Y_value <- as.numeric(Y_scaled[i, year]) # PYevod na num. typ

K_value <- as.numeric(capital_scaled[i, year]) # PYevod na num.typ

L_value <- as.numeric(labour_scaled[i, year]) # PYevod na nume. typ

# Výpo
et elasticity vstupu kapitálu pro danou zemi a rok

eta_L <- (alpha * delta * L_value * rho) / (L_value +

(K_value)*(-1 + rho))

# Ulo�ení výsledku do datového rámce

novy_radek <- data.frame(Country = country, Year =

as.numeric(names(Y_scaled)[year]), Eta_L = eta_L)

novy_dataset <- rbind(novy_dataset, novy_radek)

}

}

# Výpis výsledko

print(novy_dataset)

# VÝPO
ET VSTUPU KAPITÁLU NA VÝSTUPU VES

# Inicializace datového rámce pro ukládání výsledko

eta_K2 <- data.frame(Country = character(), Year = integer(), Eta_K =

numeric(), stringsAsFactors = FALSE)

# Pro ka�dou zemi a ka�dý rok bude proveden výpo
et elasticity kapitálu

for (i in 1:nrow(vysledek_CES)) {

country <- vysledek_CES$Country[i]

alpha <- VES_vysledky_alpha$alpha[i]



delta <- VES_vysledky$delta[i]

rho <- VES_vysledky$rho[i]

for (year in 2:ncol(Y_scaled)) {

Y_value <- as.numeric(Y_scaled[i, year]) # PYevod na num. typ

K_value <- as.numeric(capital_scaled[i, year]) # PYevod na num. typ

L_value <- as.numeric(labour_scaled[i, year]) # PYevod na num. typ

# Výpo
et elasticity vstupu kapitálu pro danou zemi a rok

eta_K <- (alpha * (L_value + K_value * (-1 + rho)) - delta * L_value *

rho) / (L_value + (K_value) * (-1 + rho))

# Ulo�ení výsledku do datového rámce

novy_radek <- data.frame(Country = country, Year =

as.numeric(names(Y_scaled)[year]), Eta_K = eta_K)

eta_K2 <- rbind(eta_K2, novy_radek)

}

}

# Výpis výsledko

print(eta_K2)

# VES ELASTICITA

# Inicializace prázdného datového rámce pro ukládání výsledko

sigma_results <- data.frame(Country = character(), Year =

integer(), Sigma =

numeric(), stringsAsFactors = FALSE)

# Pro ka�dou zemi a ka�dý rok bude proveden výpo
et hodnoty

for (i in 1:nrow(vysledek_CES)) {

country <- vysledek_CES$Country[i]

alpha <- VES_vysledky_alpha$alpha[i]

delta <- VES_vysledky$delta[i]

rho <- VES_vysledky$rho[i]

for (year in 2:ncol(Y_scaled)) {

Y_value <- as.numeric(Y_scaled[i, year]) # PYevod na num. typ

K_value <- as.numeric(capital_scaled[i, year]) # PYevod na num. typ



L_value <- as.numeric(labour_scaled[i, year]) # PYevod na num. typ

# Výpo
et hodnoty pro danou zemi a rok

sigma <- 1 + ((rho - 1) / (1 - delta * rho)) * (K_value /

L_value)

# Ulo�ení výsledku do datového rámce

new_row <- data.frame(Country = country, Year =

as.numeric(names(Y_scaled)[year]), Sigma = sigma)

sigma_results <- rbind(sigma_results, new_row)

}

}

# Výpis výsledko

print(sigma_results)

# MRS PRO VES

# Inicializace prázdného datového rámce pro ukládání výsledko sigma

sigma_results <- data.frame(Country = character(), Year =

integer(), Sigma =

numeric(), stringsAsFactors = FALSE)

# Pro ka�dou zemi a ka�dý rok bude proveden výpo
et hodnoty

for (i in 1:nrow(vysledek_CES)) {

country <- vysledek_CES$Country[i]

alpha <- VES_vysledky_alpha$alpha[i]

delta <- VES_vysledky$delta[i]

rho <- VES_vysledky$rho[i]

for (year in 2:ncol(Y_scaled)) {

Y_value <- as.numeric(Y_scaled[i, year]) # PYevod na num. typ

K_value <- as.numeric(capital_scaled[i, year]) # PYevod na num. typ

L_value <- as.numeric(labour_scaled[i, year]) # PYevod na num. typ

# Výpo
et hodnoty pro danou zemi a rok

sigma <- (L_value + K_value * (-1 + rho) - delta * L_value

* rho) /

(delta * K_value * rho)



# Ulo�ení výsledku do datového rámce

new_row <- data.frame(Country = country, Year =

as.numeric(names(Y_scaled)[year]), Sigma = sigma)

sigma_results <- rbind(sigma_results, new_row)

}

}

# Výpis výsledko

print(sigma_results)

# GRAFY

# GRAF PRO CAPITAL

# PYevedení dat do dlouhého formátu s funkcí pivot_longer

long_data <- pivot_longer(capital_copy, cols = -Country, names_to

= "Year",

values_to = "Value")

# VytvoYení grafu s logaritmickou akálou na ose y

ggplot(long_data, aes(x = as.factor(Year), y = Value, group =

Country, color =

reorder(Country, -Value))) +

geom_line() +

labs(x = "Year", y = "Value", title = "Capital") +

theme_minimal() +

theme(axis.text.x = element_text(angle = 90, vjust = 0.5, hjust

= 1)) +

scale_color_viridis_d() +

scale_y_continuous(trans = "log2")

# GRAF PRO LABOUR

# PYevedení dat do dlouhého formátu

labour_long <- gather(labour_copy, Year, Value, -Country)

# VytvoYení grafu pro labour s seYazenými popisky zemí podle hodnoty

ggplot(labour_long, aes(x = as.factor(Year), y = Value, group = Country,



color = reorder(Country, -Value))) +

geom_line() +

labs(x = "Year", y = "Value", title = "Labour") +

theme_minimal() +

theme(axis.text.x = element_text(angle = 90, vjust = 0.5, hjust

= 1)) +

scale_color_viridis_d()

scale_y_continuous(trans = "log2")

# GRAF PRO Y

# PYevedení dat do dlouhého formátu

Y_long <- gather(Y_copy, Year, Value, -Country)

# VytvoYení grafu s seYazenými popisky zemí podle hodnoty

ggplot(Y_long, aes(x = as.factor(Year), y = Value, group =

Country, color =

reorder(Country, -Value))) +

geom_line() +

labs(x = "Year", y = "Value", title = "Y") +

theme_minimal() +

theme(axis.text.x = element_text(angle = 90, vjust = 0.5, hjust

= 1)) +

scale_color_viridis_d()

scale_y_continuous(trans = "log2")

# HISTOGRAM ALPHA BETA

# VytvoYení histogramu

# Ur
ení hranic sloupco histogramu

bins <- seq(0.7, 2.0, by = 0.05)

# VytvoYení histogramu

ggplot(data = vysledek_ordered, aes(x = alpha + beta)) +

geom_histogram(binwidth = 0.05, color = "black", fill =

"skyblue", alpha =



0.8) +

scale_x_continuous(breaks = bins) + # Nastavení hranic na ose x

labs(title = "Histogram sou
to Alpha a Beta podle zemí", x = "Sou
et

Alpha a Beta", y = "Po
et") +

theme_minimal()

# SLOUPCOVÝ GRAF HODNOT ALPHA A BETA

library(ggplot2)

# SeYazení výsledku podle sou
tu alpha a beta

vysledek_ordered <- vysledek[order(-(vysledek$alpha +

vysledek$beta)), ]

# VytvoYení faktoru pro seYazení legendy podle hodnot v grafu

vysledek_ordered$Country <- factor(vysledek_ordered$Country,

levels =

vysledek_ordered$Country)

# VytvoYení grafu s legendou a seYazenou legendou podle hodnot v grafu

ggplot(data = vysledek_ordered, aes(x = reorder(Country, -(alpha +

beta)), y =

alpha + beta, fill = Country)) +

geom_col() +

labs(title = "Sou
et hodnot Alpha a Beta podle zemí", x =

"Zem�", y = "Sou
et

Alpha a Beta") +

theme(axis.text.x = element_text(angle = 90, vjust = 0.5, hjust

= 1)) +

geom_text(aes(label = Country), vjust = -0.5, size = 3, color =

"black") +

theme(legend.position = "right", legend.box = "horizontal",

legend.direction

= "vertical") +

scale_x_discrete(limits = rev(levels(vysledek_ordered$Country)))



# SLOUPCOVÝ GRAF HODNOT ALPHA

library(ggplot2)

# SeYazení výsledku podle hodnoty alpha

vysledek_ordered <- vysledek[order(-vysledek$alpha), ]

# VytvoYení faktoru pro seYazení legendy podle hodnot v grafu

vysledek_ordered$Country <- factor(vysledek_ordered$Country,

levels =

vysledek_ordered$Country)

# VytvoYení grafu s legendou a seYazenou legendou podle hodnot v grafu

ggplot(data = vysledek_ordered, aes(x = reorder(Country, -alpha),

y = alpha, fill =

Country)) +

geom_col() +

labs(title = "Hodnoty Alpha podle zemí", x = "Zem�", y =

"Alpha") +

theme(axis.text.x = element_text(angle = 90, vjust = 0.5, hjust

= 1)) +

geom_text(aes(label = Country), vjust = -0.5, size = 3, color =

"black") +

theme(legend.position = "right", legend.box = "horizontal",

legend.direction =

"vertical") +

scale_x_discrete(limits = rev(levels(vysledek_ordered$Country)))

# SLOUPCOVÝ GRAF PRO BETA

# SeYazení výsledku podle hodnoty beta

vysledek_ordered <- vysledek[order(-vysledek$beta), ]

# VytvoYení faktoru pro seYazení legendy podle hodnot v grafu

vysledek_ordered$Country <- factor(vysledek_ordered$Country,

levels =

vysledek_ordered$Country)

# VytvoYení grafu s legendou a seYazenou legendou podle hodnot v grafu



ggplot(data = vysledek_ordered, aes(x = reorder(Country, -beta), y

= beta, fill =

Country)) +

geom_col() +

labs(title = "Hodnoty Beta podle zemí", x = "Zem�", y = "Beta") +

theme(axis.text.x = element_text(angle = 90, vjust = 0.5, hjust

= 1)) +

geom_text(aes(label = Country), vjust = -0.5, size = 3, color = "black") +

theme(legend.position = "right", legend.box = "horizontal",

legend.direction = "vertical") +

scale_x_discrete(limits = rev(levels(vysledek_ordered$Country)))

# GRAF PRO ELASTICITU PRÁCE NA VÝSTUPU

# VytvoYení grafu pro elasticity vstupu práce s legendou seYazenou vzestupn�

podle velikosti hodnoty

library(ggplot2)

ggplot(data = results_df, aes(x = Year, y = X2011, color = reorder(Country, -

X2011))) +

geom_line() +

labs(title = "Elasticity of Labor Input Over Time",

x = "Year",

y = "Elasticity of Labor Input",

color = "Country") +

theme_minimal() +

theme(legend.position = "right") +

scale_color_discrete(guide = guide_legend(title = "Country"))

# VYTVOYENÍ GRAFU PRO MRS

library(ggplot2)

library(tidyr)

# PYevedení dat do dlouhého formátu

MRS_long <- pivot_longer(vysledek_MRS, -c(Country, Year), names_to = "Year",



values_to = "Value")

# VytvoYení grafu

ggplot(MRS_long, aes(x = as.factor(Year), y = Value, group = Country, color

= reorder(Country, -Value))) +

geom_line() +

labs(x = "Year", y = "Value", title = "Marginal Rate of Substitution") +

theme_minimal() +

theme(axis.text.x = element_text(angle = 90, vjust = 0.5, hjust = 1)) +

scale_color_viridis_d()

# GRAF PRO ELASTICITU KAPITÁLU NA VÝSTUPU CES

library(ggplot2)

# SeYazení legendy vzestupn� podle hodnot prom�nné Eta_K

results_df$Country <- factor(results_df$Country, levels =

unique(results_df$Country[order(-results_df$Eta_K)]))

# VytvoYení spojnicového grafu s diskrétní osou x pro ka�dý rok

ggplot(results_df, aes(x = as.factor(Year), y = Eta_K, group = Country,

color = Country)) +

geom_line() +

labs(x = "Year", y = expression(eta[K]), title = "Elasticity of Capital Input

by Year and Country") +

theme_minimal() +

theme(axis.text.x = element_text(angle = 90, vjust = 0.5, hjust = 1),

legend.position = "bottom") + # Oto
ení popisko na ose x

scale_color_viridis_d() # Nastavení barev podle zemí

# PRO VES VÝSTUPY BYLY POU}ITY STEJNÉ GRAFY

# DIAGNOSTIKA

bptest(residuals(model) ~ capital_numeric + labour_numeric)

HISTOGRAM REZIDUÍ

library(ggplot2)



histogram <- ggplot(rezidua_df, aes(x = Residua)) +

geom_histogram(binwidth = 0.05, breaks = seq(-0.25, 0.25, by = 0.05),

fill = "skyblue", color = "black", alpha = 0.8) +

labs(title = "Histogram reziduí", x = "Rezidua", y = "Po
et") +

theme_minimal()

print(histogram)

# HISTOGRAM REZIDUÍ PRO JEDNOTLIVÉ STÁTY

library(ggplot2)

num_countries <- nrow(rezidua_df) # Po
et zemí

# VytvoYení prázdného listu pro ukládání histogramo

histograms <- vector("list", length = num_countries)

# VytvoYení histogramo pro jednotlivé zem�

for (i in 1:num_countries) {

country <- rezidua_df$Country[i]

rezidua_country <- rezidua_df$Residua[rezidua_df$Country == country]

# VytvoYení histogramu pro danou zemi

histogram <- ggplot(data.frame(Residua = rezidua_country), aes(x =

Residua)) +

geom_histogram(binwidth = 0.05, breaks = seq(-0.25, 0.25, by = 0.05),

fill = "skyblue", color = "black", alpha = 0.8) +

labs(title = paste("Histogram reziduí -", country), x = "Rezidua", y =

"Po
et") +

theme_minimal()

histograms[[i]] <- histogram

}

print(histograms) # Zobrazení histogramo

# Test autokorelace reziduí

library(lmtest)

# Získání reziduí z modelu

residuals <- as.vector(residuals(model))



# Pou�ití funkce durbinWatsonTest() na rezidua

durbinWatsonTest(residuals)

# Shapiro-Wilk test normality

> residuals <- resid(model)

> shapiro.test(residuals)

# Test multikolinearity

# VytvoYení matice korelace

cor_matrix <- cor(data.frame(capital_numeric, labour_numeric))

print(cor_matrix) # Výpis matice korelace
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Tato práce zkoumá modelovánm produk
nmch funkcm, zahrnujmcm historický vývoj, tva-

ry a klm
ové ekonomické koncepty. Diskutuje krátkodobé a dlouhodobé rozdmly a Ęeam

nedostatky produk
nmch funkcm, v
etn� kontroverzm kolem kapitálu a otázek udr�i-

telnosti a endogenity. Jsou zde zkoumány diagnostické nástroje pro analýzu, jako

jsou testy heteroskedasticity a autokorelace, a je provedena jejich aplikace na pro-

duk
nm funkce. Práce dále analyzuje modelovánm produk
nmch funkcm pomocm reálných

dat a aplikuje teoretické koncepty, zejména se zam�Ęuje na modely Cobb-Douglas,

CES a VES. Výsledky nabmzejm podrobný pohled na vztah mezi vstupy a výstupy.

Celkov� práce poskytuje komplexnm pĘehled o produk
nmch funkcmch a jejich aplikaci

v ekonomické analýze, co� je pĘmnosem k lepammu porozum�nm optimalizace výrob-

nmch proceso a rozhodovánm v podnikovém prostĘedm. Dole�itým zjiat�nmm práce je,

�e zvolená produk
nm funkce má klm
ový vliv na výsledky analýzy, co� podtrhuje

dole�itost správného výb�ru modelu.
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This study delves into the modeling of production functions, covering their histori-

cal evolution, various forms, and fundamental economic concepts. It explores both

short-term and long-term distinctions while addressing the limitations of producti-

on functions, including debates surrounding capital and issues of sustainability and

endogeneity. Diagnostic tools for analysis, such as tests for heteroskedasticity and

autocorrelation, are examined and applied to production functions. Additionally, the

study scrutinizes the modeling of production functions using real-world data and ap-

plies theoretical frameworks, with a specioc emphasis on the Cobb-Douglas, CES

and VES models. The ondings provide a nuanced understanding of the relationship

between inputs and outputs. Overall, this research ofers a comprehensive insight

into production functions and their relevance in economic analysis, contributing to

enhanced comprehension of optimizing production processes and decision-making in

business settings. A key revelation of this work is the pivotal innuence of the chosen

production function on analysis outcomes, underscoring the importance of model

selection.


