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Abstrakt

Tato prace se zabyva dynamickymi vlastnostmi modeli systému chemickych reakci. Predstavime si jed-
notlivé druhy chemickych reakci z pohledu reakéni kinetiky a zakladni znaceni, které je v praci pouzivano,
a nasledné si odvodime diferencidlni rovnice popisujici zmény molarnich koncentraci latek v ¢ase. Dale
popiseme zakladni vlastnosti téchto dynamickych systému a zavedeme pojem stechiometrickych t¥id kom-
patibility, ve kterych lezi vSechny trajektorie daného dynamického systému. Pro reakce dvou latek nam
tyto tridy udavaji velmi presnou predstavu o kvalitativnim chovani trajektorii. Poté se zaméfime na roli
pritomnych parametria v systémech reakci dvou latek, u kterych je sice jen omezené neoscilujici chovani,
ale muzeme zde narazit na priklady zajimavych bifurkaci. Konkrétné uvedeme systémy se sedlo-uzlovou
bifurkaci a pfitomnou hysterezi, s vidlickovou bifurkaci a dvouparametrickou hrotovou bifurkaci.

Klicova slova: reakéni kinetika, chemické reakce, diferencidlni rovnice, stechiometrické t¥idy kompati-
bility, zakon zachovani hmotnosti, rovnovazné stavy, stabilita, bifurkace.

iv



Abstract

This thesis deals with dynamical properties of models of chemical reaction systems. We introduce diffe-
rent types of chemical reactions from the point of view of reaction kinetics, and the basic notation used
in this thesis and then the derivation of differential equations describing changes of molar concentrations
of substances in time. We then describe basic properties of these dynamical systems and introduce stoi-
chiometric compatibility classes in which all trajectories of a given dynamical system lie. For reactions of
two substances, these classes give us a very accurate idea of the qualitative behavior of trajectories. We
then focus on the role of parameters present in systems of reactions of two substances for which we may
encounter examples of interesting bifurcations, although there is only limited nonoscillatory behavior. In
particular, we will mention systems with the saddle-node bifurcation and hysteresis, with the pitchfork
bifurcation and two-parameter cusp bifurcation.

Keywords: reaction kinetics, chemical reactions, differential equations, stoichiometric compatibility clas-
ses, mass conservation law, equilibrium points, stability, bifurcations.
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Reakcni kinetika
a diferencialni rovnice

Diferencidlni rovnice predstavuji v mnoha situacich velmi dobry nastroj pro popis dynamickych procesi
v riiznych védnich disciplindch, od humanitnich po technické. Uved'me si naptiklad mechaniku [3], ekono-
mii [4] a sociologii [5]. Déle jsou dynamické systémy Siroce aplikovatelné v ruznych podoblastech biologie,
konkrétnéji napriklad ve fyziologii popisuji procesy jak na trovni bunécné fyziologie, tak i v soustavach
organt [1], v ekologii modeluji naptiklad populaéni dynamiku nebo v epidemiologii §i¥eni infekénich cho-
rob [2].

Velké mnozstvi jevii modelovanych pomoci diferencialnich rovnic nalezneme také v chemii. Oblast, ktera
se vénuje modelovani chemickych reakci a o které tato prace pojednava, se nazyva reakcni kinetika.
Reakéni kinetika studuje rychlost chemickych reakei, reakéni mechanismy a faktory ovliviujici rychlost
chemickych reakei, kterymi jsou napiiklad teplo, tlak nebo pfitomnost katalyzatoru [6, 7]. Vyznamnou
roli hraje naptiklad v biochemii, ve které muzeme z vyznamnych modelt zminit napriklad enzymatickou
reakci popsanou Michaelisem a Mentenovou (1913) nebo model glykolyzy od Sel’kova (1968) [1]. Velké
zastoupeni mé také ve farmakokinetice, které se vénoval napriklad Teorell a v roce 1937 popsal distribuci
latek v téle [8], a dalsich.

1.1 Chemické reakce

V této tvodni kapitole si nejdfive predstavime zdkladni rozdéleni chemickych reakeci z pohledu reakéni
kinetiky a zavedeme zdkladni pojmy a znaceni. Dale se zamérime na odvozeni diferencialnich rovnic po-
pisujicich zménu molarnich koncentraci pritomnych reagujicich latek v case.

Chemicka reakce je déj, pri kterém se za vhodnych podminek vychozi latky zménami chemickych vazeb
preménuji na nové latky. V reakéni kinetice se chemické reakece rozdéluji na izolované a simultdnni [7].

1.1.1 Izolované reakce

U izolovanych reakci probiha v soustavé pouze jedna reakce, pri které se vychozi latky X; az X,, méni na
nové latky X} az X/,. Obecny tvar této reakce je
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a] X1 +ag Xg + ...+aan —>b1X/1+b2X/2+ ...+an;L. (R1.1)

Z formalnich divodi oznacuji X; a X} pro konkrétni i vzdy stejnou latku a ¢drkovana notace odlisuje nové
latky od latek vychozich. V soustavé se tedy nachdzi celkem n latek. Cisla a; az a, (resp. by aZ by,) se
nazjvaji stechiometrické koeficienty a udavaji pocet molf, resp. ¢astic jednotlivych latek!. Jejich spravné
ur¢eni zajistuje platnost zdkona zachovani hmotnosti?. Piikladem izolované reakce mize byt dokonalé
spalovani uhliku

C+ 0Oy — COao,

pri kterém se uhlik v reakci s kyslikem preménuje na oxid uhlic¢ity. Pokud tuto reakci srovname s obecnym
tvarem reakce (R1.1), pak pro vychozi latky dostdvame X; = C, a1 = 1, Xo2 = Og, az = 1, X3 = COao,
asz = 0 a pro nové latky dostavame X} = C, by = 0, X = Og, by = 0, X5 = COgq, b3 = 1. Vyse zavedené
znaceni je podstatné pro urcovani tzv. stechiometrickych t¥id kompatibility, viz Kapitolu 2.

1.1.2 Simultanni reakce
Druhym typem reakci jsou simultdnni reakce, které se skladaji z jednotlivych izolovanych reakei, tj.
u téchto reakci probihd v soustavé vice izolovanych reakei soucasné. Simultdnni reakce se rozdéluji
na vratné, bo¢né a nasledné [7].

Vratné reakce

Vratné reakce maji tvar

a1 X1 + a9 X9 + ...+aan :blxll —|—b2X/2—|— ...+an/n.
Latky X1 az X,, se pfeménuji na latky X} az X/, ty se zpét preménuji na latky X; az X,,, atd. P¥ikladem
muze byt reakce
Hs + 1 = 2 HI,
pri které reaguje vodik Hy s plynnym jodem I za vzniku jodovodiku HI a jodovodik se méni zpét na
vodik a plynny jod.
Bocné reakce
Obecny tvar bo¢nych reakci je
- b1 X] + b2 X5+ ... Th, X,
a] X1 +ag Xg + ...+aan

"
e X +ceXf+ ... Te, X0

1Mol je zakladni jednotka ldtkového mnozstvi n 4. Jeden mol dané latky obsahuje pocet elementarnich éastic N4, ktery
odpovida poc¢tu atomt ve 12 g uhliku 12C, tzv. Avogadrové konstanté. Vzhledem k platnosti vztahu nq = N/Ny4, kde N je
pocet Castic, muZeme v reakci uvazovat pocet moli nebo po vyndsobeni Avogadrovou konstantou pocet ¢éstic, viz [7].
2Souéet hmotnosti vech vychozich l4tek se rovna souctu hmotnost{ vSech novych latek [7].
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U tohoto druhu reakci zéleZi na zpiisobu, jakym reakce probéhne, z latek Xy az X, vznikaji latky X az
X!, nebo latky X{ az X!. Piikladem bo¢né reakce miize byt

CH,4 + COq
CH3COOH
CH2CO + H»0,

pri které se kyselina octovd CH3COOH rozkladd na methan CHy a oxid uhli¢ity CO2, nebo na ethenon
CH>CO a vodu H5O.

Nasledné reakce

Poslednim typem simultannich reakci jsou nasledné reakce, které maji tvar

arXi+ ... T2, X, — b1 Xj+ .. Th X, — X+ e X —
Z latek Xy az X, vznikaji latky X} az X/,, z latek X} az X/, ddle vznikaji latky X/ az X!/ a z nich mizou

vznikat dalsi latky. Prikladem muze byt reakce

Cy4Hg +2Hy — C4Hg + Hy —— C4Hjo,

pri které se but-2-yn C4Hg v reakci s vodikem Hs preménuje na but-2-en C4Hg, ktery opét reaguje
s vodikem a vznikd butan C4Hqg.

Vsechny vyse uvedené typy reakci se mohou samozrejmé dale vyskytovat i ve vzdjemnych kombinacich.

1.2 Diferencialni rovnice popisujici zmény molarnich koncentraci latek

Nyni si na prikladu vratné reakce ukazeme odvozeni soustavy diferencidlnich rovnic, kterd popisuje zménu
molarnich koncentraci® latek v ¢ase ¢ pii dané reakci, viz [9]. Pro piehlednost uvazujme tii latky oznacené
A, B, C a reakci

A%2B+C. (R1.2)
Vyznam konstant o > 0 a 8 > 0 si uvedeme nize. Zleva doprava probiha reakce

A-%52B4C, (R1.3)
kterd se vyskytuje s Getnostit J(R1.3), @ zdrovell s ni, zprava doleva, probihd reakce

2B +C L A, (R1.4)

ktera se vyskytuje s ¢etnosti <%/(R144)~ Predpokladame, ze reakce probihaji v izolované, uzaviené, dokonale
promichané nadobé s konstantni teplotou a objemem. Molarni koncentrace jednotlivych latek v case t
ozna¢me z(t) pro latku A, y(t) pro ldtku B a z(t) pro ldtku C. Nyni popiSme zménu koncentrace z(t)

3Molérni koncentrace udavé pocet molt latky rozpusténé v roztoku o objemu 1 dm3, viz [7].
4Cetnost reakce udava pocet vyskyti reakce za jednotku ¢asu na jednotku objemu déleny Avogadrovou konstantou,
viz [9].
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latky A. Pokazdé, kdyz se vyskytne reakce (R1.3), ztracime jeden mol latky A a Cetnost této ztréaty je
rovna J#(R1 3), @ pokazdé, kdyz se vyskytne reakce (R1.4), ziskdvame jeden mol latky A s ¢etnosti H(R1.4)-
Zména koncentrace latky A je tedy

&(t) = —H(r1.3) T H(R1.4)-

Pro latku B plati, Ze vzdy, kdyZ se vyskytne reakce (R1.3), ziskdvdme dva moly litky B s éetnosti Ji/(Rl_?))
a pii vyskytu reakce (R1.4) ztrdcime dva moly létky B s ¢etnosti (R 4). Zménu koncentrace latky B
tedy popiseme jako

y(t) = 2#(Rr1.3) — 2H(R1.4)-

Stejnym principem popiseme i zménu koncentrace latky C, pro kterou dostavame

£(t) = H(r1.3) — H(R1.4)-

Nyni pro reakci (R1.3) predpokladejme, zZe ¢im vic latky A v nddobé bude, tim vySsi bude Cetnost vyskytu
této reakce, tedy Cetnost #(R1 3) je imérnd okamzité koncentraci x(t) a piSeme

H(Rr1.3) = ax(t),

kde a > 0 je rychlostni konstanta. P¥i reakci (R1.4) reaguji dva moly ldtky B a jeden mol latky C.
Pravdépodobnost setkani téchto latek je imérné soucinu koncentraci téchto latek®. Setkaji-li se dva moly
latky B a jeden mol latky C, dostavame

H(r1.4) = By()y(t)=(t),

kde 5 > 0 je rychlostni konstanta. Rychlostni konstanty uddvaji rychlost reakce pti jednotkovych kon-
centracich vychozich latek a jsou odhadovany na zakladé chemickych principi nebo experimentt. Pro
zménu koncentraci latek A, B a C pii reakei (R1.2) dostdvame po dosazeni vySe uvedeného soustavu
diferencidlnich rovnic

B(t) = —ax(t)+ By (t)=(),

y(t) = 20w(t) — 28y*(t)=(t),

A(t) = aw(t) - By?(t)=(t).
Pri blizsim pohledu na tvar jednotlivych rovnic si mizeme mj. vSimnout, Ze se jedna o specidlni typ
interak¢nich modelt.

5Vyse popsané zakonitosti popisuje tzv. Guldbergiiv-Waagetiv zdkon o piisobeni hmoty, viz [9].



Stechiometrické tridy
kompatibility

Nyni se zamérime na podrobnéjsi popis kvalitativniho chovani dynamickych systému popisujicich zménu
molarnich koncentraci. Mizeme si vSimnout, ze vSechny vyse uvedené typy reakci jsou slozené z jednot-
livych izolovanych reakci. Méjme tedy systém obecnych izolovanych chemickych reakei

a1 Xy +agXo+...+a, Xy —> b1 X + b2 X5+ ...+ b, X],. (R2.1)

Definujme tzv. vektory stechiometrickych koeficientii, jeden pro vychozi latky a jeden pro latky nové,
a tzv. reakéni vektor, viz [10].

DEFINICE 2.1. Méjme reakei (R2.1). Vektor

a= [al,ag,...,an] e 9", (2.1)
kde @ = {x € R: z > 0} an € N je pocet zicastnénych latek, nazyvadme vektor stechiometrickych
koeficientu vychozich latek. Vektor

b = [bl,bg,...,bn] e Q" (2.2)

nazyvame vektor stechiometrickych koeficientd novych latek. Reakénim vektorem nazyvame vektor

v=b-a= [bl—al,bg—ag,...,bn—an} e R™

Uved'me nésledujici vétu o existenci a jednoznacénosti, o invarianci prvniho ortantu a vztahu dvou sou-
slednych stavi, viz [9].

U

VETA 2.2. Méjme systém m € IN reakct ve tvaru (R2.1) s reakénimi vektory vj, j =1,2,...,m a bud
x = f(x) prislusny systém diferencidlnich rovnic. Potom:

1. pro kazdé x(0) € Q™ existuje prdvé jedno maximdini Teseni x(t) pro t € (0, tmaz),
2. pokud x(0) € Q", pak x(t) € Q™ pro vdechna t > 0, tj. Q" je pozitivné invariantny,

8. pro kazdé t1,ta > 0, to > t1, existuje a € Q™ takové, Ze
m
x(t2) — x(t1) = Y _ ajvy. (2.3)
=1

5



Diikaz. Zformalizujeme-li postup odvozeni systému diferencidlnich rovnic daného systému m € IN reakci
(R2.1) nastinény v Kapitole 1.2, dostaneme pro k-tou slozku vektoru moldrnich koncentraci

i (t) = fe(zi(t), 22(t), ..., zn(t)) Z < ik HI — agj, foji(t)> ; (2.4)
i=1

j=1
kde aj; > 0, bj; > 0 jsou pro dané j € {1,2,...,m} a i = 1,2,...,n stechiometrické koeficienty j-té
reakce. Nyni aplikac{ Picard-Lindelofovy véty [11, Véta 2.2.7] a véty o existenci a jednoznacnosti ma-
ximdlniho prodlouzeni [11, Véta 2.3.4] dostdvdme tvrzeni 1.

Pro diikaz tvrzeni 2 uvazujme libovolny bod x* € 9Q" na hranici Q", tj. 2 = 0 pro n&jaké k €
{1,2,...,n} a xf > 0 pro vSechna i # k. Z (2.4) vyplyva, ze

fielxl, x5, ...,z Za]kH )@,

Jelikoz pro dané k je bud a;, = 0 nebo []i; x%i = 0, plat{ fi(x*) > 0. Nyni piimou aplikac{ Bonyho
véty [11, Véta 2.5.5] dostavame tvrzeni 2.

Po vytknuti spoleéného ¢initele v (2.4) dostdvame

]k Ak H a]Z ):Zvjknx?ji(t)v (25)
=1

j=1  i=1

Ms

J=1
kde vj1 = bj1 — aj1, vjo = bjo —aj2, ..., Vjn = bjn — ajn jsou jednotlivé slozky reakéniho vektoru v;,
j€{1,2,...,m}. Podle dikazu [9, Lemma 3.4.5] zintegrujeme tyto rovnosti pro k = 1,2,...,n od ¢; do
to, kde to > t; > 0 a oznacime

aj; = H a:f“ (t)dt

=1
Obdrzime
x(t2) — x(t1) ZV]/ H:L.ajl t)dt = Zv]a]
=1
Zéaroven diky invarianci Q" jsou o > 0, tedy o = (v, a2, ..., ay) € Qm. O

Véta 2.2 ve svém tvrzeni 3 1ikd, Ze ze stavu x(t1) se do stavu x(t2) dostaneme pouze linedrnimi kom-
binacemi reakénich vektort v;, j = 1,2,...,m, a tedy Ze se trajektorie pohybuji pouze v afinnich pod-
prostorech stavového prostoru — tzv. stechiometrickych tiidach kompatibility, které si nyni definujme,
viz [9].

DEFINICE 2.3. Méjme systém m € IN reakci ve tvaru (R2.1) s reakénimi vektory v;, j =1,2,...,m.
Stechiometricky podprostor odpovidajici tomuto systému je linearni podprostor S C IR™ definovany jako

S =span{vi,va,...,viu}.

Déle dva vektory x,x’ € Q" jsou stechiometricky kompatibilni, pokud x —x’ € S. MnoZinu (x + S) N Q",
kde x € Q" ax+S = {x+ 0 € R": o € S}, nazyvame stechiometrickou tfidou kompatibility uréenou
prvkem x € Q™.



Poznamenejme, ze stechiometricka kompatibilita je relace ekvivalence a ji prislusné tridy ekvivalence jsou
praveé stechiometrické tiidy kompatibility.

Dimenzi stechiometrického podprostoru urcuje pocet linedrné nezavislych reakénich vektoru.

LEMMA 2.4. M¢&jme uzavieny systém m € N reakcd ve tvaru (R2.1) a S jeho stechiometricky podpro-
stor. Plati

dim S < n.

Dikaz. Pokud m < n, je tvrzeni zfejmé. Uvazujme tedy m > n. Ze zdkona zachovani pro molarni
hmotnosti' M; plati nasledujici

aj1 My + ajoMo+ ...+ anMjy, = bj1 My +bjoMy+ ...+ b My, j=1,2,...,m,

kde aj; > 0, bj; > 0 jsou pro dané j € {1,2,...,m} ai=1,2,...,n opét stechiometrické koeficienty j-té
reakce. Po tpravé a pouziti reakénich vektord v, j = 1,2,...,m, dostdvame

0= (bjl — aﬂ)Ml + (bjg — Clj2)M2 +...+ (bjn — ajn)Mn = ’Ulel + U]‘QM2 + ...+ ’anMn,
tj.
n
ZvjiMi =0 provSechna j=1,2,...,m. (2.6)
i=1
Je zrejmé, ze dim S < n. Nyni predpoklddejme, ze dim S = n, a predpokladejme, Ze reakéni vektory
Vi,... aVTLaVTL+17"' »Vm

jsou setazeny tak, ze prvnich n vektori je linedrné nezavislych, za nimiz nasleduje m — n linearné zavislych
vektori. Soustavu rovnic (2.6) si miZeme zapsat v maticovém tvaru

Vi1 M1 0
V2 Mo 0
Vi M, 0

Vzhledem k tomu, Ze moldarni hmotnosti M; > 0, musi byt matice reak¢nich vektoru singularni, tedy
jeji tadky jsou linearné zavislé, coz je ve sporu s predpokladem, ze vektory vi,va,...v, jsou linedrné
nezavislé. 0

Vzhledem k platnosti ndsledujictho lemmatu je feSeni x(t) soustavy diferencidlnich rovnic x = f(x)
odpovidajici systému reakei (R2.1) omezené.

LEMMA 2.5. Mé&jme systém m € IN reakei ve tvaru (R2.1) a bud % = f(x) prislusny systém dife-
rencidlnich rovnic. Potom pro kazdou pocldtecni podminku x(0) € Q™ a prislusné rTeseni x(t) systému
x = f(x) existuje K > 0 tak, Ze |x(t)|| < K pro vSechna t > 0, kde Teseni x(t) existuje.

'Molarn{ hmotnost M uddva hmotnost jednoho molu latky, viz [7].



Diikaz. Podobné jako v Lemmatu 2.4 ze zakona zachovani hmotnosti plati

n
ZvjiMi =0 provSechna j=1,2,...,m, (2.7)
i=1
kde v;, j = 1,2,...,m, jsou reakéni vektory jednotlivych reakci. Vyndsobime-li kazdou rovnici ve (2.7)

libovolnou konstantou a; € IR, dostdvame

n
> M =0, j=12,...,m (2.8)
i=1

Rovnice (2.8) seCteme pres j = 1,2,...,m, tedy
m

j=1i=1

n
OtjUjiMi =0. (29)
Déle rozepiSeme-li rovnici (2.9), dostdvame

0= al(van +vioMo+ ...+ UlnMn) +...+ am(umlMl + vmaMo + ...+ vmnMn)

a po upravé

0= (a1v11 —+ aovo1 + ...+ Oém’Uml)Ml 4+ ...+ (alvln —+ aovopy + ...+ amvmn)Mn.
Tedy plati

m n m n m m
0= Z Z ojvjiM; = Z Z v My = Z Z ojvy | M; = Z ajvi | - M, (2.10)
— < =

j=11i=1 i=1 j=1 i=1 \j=1 ;

kde M = (My, Ma, ..., M,) je vektor molarnich hmotnosti. Tj. libovolna linedrni kombinace reakénich
vektori Z;’L:l a;v; je kolmd na vektor M. Nyni diky Vété 2.2 a vztahu (2.3) dostdvame pro libovolné
t>0

x(t) =x(0) + Y _ a;(t)v;. (2.11)
j=1

Vyndsobime-li rovnost (2.11) skaldrné vektorem M, dostdvame

x(t) - M =x(0)-M+ (> a;(t)v; | -M.
Jj=1

Vzhledem k platnosti (2.10) dostdvdme

x(t) - M = x(0) - M. (2.12)

Nyni pfedpoklddejme sporem, Ze existuje posloupnost ¢, — +oo takovd, Ze |z(tn)|| — +oo. Potom
s vyuzitim Véty 2.2 musi alesponi pro jednu slozku z;« a vybranou podposloupnost ¢,, — +oo platit

xix (tn, ) — +o0. (2.13)



S
(a) Priklad 2.7. (b) Piiklad 2.8. (c) Pifklad 2.9.

Obrazek 2.1: Stechiometricky podprostor S a stechiometrické tfidy kompatibility.

Z rovnosti (2.12), vztahu (2.13) a opét s vyuzitim Véty 2.2 dostavame
+00 — T;* (tnk)Mi* < xl(tnk)Ml 4+ ...+ xn(tnk)Mn = X(O) - M,
coZ je spor. O

DUSLEDEK 2.6. Reseni x(t) soustavy diferencidlnich rovnic x = £(x) odvozené ze systému m € N
reakci (R2.1) existuje vidy na celém intervalu (0, +00).

Diikaz. Tvrzeni je piimym dusledkem predchoziho Lemmatu 2.5 a vlastnosti maximélniho feSeni, viz [11,
Disledek 2.3.11]. O

Uréeni stechiometrickych tfid kompatibility si nyni ukdzeme na jednoduchych piikladech.

Priklad 2.7. Méjme reakci dvou latek, kterd mé tvar

A —2B.

Molarni koncentrace latek si ozna¢me x pro latku A a y pro latku B. Vektory stechiometrickych koeficient
této reakce jsou

a=[1,0], b=]0,2],
reakéni vektor je tedy
v=[-1,2].
Stechiometricky podprostor je vzhledem k existenci pouze jednoho reakéniho vektoru jednodimenziondlni,
jedna se tedy o primku. Stechiometrické tfidy kompatibility jsou tisecky rovnobézné s touto primkou lezici
pouze v 0? ve tvaru
2r+y=c¢, z,y>0, ceR.

Stechiometricky podprostor a t¥idy kompatibility jsou zndzornény na Obrazku 2.1a.
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Jako dalsi si ukdzeme priklad systému reakci tii latek A, B a C s molarnimi koncentracemi z, y a z.

Priklad 2.8. Mé&jme reakci

A=—2B —C.

Uvedend reakce je slozend ze tii dil¢ich reakci, tudiz dostaneme tTi reakéni vektory, které maji tvar

vy = [—1,2,0] , Vo = [1,—2,0} , V3= [0,—271] .

Pripomenme, ze Lemma 2.4 1ika, ze v tomto piipadé musi byt dim S < 3. Zde jednoduse vidime, ze v;
a vg jsou linedrné zavislé. Vzhledem k tomu, ze vektor vs je s nimi linedrné nezavisly, je stechiomet-
ricky podprostor dvoudimenzionalni a jedna se tedy o rovinu. Stechiometrické tiidy jsou trojuhelniky
rovnobé&zné se stechiometrickym podprostorem lezici v Q3 ve tvaru

de+y+2z2=c, z,y,2>0, ceR.
Stechiometricky podprostor a tiidy kompatibility jsou znidzornény na Obrazku 2.1b.

V pripadé reakce tii latek mtize byt stechiometricky podprostor samoziejmé i jednodimenzionalni, jak
ukazuje nasledujici priklad.

Priklad 2.9. Uvazujeme-li reakci
A— B+C,
dostavame pouze jeden reakéni vektor

v=[-1,1,1]. (2.14)

Stechiometricky podprostor je primka uréend parametricky

z(p) = —p,
y(p) = p, (2.15)
z(p) =p, peR.

Stechiometrické t¥idy kompatibility jsou tsecky rovnobézné s touto pifmkou lezici pouze v Q3. viz
Obrazek 2.1c.

2.1 Porovnani zakladnich druht chemickych reakci

Nyni porovndme jednoduché vlastnosti feSeni zminénych typt reakci z Kapitoly 1.1 na elementarnich
prikladech.

Priklad 2.10 (Izolovana reakce). Jako piiklad izolované reakce uvazujme reakei z Piikladu 2.9, tedy

A2 B+C. (R2.2)

Soustava diferencidlnich rovnic odpovidajici reakci (R2.2) ma tvar
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z a(f), y(t), 2()
10 2(1)
bk y(0)
X 08
0.6
<* /y
04
02
- (1)
z 1 2 3 4 5
(a) Rovnovézné stavy a stechiometrické (b) Zavislost koncentraci na ¢ase pro konkrétni pocCatecni
tridy kompatibility. podminky.
Obrazek 2.2: Izolovana reakce (R2.2).
#(t) = —au(t),
y(t) = ax(l), (2.16)
2(t) = ax(t).

Reakéni vektor reakce (R2.2) mé tvar (2.14), stechiometrické tiidy kompatibility tedy jsou tsecky lezici
v Q3 rovnobézné s pifmkou (2.15). Rovnovazné stavy dynamického systému (2.16) uréime vyiesenim
soustavy rovnic

0=—ax,
0= ax,
0=ax.
Rovnovazné stavy tedy tvori ¢ast roviny
=0, kde y,z>0. (2.17)

Vzhledem k tomu, ze se pohybujeme pouze ve stechiometrickych tiidach kompatibility, dostivame pro
konkrétni pocatecni molarni koncentrace

SU(O) = Zo, y(O) = Yo, Z(O) = 20
pouze jeden rovnovazny stav, ktery je prusecikem tsecek v prvnim kvadrantu lezicich na primkéch
‘T(p) =0 —D,

y(p) = yo +p,
Z(p) = 20 +p7 pe ]Ru

a roviny (2.17), ve tvaru

x* = (0,20 + yo, To + 20),
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viz Obréazek 2.2a.

Regeni této soustavy napf. pro konkrétni pocatetni podminky x(0) = 1, y(0) = 0, z(0) = 0 a rychlostni
konstantu « = 1 je znazornéno na Obrazku 2.2b. U izolovanych reakci se koncentrace vychozich latek
pro t — 4oo blizi k nule (zde z(t) — 0) a koncentrace novych latek k nenulové ustalené hodnoté zavislé
na pocateénich podminkach a konkrétnim tvaru reakce (zde y(t) — xo + yo a z(t) = xo + 20).

Priklad 2.11 (Vratna reakce). Pro vratnou reakci
A % B+C (R2.3)

mame soustavu diferencidlnich rovnic

#(t) = —ax(t) + By(t)=(1),

§(t) = aa(t) - By(H)=(2), (2.18)

(t) = ax(t) — By(t)=(?).
Reakéni vektory reakce (R2.3) maji tvar

vi=[-1,1,1], ve=[1,-1,-1].

Vzhledem k tomu, ze jsou vektory vi a vo linedrné zavislé, jsou stechiometrické tiidy kompatibility
tisecky lezici v Q3 rovnobézné opét s pifmkou (2.15). Rovnovazné stavy systému (2.18) zjistime vyfesenim
soustavy rovnic

0=—az+ Byz,
0= ax— Byz, (2.19)
0= ax— Pyz.

Regenim (2.19) je plocha rovnovaznych stavii ve tvaru

ox
z=—, 2,220, y>0, a,8>0. (2.20)
By
Rovnovazné stavy pro konkrétn{ stechiometrickou t¥idu kompatibility jsou pruseéiky plochy (2.20) a tise¢ek
x<p) =0 —D,
y(p) =vo +p, (2.21)

2(p) =20 +p, pE(7,0),
kde v = max{—yo, —20}, § = zo (pro p € (7,6) je (z(p),y(p), 2(p)) € Q3).

Nyni urcime pocet prusecikii dané stechiometrické tridy kompatibility s plochou rovnovaznych stavi
(2.20). Zaved'me funkci

_ ox(p)

Po dosazeni za parametr p do tfeti slozky z(p) parametrizace (2.21) a funkce (2.22) dostavame:

z(p) 20, y(p) >0, a,8>0. (2.22)

e pro p =~y plati:
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(1), y(t), =(1)

1.0
0.8
0.6 [

0.4F \

0.2

T . . . . -,
1 2 3 4

o

(a) Rovnovéazné stavy a stechiometrické (b) Zavislost koncentraci na Case pro konkrétni pocCatecni
tridy kompatibility. podminky.

Obrazek 2.3: Vratna reakce (R2.3).

— pokud v = —yo, je z(7) = 20 —yo > 0 a f(y) = +o0,
_ a(zo+20)

= Bylo=z0) 0 (v tomto p¥ipadé plati yo > zp),

— pokud v = —z0, je 2(7) =0 a f(v)
o prop =4 plati z(d) =zp+zo > 0a f(§) =0.

Dostavame tedy, ze

2(y) < f(y) azdroveni z(8) > f(0).

Vzhledem k tomu, Ze z(p) je ostte klesajici a y(p) je ostie rostouci, je f(p) ostie klesajici. Funkce z(p) je
ostie rostouci, tedy s funkei f(p) ma préavé jeden prisecik, viz Obrazek 2.3a.

ReSeni soustavy (2.18) pro konkrétni po¢ateéni podminky 2(0) = 1, y(0) = 0, 2(0) = 0 a rychlostni
konstanty o = 1, 8 = 1 je znazornéno na Obrazku 2.3b. V nasem pripadé se nejdiiv snizuje koncentrace
latky A a zvySuje se koncentrace latek B a C, ale vzhledem ke zpétné reakci se zaroven z latek B a C zacéne
opét tvorit latka A. Zde se koncentrace vSech latek pro ¢ — +oo ustali na nenulové hodnoté. Nyni jesté
porovnéme pocatecni zménu reakce (R2.3) s reakei (R2.2) pro stejné poc¢dteéni podminky. Pro izolovanou
reakci (R2.2) ozna¢me i1(0) jako pocdteéni zménu ldtky A, pro vratnou reakci (R2.3) ji oznacme i2(0).
Odectenim

#1(0) — #2(0) = —ax(0) — (~a(0) + By(0)2(0)) = —By(0)=(0)
dostavame

« pokud y(0) # 0 a 2(0) # 0, je &1(0) < @2(0),

e pokud y(0) = 0 nebo 2(0) =0, je #1(0) = #2(0),

tedy pro nenulové poc¢atetni koncentrace y(0) # 0 a zdroven z(0) # 0 je potdtetn{ zména koncentrace
latky A vratné reakce (R2.3) proti izolované reakci (R2.2) pomalejsi, zatimco pro po¢ateéni koncentrace
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y(0) = 0 nebo 2(0) = 0 je pocéteéni zména koncentrace latky A pro obé reakce stejnd. Obdobné oznaéme
pocateéni zmény koncentrace latky B. Odectenim

1(0) ~ 2(0) = ~0(0) — (0 (0) ~ By(0)=(0)) = By(0)=(0)
dostavame

+ pokud y(0) # 0 a z(0) # 0, je 91(0) > ¢2(0),

o pokud y(0) = 0 nebo 2(0) =0, je §1(0) = 72(0),

tedy pro nenulové poc¢atetni koncentrace y(0) # 0 a zdroven z(0) # 0 je poCatetn{ zména koncentrace
latky B vratné reakce (R2.3) proti izolované reakci (R2.2) pomalejsi, zatimco pro po¢ateéni koncentrace
y(0) = 0 nebo z(0) = 0 je pocateéni zména koncentrace latky B pro obé reakce stejnd. Odectenim
pocatecnich zmén koncentraci latky C

£1(0) = 22(0) = —az(0) — (ax(0) — By(0)z(0)) = By(0)z(0)
dostavame
o pokud y(0) # 0 a z(0) # 0, je 21(0) > 22(0),
o pokud y(0) = 0 nebo z(0) =0, je £1(0) = 22(0),

tedy porovnan{ poc¢éteénich zmén koncentrace latky C vratné reakce (R2.3) oproti izolované reakci (R2.2)
je obdobné jako u koncentrace latky B. Muzeme si vSimnout, Ze ani v jednom pfipadé neovliviiovala rozdil
rychlosti po¢ateénich zmén koncentraci (t), y(t), z(t) potatetni hodnota moldrni koncentrace latky A.

Priklad 2.12 (Bo¢n4 reakce). Soustava diferencidlnich rovnic pro boénou reakei

B

S (R2.4)

ma tvar

§(t) = aw(t), (2.23)
2(t) = Bx(t).
Reakéni vektory reakce (R2.4) jsou
vi=[-1,1,0], wvo=[-1,0,1],
stechiometrické t¥idy kompatibility tedy jsou trojihelniky ve tvaru
r+y+z=c¢ z,y,2>0, ceR. (2.24)

Rovnovézné stavy systému (2.23) uréime vyfeSenim soustavy
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(a) Rovnovézné stavy a stechiometrické (b) Zavislost koncentraci na ¢ase pro konkrétni pocCatecni
tridy kompatibility. podminky.

Obrazek 2.4: Botnd reakce (R2.4).

0=—ar— fz,
0 = az, (2.25)
0= Sx.

Rovnovazné stavy tvori ¢ast roviny

x=0, kde y,z>0.

Rovnovéazné stavy pro konkrétni stechiometrickou t¥idu kompatibility jsou priseciky trojihelniku (2.24)
s rovinou (2.12), jedné se tedy o piimky

Z=cCc—Y, y72207 CERu

kde hodnotu ¢ urcuji po¢atecni molarni koncentrace, viz Obrazek 2.4a. Vzhledem k tomu, Ze stechiomet-
rické tridy kompatibility jsou v tomto pripadé dvoudimenzionalni, museli bychom pro zjisténi{ detailnéjsiho
chovani trajektorii, napt. oscilujiciho chovani, provést podrobnéjsi analyzu.

Naznaéme alespoi nasledujici. Resenf soustavy (2.23) pro konkrétni po¢ateéni podminky x(0) = 1, y(0) =
0, z(0) = 0 a rychlostni konstanty o = 1, § = 1 je zndzornéno na Obrézku 2.4b. Koncentrace latky A
se pro t — +oo snizuje k nule, zatimco koncentrace latek B a C roste k nenulové ustalené hodnoté.
Oproti izolované reakeci (R2.2) z Piikladu 2.10, kdy probihd jen jedna reakce, u botné reakce probihaji
soucasné dvé reakce, kazdd se svou vlastni rychlostni konstantou, pri prvni reakci z latky A vznikd latka
B, zatimco pfi druhé reakci z latky A vznikd latka C. Porovnejme pocatecni zménu koncentraci reakce
(R2.4) s reakei (R2.2) pro stejné poc¢ateéni podminky. Pro izolovanou reakci (R2.2) ozna¢me i1(0) jako
pocétecni zménu latky A, pro bo¢nou reakci (R2.4) ji oznatme #2(0). Ode¢tenim

1(0) — #2(0) = —ax(0) — (—ax(0) — fz(0)) = fz(0)

dostavame, ze pro z(0) # 0 je ©1(0) > #2(0), tedy pokud je v ¢ase t = 0 pfitomna latka A, je pocatecni
zména koncentrace latky A bo¢né reakce (R2.4) oproti izolované reakci (R2.2) rychlejsi, v opaéném pripadé
jsou pocatecni zmény koncentrace latky A stejné. Pro pocateéni zmény koncentrace latky B odec¢tenim
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(a) Rovnovézné stavy a stechiometrické (b) Zavislost koncentraci na ¢ase pro konkrétni pocCatecni
tridy kompatibility. podminky.

Obrazek 2.5: Néasledna reakce (R2.5).

71(0) — 92(0) = az(0) — az(0) =0

dostavame 31(0) = 92(0), tedy nezdvisle na pocateénich moldarnich koncentracich je pocdteéni zména
koncentrace latky B stejnd pro bo¢nou reakei (R2.4) i izolovanou reakei (R2.2). Ode¢tenim pocdteénich
zmén koncentraci latky C

£1(0) — 22(0) = az(0) — B(0) = (a — B)ar(0)
dostavame
« pokud a > 8, je £(0) > (0),
« pokud a = 3, je £(0) = 25(0),
« pokud a < 8, je £(0) < (0),

tedy rozdil pocateéni rychlosti zmény koncentrace latky C botné reakce (R2.4) oproti izolované reakci
(R2.2) je zavisly na rozdilu rychlostnich konstant « a §.

Priklad 2.13 (Néslednd reakce). Zmény koncentraci nasledné reakce

A2B L (R2.5)

1ze popsat soustavou diferencidlnich rovnic

z(t) = —ax(t),
§(t) = ax(t) = By(t), (2.26)
(t) = By(t).

Reakeni vektory reakce (R2.5) maji tvar

V1= I:_la 170] y V2= [Oa _171] s
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stechiometrické t¥idy kompatibility tedy jsou opét trojuhelniky ve tvaru

r+y+z=c z,y,2>0, ce R (2.27)

Rovnovazné stavy systému (2.26) ur¢ime vyfeSeni soustavy

0= —az,
0= ax — Py, (2.28)
0= PBy.

Dostavame poloptimku rovnovaznych stavi, kde

x=0, y=0, z>0. (2.29)

Rovnovézné stavy pro konkrétni stechiometrickou t¥idu kompatibility jsou priseéiky trojihelnikt (2.27)
a polopfimky (2.29), jednd se tedy o body

x* =(0,0,¢), ¢>0,

kde hodnotu ¢ urcuji poc¢atecni molarni koncentrace, viz Obrazek 2.5a. Stejné jako v pfedchozim Pii-
kladu 2.12 jsou stechiometrické tiidy kompatibility dvoudimenzionalni, tedy pro zjisténi detailnéjsiho
chovani trajektorii bychom museli provést podrobnéjsi analyzu.

Regeni soustavy (2.26) pro konkrétni pocateéni podminky z(0) = 1, y(0) = 0, z(0) = 0 a rychlostni
konstanty o = 1, f = 1 je zndzornéno na Obrazku 2.5b. Pii této reakci se v nasem piipadé nejdriv
latka A pfeménuje na latku B, koncentrace latky A jde pro ¢ — 400 k nule a koncentrace latky B se
zvysuje. Z latky B se nasledné zacne tvorit latka C, jejiz koncentrace také zacne rist. Po néjaké dobé se
vzhledem ke snizujici se koncentraci latky A a pfeméné latky B na latku C zacne koncentrace latky B pro
t — +oo také snizovat k nule. Koncentrace latky C roste k nenulové ustalené hodnoté. Poznamenejme,
Ze pocateéni zmeéna 2(0) je zavisla na pocateéni hodnoté koncentrace y(0), pro y(0) = 0 plati 2(0) = 0,
zatimco pro y(0) > 0 plati 2(0) > 0.



Bifurkace v systémech reakci
dvou latek

V této kapitole se zamérime na nejjednodussi reakce dvou latek v uzavieném systému. Shrneme si zakladni
vlastnosti téchto systému a nédsledné se zamérime na systémy reakci vedouci na bifurkace, konkrétné na
sedlo-uzlovou, vidlickovou a hrotovou bifurkaci.

Obecny tvar reakce dvou latek je

a1jA+asB 25 by A +byB. (R3.1)

Poznamenejme, ze pokud bychom fesili pouze tuto jednu izolovanou reakci, odpovida ji soustava dife-
rencialnich rovnic ve tvaru

{:t(t) = (—a1 +bp)az (t)y*(t), (3.1)

§(t) = (—az + ba)ax (t)y" (1),
kde z(t) a y(t) jsou moldrni koncentrace latek A a B.
Resfme-li systém reakef dvou ldtek (skladajici se z vice izolovanych reakei (R3.1)), trajektorie odpovidajiciho
dynamického systému lezi vzhledem k platnosti Lemmatu 2.4 vzdy na tseckach.
DUSLEDEK 3.1. Mé&jme uzavreny systém reakci dvou ldtek ve tvaru (R3.1). Stechiometrické tridy kom-
patibility tohoto systému maji tvar
(bo—ag)z+ (a1 —b1)y=c, z,y>0, ceR. (3.2)
Diikaz. Vzhledem k platnosti Lemmatu 2.4 urc¢uje stechiometricky podprostor uzavieného systému reakci
dvou latek jeden reakéni vektor libovolné reakce (R3.1)
VvV = [bl —a1,b2 —ag} .
Stavovy prostor ma dimenzi n = 2 a tedy stechiometrické tiidy kompatibility jsou usecky lezici na
primkach s normélovym vektorem
v = [ba —ag,a1 — b1,

¢imz dostdvame (3.2). O

18
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Poznamka 3.2. Diky zédkonu o zachovani hmotnosti musi byt reakéni vektory vSech reakci linedrné zavislé.
Stechiometrické t¥idy kompatibility 1ze tedy urcit ze stechiometrickych koeficientti pouze jedné z reakci
jako v dikazu vyse. Nebo lze odpovidajici stechiometrické koeficienty vSech reakei secist a z vyslednych
soucti urcit stechiometrické tr¥idy kompatibility.

Priklad 3.3. Méjme uzavieny systém dvou reakci dvou latek

A+2B — 4B,
A — 2B.

7Z prvni reakce urc¢ime koeficienty ai, b1, a2 a ba, tedy

ai1 =1, a2=2, b11=0, bi2=4

Po dosazeni do (3.2) dostdvame

2r+y=c, z,y>0, ceR.

Druhou moznosti je urceni koeficientii z druhé reakce, tedy

as1 =1, ag =0, by =0, by =2

Dostavame stejny vztah jako pro prvni reakci. Treti moznosti je secteni odpovidajicich koeficient, tedy

aj1+an =1+1=2, aip+ax=2+0=2, b1 +by=0+0, bi2+bp=4+2=6.

Po dosazen{ do (3.2) dostdvéame opét rovnici

2x4+y=c, z,y>0, ceR.

Nasledujici tvrzeni popisuje dalsi kvalitativni chovani dynamického systému odpovidajiciho uzavienému
systému reakei (R3.1).

VETA 3.4. Mé&jme systém reakci dvou ldtek ve tvaru (R3.1) a bud
rencidlnich rovnic. Potom pro kaZdou pocdteéni podminku x(0) = (z(0
x(t) = (z(t),y(t)) systému x = £(x) plati:

x = f(x) prislusnyg systém dife-
),y(0)) € Q? a prislusné reseni
1. z(t) a y(t) jsou monoténni,

2. x(t) je rostouct prave tehdy, kdyz je y(t) klesajict,

3. x(t) = x* € Q2 prot — +o0, kde x* je rovnovdzny stav, tj. f(x*) = o.

Diikaz. Postupné dokazeme jednotliva tvrzeni:

1. Vzhledem k tomu, Ze trajektorie dynamického systému x = f(x) odpovidajictho systému reakei (R3.1)
lezi pouze ve stechiometrickych tridach kompatibility, které jsou tseCkami, muzeme dvourozmérny
dynamicky systém dosazenim (3.2) pfevést na jednorozmeérny dynamicky systém

B(t) = f (x < bQ_‘”x),

“ar—b1 a1 —b

jehoz trajektorie x(t) je monoténni, viz [11, Lemma 4.3.5]. Pro y(t) bychom postupovali obdobné.
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2. Vzhledem k dikazu Lemmatu 2.5 jsou znaménka rozdili (b2 — a2) a (a1 — b1) ze vztahu (3.2) stejnd
(srovn. s (2.12)). Pokud je tedy x(t) rostouci, musi byt y(¢) klesajici a opacné.

3. Diky monoténii a omezenosti (Lemma 2.5) z(t) a y(t) plati z(t) — =*, y(t) — y*, pro t — 400, kde

* C 7b2—a2 %

a1 — by a1 — by a fl(ZL' Y ) 0, f2(1' y Y ) 0

Poznamka 3.5. Vzhledem k tomu, Ze obé znaménka rozdilu by — as a a; — by jsou stejnd, lze je uvazovat
kladné a stejné tak i ¢ > 0.

3.1 Sedlo-uzlova bifurkace

U systému reakci dvou ldtek muzeme sledovat zménu jejich kvalitativniho chovéni v zavislosti na prii-
tomnych parametrech. V této kapitole si predstavime priklad systému chemickych reakci vedouci na
sedlo-uzlovou bifurkaci v zavislosti na parametru c.

Méjme systém dvou reakci dvou latek A a B ve tvaru

B— A,

A+2B— 3B

z [12, Kapitola 6.2] vedouci na sedlo-uzlovou bifurkaci a podrobné si ho zanalyzujme. Rychlostni konstanty
obou reakci uvazujme jednotkové. Reakéni vektory tohoto systému jsou

vi=[1,-1], vp=[-1,1]

a stechiometrické tfidy kompatibility jsou tsecky ve tvaru

x+y=c, x,y>0, c>0.

Soustava diferencialnich rovnic tohoto systému reakci ma tvar

{ﬂﬂ:yW—xwf@% (3.3)

§(t) = —y(t) + x()y* ().

Nyn{ uréime rovnovazné stavy dynamického systému (3.3), které jsou FeSenim algebraické soustavy rovnic

0=y—xy’,
0= —y+ay°.
Dostavame dvé kiivky rovnovaznych stava

1

=0 =, 3.4
n y Y2 z ( )

které jsou zndzornény na Obrazku 3.1a. Nyni ur¢ime stabilitu rovnovaznych stavi. Vzhledem k tomu, Ze
mame kiivky rovnovaznych stavi, nalezneme libovolné blizko rovnovazného stavu jiny rovnovazny stav,
tedy rovnovazné stavy nemuzou byt asymptoticky stabilni. Stabilitu rovnovaznych stavi budeme proto
vysetiovat pouze vzhledem ke zvolené stechiometrické tridé, coz odpovida situaci, kdy urCujeme stabilitu
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Obrézek 3.1: Rovnovazné stavy systému (3.3).

vzhledem k trajektoriim, které odpovidaji stejné celkové moldrni koncentraci, ale jinému vzijemnému
pomeéru, viz Obrazek 3.1b. Do systému (3.3) dosadime pfedpis pro stechiometrické tfidy

y=c—x (3.5)
a dostavame diferencialni rovnici
i(t) = —23(t) + 2cx®(t) — (1 + )z(t) + c. (3.6)
Rovnovéazné stavy (3.6) jsou fesenim rovnice!
0=—a2342c® - (1+ Az +c (3.7)

Jednim kofenem kubické rovnice (3.7) je zfejmé

T =c.

Délenim dostavame, ze dalsi dva koreny fesi kvadratickou rovnici

0:$2—cx—|—1,

tj. dalsimi dvéma rovnovaznymi stavy jsou

1 1
Ty = 5(0-1— V2 —4), wz3= §(c— 2 —4).

Vzhledem k tomu, Ze se pohybujeme pouze v Q, musime ovérit, pro jaka ¢ jsou rovnovazné stavy realné
a nezaporné. Rovnovazny stav xp tuto podminku spliuje pro vsechna ¢ > 0. Pro rovnovazny stav xg
musi byt splnény nerovnice

IDosazenim z-ové slozky rovnovazného stavu do (3.5) ziskdme y-ovou slozku.
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fz) fz) flz)

(a) Pro c < 2. (b) Pro ¢ = 2. (¢) Pro ¢ > 2.

Obrézek 3.2: Fazova primka systému (3.6) pro rizné hodnoty parametru c.

c+HVE—4>0 A 2—-4>0 (3.8)

a pro rovnovazny stav xs nerovnice
c—Ve2—4>0 A F—-4>0. (3.9)
Podminky (3.8), resp. (3.9), jsou splnény v obou pfipadech pro

c>2,

systém tedy meéni kvalitativni chovani pro ¢ = 2. Nyni ur¢ime stabilitu rovnovaznych stavi pomoci fazové
primky. Oznac¢me

f(z) =23 +2c2® —(1+ Pz +c.
Pocet kofent nam udava charakter kubické funkce. Pro ¢ < 2 mame jeden rovnovazny stav
r1 =c.

Vzhledem ke tvaru kubické funkce f(x) a pouze jednomu pruseciku f(z) s osou z musi byt

e prox <z je f(z) >0,

e proz >z je f(x) <0,
rovnovazny stav x1 je tedy stabilni, viz Obrazek 3.2a. Pro ¢ = 2 médme dva rovnovazné stavy

To=x3=1, x1=2.

Rovnovazny stav z9 = z3 < 1 je dvojnasobny, tedy vzhledem k charakteru kubické funkce plati:

o proz < za = a3 je f(x) >0,
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Tabulka 3.1: Stabilita rovnovaznych stavi systému (3.3).

] St. ti. H RS \ Stabilita \ Jacobiho matice Vlastni &isla \ Kiivka RS
R 0 1 A =0
c<?2 X1 stabilni J= ( 1 > Ay = —1 <0 Y1
o . 0 A =0
X1 stabilni = ( 0 > Ay = —1 <0 Y1
c=2
X9 = X3 | polostabilni = ( 1 ) A2=0 x=(1,1)
R _ A1 =0
X1 stabilni = ( ) Ay = —1 <0 Y1
-1 _
c>2 X9 nestabilni et Vs 62 1 il B (1)_ 4 S0 | y2proz> 1
(r+\/02 2= (c+Ve2—4)2
—1 _
X3 stabilni J= (VD2 ‘462 4)? 1 il _ (1) 4 o | v2pProz <1
(c—/c2—4)2 2=+ (c—Vc2—4)2 <

e pro x € (x2,x1) je f(x) > 0, rovnovazny stav xg = x3 je tedy polostabilni zleva,
e pro z >z je f(x) < 0, rovnovazny stav z je tedy stabilni, viz Obrézek 3.2b.

Pro ¢ > 2 mame tii rovnovazné stavy

x3 = 1(c— ?—4) < mx= %(c—‘— Ve2—4) < zi=c
Vzhledem ke tvaru kubické funkce f(x) plati, Ze:
e prox < z3je f(z) >0,
e pro x € (x3,22) je f(x) <0, rovnovazny stav x3 je tedy stabilni,
e pro x € (x2,21) je f(x) > 0, rovnovazny stav xa je tedy nestabilni,
e pro x > x1 je f(x) < 0, rovnovdzny stav 1 je tedy stabilni, viz Obrdzek 3.2c.

Pro ¢ < 2 tedy dostavame jeden stabilni rovnovazny stav, pro ¢ = 2 jeden stabilni a jeden polostabilni
rovnovazny stav a pro ¢ > 2 dva stabilni a jeden nestabilni rovnovazny stav, viz Tabulku 3.1. Z vyse urcené
stability rovnovaznych stavu lezicich v konkrétni stechiometrické tiidé kompatibility uré¢ime stabilitu
kiivek rovnovaznych stavi systému (3.3). Rovnovazny stav 1 = ¢ odpovidé kiivce rovnovaznych stavi
y1 = 0, kterd je pro vsechna ¢ > 0 stabilni. Rovnovazny stav xo = x3 dostdvame pro stechiometrickou
tridu kompatibility

r+y=2,

ktera je tecnou ke kiivce rovnovaznych stavi yo = %, odpovidd tedy konkrétnimu bodu x = (1,1).
Rovnovazny stav xo = %(c + V2 — 4) odpovidd pro x > 1 kfivce rovnovéznych stavii yo = %, ktera je

nestabilni, a rovnovazny stav s = %(c — /¢ —4) odpovidd pro x < 1 kfivce rovnovaznych stavii yo = %,
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(a) Bifurkaéni diagram systému (3.6). (b) Hystereze u systému (3.3).
Obrazek 3.3: Sedlo-uzlova bifurkace.

ktera je stabilni.

Konstanta ¢ ndm v tomto pripadé udava celkovou molarni koncentraci latek A a B, pribéh reakce je
tedy zavisly na mnozstvi a pomeéru poc¢atecnich molarnich koncentraci. Bifurka¢ni diagram pro parametr
¢ a rovnovazné stavy z* ziskdme z rovnic
1
c—2"=0, c—a*=—,
x

viz Obréazek 3.3a.

Pro ilustraci dopliime uréeni stability rovnovdznych stavii dvoudimenzionalniho systému (3.3) pomoci
linearizace. Jacobiho matice mé tvar

2
_( v 1-2xy
J(az,y) - < y2 —1+2xy > .

Dosazenim obecného predpisu pro stechiometrickou t¥idu kompatibility (3.5) do (3.4) dostdvéame rov-
novazné stavy

(e.0) c++Ve?—4 2 c—Vct—4 2
X = c’ ) X = ) ) X = ) *
1 2 2 crvZ 4 3 2 c—Ve2—1

Rovnovazné stavy xo a x3 nalezi Q2 pouze pro ¢ > 2. Jacobiho matice pro konkrétni rovnovazné stavy
a jejich vlastni ¢isla jsou uvedeny v Tabulce 3.1. Stabilita rovnovaznych stavi odpovida stabilité urcené
pomoci fazové piimky. Pro ¢ = 2 a rovnovazny stav xa = x3 = (1,1) jsou obé vlastni ¢isla nulové, tedy
o stabilité rovnovazného stavu nelze linearizaci rozhodnout.

Pozndmka 3.6. Vsimnéme si, Zze u systému (3.3) dochézi k efektu hystereze, tj. nevratné zméné vuci
parametru ¢. Uvazujme ¢ > 1 a systém nachédzejici se v blizkosti stabilniho stavu x3 = (x3,1/x3).
Zmensujeme-li parametr ¢, dojde pro ¢ = 1 k fdzovému prechodu k druhé vétvi stabilnich rovnovaznych
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. 1
(a) Pro rostouci a < 3.

Obréazek 3.4: Rovnovazné stavy systému (3.10).

stavi x1 = (x1,0). Zpétnym zvySovanim parametru c ale zustdvame v blizkosti vétve x; = (z1,0), tj.
systém se nevrati do ptivodniho stavu, viz Obrazek 3.3b.

3.2 Vidlickova bifurkace

Nynf si ukdzeme piiklad systému z [13, Kapitola 7], u kterého dochézi k vidlickové bifurkaci v zavislosti
na rychlostni konstanté a, a podrobné si ho zanalyzujeme.

Meéjme systém dvou reakci dvou latek A a B ve tvaru

2A+B—3A 25 A+2B— 3B,

3B-252A+B.

Reakéni vektory tohoto systému jsou

vi=[1,-1], ve=[-22], v3=[-11], v4=][2,-2]

a stechiometrické ttidy kompatibility jsou opét tsecky ve tvaru

r+y=c, z,y>0, c>0.
Soustava diferencidlnich rovnic tohoto systému ma tvar

{fv(t> = —2aa’(t) — (1) (1) + 2a9°(t) + 2 )y (1),

§(t) = 2023 () + 2()y2(t) — 2ay3(t) — 22(H)y(t). (3.10)
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fz) fz) flz)

(a) Proa<%. (b) Proa:%. (c) Pro a > %.

Obrézek 3.5: Fazova priimka systému (3.14) pro rtizné hodnoty parametru a.

Nyni{ ur¢ime rovnovazné stavy dynamického systému (3.10) vyfeSenim algebraické soustavy rovnic

0 = —2a2%(t) — 2(t)y*(t) + 209° () + 2*(t)y(t), (3.11)
0 = 2az3(t) + z(t)y?(t) — 2003 (t) — 22 ()y(t). '
Jednim FeSenim soustavy rovnic (3.11) je ziejmé
Yy1=1x.
Délenim dostavame kvadratickou rovnici
0 = 200% + (200 — 1)y + 20022,
jejimz Tesenim jsou dalsi dvé primky rovnovaznych stavi
z—2ax — Va2 —daz? — 120222 1 —2a— V1 —4a — 1202
Y2 = = T,
4o 4o
z —2ax + V2 —4dax? — 120222 1-20+ V1 —4a — 1202
Y3 = = Z.
da da
Funkce y2 a y3 jsou redlné pouze pro
1—4a— 1202 > 0. (3.12)

Regenim (3.12) je interval a € (—%, %>, kiivky rovnovaznych stavil y2 a y3 mdme tedy jen pro a € (0, %>
Muzeme si vS§imnout, ze vztahy

1—2a—+V1—4a —12a2 1—-2a+ V1 —4a —12a2
= 5 k3 =
dav 4o
predstavuji smérnice primek yo a y3. Analyzujme podrobnéjsi chovani smérnic k1 a ko vypocCtem limit

ko

lim kg =0, lim ko =1, lim k3 =+oc0, lim k3=1.
a—0 1 a—0 1

oz—>g Dt—)g
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Tabulka 3.2: Stabilita rovnovaznych stavii systému (3.10).

Rychlostni konstanta a H RS Stabilita \ Krivka RS \
X1 stabilni Y2
a < % X2 nestabilni | y;
X3 stabilni Y3
’ a—% HxlszZX3‘stabilni ‘y1:y2:y3 ‘
’ a > % H X2 ‘ stabilni ‘ Y1 ‘

Dostavame, ze smérnice ko primky y2 se pro rostouci « zvysuje, zatimco smérnice k3 primky 3 se snizuje,
a pro o = % je y1 = y2 = ys3, viz Obrazek 3.4a.

Nyni uréime stabilitu rovnovaznych stavii pomoci fazové primky. Stejné jako v predchozi Kapitole 3.1
budeme uréovat stabilitu rovnovaznych stavii vzhledem k dané stechiometrické t¥idé. Dosadme tedy

y=c—zx (3.13)
do (3.10) a oznac¢me
f(x) = —(24 40)z® + (3¢ + 6¢ca)x? — (¢ + 6ac?)z + 2ac’. (3.14)
Rovnovazné stavy pro danou stechiometrickou tfidu kompatibility ziskdme vyfeSenim rovnice

0= —(2+4a)z + (3¢ + 6ca)z® — (¢ + 6ac?)z + 2ac. (3.15)

Jeden kofen kubické rovnice (3.15) ziskdme dosazenim (3.13) do rovnovazného stavu y; = . Dostdvame

c
T9 = —.
279
Délenim dostdavame kvadratickou rovnici
0= (—2—4a)z? + (2¢ + 4ca)x — 4ac?, (3.16)

jejimz vytesenim dostdvdme pro « € (0, %) dalsf dva rovnovazné stavy

_ 2ca+c— /(1 —4a—1202)
B 2+ 4a ’

2ca + ¢+ /(1 — 4a — 12a2)
x3 = .
’ 2+ 4a

Al
Pro a < % méame tedy tfi rovnovazné stavy a vzhledem ke tvaru kubické funkce f(z) plati, Ze:
e proz <z je f(x) >0,
e pro x € (z1,x2) je f(x) <0, tedy 1 je stabilni,
e pro z € (x9,2x3) je f(x) > 0, tedy x2 je nestabilni,

e pro x > z3 je f(x) <0, tedy x3 je stabilni.
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3 RS 1 RS

1 1 1 J a
1/6 0.5 1 1.5 2

Obrézek 3.6: Diagram poctu rovnovaznych stavu systému (3.14).

Pro a = % méme jeden rovnovazny stav 1 = x2 = x3. Funkee f(z) je klesajici, rovnovézny stav je tedy

stabilni. Pro o > % mame jeden rovnovazny stav xa, ktery je také stabilni, viz Tabulku 3.2. Stabilita
ktivek rovnovaznych stavi je tedy nasledujici:
1.
e proa < g Je:
— krivka g1 nestabilni,
— ktivka yo stabilni,

— ktivka y3 stabilni,
e pro a = % je kiivka y; = yo = y3 stabilni,
e pro o > % je kiivka y; stabilni.

Zména parametru a ma tedy vliv na pocet rovnovaznych stavi, zatimco zména parametru ¢ nemé na kva-
litativni chovani dynamického systému (3.10) vliv, ale ur¢uje jen celkovou hodnotu moldrnich koncentraci.
Diagram poctu rovnovaznych stavi pro ¢ a « je znazornén na Obrazku 3.6.

3.3 Hrotova bifurkace

Nyni si ukdzeme priklad dvouparametrického systému reakci, u kterého mtzeme sledovat zménu kvalita-
tivniho chovani v zavislosti na rychlostni konstanté « a zaroven na celkové molarni koncentraci c.

Uvazujme systém ti{ reakci dvou latek A a B ve tvaru

A — B,
A+2B — 3B,

2A+B %5 3A. (R3.2)

Reakéni vektory tohoto systému jsou
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(¢) Proa > 1.

Obrazek 3.7: Rovnovazné stavy y; a y2 pro ruzné hodnoty «.

vi=[-1,1], ve=[1,-1], v3=[-11], vs=][1,-1]
a stechiometrické t¥idy kompatibility jsou tisecky ve tvaru
r+y=c, z,y>0, ¢>0. (3.17)
Pro systém reakci dostdvame soustavu diferencidlnich rovnic ve tvaru
() = y(t) —x(t) —2(t)y* (1) + ay(t)a? (1),
§(t) = —y(t) + 2(t) + x(t)y*(t) — ay(t)2>(1).

Nyni ur¢ime rovnovazné stavy systému (3.18) vyfesenim kvadratické rovnice

(3.18)

0=—zy® + (1 +az?)y — =

Dostavame dvé kiivky rovnovaznych stavi

—1—az?+ /422 + (1 + az?)? y 1+ ax? + /=422 + (1 + aa?)?
- ) 2 =
2z 2z

Y1 =

a jeden rovnovazny stav

x3 = (0,0).

Rovnovazné stavy jsou zndzornéné pro rizné hodnoty o na Obrazku 3.7. Nyni zkusime zjisténim zékladnich
vlastnosti urc¢it podobu jednotlivych funkci. Z tvaru pfedpisu obou funkei vyplyva, ze yo(z) > yi(z).
Nejdiive si spocteme limity funkce y;(z), tedy

. .
llm y (IE) - 0, llm y (1}) - (). (3-19)
PI‘() hml‘ y funkce yg(l’) dOSta/ vame

lim yo(z) = 400, lim ya(x) = +oo. (3.20)

z—0 T—+00
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Abychom zjistili, pro kterd x jsou funkce realné, musime ovérit, pro jaka x je kladny diskriminant

D(x) = /422 + (1 + aa?)2. (3.21)
Vytesime, kdy D(x) = 0, tj. rovnici
—42® + (1+az?®)? = %' + 2a—4)22 +1=0. (3.22)

Pouzijeme-li substituci s = 22, dostavame kvadratickou rovnici

f(s) =a?s* + (2a—4)s +1 =0,

jejimz resenim jsou dva koteny

—a+2+£V1—«
5 .

S1,2 =
Q

Podle znaménka diskriminantu rozhodneme, zda jsou kofeny realné, tedy

e pro a < 1 dostavame /1 —a > 0. Rovnice (3.3) méa dva kofeny

—a+2+V1—-«

a?

s12 =

a plati

a2+ I
ot 20

2

Zpétnou substituci dostavame

7 - —a+2+2y1l -«
I1=+/s1= : xzzx/gz\/ :

(0% (0%

tedy diskriminant (3.21) je kladny pouze pro z € (0, %) U (T2, +00). Po dosazeni Z; a &3 do funkei
y1(z) a ya(x) dostdvame, ze
y1(Z1) = v2(21),  y1(22) = y2(22).

Pomoci softwaru Mathematica zjistime funk¢ni hodnoty v Z; a Zo, které jsou

y1(F1) = y2(F1) = y1(F2) = ya(F2) = 1

a oznacime
§=1.
Nyni zjistime extrémy funkci y1(z) a y2(z) vyFesenim rovnic

dyr ()
dx

dya ()

e =0.

:O7
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Pomoci softwaru Mathematica pro obé rovnice dostavame Teseni ve tvaru

Ty = — Tg =

ﬁv

Reseni %1 neuvazujeme, protoze je zaporné. Pro reseni T plati

V-a+2-2y/T—a 1 V-a+2+2/1—a
a Va fe! ’
tedy Z2 nelezi v intervalu, pro ktery jsou funkee y; (x) a ya2(z) redlné, funkce nemaji zadny staciondrni

bod a jsou monoténni pro x € (0,Z1) a pro x € (&2, +00). Nyni zkusime zjistit, zda jsou funkce
y1(z) a ya(x) v bodé #; hladce napojené, tedy zda plati

dy1(z)
dx

_ dy2(x)

N dxr

==

(3.23)

==

Vzhledem ke komplikovanosti vztahu (3.23) si funkce y1(x) a y2(x) vyjadiime jako z1(y) a z2(y),
tedy

_ 142+ V(497 — day?

14y - V(1 49?2~ day?
2ay N '

20y

z1(y) z2(y)

Stejné jako vyse ovérime kladnost diskriminantu

D(y) = /(1 +42)? — day?

a dostdvame, ze D(y) > 0 pro a < 1, tedy funkce z1(y) a x2(y) jsou redlné pro vsSechna y. Funkce
z1(y) a 2o(y) zderivujeme?

dri(y)  (—1—y?)(=1—9>+ 1+ (2—4a)y? +y?)

dy 20y2/1+ (2 — aa)y? + y*

)

doi(y) A+ (-1—y*+/1+(2—-4a)y® + ¢

dy 2ay2/1+ (2 — aa)y? + y*

Pro a < 1 nemame derivace pouze pro y = 0, tedy funkce jsou spojité diferencovatelné pro y > 0,
tedy i pro bod § = 1, ktery odpovidd bodim #; a Z2. Funkce y;(x) a y2(x) jsou tedy v bodech &
a T2 napojeny hladce.

e Pro a =1 dostavame /1 — o = 0, rovnice (3.3) md jeden kofen

—a+2 1
§ = ———— —
2
a funkce f(s) je kladné pro vSechna s kromé s = %;‘2 = 1. Zpétnou substituci dostdvame

2Zjednodusené tvary derivaci pomoci softwaru Mathematica.
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x=+/s=1.

Diskriminant (3.21) je tedy kladny pro vsechna x > 0 kromé = = 1, pro které je roven nule. Funkce
Y1 a y2 jsou redlné a pro x = 1 dostavame y;(x) = y2(x). Pro @ = 1 navic dostdvdme konkrétni

funkeci

—1— 2 /1 — 222 4
i vt (3.24)

yi(z) = o

Upravou (3.24) dostdvame bud funkci

,172 /(1 — r2)2 _1_2 1_2
— v+ VI I):— 27+ I):xpr0x<1
T

n(z) = 2 2%

nebo

1 — 22 /(22 —1)2 —1— 2 2_1 1
- VA ) = — (@ ):fprox>1.
z T

(@) = 2 2

Obdobné pro

14224+ V11— 222 + 2

y2(z) o
dostavame
1422+ /(1 —22)2 —1-a22+(1-22) 1
ya(z) = R VA k) il m)zfpr0$<1
2x 2x T
nebo
1 2 / 2712 S 2 271
ya(z) = Rkl +2x(:c ) = — 9:2—;(1: )zx pro x > 1.

e Pro a > 1 dostdvdme /1 — «a < 0, rovnice (3.3) nemd zadny kofen a funkce f(s) je kladnd pro
vSechna s > 0. Kladny je tedy i diskriminant (3.21) a funkce y;(x) a y2(x) jsou redlné pro vSechna

x > 0. Jak jiz bylo zjisténo vyse, funkce y1(x) a ya(z) maji v bodé

To =

5=

se pro y1(z) jednd o maximum a pro y2(z) se

~~

staciondrni bod. Vzhledem k limitdm (3.19) a (3.20
jedna o minimum.
Stejné jakou v predchozich Kapitolach 3.1 a 3.2 budeme vysSetfovat rovnovazné stavy v dané stechiome-

trické t¥{dé kompatibility. Dosazenim (3.17) do (3.18) dostdvdme
(3.25)

i) = f(z) = —(1+ )z + (2c+ ac)z? — 2+ Az + ¢,
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flz) flz) fz)
B \/ \
(a) Proa<lac<k. (b) Proa<lac=k. JProa<lac>xk.
f(z) f(z) flz)
- AN
Eal T=T=1T3 M: T3
(d) Proa=1lac<k. (e) Proa=1ac=x. (f) Proa=1lac>s.
fz) fz) fw)
) 1'2;1'3 Zy M_» o1

(g) Proa>1lac<k.

(h) Proa>1ac=xs.

(i) Proa>1lac>k.

Obrézek 3.8: Fazova pfimka systému (3.25) pro rizné hodnoty parametru « a c.

33
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Tabulka 3.3: Stabilita rovnovaznych stavii systému (3.18).

Rychlostni konstanta « H Stech. tr. H RS ‘ Stabilita ‘ Krivka RS ‘
c< kK H X1 ‘ stabilni ‘ x3 = (0,0),y1,y2 ‘
X1 stabilni Y2
cC=kK
X2 = X3 polostabilni | y;
a<l
X1 stabilni Y2
cC>K X2 nestabilni Y1, Y2
X3 stabilni Y1
c< kK H X1 ‘ stabilni ‘ x3 = (0,0),y1 ‘
cC=K H X] = X9 = X3 ‘ stabilni ‘ Y1, Y2 ‘
a=1 X1 stabilni Y2
cC>K X2 nestabilni Y2
X3 stabilni Y1
c< kK H X1 stabilni ‘ x3 = (0,0),y1 ‘
X1 stabilni Y1
cC=kK
X2 = X3 polostabilni | y2
a>1
X1 stabilni Y2
cC>K X2 nestabilni Y2
X3 stabilni Y1

tedy ziskdvdme rovnici zdvislou na dvou parametrech. Fazové piimky diferencidlni rovnice (3.25) pro
ruzné hodnoty parametri « a ¢ jsou zndzornény na Obrazku 3.8. Tvar kiivek rovnovaznych stavi se méni
podle hodnoty parametru «. Hodnota parametru ¢ ovliviiuje pocet rovnovaznych stavii. Hodnotu ¢, pro
kterou se stechiometricka trida kompatibility stava tec¢nou k jedné z kiivek rovnovaznych stava a pro
kterou se méni pocet rovnovaznych stavii, oznac¢me vzhledem ke slozitosti vyslednych vztaht ziskanych
pomoci softwaru Mathematica ¢ = . Na zakladé numerickych vypocti usuzujeme, Ze teény stav je pouze
jeden (analyticky se ndm bohuZel nepodafilo tuto tvahu potvrdit).

Nejdrive uré¢ime stabilitu rovnovaznych stavi pro o < 1. Vzhledem ke tvaru funkei y1 (z) a y2(x) vime, ze
pro hodné velké ¢ mé tsecka (3.17) jeden prisecik s funkei yo(z) pro x € (0, #1), jeden prusecik s funkef
y2(x) pro © € (T2, +00) a jeden prusecik s funkei yi(z) pro z € (¥2,+00). Pokud budeme ¢ snizovat
k nule, musi tedy k bifurkaci dojit pro x € (%2, +00) a tsecka (3.17) bude te¢nou k funkci y;(x). Plati
tedy, ze:

e pro ¢ < Kk dostavame jeden rovnovazny stav xi. Vzhledem k tomu, Ze mame pouze jeden prisecik
s osou z a funkce f(z) je klesajici, je 1 stabilni.

e Pro ¢ = K mdme dva rovnovdzné stavy. Vzhledem k tomu, Ze k bifurkaci dochézi pro funkci y ()
na intervalu (2, +00), plati 1 < 22 = x3 a pro funkei f(z) plati, Ze:

— pro z < x1 je f(z) >0,
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(a) Proa < 1. (b) Pro a = 1. (c) Pro a > 1.

Obrézek 3.9: Fazové portréty pro systém (3.18).

— pro x € (z1,22) je f(x) <0, tedy z; je stabilni,
— pro x > xg = x9 je f(x) <0, tedy o = x3 je polostabiln{ zprava.
e Pro ¢ > k méme tfi rovnovazné stavy. Vzhledem ke tvaru kubické funkce f(z) a poctu kotfent pro
f(z) plati, ze:

— pro z < x1 je f(z) >0,

— pro x € (z1,22) je f(x) <0, tedy 1 je stabilni,

— pro x € (z2,23) je f(x) > 0, tedy 2 je nestabilni,

— pro x > x3 je f(x) < 0, tedy x3 je stabilni.
Pro ¢ < k odpovida rovnovazny stav x; rovnovaznému stavu x3 = (0,0) dvoudimenzionalniho systému
(3.18), k¥ivce rovnovéznych stavi y1 a po prekroceni urcité hodnoty ¢ odpovidd kiivce rovnovdznych
stavil yo. Pro ¢ = k uvazujeme na zakladé numerickych vypoctu, Ze rovnovazny stav xo = x3 odpovida
kfivce rovnovaznych stavi y; a rovnovazny stav zp kiivce rovnovaznych stavi y2. Pro ¢ > k odpovida
rovnovazny stav x1 kiivce rovnovaznych stavi ys, o odpovida kiivce y; a po prekroceni urcité hodnoty

c odpovida kiivce yo a x3 odpovida krivce yi1, viz Tabulku 3.3. Nyni uréime stabilitu rovnovaznych stavi
pro a = 1:

e pro ¢ < kK méme jeden rovnovazny stav 1, ktery je vzhledem ke tvaru funkce f(x) stabilni.
e Pro ¢ = k mame jeden rovnovazny stav xy = xo = x3, ktery je také stabilni.
e Pro ¢ > k méame tfi rovnovazné stavy. Plati, zZe:

— pro z < x2 je f(z) >0,

pro x € (z2,21) je f(x) <0, tedy z2 je stabilni,

pro x € (z1,x3) je f(x) > 0, tedy 21 je nestabilni,

pro x > x3 je f(x) < 0, tedy x3 je stabilni.
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Pro ¢ < & odpovidd x1 rovnovaznému stavu x3 = (0,0) a k¥ivce rovnovaznych stavi y;. Pro ¢ = k
odpovidd z; = x9 = x3 pruseciku kiivek y; a y2. Pro ¢ > k odpovida x; kiivce yo2, x2 odpovida kiivce
y2 a x3 odpovida kfivce y1, viz Tabulku 3.3. Na zavér ur¢ime stabilitu rovnovaznych stavi pro a > 1.
Vzhledem ke tvaru funkei y1 () a y2(z) vime, Ze pro hodné velké ¢ m4 tsecka (3.17) dva pruseéiky s funkei
y2(z) a jeden prusecik s funkei y;(z). Pokud budeme ¢ snizovat k nule, musi tedy k bifurkaci dojit pro
funkci y2(z) a tsecka (3.17) bude tetnou k funkci ya(z). Plati tedy, Ze

e pro ¢ < kK mame jeden rovnovazny stav xi, ktery je stabilni.

e Pro ¢ = Kk mame dva rovnovazni stavy x; a 2 = x3. Vzhledem k tomu, ze k bifurkaci dochéazi pro
ya2, kterd je vétsi nez y, plati, ze x1 > o = x3 a:

— pro z < xg = x3 je f(z) > 0,
— pro z € (z2,21) je f(x) > 0, tedy 2 = x3 je polostabilni zleva,
— pro z > x1 je f(z) <0, tedy x1 je stabilni.

e Pro ¢ > k mame t¥i rovnovazné stavy 1, x2 a x3. Vzhledem ke tvaru f(x) plati, ze:

pro z < z3 je f(z) >0,

pro x € (z3,22) je f(x) <0, tedy z3 je stabilni,

pro z € (z2,x1) je f(x) > 0, tedy x2 je nestabilni,

pro xz > x1 je f(x) < 0, tedy x1 je stabilni.

Pro ¢ < k odpovidd z; rovnovdznému stavu x3 = (0,0) a kfivce rovnovaznych stavi y;. Pro ¢ = &
odpovida x; kfivce y; a x9 = x3 kiivce y2. Pro ¢ > k odpovidd xy kfivce ya, x2 odpovidéd také kiivce
y2 a x3 odpovida krivce y1. Pro a < 1 a a > 1 tedy dostdvame v zavislosti na ¢ jeden, dva nebo tri
rovnovazné stavy, pro a = 1 dostavame v zavislosti na ¢ jeden nebo tfi rovnovazné stavy, viz Obrézek 3.9.

Jak jiz bylo zminéno vyse, ke zméné poctu rovnovaznych stavit dochdzi, pokud je tsecka (3.17) tecnou
k jedné kiivce rovnovaznych stavi a zaroven mé prusecik s druhou kfivkou rovnovaznych stavi, viz
Obrazek 3.7. Zjisténim zavislosti mezi « a ¢ mizeme znazornit bifurka¢ni diagram, ze kterého mtizeme pro
konkrétni hodnoty « a ¢ rozhodnout o poctu rovnovaznych stavi. K urceni zavislosti a na ¢ potrebujeme
derivace kiivek y; a yo, které jsou®

dyr (=14 0a?) (-1 —aa® + /1+2(=2 + a)2® + o?a?

dz 202\/1 +2(-2 + a)2? + a2a*

b

dyz (=14 aa®)(1+aa® + /1 +2(=2+ a)z? + o2zt

dx 222\/1+2(-2+ a)z? + o227

a derivaci usecky (3.17), kterd je

Pro zjistén{ zavislosti mezi @ a ¢ pro k¥ivku y; musi mit dsecka (3.17) a kiivka y; pruseéik a zdrovern
musi mit stejnou hodnotu derivace, dostivame tedy soustavu rovnic

3Zjednodusené tvary derivaci pomoci softwaru Mathematica.
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L L L L L L L L L L L 1 I 1 I I 1 1
5 10 15 2 4 6 8 10 12 14

(a) Zavislost ¢ na a pro obé kiivky y1 a ya. (b) Bifurkaéni diagram systému (3.25).
Obrazek 3.10: Zavislost ¢ na «.

—1—ax?+y/—422+(1+az?)?
- =c—ux,

2x
(—1+az?)(—1—az?+/1+2(—2+a)a2 +a2zt 1 (3.26)
222/1+2(—2+a)a2 +a2a4 -

Dostavame dvé rovnice pro tfi nezndmé, neznamou x budeme uvazovat jako parametr. Vyresenim soustavy
(3.26) pomoci softwaru Mathematica dostdvame kiivku v1 = (a(x), ¢(x)), viz Obrazek 3.10a. Pro kiivku
rovnovaznych stavi y2 je postup stejny, tedy vyfesime soustavu rovnic

1+ax? +\/74x2+(1+am2

dys _ (= 1+a:62)(1+a:t +4/14+2(—2+a)a2 +a2at
dz 222,/1+2(~2+a)z2 +a2z?

=c—ux,

=-1

a dostdvame kiivku vo = (a(x), c(x)), viz Obrazek 3.10a. Jak jiz bylo zminéno vyse, pro o € (0,1) je
tsecka (3.17) te¢nou kiivky yi, tedy zavislost ¢ na « popisuje kiivka 71, zatimco pro a > 1 je tisecka
(3.17) tecnou ke kiivce yo, tedy zévislost ¢ na « popisuje kiivka 2. Vysledny diagram znézoriujici pocet
rovnovaznych stavli podle volby ¢ a « je zndzornén na Obrazku 3.10b. Nyni se pokusime zjistit, jestli se
jednd o hrotovou bifurkaci, kterd nastdva v piipadé, ze se kiivky 1 a 2 potkaji v bodé (1,2), tedy pro

x =1, te¢né. Te¢ny vektor ma tvar
da(x) de(x)
u(e) = < de * dx )

Tecné vektory ozna¢ime uy (z) pro kiivku v a uz(z) pro kfivku v2. Nyni uréime normované teéné vektory

“wi(z)  w(@) )
T @) = (m(z),vi(z)), walz)= T @[] = (p2(z), v2(x)),

kde p1(x), pa(z) predstavuji z-ovou slozku a vy (z), va(x) predstavuji y-ovou slozku. Abychom dostali
hrotovou bifurkaci, potfebujeme, aby platilo

wi(z) =

lim wy(z) = lm (p1(z),v1(x)) =(0,1), lim wa(z) = lim (ua(z),2(z)) = (0,1).

z—1— r—1— r—1+ z—1+
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(a) |1 — 0] (Cervené) a |uz — 0| (modfe). (b) |v1 — 1] (Cervené) a |vg — 1| (modre).

Obrazek 3.11: Vykresleni odchylek.

Vzhledem ke komplikovanosti predpisu pro k¥ivky 71,72 nelze limity symbolicky ani pomoci softwaru
Mathematica spocitat. Limity vektori wi a wo tedy zkusime spocitat alespon priblizné numericky pro

2®) = 2O 4 g Az,

kdy 2(*) budeme dosazovat do jednotlivych slozek (u1(z),v1(z)), resp. (ua(x), va(x)). V Tabulce 3.4 jsou
vypsané hodnoty odchylek (u1(z),v1(x)), resp. (p2(x),v2(z)) od (0,1). Vypocet odchylek slozek vektoru
w1 byl zahajen pro 2z = 0.9950 a hodnota z byla postupné zvysovana k hodnoté x = 1 s krokem
Az = 0.00001. Vipocet chyb slozek vektoru wa byl zahdjen pro 2(9) = 1.0050 a hodnota z byla postupné
snizovana k hodnoté x = 1 s krokem Az = 0.00001. Na Obrazku 3.11 jsou vykresleny odchylky pro
jednotlivé slozky vektord wi a wo. Odchylky se postupné snizuji k nule, tj. pfedpokladejme, ze plati

lim wi(z) = (0,1), Il_l)r{1+ wa(z) = (0,1). (3.27)

r—1—

V tomto ptfipadé by bod (1,2) byl hrotem a jedna se o hrotovou bifurkaci.
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Tabulka 3.4: Odchylky jednotlivych slozek normovanych te¢nych vektora wi a wa.

2(%) = 0.9950 2% = 1.0050

k krok Az = 0.00001 krok Az = 0.00001

odchylka |p1 — 0] ‘ odchylka |v1 — 1| || odchylka |us — 0 ‘ odchylka |vg — 1|
51 1.25986 - 104 7.93627 - 1077 1.17233-104 6.87182-107°
101 9.91419-107° 4.91456 - 1079 9.29951 -10~° 4.32405-1079
151 7.55989 - 107° 2.85759 - 107 7.14814-107° 2.5548 - 107
201 5.5318 - 107 1.53004 - 10~ 5.27253-107° 1.38998 - 1077
251 3.82606 - 10~° 7.31936 - 10~ 10 3.67603-10~° 6.75661 - 1010
301 2.43883-107° 2.97395-10~ 10 2.36202-107° 2.78958 - 1010
351 1.36634 - 107° 9.33438 -10 ! 1.33393-107° 8.89691-10 1!
401 6.04827 - 1076 1.82909 - 10711 5.95227 - 1076 1.77147- 10711
451 1.50602 - 106 1.13387-10712 1.49402- 106 1.116-10712
461 9.63079-10~7 4.6374-10713 9.56935- 1077 4.57967-10713
471 5.41298 - 1077 1.46438-1013 5.38706- 107 1.45106 - 1013
481 2.40384-10~7 2.88658 - 1014 2.39616 - 107 2.85327- 10714
491 6.0048 - 108 1.6653- 1017 5.9952-107° 1.77636 - 10715
496 1.5006 - 108 - 1.4994-1078 -
497 9.60308 - 10~? - 9.59694 - 10~° -
498 5.4013-107° - 5.3987 - 107 -
499 2.4004 - 1077 - 2.39962 - 10~? -
500 6.00049 - 10710 - 5.99978 - 1010 -




Zaver

Préce byla zamérena na analyzu dynamickych systémi odpovidajicich chemickym reakcim. Velka cast
prace byla vénovana uzavienym systémtm reakci pouze dvou latek. Ukézali jsme, ze diky platnosti
zékona o zachovani hmotnosti dostavame u reakci dvou latek stechiometrické t¥idy kompatibility, které
jsou useckami, trajektorie jsou monoténni, a tedy neni napt. pritomné zadné oscilujici chovani. Zaroven
ale mzeme u systémiu dvou a vice reakci dvou latek narazit na zajimavé priklady s bifurka¢nim chovanim,
a to vzhledem k rychlostnim konstantam, ¢i celkové molarni koncentraci, ¢i vzhledem k obéma druhtim
parametru.

Tato prace by mohla byt vychozim bodem pro dalsi analyzu, kde bychom se mohli zamérit napriklad na
nasledujici otazky:

o Jak jsme si ukézali v Kapitole 3, u reakci dvou ldtek mame limitované kvalitativni chovani. V pripadé
reakci ti latek, jak jiz bylo zminéno v Kapitole 2, mizeme mit stechiometrické tfidy kompatibility
opét jednodimenzionalni, ale i dvoudimenzionalni, kde bychom se mohli zaméfit na pi{tomnost
oscilaci, limitnich cykla a dalSich.

e V préci jsme uvazovali pouze uzaviené systémy reakci. V pripadé otevienych systému reakci prestava
platit zdkon zachovani hmotnosti, a tedy teorie uvedend v Kapitole 2. U otevienych systémi muzeme
narazit na modely s bohatym kvalitativnim chovanim i u reakci pouze dvou latek, napt. Sel’koviv
model glykolyzy [2], u kterého dochézi k Hopfové bifurkaci.

« Déle bychom se mohli zaméfit na systémy reake{ s difuzi, viz [9, Kapitola 4.2.4], a dalsi.
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