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. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
vlastnoručńı podpis
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Abstrakt

Tato práce se zabývá dynamickými vlastnostmi model̊u systémů chemických reakćı. Představ́ıme si jed-
notlivé druhy chemických reakćı z pohledu reakčńı kinetiky a základńı značeńı, které je v práci použ́ıváno,
a následně si odvod́ıme diferenciálńı rovnice popisuj́ıćı změny molárńıch koncentraćı látek v čase. Dále
poṕı̌seme základńı vlastnosti těchto dynamických systémů a zavedeme pojem stechiometrických tř́ıd kom-
patibility, ve kterých lež́ı všechny trajektorie daného dynamického systému. Pro reakce dvou látek nám
tyto tř́ıdy udávaj́ı velmi přesnou představu o kvalitativńım chováńı trajektoríı. Poté se zaměř́ıme na roli
př́ıtomných parametr̊u v systémech reakćı dvou látek, u kterých je sice jen omezené neosciluj́ıćı chováńı,
ale můžeme zde narazit na př́ıklady zaj́ımavých bifurkaćı. Konkrétně uvedeme systémy se sedlo-uzlovou
bifurkaćı a př́ıtomnou hystereźı, s vidličkovou bifurkaćı a dvouparametrickou hrotovou bifurkaćı.

Kĺıčová slova: reakčńı kinetika, chemické reakce, diferenciálńı rovnice, stechiometrické tř́ıdy kompati-
bility, zákon zachováńı hmotnosti, rovnovážné stavy, stabilita, bifurkace.
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Abstract

This thesis deals with dynamical properties of models of chemical reaction systems. We introduce diffe-
rent types of chemical reactions from the point of view of reaction kinetics, and the basic notation used
in this thesis and then the derivation of differential equations describing changes of molar concentrations
of substances in time. We then describe basic properties of these dynamical systems and introduce stoi-
chiometric compatibility classes in which all trajectories of a given dynamical system lie. For reactions of
two substances, these classes give us a very accurate idea of the qualitative behavior of trajectories. We
then focus on the role of parameters present in systems of reactions of two substances for which we may
encounter examples of interesting bifurcations, although there is only limited nonoscillatory behavior. In
particular, we will mention systems with the saddle-node bifurcation and hysteresis, with the pitchfork
bifurcation and two-parameter cusp bifurcation.

Keywords: reaction kinetics, chemical reactions, differential equations, stoichiometric compatibility clas-
ses, mass conservation law, equilibrium points, stability, bifurcations.
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Prohlášeńı iii

Abstrakt iv

Obsah vi
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Reakčnı́ kinetika
a diferenciálnı́ rovnice 1

Diferenciálńı rovnice představuj́ı v mnoha situaćıch velmi dobrý nástroj pro popis dynamických proces̊u
v r̊uzných vědńıch discipĺınách, od humanitńıch po technické. Uved’me si např́ıklad mechaniku [3], ekono-
mii [4] a sociologii [5]. Dále jsou dynamické systémy široce aplikovatelné v r̊uzných podoblastech biologie,
konkrétněji např́ıklad ve fyziologii popisuj́ı procesy jak na úrovni buněčné fyziologie, tak i v soustavách
orgán̊u [1], v ekologii modeluj́ı např́ıklad populačńı dynamiku nebo v epidemiologii š́ı̌reńı infekčńıch cho-
rob [2].

Velké množstv́ı jev̊u modelovaných pomoćı diferenciálńıch rovnic nalezneme také v chemii. Oblast, která
se věnuje modelováńı chemických reakćı a o které tato práce pojednává, se nazývá reakčńı kinetika.
Reakčńı kinetika studuje rychlost chemických reakćı, reakčńı mechanismy a faktory ovlivňuj́ıćı rychlost
chemických reakćı, kterými jsou např́ıklad teplo, tlak nebo př́ıtomnost katalyzátoru [6, 7]. Významnou
roli hraje např́ıklad v biochemii, ve které můžeme z významných model̊u zmı́nit např́ıklad enzymatickou
reakci popsanou Michaelisem a Mentenovou (1913) nebo model glykolýzy od Sel’kova (1968) [1]. Velké
zastoupeńı má také ve farmakokinetice, které se věnoval např́ıklad Teorell a v roce 1937 popsal distribuci
látek v těle [8], a daľśıch.

1.1 Chemické reakce

V této úvodńı kapitole si nejdř́ıve představ́ıme základńı rozděleńı chemických reakćı z pohledu reakčńı
kinetiky a zavedeme základńı pojmy a značeńı. Dále se zaměř́ıme na odvozeńı diferenciálńıch rovnic po-
pisuj́ıćıch změnu molárńıch koncentraćı př́ıtomných reaguj́ıćıch látek v čase.

Chemická reakce je děj, při kterém se za vhodných podmı́nek výchoźı látky změnami chemických vazeb
přeměňuj́ı na nové látky. V reakčńı kinetice se chemické reakce rozděluj́ı na izolované a simultánńı [7].

1.1.1 Izolované reakce

U izolovaných reakćı prob́ıhá v soustavě pouze jedna reakce, při které se výchoźı látky X1 až Xn měńı na
nové látky X′

1 až X′
n. Obecný tvar této reakce je

1



1.1. CHEMICKÉ REAKCE 2

a1 X1 + a2 X2 + . . . + an Xn −−→ b1 X′
1 + b2 X′

2 + . . . + bn X′
n. (R1.1)

Z formálńıch d̊uvod̊u označuj́ı Xi a X′
i pro konkrétńı i vždy stejnou látku a čárkovaná notace odlǐsuje nové

látky od látek výchoźıch. V soustavě se tedy nacháźı celkem n látek. Č́ısla a1 až an (resp. b1 až bn) se
nazývaj́ı stechiometrické koeficienty a udávaj́ı počet mol̊u, resp. částic jednotlivých látek1. Jejich správné
určeńı zajǐst’uje platnost zákona zachováńı hmotnosti2. Př́ıkladem izolované reakce může být dokonalé
spalováńı uhĺıku

C + O2 −−→ CO2,

při kterém se uhĺık v reakci s kysĺıkem přeměňuje na oxid uhličitý. Pokud tuto reakci srovnáme s obecným
tvarem reakce (R1.1), pak pro výchoźı látky dostáváme X1 = C, a1 = 1, X2 = O2, a2 = 1, X3 = CO2,
a3 = 0 a pro nové látky dostáváme X′

1 = C, b1 = 0, X′
2 = O2, b2 = 0, X′

3 = CO2, b3 = 1. Výše zavedené
značeńı je podstatné pro určováńı tzv. stechiometrických tř́ıd kompatibility, viz Kapitolu 2.

1.1.2 Simultánńı reakce

Druhým typem reakćı jsou simultánńı reakce, které se skládaj́ı z jednotlivých izolovaných reakćı, tj.
u těchto reakćı prob́ıhá v soustavě v́ıce izolovaných reakćı současně. Simultánńı reakce se rozděluj́ı
na vratné, bočné a následné [7].

Vratné reakce

Vratné reakce maj́ı tvar

a1 X1 + a2 X2 + . . . + an Xn −−⇀↽−− b1 X′
1 + b2 X′

2 + . . . + bn X′
n.

Látky X1 až Xn se přeměňuj́ı na látky X′
1 až X′

n, ty se zpět přeměňuj́ı na látky X1 až Xn, atd. Př́ıkladem
může být reakce

H2 + I2 −−⇀↽−− 2 HI,

při které reaguje vod́ık H2 s plynným jodem I2 za vzniku jodovod́ıku HI a jodovod́ık se měńı zpět na
vod́ık a plynný jod.

Bočné reakce

Obecný tvar bočných reakćı je

b1 X′
1 + b2 X′

2 + . . . + bn X′
n

a1 X1 + a2 X2 + . . . + an Xn

c1 X′′
1 + c2 X′′

2 + . . . + cn X′′
n.

1Mol je základńı jednotka látkového množstv́ı nA. Jeden mol dané látky obsahuje počet elementárńıch částic NA, který
odpov́ıdá počtu atomů ve 12 g uhĺıku 12C, tzv. Avogadrově konstantě. Vzhledem k platnosti vztahu nA = N/NA, kde N je
počet částic, můžeme v reakci uvažovat počet mol̊u nebo po vynásobeńı Avogadrovou konstantou počet částic, viz [7].

2Součet hmotnost́ı všech výchoźıch látek se rovná součtu hmotnost́ı všech nových látek [7].



1.2. DIFERENCIÁLNÍ ROVNICE POPISUJÍCÍ ZMĚNY MOLÁRNÍCH KONCENTRACÍ LÁTEK 3

U tohoto druhu reakćı zálež́ı na zp̊usobu, jakým reakce proběhne, z látek X1 až Xn vznikaj́ı látky X′
1 až

X′
n, nebo látky X′′

1 až X′′
n. Př́ıkladem bočné reakce může být

CH4 + CO2

CH3COOH

CH2CO + H2O,

při které se kyselina octová CH3COOH rozkládá na methan CH4 a oxid uhličitý CO2, nebo na ethenon
CH2CO a vodu H2O.

Následné reakce

Posledńım typem simultánńıch reakćı jsou následné reakce, které maj́ı tvar

a1 X1 + . . . + an Xn −−→ b1 X′
1 + . . . + bn X′

n −−→ c1 X′′
1 + . . . + cn X′′

n −−→ . . .

Z látek X1 až Xn vznikaj́ı látky X′
1 až X′

n, z látek X′
1 až X′

n dále vznikaj́ı látky X′′
1 až X′′

n a z nich můžou
vznikat daľśı látky. Př́ıkladem může být reakce

C4H6 + 2 H2 −−→ C4H8 + H2 −−→ C4H10,

při které se but-2-yn C4H6 v reakci s vod́ıkem H2 přeměňuje na but-2-en C4H8, který opět reaguje
s vod́ıkem a vzniká butan C4H10.

Všechny výše uvedené typy reakćı se mohou samozřejmě dále vyskytovat i ve vzájemných kombinaćıch.

1.2 Diferenciálńı rovnice popisuj́ıćı změny molárńıch koncentraćı látek

Nyńı si na př́ıkladu vratné reakce ukážeme odvozeńı soustavy diferenciálńıch rovnic, která popisuje změnu
molárńıch koncentraćı3 látek v čase t při dané reakci, viz [9]. Pro přehlednost uvažujme tři látky označené
A, B, C a reakci

A α−−⇀↽−−
β

2 B + C. (R1.2)

Význam konstant α > 0 a β > 0 si uvedeme ńıže. Zleva doprava prob́ıhá reakce

A α−−→ 2 B + C, (R1.3)

která se vyskytuje s četnost́ı4 K(R1.3), a zároveň s ńı, zprava doleva, prob́ıhá reakce

2 B + C β−−→ A, (R1.4)

která se vyskytuje s četnost́ı K(R1.4). Předpokládáme, že reakce prob́ıhaj́ı v izolované, uzavřené, dokonale
promı́chané nádobě s konstantńı teplotou a objemem. Molárńı koncentrace jednotlivých látek v čase t

označme x(t) pro látku A, y(t) pro látku B a z(t) pro látku C. Nyńı popǐsme změnu koncentrace x(t)
3Molárńı koncentrace udává počet mol̊u látky rozpuštěné v roztoku o objemu 1 dm3, viz [7].
4Četnost reakce udává počet výskyt̊u reakce za jednotku času na jednotku objemu dělený Avogadrovou konstantou,

viz [9].



1.2. DIFERENCIÁLNÍ ROVNICE POPISUJÍCÍ ZMĚNY MOLÁRNÍCH KONCENTRACÍ LÁTEK 4

látky A. Pokaždé, když se vyskytne reakce (R1.3), ztráćıme jeden mol látky A a četnost této ztráty je
rovna K(R1.3), a pokaždé, když se vyskytne reakce (R1.4), źıskáváme jeden mol látky A s četnost́ı K(R1.4).
Změna koncentrace látky A je tedy

ẋ(t) = −K(R1.3) +K(R1.4).

Pro látku B plat́ı, že vždy, když se vyskytne reakce (R1.3), źıskáváme dva moly látky B s četnost́ı K(R1.3)
a při výskytu reakce (R1.4) ztráćıme dva moly látky B s četnost́ı K(R1.4). Změnu koncentrace látky B
tedy poṕı̌seme jako

ẏ(t) = 2K(R1.3) − 2K(R1.4).

Stejným principem poṕı̌seme i změnu koncentrace látky C, pro kterou dostáváme

ż(t) = K(R1.3) −K(R1.4).

Nyńı pro reakci (R1.3) předpokládejme, že č́ım v́ıc látky A v nádobě bude, t́ım vyšš́ı bude četnost výskytu
této reakce, tedy četnost K(R1.3) je úměrná okamžité koncentraci x(t) a ṕı̌seme

K(R1.3) = αx(t),

kde α > 0 je rychlostńı konstanta. Při reakci (R1.4) reaguj́ı dva moly látky B a jeden mol látky C.
Pravděpodobnost setkáńı těchto látek je úměrná součinu koncentraćı těchto látek5. Setkaj́ı-li se dva moly
látky B a jeden mol látky C, dostáváme

K(R1.4) = βy(t)y(t)z(t),

kde β > 0 je rychlostńı konstanta. Rychlostńı konstanty udávaj́ı rychlost reakce při jednotkových kon-
centraćıch výchoźıch látek a jsou odhadovány na základě chemických princip̊u nebo experiment̊u. Pro
změnu koncentraćı látek A, B a C při reakci (R1.2) dostáváme po dosazeńı výše uvedeného soustavu
diferenciálńıch rovnic 

ẋ(t) = −αx(t) + βy2(t)z(t),
ẏ(t) = 2αx(t)− 2βy2(t)z(t),
ż(t) = αx(t)− βy2(t)z(t).

Při bližš́ım pohledu na tvar jednotlivých rovnic si můžeme mj. všimnout, že se jedná o speciálńı typ
interakčńıch model̊u.

5Výše popsané zákonitosti popisuje tzv. Guldberg̊uv-Waage̊uv zákon o p̊usobeńı hmoty, viz [9].



Stechiometrické třı́dy
kompatibility 2

Nyńı se zaměř́ıme na podrobněǰśı popis kvalitativńıho chováńı dynamických systémů popisuj́ıćıch změnu
molárńıch koncentraćı. Můžeme si všimnout, že všechny výše uvedené typy reakćı jsou složené z jednot-
livých izolovaných reakćı. Mějme tedy systém obecných izolovaných chemických reakćı

a1 X1 + a2 X2 + . . . + an Xn −−→ b1 X′
1 + b2 X′

2 + . . . + bn X′
n. (R2.1)

Definujme tzv. vektory stechiometrických koeficient̊u, jeden pro výchoźı látky a jeden pro látky nové,
a tzv. reakčńı vektor, viz [10].

Definice 2.1. Mějme reakci (R2.1). Vektor

a =
[
a1, a2, . . . , an

]
∈ Qn, (2.1)

kde Q = {x ∈ R : x ≥ 0} a n ∈ N je počet zúčastněných látek, nazýváme vektor stechiometrických
koeficient̊u výchoźıch látek. Vektor

b =
[
b1, b2, . . . , bn

]
∈ Qn (2.2)

nazýváme vektor stechiometrických koeficient̊u nových látek. Reakčńım vektorem nazýváme vektor

v = b− a =
[
b1 − a1, b2 − a2, . . . , bn − an

]
∈ Rn.

Uved’me následuj́ıćı větu o existenci a jednoznačnosti, o invarianci prvńıho ortantu a vztahu dvou sou-
sledných stav̊u, viz [9].

Věta 2.2. Mějme systém m ∈N reakćı ve tvaru (R2.1) s reakčńımi vektory vj , j = 1, 2, . . . , m a bud’
ẋ = f(x) př́ıslušný systém diferenciálńıch rovnic. Potom:

1. pro každé x(0) ∈ Qn existuje právě jedno maximálńı řešeńı x(t) pro t ∈ ⟨0, tmax),

2. pokud x(0) ∈ Qn, pak x(t) ∈ Qn pro všechna t ≥ 0, tj. Qn je pozitivně invariantńı,

3. pro každé t1, t2 ≥ 0, t2 > t1, existuje α ∈ Qm takové, že

x(t2)− x(t1) =
m∑

j=1
αjvj . (2.3)

5



6

D̊ukaz. Zformalizujeme-li postup odvozeńı systému diferenciálńıch rovnic daného systému m ∈N reakćı
(R2.1) nast́ıněný v Kapitole 1.2, dostaneme pro k-tou složku vektoru molárńıch koncentraćı

ẋk(t) = fk(x1(t), x2(t), . . . , xn(t)) =
m∑

j=1

(
bjk

n∏
i=1

x
aji

i (t)− ajk

n∏
i=1

x
aji

i (t)
)

, (2.4)

kde aji ≥ 0, bji ≥ 0 jsou pro dané j ∈ {1, 2, . . . , m} a i = 1, 2, . . . , n stechiometrické koeficienty j-té
reakce. Nyńı aplikaćı Picard–Lindelöfovy věty [11, Věta 2.2.7] a věty o existenci a jednoznačnosti ma-
ximálńıho prodloužeńı [11, Věta 2.3.4] dostáváme tvrzeńı 1.

Pro d̊ukaz tvrzeńı 2 uvažujme libovolný bod x∗ ∈ ∂Qn na hranici Qn, tj. x∗
k = 0 pro nějaké k ∈

{1, 2, . . . , n} a x∗
i ≥ 0 pro všechna i ̸= k. Z (2.4) vyplývá, že

fk(x∗
1, x∗

2, . . . , x∗
n) ≥ −

m∑
j=1

ajk

n∏
i=1

(x∗
i )aji .

Jelikož pro dané k je bud’ ajk = 0 nebo
∏n

i=1 x∗
i

aji = 0, plat́ı fk(x∗) ≥ 0. Nyńı př́ımou aplikaćı Bonyho
věty [11, Věta 2.5.5] dostáváme tvrzeńı 2.

Po vytknut́ı společného činitele v (2.4) dostáváme

ẋk(t) =
m∑

j=1

(
bjk − ajk

) n∏
i=1

x
aji

i (t) =
m∑

j=1
vjk

n∏
i=1

x
aji

i (t), (2.5)

kde vj1 = bj1 − aj1, vj2 = bj2 − aj2, . . . , vjn = bjn − ajn jsou jednotlivé složky reakčńıho vektoru vj ,
j ∈ {1, 2, . . . , m}. Podle d̊ukazu [9, Lemma 3.4.5] zintegrujeme tyto rovnosti pro k = 1, 2, . . . , n od t1 do
t2, kde t2 > t1 ≥ 0 a označ́ıme

αj =
∫ t2

t1

n∏
i=1

x
aji

i (t)dt.

Obdrž́ıme

x(t2)− x(t1) =
m∑

j=1
vj

∫ t2

t1

n∏
i=1

x
aji

i (t)dt =
m∑

j=1
vjαj .

Zároveň d́ıky invarianci Qn jsou αj ≥ 0, tedy α = (α1, α2, . . . , αn) ∈ Qm.

Věta 2.2 ve svém tvrzeńı 3 ř́ıká, že ze stavu x(t1) se do stavu x(t2) dostaneme pouze lineárńımi kom-
binacemi reakčńıch vektor̊u vj , j = 1, 2, . . . , m, a tedy že se trajektorie pohybuj́ı pouze v afinńıch pod-
prostorech stavového prostoru – tzv. stechiometrických tř́ıdách kompatibility, které si nyńı definujme,
viz [9].

Definice 2.3. Mějme systém m ∈ N reakćı ve tvaru (R2.1) s reakčńımi vektory vj , j = 1, 2, . . . , m.
Stechiometrický podprostor odpov́ıdaj́ıćı tomuto systému je lineárńı podprostor S ⊂ Rn definovaný jako

S = span{v1, v2, . . . , vm}.
Dále dva vektory x, x′ ∈ Qn jsou stechiometricky kompatibilńı, pokud x−x′ ∈ S. Množinu (x+ S)∩Qn,
kde x ∈ Qn a x + S = {x + σ ∈ Rn : σ ∈ S}, nazýváme stechiometrickou tř́ıdou kompatibility určenou
prvkem x ∈ Qn.
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Poznamenejme, že stechiometrická kompatibilita je relace ekvivalence a j́ı př́ıslušné tř́ıdy ekvivalence jsou
právě stechiometrické tř́ıdy kompatibility.

Dimenzi stechiometrického podprostoru určuje počet lineárně nezávislých reakčńıch vektor̊u.

Lemma 2.4. Mějme uzavřený systém m ∈N reakćı ve tvaru (R2.1) a S jeho stechiometrický podpro-
stor. Plat́ı

dim S < n.

D̊ukaz. Pokud m < n, je tvrzeńı zřejmé. Uvažujme tedy m ≥ n. Ze zákona zachováńı pro molárńı
hmotnosti1 Mi plat́ı následuj́ıćı

aj1M1 + aj2M2 + . . . + anMjn = bj1M1 + bj2M2 + . . . + bjnMn, j = 1, 2, . . . , m,

kde aji ≥ 0, bji ≥ 0 jsou pro dané j ∈ {1, 2, . . . , m} a i = 1, 2, . . . , n opět stechiometrické koeficienty j-té
reakce. Po úpravě a použit́ı reakčńıch vektor̊u vj , j = 1, 2, . . . , m, dostáváme

0 = (bj1 − aj1)M1 + (bj2 − aj2)M2 + . . . + (bjn − ajn)Mn = vj1M1 + vj2M2 + . . . + vjnMn,

tj.

n∑
i=1

vjiMi = 0 pro všechna j = 1, 2, . . . , m. (2.6)

Je zřejmé, že dim S ≤ n. Nyńı předpokládejme, že dim S = n, a předpokládejme, že reakčńı vektory

v1, . . . , vn, vn+1, . . . , vm

jsou seřazeny tak, že prvńıch n vektor̊u je lineárně nezávislých, za nimiž následuje m−n lineárně závislých
vektor̊u. Soustavu rovnic (2.6) si můžeme zapsat v maticovém tvaru


v1
v2
...

vn




M1
M2

...
Mn

 =


0
0
...
0

 .

Vzhledem k tomu, že molárńı hmotnosti Mi > 0, muśı být matice reakčńıch vektor̊u singulárńı, tedy
jej́ı řádky jsou lineárně závislé, což je ve sporu s předpokladem, že vektory v1, v2, . . . vn jsou lineárně
nezávislé.

Vzhledem k platnosti následuj́ıćıho lemmatu je řešeńı x(t) soustavy diferenciálńıch rovnic ẋ = f(x)
odpov́ıdaj́ıćı systému reakćı (R2.1) omezené.

Lemma 2.5. Mějme systém m ∈ N reakćı ve tvaru (R2.1) a bud’ ẋ = f(x) př́ıslušný systém dife-
renciálńıch rovnic. Potom pro každou počátečńı podmı́nku x(0) ∈ Qn a př́ıslušné řešeńı x(t) systému
ẋ = f(x) existuje K > 0 tak, že ∥x(t)∥ ≤ K pro všechna t ≥ 0, kde řešeńı x(t) existuje.

1Molárńı hmotnost M udává hmotnost jednoho molu látky, viz [7].



8

D̊ukaz. Podobně jako v Lemmatu 2.4 ze zákona zachováńı hmotnosti plat́ı

n∑
i=1

vjiMi = 0 pro všechna j = 1, 2, . . . , m, (2.7)

kde vj , j = 1, 2, . . . , m, jsou reakčńı vektory jednotlivých reakćı. Vynásob́ıme-li každou rovnici ve (2.7)
libovolnou konstantou αj ∈ R, dostáváme

n∑
i=1

αjvjiMi = 0, j = 1, 2, . . . , m. (2.8)

Rovnice (2.8) sečteme přes j = 1, 2, . . . , m, tedy

m∑
j=1

n∑
i=1

αjvjiMi = 0. (2.9)

Dále rozeṕı̌seme-li rovnici (2.9), dostáváme

0 = α1(v11M1 + v12M2 + . . . + v1nMn) + . . . + αm(vm1M1 + vm2M2 + . . . + vmnMn)

a po úpravě

0 = (α1v11 + α2v21 + . . . + αmvm1)M1 + . . . + (α1v1n + α2v2n + . . . + αmvmn)Mn.

Tedy plat́ı

0 =
m∑

j=1

n∑
i=1

αjvjiMi =
n∑

i=1

m∑
j=1

αjvjiMi =
n∑

i=1

 m∑
j=1

αjvj


i

Mi =

 m∑
j=1

αjvj

 ·M, (2.10)

kde M = (M1, M2, . . . , Mn) je vektor molárńıch hmotnost́ı. Tj. libovolná lineárńı kombinace reakčńıch
vektor̊u

∑m
j=1 αjvj je kolmá na vektor M. Nyńı d́ıky Větě 2.2 a vztahu (2.3) dostáváme pro libovolné

t ≥ 0

x(t) = x(0) +
m∑

j=1
αj(t)vj . (2.11)

Vynásob́ıme-li rovnost (2.11) skalárně vektorem M, dostáváme

x(t) ·M = x(0) ·M +

 m∑
j=1

αj(t)vj

 ·M.

Vzhledem k platnosti (2.10) dostáváme

x(t) ·M = x(0) ·M. (2.12)

Nyńı předpokládejme sporem, že existuje posloupnost tn → +∞ taková, že ∥x(tn)∥ → +∞. Potom
s využit́ım Věty 2.2 muśı alespoň pro jednu složku xi∗ a vybranou podposloupnost tnk

→ +∞ platit

xi∗(tnk
)→ +∞. (2.13)
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(a) Př́ıklad 2.7.
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(b) Př́ıklad 2.8.
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(c) Př́ıklad 2.9.

Obrázek 2.1: Stechiometrický podprostor S a stechiometrické tř́ıdy kompatibility.

Z rovnosti (2.12), vztahu (2.13) a opět s využit́ım Věty 2.2 dostáváme

+∞← xi∗(tnk
)Mi∗ ≤ x1(tnk

)M1 + . . . + xn(tnk
)Mn = x(0) ·M,

což je spor.

Důsledek 2.6. Řešeńı x(t) soustavy diferenciálńıch rovnic ẋ = f(x) odvozené ze systému m ∈ N

reakćı (R2.1) existuje vždy na celém intervalu ⟨0,+∞).

D̊ukaz. Tvrzeńı je př́ımým d̊usledkem předchoźıho Lemmatu 2.5 a vlastnost́ı maximálńıho řešeńı, viz [11,
Důsledek 2.3.11].

Určeńı stechiometrických tř́ıd kompatibility si nyńı ukážeme na jednoduchých př́ıkladech.

Př́ıklad 2.7. Mějme reakci dvou látek, která má tvar

A −−→ 2 B.

Molárńı koncentrace látek si označme x pro látku A a y pro látku B. Vektory stechiometrických koeficient̊u
této reakce jsou

a =
[
1, 0
]

, b =
[
0, 2
]

,

reakčńı vektor je tedy

v =
[
−1, 2

]
.

Stechiometrický podprostor je vzhledem k existenci pouze jednoho reakčńıho vektoru jednodimenzionálńı,
jedná se tedy o př́ımku. Stechiometrické tř́ıdy kompatibility jsou úsečky rovnoběžné s touto př́ımkou lež́ıćı
pouze v Q2 ve tvaru

2x + y = c, x, y ≥ 0, c ∈ R.

Stechiometrický podprostor a tř́ıdy kompatibility jsou znázorněny na Obrázku 2.1a.
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Jako daľśı si ukážeme př́ıklad systému reakćı tř́ı látek A, B a C s molárńımi koncentracemi x, y a z.

Př́ıklad 2.8. Mějme reakci

A −−⇀↽−− 2 B −−→ C.

Uvedená reakce je složená ze tř́ı d́ılč́ıch reakćı, tud́ıž dostaneme tři reakčńı vektory, které maj́ı tvar

v1 =
[
−1, 2, 0

]
, v2 =

[
1,−2, 0

]
, v3 =

[
0,−2, 1

]
.

Připomeňme, že Lemma 2.4 ř́ıká, že v tomto př́ıpadě muśı být dim S < 3. Zde jednoduše vid́ıme, že v1
a v2 jsou lineárně závislé. Vzhledem k tomu, že vektor v3 je s nimi lineárně nezávislý, je stechiomet-
rický podprostor dvoudimenzionálńı a jedná se tedy o rovinu. Stechiometrické tř́ıdy jsou trojúhelńıky
rovnoběžné se stechiometrickým podprostorem lež́ıćı v Q3 ve tvaru

4x + y + 2z = c, x, y, z ≥ 0, c ∈ R.

Stechiometrický podprostor a tř́ıdy kompatibility jsou znázorněny na Obrázku 2.1b.

V př́ıpadě reakce tř́ı látek může být stechiometrický podprostor samozřejmě i jednodimenzionálńı, jak
ukazuje následuj́ıćı př́ıklad.

Př́ıklad 2.9. Uvažujeme-li reakci

A −−→ B + C,

dostáváme pouze jeden reakčńı vektor

v =
[
−1, 1, 1

]
. (2.14)

Stechiometrický podprostor je př́ımka určená parametricky
x(p) = −p,

y(p) = p,

z(p) = p, p ∈ R.

(2.15)

Stechiometrické tř́ıdy kompatibility jsou úsečky rovnoběžné s touto př́ımkou lež́ıćı pouze v Q3, viz
Obrázek 2.1c.

2.1 Porovnáńı základńıch druh̊u chemických reakćı

Nyńı porovnáme jednoduché vlastnosti řešeńı zmı́něných typ̊u reakćı z Kapitoly 1.1 na elementárńıch
př́ıkladech.

Př́ıklad 2.10 (Izolovaná reakce). Jako př́ıklad izolované reakce uvažujme reakci z Př́ıkladu 2.9, tedy

A α−−→ B + C. (R2.2)

Soustava diferenciálńıch rovnic odpov́ıdaj́ıćı reakci (R2.2) má tvar
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tř́ıdy kompatibility.
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(b) Závislost koncentraćı na čase pro konkrétńı počátečńı
podmı́nky.

Obrázek 2.2: Izolovaná reakce (R2.2).


ẋ(t) = −αx(t),
ẏ(t) = αx(t),
ż(t) = αx(t).

(2.16)

Reakčńı vektor reakce (R2.2) má tvar (2.14), stechiometrické tř́ıdy kompatibility tedy jsou úsečky lež́ıćı
v Q3 rovnoběžné s př́ımkou (2.15). Rovnovážné stavy dynamického systému (2.16) urč́ıme vyřešeńım
soustavy rovnic 

0 = −αx,

0 = αx,

0 = αx.

Rovnovážné stavy tedy tvoř́ı část roviny

x = 0, kde y, z ≥ 0. (2.17)

Vzhledem k tomu, že se pohybujeme pouze ve stechiometrických tř́ıdách kompatibility, dostáváme pro
konkrétńı počátečńı molárńı koncentrace

x(0) = x0, y(0) = y0, z(0) = z0

pouze jeden rovnovážný stav, který je pr̊useč́ıkem úseček v prvńım kvadrantu lež́ıćıch na př́ımkách
x(p) = x0 − p,

y(p) = y0 + p,

z(p) = z0 + p, p ∈ R,

a roviny (2.17), ve tvaru

x∗ = (0, x0 + y0, x0 + z0),
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viz Obrázek 2.2a.

Řešeńı této soustavy např. pro konkrétńı počátečńı podmı́nky x(0) = 1, y(0) = 0, z(0) = 0 a rychlostńı
konstantu α = 1 je znázorněno na Obrázku 2.2b. U izolovaných reakćı se koncentrace výchoźıch látek
pro t→ +∞ bĺıž́ı k nule (zde x(t)→ 0) a koncentrace nových látek k nenulové ustálené hodnotě závislé
na počátečńıch podmı́nkách a konkrétńım tvaru reakce (zde y(t)→ x0 + y0 a z(t)→ x0 + z0).

Př́ıklad 2.11 (Vratná reakce). Pro vratnou reakci

A α−−⇀↽−−
β

B + C (R2.3)

máme soustavu diferenciálńıch rovnic
ẋ(t) = −αx(t) + βy(t)z(t),
ẏ(t) = αx(t)− βy(t)z(t),
ż(t) = αx(t)− βy(t)z(t).

(2.18)

Reakčńı vektory reakce (R2.3) maj́ı tvar

v1 =
[
−1, 1, 1

]
, v2 =

[
1,−1,−1

]
.

Vzhledem k tomu, že jsou vektory v1 a v2 lineárně závislé, jsou stechiometrické tř́ıdy kompatibility
úsečky lež́ıćı v Q3 rovnoběžné opět s př́ımkou (2.15). Rovnovážné stavy systému (2.18) zjist́ıme vyřešeńım
soustavy rovnic 

0 = −αx + βyz,

0 = αx− βyz,

0 = αx− βyz.

(2.19)

Řešeńım (2.19) je plocha rovnovážných stav̊u ve tvaru

z = αx

βy
, x, z ≥ 0, y > 0, α, β > 0. (2.20)

Rovnovážné stavy pro konkrétńı stechiometrickou tř́ıdu kompatibility jsou pr̊useč́ıky plochy (2.20) a úseček
x(p) = x0 − p,

y(p) = y0 + p,

z(p) = z0 + p, p ∈ ⟨γ, δ⟩,
(2.21)

kde γ = max{−y0,−z0}, δ = x0 (pro p ∈ ⟨γ, δ⟩ je (x(p), y(p), z(p)) ∈ Q3).

Nyńı urč́ıme počet pr̊useč́ık̊u dané stechiometrické tř́ıdy kompatibility s plochou rovnovážných stav̊u
(2.20). Zaved’me funkci

f(p) = αx(p)
βy(p) , x(p) ≥ 0, y(p) > 0, α, β > 0. (2.22)

Po dosazeńı za parametr p do třet́ı složky z(p) parametrizace (2.21) a funkce (2.22) dostáváme:

• pro p = γ plat́ı:
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Obrázek 2.3: Vratná reakce (R2.3).

– pokud γ = −y0, je z(γ) = z0 − y0 > 0 a f(γ) = +∞,

– pokud γ = −z0, je z(γ) = 0 a f(γ) = α(x0+z0)
βy(y0−z0) > 0 (v tomto př́ıpadě plat́ı y0 > z0),

• pro p = δ plat́ı z(δ) = z0 + x0 > 0 a f(δ) = 0.

Dostáváme tedy, že

z(γ) < f(γ) a zároveň z(δ) > f(δ).

Vzhledem k tomu, že x(p) je ostře klesaj́ıćı a y(p) je ostře rostoućı, je f(p) ostře klesaj́ıćı. Funkce z(p) je
ostře rostoućı, tedy s funkćı f(p) má právě jeden pr̊useč́ık, viz Obrázek 2.3a.

Řešeńı soustavy (2.18) pro konkrétńı počátečńı podmı́nky x(0) = 1, y(0) = 0, z(0) = 0 a rychlostńı
konstanty α = 1, β = 1 je znázorněno na Obrázku 2.3b. V našem př́ıpadě se nejdř́ıv snižuje koncentrace
látky A a zvyšuje se koncentrace látek B a C, ale vzhledem ke zpětné reakci se zároveň z látek B a C začne
opět tvořit látka A. Zde se koncentrace všech látek pro t→ +∞ ustáĺı na nenulové hodnotě. Nyńı ještě
porovnáme počátečńı změnu reakce (R2.3) s reakćı (R2.2) pro stejné počátečńı podmı́nky. Pro izolovanou
reakci (R2.2) označme ẋ1(0) jako počátečńı změnu látky A, pro vratnou reakci (R2.3) ji označme ẋ2(0).
Odečteńım

ẋ1(0)− ẋ2(0) = −αx(0)− (−αx(0) + βy(0)z(0)) = −βy(0)z(0)

dostáváme

• pokud y(0) ̸= 0 a z(0) ̸= 0, je ẋ1(0) < ẋ2(0),

• pokud y(0) = 0 nebo z(0) = 0, je ẋ1(0) = ẋ2(0),

tedy pro nenulové počátečńı koncentrace y(0) ̸= 0 a zároveň z(0) ̸= 0 je počátečńı změna koncentrace
látky A vratné reakce (R2.3) proti izolované reakci (R2.2) pomaleǰśı, zat́ımco pro počátečńı koncentrace
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y(0) = 0 nebo z(0) = 0 je počátečńı změna koncentrace látky A pro obě reakce stejná. Obdobně označme
počátečńı změny koncentrace látky B. Odečteńım

ẏ1(0)− ẏ2(0) = −αx(0)− (αx(0)− βy(0)z(0)) = βy(0)z(0)

dostáváme

• pokud y(0) ̸= 0 a z(0) ̸= 0, je ẏ1(0) > ẏ2(0),

• pokud y(0) = 0 nebo z(0) = 0, je ẏ1(0) = ẏ2(0),

tedy pro nenulové počátečńı koncentrace y(0) ̸= 0 a zároveň z(0) ̸= 0 je počátečńı změna koncentrace
látky B vratné reakce (R2.3) proti izolované reakci (R2.2) pomaleǰśı, zat́ımco pro počátečńı koncentrace
y(0) = 0 nebo z(0) = 0 je počátečńı změna koncentrace látky B pro obě reakce stejná. Odečteńım
počátečńıch změn koncentraćı látky C

ż1(0)− ż2(0) = −αx(0)− (αx(0)− βy(0)z(0)) = βy(0)z(0)

dostáváme

• pokud y(0) ̸= 0 a z(0) ̸= 0, je ż1(0) > ż2(0),

• pokud y(0) = 0 nebo z(0) = 0, je ż1(0) = ż2(0),

tedy porovnáńı počátečńıch změn koncentrace látky C vratné reakce (R2.3) oproti izolované reakci (R2.2)
je obdobné jako u koncentrace látky B. Můžeme si všimnout, že ani v jednom př́ıpadě neovlivňovala rozd́ıl
rychlost́ı počátečńıch změn koncentraćı x(t), y(t), z(t) počátečńı hodnota molárńı koncentrace látky A.

Př́ıklad 2.12 (Bočná reakce). Soustava diferenciálńıch rovnic pro bočnou reakci

B

A

C

α

β
(R2.4)

má tvar 
ẋ(t) = −αx(t)− βx(t),
ẏ(t) = αx(t),
ż(t) = βx(t).

(2.23)

Reakčńı vektory reakce (R2.4) jsou

v1 =
[
−1, 1, 0

]
, v2 =

[
−1, 0, 1

]
,

stechiometrické tř́ıdy kompatibility tedy jsou trojúhelńıky ve tvaru

x + y + z = c, x, y, z ≥ 0, c ∈ R. (2.24)

Rovnovážné stavy systému (2.23) urč́ıme vyřešeńım soustavy
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(b) Závislost koncentraćı na čase pro konkrétńı počátečńı
podmı́nky.

Obrázek 2.4: Bočná reakce (R2.4).


0 = −αx− βx,

0 = αx,

0 = βx.

(2.25)

Rovnovážné stavy tvoř́ı část roviny

x = 0, kde y, z ≥ 0.

Rovnovážné stavy pro konkrétńı stechiometrickou tř́ıdu kompatibility jsou pr̊useč́ıky trojúhelńık̊u (2.24)
s rovinou (2.12), jedná se tedy o př́ımky

z = c− y, y, z ≥ 0, c ∈ R,

kde hodnotu c určuj́ı počátečńı molárńı koncentrace, viz Obrázek 2.4a. Vzhledem k tomu, že stechiomet-
rické tř́ıdy kompatibility jsou v tomto př́ıpadě dvoudimenzionálńı, museli bychom pro zjǐstěńı detailněǰśıho
chováńı trajektoríı, např. osciluj́ıćıho chováńı, provést podrobněǰśı analýzu.

Naznačme alespoň následuj́ıćı. Řešeńı soustavy (2.23) pro konkrétńı počátečńı podmı́nky x(0) = 1, y(0) =
0, z(0) = 0 a rychlostńı konstanty α = 1, β = 1 je znázorněno na Obrázku 2.4b. Koncentrace látky A
se pro t → +∞ snižuje k nule, zat́ımco koncentrace látek B a C roste k nenulové ustálené hodnotě.
Oproti izolované reakci (R2.2) z Př́ıkladu 2.10, kdy prob́ıhá jen jedna reakce, u bočné reakce prob́ıhaj́ı
současně dvě reakce, každá se svou vlastńı rychlostńı konstantou, při prvńı reakci z látky A vzniká látka
B, zat́ımco při druhé reakci z látky A vzniká látka C. Porovnejme počátečńı změnu koncentraćı reakce
(R2.4) s reakćı (R2.2) pro stejné počátečńı podmı́nky. Pro izolovanou reakci (R2.2) označme ẋ1(0) jako
počátečńı změnu látky A, pro bočnou reakci (R2.4) ji označme ẋ2(0). Odečteńım

ẋ1(0)− ẋ2(0) = −αx(0)− (−αx(0)− βx(0)) = βx(0)

dostáváme, že pro x(0) ̸= 0 je ẋ1(0) > ẋ2(0), tedy pokud je v čase t = 0 př́ıtomna látka A, je počátečńı
změna koncentrace látky A bočné reakce (R2.4) oproti izolované reakci (R2.2) rychleǰśı, v opačném př́ıpadě
jsou počátečńı změny koncentrace látky A stejné. Pro počátečńı změny koncentrace látky B odečteńım
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Obrázek 2.5: Následná reakce (R2.5).

ẏ1(0)− ẏ2(0) = αx(0)− αx(0) = 0

dostáváme ẏ1(0) = ẏ2(0), tedy nezávisle na počátečńıch molárńıch koncentraćıch je počátečńı změna
koncentrace látky B stejná pro bočnou reakci (R2.4) i izolovanou reakci (R2.2). Odečteńım počátečńıch
změn koncentraćı látky C

ż1(0)− ż2(0) = αx(0)− βx(0) = (α− β)x(0)

dostáváme

• pokud α > β, je ż1(0) > ż2(0),

• pokud α = β, je ż1(0) = ż2(0),

• pokud α < β, je ż1(0) < ż2(0),

tedy rozd́ıl počátečńı rychlosti změny koncentrace látky C bočné reakce (R2.4) oproti izolované reakci
(R2.2) je závislý na rozd́ılu rychlostńıch konstant α a β.

Př́ıklad 2.13 (Následná reakce). Změny koncentraćı následné reakce

A α−−→ B β−−→ C (R2.5)

lze popsat soustavou diferenciálńıch rovnic
ẋ(t) = −αx(t),
ẏ(t) = αx(t)− βy(t),
ż(t) = βy(t).

(2.26)

Reakčńı vektory reakce (R2.5) maj́ı tvar

v1 =
[
−1, 1, 0

]
, v2 =

[
0,−1, 1

]
,
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stechiometrické tř́ıdy kompatibility tedy jsou opět trojúhelńıky ve tvaru

x + y + z = c, x, y, z ≥ 0, c ∈ R. (2.27)

Rovnovážné stavy systému (2.26) urč́ıme vyřešeńı soustavy
0 = −αx,

0 = αx− βy,

0 = βy.

(2.28)

Dostáváme polopř́ımku rovnovážných stav̊u, kde

x = 0, y = 0, z ≥ 0. (2.29)

Rovnovážné stavy pro konkrétńı stechiometrickou tř́ıdu kompatibility jsou pr̊useč́ıky trojúhelńık̊u (2.27)
a polopř́ımky (2.29), jedná se tedy o body

x∗ = (0, 0, c), c ≥ 0,

kde hodnotu c určuj́ı počátečńı molárńı koncentrace, viz Obrázek 2.5a. Stejně jako v předchoźım Př́ı-
kladu 2.12 jsou stechiometrické tř́ıdy kompatibility dvoudimenzionálńı, tedy pro zjǐstěńı detailněǰśıho
chováńı trajektoríı bychom museli provést podrobněǰśı analýzu.

Řešeńı soustavy (2.26) pro konkrétńı počátečńı podmı́nky x(0) = 1, y(0) = 0, z(0) = 0 a rychlostńı
konstanty α = 1, β = 1 je znázorněno na Obrázku 2.5b. Při této reakci se v našem př́ıpadě nejdř́ıv
látka A přeměňuje na látku B, koncentrace látky A jde pro t → +∞ k nule a koncentrace látky B se
zvyšuje. Z látky B se následně začne tvořit látka C, jej́ıž koncentrace také začne r̊ust. Po nějaké době se
vzhledem ke snižuj́ıćı se koncentraci látky A a přeměně látky B na látku C začne koncentrace látky B pro
t → +∞ také snižovat k nule. Koncentrace látky C roste k nenulové ustálené hodnotě. Poznamenejme,
že počátečńı změna ż(0) je závislá na počátečńı hodnotě koncentrace y(0), pro y(0) = 0 plat́ı ż(0) = 0,
zat́ımco pro y(0) > 0 plat́ı ż(0) > 0.



Bifurkace v systémech reakcı́
dvou látek 3

V této kapitole se zaměř́ıme na nejjednodušš́ı reakce dvou látek v uzavřeném systému. Shrneme si základńı
vlastnosti těchto systémů a následně se zaměř́ıme na systémy reakćı vedoućı na bifurkace, konkrétně na
sedlo-uzlovou, vidličkovou a hrotovou bifurkaci.

Obecný tvar reakce dvou látek je

a1 A + a2 B α−−→ b1 A′ + b2 B′. (R3.1)
Poznamenejme, že pokud bychom řešili pouze tuto jednu izolovanou reakci, odpov́ıdá j́ı soustava dife-
renciálńıch rovnic ve tvaru {

ẋ(t) = (−a1 + b1)αxa1(t)ya2(t),
ẏ(t) = (−a2 + b2)αxa1(t)ya2(t),

(3.1)

kde x(t) a y(t) jsou molárńı koncentrace látek A a B.

Řeš́ıme-li systém reakćı dvou látek (skládaj́ıćı se z v́ıce izolovaných reakćı (R3.1)), trajektorie odpov́ıdaj́ıćıho
dynamického systému lež́ı vzhledem k platnosti Lemmatu 2.4 vždy na úsečkách.

Důsledek 3.1. Mějme uzavřený systém reakćı dvou látek ve tvaru (R3.1). Stechiometrické tř́ıdy kom-
patibility tohoto systému maj́ı tvar

(b2 − a2) x + (a1 − b1) y = c, x, y ≥ 0, c ∈ R. (3.2)

D̊ukaz. Vzhledem k platnosti Lemmatu 2.4 určuje stechiometrický podprostor uzavřeného systému reakćı
dvou látek jeden reakčńı vektor libovolné reakce (R3.1)

v =
[
b1 − a1, b2 − a2

]
.

Stavový prostor má dimenzi n = 2 a tedy stechiometrické tř́ıdy kompatibility jsou úsečky lež́ıćı na
př́ımkách s normálovým vektorem

v =
[
b2 − a2, a1 − b1

]
,

č́ımž dostáváme (3.2).
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Poznámka 3.2. Dı́ky zákonu o zachováńı hmotnosti muśı být reakčńı vektory všech reakćı lineárně závislé.
Stechiometrické tř́ıdy kompatibility lze tedy určit ze stechiometrických koeficient̊u pouze jedné z reakćı
jako v d̊ukazu výše. Nebo lze odpov́ıdaj́ıćı stechiometrické koeficienty všech reakćı seč́ıst a z výsledných
součt̊u určit stechiometrické tř́ıdy kompatibility.

Př́ıklad 3.3. Mějme uzavřený systém dvou reakćı dvou látek

A + 2 B −−→ 4 B,

A −−→ 2 B.

Z prvńı reakce urč́ıme koeficienty a1, b1, a2 a b2, tedy

a11 = 1, a12 = 2, b11 = 0, b12 = 4.

Po dosazeńı do (3.2) dostáváme

2x + y = c, x, y ≥ 0, c ∈ R.

Druhou možnost́ı je určeńı koeficient̊u z druhé reakce, tedy

a21 = 1, a22 = 0, b21 = 0, b22 = 2.

Dostáváme stejný vztah jako pro prvńı reakci. Třet́ı možnost́ı je sečteńı odpov́ıdaj́ıćıch koeficient̊u, tedy

a11 + a21 = 1 + 1 = 2, a12 + a22 = 2 + 0 = 2, b11 + b21 = 0 + 0, b12 + b22 = 4 + 2 = 6.

Po dosazeńı do (3.2) dostáváme opět rovnici

2x + y = c, x, y ≥ 0, c ∈ R.

Následuj́ıćı tvrzeńı popisuje daľśı kvalitativńı chováńı dynamického systému odpov́ıdaj́ıćıho uzavřenému
systému reakćı (R3.1).

Věta 3.4. Mějme systém reakćı dvou látek ve tvaru (R3.1) a bud’ ẋ = f(x) př́ıslušný systém dife-
renciálńıch rovnic. Potom pro každou počátečńı podmı́nku x(0) = (x(0), y(0)) ∈ Q2 a př́ıslušné řešeńı
x(t) = (x(t), y(t)) systému ẋ = f(x) plat́ı:

1. x(t) a y(t) jsou monotónńı,

2. x(t) je rostoućı právě tehdy, když je y(t) klesaj́ıćı,

3. x(t)→ x∗ ∈ Q2 pro t→ +∞, kde x∗ je rovnovážný stav, tj. f(x∗) = o.

D̊ukaz. Postupně dokážeme jednotlivá tvrzeńı:

1. Vzhledem k tomu, že trajektorie dynamického systému ẋ = f(x) odpov́ıdaj́ıćıho systému reakćı (R3.1)
lež́ı pouze ve stechiometrických tř́ıdách kompatibility, které jsou úsečkami, můžeme dvourozměrný
dynamický systém dosazeńım (3.2) převést na jednorozměrný dynamický systém

ẋ(t) = f1

(
x,

c

a1 − b1
− b2 − a2

a1 − b1
x

)
,

jehož trajektorie x(t) je monotónńı, viz [11, Lemma 4.3.5]. Pro y(t) bychom postupovali obdobně.
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2. Vzhledem k d̊ukazu Lemmatu 2.5 jsou znaménka rozd́ıl̊u (b2− a2) a (a1− b1) ze vztahu (3.2) stejná
(srovn. s (2.12)). Pokud je tedy x(t) rostoućı, muśı být y(t) klesaj́ıćı a opačně.

3. Dı́ky monotónii a omezenosti (Lemma 2.5) x(t) a y(t) plat́ı x(t)→ x∗, y(t)→ y∗, pro t→ +∞, kde

y∗ = c

a1 − b1
− b2 − a2

a1 − b1
x∗ a f1(x∗, y∗) = 0, f2(x∗, y∗) = 0.

Poznámka 3.5. Vzhledem k tomu, že obě znaménka rozd́ıl̊u b2 − a2 a a1 − b1 jsou stejná, lze je uvažovat
kladná a stejně tak i c > 0.

3.1 Sedlo-uzlová bifurkace

U systémů reakćı dvou látek můžeme sledovat změnu jejich kvalitativńıho chováńı v závislosti na př́ı-
tomných parametrech. V této kapitole si představ́ıme př́ıklad systému chemických reakćı vedoućı na
sedlo-uzlovou bifurkaci v závislosti na parametru c.

Mějme systém dvou reakćı dvou látek A a B ve tvaru

B −−→ A,

A + 2 B −−→ 3 B

z [12, Kapitola 6.2] vedoućı na sedlo-uzlovou bifurkaci a podrobně si ho zanalyzujme. Rychlostńı konstanty
obou reakćı uvažujme jednotkové. Reakčńı vektory tohoto systému jsou

v1 =
[
1,−1

]
, v2 =

[
−1, 1

]
a stechiometrické tř́ıdy kompatibility jsou úsečky ve tvaru

x + y = c, x, y ≥ 0, c > 0.

Soustava diferenciálńıch rovnic tohoto systému reakćı má tvar{
ẋ(t) = y(t)− x(t)y2(t),
ẏ(t) = −y(t) + x(t)y2(t).

(3.3)

Nyńı urč́ıme rovnovážné stavy dynamického systému (3.3), které jsou řešeńım algebraické soustavy rovnic{
0 = y− xy2,

0 = −y + xy2.

Dostáváme dvě křivky rovnovážných stav̊u

y1 = 0, y2 = 1
x

, (3.4)

které jsou znázorněny na Obrázku 3.1a. Nyńı urč́ıme stabilitu rovnovážných stav̊u. Vzhledem k tomu, že
máme křivky rovnovážných stav̊u, nalezneme libovolně bĺızko rovnovážného stavu jiný rovnovážný stav,
tedy rovnovážné stavy nemůžou být asymptoticky stabilńı. Stabilitu rovnovážných stav̊u budeme proto
vyšetřovat pouze vzhledem ke zvolené stechiometrické tř́ıdě, což odpov́ıdá situaci, kdy určujeme stabilitu
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Obrázek 3.1: Rovnovážné stavy systému (3.3).

vzhledem k trajektoríım, které odpov́ıdaj́ı stejné celkové molárńı koncentraci, ale jinému vzájemnému
poměru, viz Obrázek 3.1b. Do systému (3.3) dosad́ıme předpis pro stechiometrické tř́ıdy

y = c− x (3.5)
a dostáváme diferenciálńı rovnici

ẋ(t) = −x3(t) + 2cx2(t)− (1 + c2)x(t) + c. (3.6)
Rovnovážné stavy (3.6) jsou řešeńım rovnice1

0 = −x3 + 2cx2 − (1 + c2)x + c. (3.7)
Jedńım kořenem kubické rovnice (3.7) je zřejmě

x1 = c.

Děleńım dostáváme, že daľśı dva kořeny řeš́ı kvadratickou rovnici

0 = x2 − cx + 1,

tj. daľśımi dvěma rovnovážnými stavy jsou

x2 = 1
2(c +

√
c2 − 4), x3 = 1

2(c−
√

c2 − 4).

Vzhledem k tomu, že se pohybujeme pouze v Q, muśıme ověřit, pro jaká c jsou rovnovážné stavy reálné
a nezáporné. Rovnovážný stav x1 tuto podmı́nku splňuje pro všechna c ≥ 0. Pro rovnovážný stav x2
muśı být splněny nerovnice

1Dosazeńım x-ové složky rovnovážného stavu do (3.5) źıskáme y-ovou složku.



3.1. SEDLO-UZLOVÁ BIFURKACE 22
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Obrázek 3.2: Fázová př́ımka systému (3.6) pro r̊uzné hodnoty parametru c.

c +
√

c2 − 4 ≥ 0 ∧ c2 − 4 ≥ 0 (3.8)

a pro rovnovážný stav x3 nerovnice

c−
√

c2 − 4 ≥ 0 ∧ c2 − 4 ≥ 0. (3.9)

Podmı́nky (3.8), resp. (3.9), jsou splněny v obou př́ıpadech pro

c ≥ 2,

systém tedy měńı kvalitativńı chováńı pro c = 2. Nyńı urč́ıme stabilitu rovnovážných stav̊u pomoćı fázové
př́ımky. Označme

f(x) = −x3 + 2cx2 − (1 + c2)x + c.

Počet kořen̊u nám udává charakter kubické funkce. Pro c < 2 máme jeden rovnovážný stav

x1 = c.

Vzhledem ke tvaru kubické funkce f(x) a pouze jednomu pr̊useč́ıku f(x) s osou x muśı být

• pro x < x1 je f(x) > 0,

• pro x > x1 je f(x) < 0,

rovnovážný stav x1 je tedy stabilńı, viz Obrázek 3.2a. Pro c = 2 máme dva rovnovážné stavy

x2 = x3 = 1, x1 = 2.

Rovnovážný stav x2 = x3 < x1 je dvojnásobný, tedy vzhledem k charakteru kubické funkce plat́ı:

• pro x < x2 = x3 je f(x) > 0,
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Tabulka 3.1: Stabilita rovnovážných stav̊u systému (3.3).

St. tř. RS Stabilita Jacobiho matice Vlastńı č́ısla Křivka RS

c < 2 x1 stabilńı J =
(

0 1
0 −1

)
λ1 = 0
λ2 = −1 < 0 y1

c = 2
x1 stabilńı J =

(
0 1
0 −1

)
λ1 = 0
λ2 = −1 < 0 y1

x2 = x3 polostabilńı J =
(

−1 −1
1 1

)
λ1,2 = 0 x = (1, 1)

c > 2

x1 stabilńı J =
(

0 1
0 −1

)
λ1 = 0
λ2 = −1 < 0 y1

x2 nestabilńı J =

(
− 4

(c+
√

c2−4)2 −1
4

(c+
√

c2−4)2 1

)
λ1 = 0
λ2 = 1 − 4

(c+
√

c2−4)2 > 0 y2 pro x > 1

x3 stabilńı J =

(
− 4

(c−
√

c2−4)2 −1
4

(c−
√

c2−4)2 1

)
λ1 = 0
λ2 = 1 − 4

(c−
√

c2−4)2 < 0 y2 pro x < 1

• pro x ∈ (x2, x1) je f(x) > 0, rovnovážný stav x2 = x3 je tedy polostabilńı zleva,

• pro x > x1 je f(x) < 0, rovnovážný stav x1 je tedy stabilńı, viz Obrázek 3.2b.

Pro c > 2 máme tři rovnovážné stavy

x3 = 1
2(c−

√
c2 − 4) < x2 = 1

2(c +
√

c2 − 4) < x1 = c.

Vzhledem ke tvaru kubické funkce f(x) plat́ı, že:

• pro x < x3 je f(x) > 0,

• pro x ∈ (x3, x2) je f(x) < 0, rovnovážný stav x3 je tedy stabilńı,

• pro x ∈ (x2, x1) je f(x) > 0, rovnovážný stav x2 je tedy nestabilńı,

• pro x > x1 je f(x) < 0, rovnovážný stav x1 je tedy stabilńı, viz Obrázek 3.2c.

Pro c < 2 tedy dostáváme jeden stabilńı rovnovážný stav, pro c = 2 jeden stabilńı a jeden polostabilńı
rovnovážný stav a pro c > 2 dva stabilńı a jeden nestabilńı rovnovážný stav, viz Tabulku 3.1. Z výše určené
stability rovnovážných stav̊u lež́ıćıch v konkrétńı stechiometrické tř́ıdě kompatibility urč́ıme stabilitu
křivek rovnovážných stav̊u systému (3.3). Rovnovážný stav x1 = c odpov́ıdá křivce rovnovážných stav̊u
y1 = 0, která je pro všechna c ≥ 0 stabilńı. Rovnovážný stav x2 = x3 dostáváme pro stechiometrickou
tř́ıdu kompatibility

x + y = 2,

která je tečnou ke křivce rovnovážných stav̊u y2 = 1
x , odpov́ıdá tedy konkrétńımu bodu x = (1, 1).

Rovnovážný stav x2 = 1
2 (c +

√
c2 − 4) odpov́ıdá pro x > 1 křivce rovnovážných stav̊u y2 = 1

x , která je
nestabilńı, a rovnovážný stav x3 = 1

2 (c−
√

c2 − 4) odpov́ıdá pro x < 1 křivce rovnovážných stav̊u y2 = 1
x ,
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Obrázek 3.3: Sedlo-uzlová bifurkace.

která je stabilńı.

Konstanta c nám v tomto př́ıpadě udává celkovou molárńı koncentraci látek A a B, pr̊uběh reakce je
tedy závislý na množstv́ı a poměru počátečńıch molárńıch koncentraćı. Bifurkačńı diagram pro parametr
c a rovnovážné stavy x∗ źıskáme z rovnic

c− x∗ = 0, c− x∗ = 1
x∗ ,

viz Obrázek 3.3a.

Pro ilustraci doplňme určeńı stability rovnovážných stav̊u dvoudimenzionálńıho systému (3.3) pomoćı
linearizace. Jacobiho matice má tvar

J(x, y) =
(
−y2 1− 2xy

y2 −1 + 2xy

)
.

Dosazeńım obecného předpisu pro stechiometrickou tř́ıdu kompatibility (3.5) do (3.4) dostáváme rov-
novážné stavy

x1 = (c, 0), x2 =
(

c +
√

c2 − 4
2 ,

2
c +
√

c2 − 4

)
, x3 =

(
c−
√

c2 − 4
2 ,

2
c−
√

c2 − 4

)
.

Rovnovážné stavy x2 a x3 nálež́ı Q2 pouze pro c ≥ 2. Jacobiho matice pro konkrétńı rovnovážné stavy
a jejich vlastńı č́ısla jsou uvedeny v Tabulce 3.1. Stabilita rovnovážných stav̊u odpov́ıdá stabilitě určené
pomoćı fázové př́ımky. Pro c = 2 a rovnovážný stav x2 = x3 = (1, 1) jsou obě vlastńı č́ısla nulová, tedy
o stabilitě rovnovážného stavu nelze linearizaćı rozhodnout.

Poznámka 3.6. Všimněme si, že u systému (3.3) docháźı k efektu hystereze, tj. nevratné změně v̊uči
parametru c. Uvažujme c > 1 a systém nacházej́ıćı se v bĺızkosti stabilńıho stavu x3 = (x3, 1/x3).
Zmenšujeme-li parametr c, dojde pro c = 1 k fázovému přechodu k druhé větvi stabilńıch rovnovážných
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Obrázek 3.4: Rovnovážné stavy systému (3.10).

stav̊u x1 = (x1, 0). Zpětným zvyšováńım parametru c ale z̊ustáváme v bĺızkosti větve x1 = (x1, 0), tj.
systém se nevrát́ı do p̊uvodńıho stavu, viz Obrázek 3.3b.

3.2 Vidličková bifurkace

Nyńı si ukážeme př́ıklad systému z [13, Kapitola 7], u kterého docháźı k vidličkové bifurkaci v závislosti
na rychlostńı konstantě α, a podrobně si ho zanalyzujeme.

Mějme systém dvou reakćı dvou látek A a B ve tvaru

2 A + B −−→ 3 A α−−→ A + 2 B −−→ 3 B,

3 B α−−→ 2 A + B.

Reakčńı vektory tohoto systému jsou

v1 =
[
1,−1

]
, v2 =

[
−2, 2

]
, v3 =

[
−1, 1

]
, v4 =

[
2,−2

]
a stechiometrické tř́ıdy kompatibility jsou opět úsečky ve tvaru

x + y = c, x, y ≥ 0, c > 0.

Soustava diferenciálńıch rovnic tohoto systému má tvar{
ẋ(t) = −2αx3(t)− x(t)y2(t) + 2αy3(t) + x2(t)y(t),
ẏ(t) = 2αx3(t) + x(t)y2(t)− 2αy3(t)− x2(t)y(t).

(3.10)
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Obrázek 3.5: Fázová př́ımka systému (3.14) pro r̊uzné hodnoty parametru α.

Nyńı urč́ıme rovnovážné stavy dynamického systému (3.10) vyřešeńım algebraické soustavy rovnic{
0 = −2αx3(t)− x(t)y2(t) + 2αy3(t) + x2(t)y(t),
0 = 2αx3(t) + x(t)y2(t)− 2αy3(t)− x2(t)y(t).

(3.11)

Jedńım řešeńım soustavy rovnic (3.11) je zřejmě

y1 = x.

Děleńım dostáváme kvadratickou rovnici

0 = 2αy2 + (2α− 1)xy + 2αx2,

jej́ımž řešeńım jsou daľśı dvě př́ımky rovnovážných stav̊u

y2 = x− 2αx−
√

x2 − 4αx2 − 12α2x2

4α
= 1− 2α−

√
1− 4α− 12α2

4α
x,

y3 = x− 2αx +
√

x2 − 4αx2 − 12α2x2

4α
= 1− 2α +

√
1− 4α− 12α2

4α
x.

Funkce y2 a y3 jsou reálné pouze pro

1− 4α− 12α2 ≥ 0. (3.12)

Řešeńım (3.12) je interval α ∈ ⟨−1
2 , 1

6 ⟩, křivky rovnovážných stav̊u y2 a y3 máme tedy jen pro α ∈ (0, 1
6 ⟩.

Můžeme si všimnout, že vztahy

k2 = 1− 2α−
√

1− 4α− 12α2

4α
, k3 = 1− 2α +

√
1− 4α− 12α2

4α

představuj́ı směrnice př́ımek y2 a y3. Analyzujme podrobněǰśı chováńı směrnic k1 a k2 výpočtem limit

lim
α→0

k2 = 0, lim
α→ 1

6

k2 = 1, lim
α→0

k3 = +∞, lim
α→ 1

6

k3 = 1.
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Tabulka 3.2: Stabilita rovnovážných stav̊u systému (3.10).

Rychlostńı konstanta α RS Stabilita Křivka RS

α < 1
6

x1 stabilńı y2

x2 nestabilńı y1

x3 stabilńı y3

α = 1
6 x1 = x2 = x3 stabilńı y1 = y2 = y3

α > 1
6 x2 stabilńı y1

Dostáváme, že směrnice k2 př́ımky y2 se pro rostoućı α zvyšuje, zat́ımco směrnice k3 př́ımky y3 se snižuje,
a pro α = 1

6 je y1 = y2 = y3, viz Obrázek 3.4a.

Nyńı urč́ıme stabilitu rovnovážných stav̊u pomoćı fázové př́ımky. Stejně jako v předchoźı Kapitole 3.1
budeme určovat stabilitu rovnovážných stav̊u vzhledem k dané stechiometrické tř́ıdě. Dosad’me tedy

y = c− x (3.13)

do (3.10) a označme

f(x) = −(2 + 4α)x3 + (3c + 6cα)x2 − (c2 + 6αc2)x + 2αc3. (3.14)

Rovnovážné stavy pro danou stechiometrickou tř́ıdu kompatibility źıskáme vyřešeńım rovnice

0 = −(2 + 4α)x3 + (3c + 6cα)x2 − (c2 + 6αc2)x + 2αc3. (3.15)

Jeden kořen kubické rovnice (3.15) źıskáme dosazeńım (3.13) do rovnovážného stavu y1 = x. Dostáváme

x2 = c

2 .

Děleńım dostáváme kvadratickou rovnici

0 = (−2− 4α)x2 + (2c + 4cα)x− 4αc2, (3.16)

jej́ımž vyřešeńım dostáváme pro α ∈ (0, 1
6 ⟩ daľśı dva rovnovážné stavy

x1 = 2cα + c−
√

c2(1− 4α− 12α2)
2 + 4α

, x3 = 2cα + c +
√

c2(1− 4α− 12α2)
2 + 4α

.

Pro α ≤ 1
6 máme tedy tři rovnovážné stavy a vzhledem ke tvaru kubické funkce f(x) plat́ı, že:

• pro x < x1 je f(x) > 0 ,

• pro x ∈ (x1, x2) je f(x) < 0, tedy x1 je stabilńı,

• pro x ∈ (x2, x3) je f(x) > 0, tedy x2 je nestabilńı,

• pro x > x3 je f(x) < 0, tedy x3 je stabilńı.
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Obrázek 3.6: Diagram počtu rovnovážných stav̊u systému (3.14).

Pro α = 1
6 máme jeden rovnovážný stav x1 = x2 = x3. Funkce f(x) je klesaj́ıćı, rovnovážný stav je tedy

stabilńı. Pro α > 1
6 máme jeden rovnovážný stav x2, který je také stabilńı, viz Tabulku 3.2. Stabilita

křivek rovnovážných stav̊u je tedy následuj́ıćı:

• pro α < 1
6 je:

– křivka y1 nestabilńı,
– křivka y2 stabilńı,
– křivka y3 stabilńı,

• pro α = 1
6 je křivka y1 = y2 = y3 stabilńı,

• pro α > 1
6 je křivka y1 stabilńı.

Změna parametru α má tedy vliv na počet rovnovážných stav̊u, zat́ımco změna parametru c nemá na kva-
litativńı chováńı dynamického systému (3.10) vliv, ale určuje jen celkovou hodnotu molárńıch koncentraćı.
Diagram počtu rovnovážných stav̊u pro c a α je znázorněn na Obrázku 3.6.

3.3 Hrotová bifurkace

Nyńı si ukážeme př́ıklad dvouparametrického systému reakćı, u kterého můžeme sledovat změnu kvalita-
tivńıho chováńı v závislosti na rychlostńı konstantě α a zároveň na celkové molárńı koncentraci c.

Uvažujme systém tř́ı reakćı dvou látek A a B ve tvaru

A −−⇀↽−− B,

A + 2 B −−→ 3 B,

2 A + B α−−→ 3 A. (R3.2)

Reakčńı vektory tohoto systému jsou
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Obrázek 3.7: Rovnovážné stavy y1 a y2 pro r̊uzné hodnoty α.

v1 =
[
−1, 1

]
, v2 =

[
1,−1

]
, v3 =

[
−1, 1

]
, v4 =

[
1,−1

]
a stechiometrické tř́ıdy kompatibility jsou úsečky ve tvaru

x + y = c, x, y ≥ 0, c > 0. (3.17)

Pro systém reakćı dostáváme soustavu diferenciálńıch rovnic ve tvaru{
ẋ(t) = y(t)− x(t)− x(t)y2(t) + αy(t)x2(t),
ẏ(t) = −y(t) + x(t) + x(t)y2(t)− αy(t)x2(t).

(3.18)

Nyńı urč́ıme rovnovážné stavy systému (3.18) vyřešeńım kvadratické rovnice

0 = −xy2 + (1 + αx2)y− x.

Dostáváme dvě křivky rovnovážných stav̊u

y1 = −−1− αx2 +
√
−4x2 + (1 + αx2)2

2x
, y2 = 1 + αx2 +

√
−4x2 + (1 + αx2)2

2x

a jeden rovnovážný stav

x3 = (0, 0).

Rovnovážné stavy jsou znázorněné pro r̊uzné hodnoty α na Obrázku 3.7. Nyńı zkuśıme zjǐstěńım základńıch
vlastnost́ı určit podobu jednotlivých funkćı. Z tvaru předpisu obou funkćı vyplývá, že y2(x) > y1(x).
Nejdř́ıve si spočteme limity funkce y1(x), tedy

lim
x→0

y1(x) = 0, lim
x→+∞

y1(x) = 0. (3.19)

Pro limity funkce y2(x) dostáváme

lim
x→0

y2(x) = +∞, lim
x→+∞

y2(x) = +∞. (3.20)
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Abychom zjistili, pro která x jsou funkce reálné, muśıme ověřit, pro jaká x je kladný diskriminant

D(x) =
√
−4x2 + (1 + αx2)2. (3.21)

Vyřeš́ıme, kdy D(x) = 0, tj. rovnici

−4x2 + (1 + αx2)2 = α2x4 + (2α− 4)x2 + 1 = 0. (3.22)

Použijeme-li substituci s = x2, dostáváme kvadratickou rovnici

f(s) = α2s2 + (2α− 4)s + 1 = 0,

jej́ımž řešeńım jsou dva kořeny

s1,2 = −α + 2±
√

1− α

α2 .

Podle znaménka diskriminantu rozhodneme, zda jsou kořeny reálné, tedy

• pro α < 1 dostáváme
√

1− α > 0. Rovnice (3.3) má dva kořeny

s1,2 = −α + 2±
√

1− α

α2

a plat́ı

−α + 2±
√

1− α

α2 > 0.

Zpětnou substitućı dostáváme

x̃1 = √s1 =
√
−α + 2− 2

√
1− α

α
, x̃2 = √s2 =

√
−α + 2 + 2

√
1− α

α
,

tedy diskriminant (3.21) je kladný pouze pro x ∈ (0, x̃1⟩ ∪ ⟨x̃2,+∞). Po dosazeńı x̃1 a x̃2 do funkćı
y1(x) a y2(x) dostáváme, že

y1(x̃1) = y2(x̃1), y1(x̃2) = y2(x̃2).

Pomoćı softwaru Mathematica zjist́ıme funkčńı hodnoty v x̃1 a x̃2, které jsou

y1(x̃1) = y2(x̃1) = y1(x̃2) = y2(x̃2) = 1

a označ́ıme

ỹ = 1.

Nyńı zjist́ıme extrémy funkćı y1(x) a y2(x) vyřešeńım rovnic

dy1(x)
dx

= 0,
dy2(x)

dx
= 0.
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Pomoćı softwaru Mathematica pro obě rovnice dostáváme řešeńı ve tvaru

x̄1 = − 1√
α

, x̄2 = 1√
α

.

Řešeńı x̄1 neuvažujeme, protože je záporné. Pro řešeńı x̄2 plat́ı√
−α + 2− 2

√
1− α

α
<

1√
α

<

√
−α + 2 + 2

√
1− α

α
,

tedy x̄2 nelež́ı v intervalu, pro který jsou funkce y1(x) a y2(x) reálné, funkce nemaj́ı žádný stacionárńı
bod a jsou monotónńı pro x ∈ (0, x̃1⟩ a pro x ∈ ⟨x̃2,+∞). Nyńı zkuśıme zjistit, zda jsou funkce
y1(x) a y2(x) v bodě x̃1 hladce napojené, tedy zda plat́ı

dy1(x)
dx

∣∣∣∣
x=x̃1

= dy2(x)
dx

∣∣∣∣
x=x̃1

. (3.23)

Vzhledem ke komplikovanosti vztahu (3.23) si funkce y1(x) a y2(x) vyjádř́ıme jako x1(y) a x2(y),
tedy

x1(y) = 1 + y2 +
√

(1 + y2)2 − 4αy2

2αy
, x2(y) = 1 + y2 −

√
(1 + y2)2 − 4αy2

2αy
.

Stejně jako výše ověř́ıme kladnost diskriminantu

D(y) =
√

(1 + y2)2 − 4αy2

a dostáváme, že D(y) > 0 pro α < 1, tedy funkce x1(y) a x2(y) jsou reálné pro všechna y. Funkce
x1(y) a x2(y) zderivujeme2

dx1(y)
dy

= (−1− y2)(−1− y2 +
√

1 + (2− 4α)y2 + y4)
2αy2

√
1 + (2− aα)y2 + y4

,

dx1(y)
dy

= (1 + y2)(−1− y2 +
√

1 + (2− 4α)y2 + y4)
2αy2

√
1 + (2− aα)y2 + y4

.

Pro α < 1 nemáme derivace pouze pro y = 0, tedy funkce jsou spojitě diferencovatelné pro y > 0,
tedy i pro bod ỹ = 1, který odpov́ıdá bod̊um x̃1 a x̃2. Funkce y1(x) a y2(x) jsou tedy v bodech x̃1
a x̃2 napojeny hladce.

• Pro α = 1 dostáváme
√

1− α = 0, rovnice (3.3) má jeden kořen

s = −α + 2
α2 = 1

a funkce f(s) je kladná pro všechna s kromě s = −α+2
α2 = 1. Zpětnou substitućı dostáváme

2Zjednodušené tvary derivaćı pomoćı softwaru Mathematica.
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x =
√

s = 1.

Diskriminant (3.21) je tedy kladný pro všechna x > 0 kromě x = 1, pro které je roven nule. Funkce
y1 a y2 jsou reálné a pro x = 1 dostáváme y1(x) = y2(x). Pro α = 1 nav́ıc dostáváme konkrétńı
funkci

y1(x) = −−1− x2 +
√

1− 2x2 + x4

2x
. (3.24)

Úpravou (3.24) dostáváme bud’ funkci

y1(x) = −−1− x2 +
√

(1− x2)2

2x
= −−1− x2 + (1− x2)

2x
= x pro x < 1

nebo

y1(x) = −−1− x2 +
√

(x2 − 1)2

2x
= −−1− x2 + (x2 − 1)

2x
= 1

x
pro x > 1.

Obdobně pro

y2(x) = 1 + x2 +
√

1− 2x2 + x4

2x

dostáváme

y2(x) = 1 + x2 +
√

(1− x2)2

2x
= −−1− x2 + (1− x2)

2x
= 1

x
pro x < 1

nebo

y2(x) = 1 + x2 +
√

(x2 − 1)2

2x
= −−1− x2 + (x2 − 1)

2x
= x pro x > 1.

• Pro α > 1 dostáváme
√

1− α < 0, rovnice (3.3) nemá žádný kořen a funkce f(s) je kladná pro
všechna s > 0. Kladný je tedy i diskriminant (3.21) a funkce y1(x) a y2(x) jsou reálné pro všechna
x > 0. Jak již bylo zjǐstěno výše, funkce y1(x) a y2(x) maj́ı v bodě

x̄2 = 1√
α

stacionárńı bod. Vzhledem k limitám (3.19) a (3.20) se pro y1(x) jedná o maximum a pro y2(x) se
jedná o minimum.

Stejně jakou v předchoźıch Kapitolách 3.1 a 3.2 budeme vyšetřovat rovnovážné stavy v dané stechiome-
trické tř́ıdě kompatibility. Dosazeńım (3.17) do (3.18) dostáváme

ẋ(t) = f(x) = −(1 + α)x3 + (2c + αc)x2 − (2 + c2)x + c, (3.25)



3.3. HROTOVÁ BIFURKACE 33

x

f(x)

x1

(a) Pro α < 1 a c < κ.

x

f(x)

x1 x2 x3=

(b) Pro α < 1 a c = κ.

x

f(x)

x1 x2 x3

(c) Pro α < 1 a c > κ.

x

f(x)

x1

(d) Pro α = 1 a c < κ.

x

f(x)

x1 x2= =x3

(e) Pro α = 1 a c = κ.

x

f(x)

x2 x1 x3

(f) Pro α = 1 a c > κ.

x

f(x)

x1

(g) Pro α > 1 a c < κ.

x

f(x)

x2=x3 x1

(h) Pro α > 1 a c = κ.

x

f(x)

x3 x2 x1

(i) Pro α > 1 a c > κ.

Obrázek 3.8: Fázová př́ımka systému (3.25) pro r̊uzné hodnoty parametru α a c.
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Tabulka 3.3: Stabilita rovnovážných stav̊u systému (3.18).

Rychlostńı konstanta α Stech. tř. RS Stabilita Křivka RS

α < 1

c < κ x1 stabilńı x3 = (0, 0), y1, y2

c = κ
x1 stabilńı y2

x2 = x3 polostabilńı y1

c > κ

x1 stabilńı y2

x2 nestabilńı y1, y2

x3 stabilńı y1

α = 1

c < κ x1 stabilńı x3 = (0, 0), y1

c = κ x1 = x2 = x3 stabilńı y1, y2

c > κ

x1 stabilńı y2

x2 nestabilńı y2

x3 stabilńı y1

α > 1

c < κ x1 stabilńı x3 = (0, 0), y1

c = κ
x1 stabilńı y1

x2 = x3 polostabilńı y2

c > κ

x1 stabilńı y2

x2 nestabilńı y2

x3 stabilńı y1

tedy źıskáváme rovnici závislou na dvou parametrech. Fázové př́ımky diferenciálńı rovnice (3.25) pro
r̊uzné hodnoty parametr̊u α a c jsou znázorněny na Obrázku 3.8. Tvar křivek rovnovážných stav̊u se měńı
podle hodnoty parametru α. Hodnota parametru c ovlivňuje počet rovnovážných stav̊u. Hodnotu c, pro
kterou se stechiometrická tř́ıda kompatibility stává tečnou k jedné z křivek rovnovážných stav̊u a pro
kterou se měńı počet rovnovážných stav̊u, označme vzhledem ke složitosti výsledných vztah̊u źıskaných
pomoćı softwaru Mathematica c = κ. Na základě numerických výpočt̊u usuzujeme, že tečný stav je pouze
jeden (analyticky se nám bohužel nepodařilo tuto úvahu potvrdit).

Nejdř́ıve urč́ıme stabilitu rovnovážných stav̊u pro α < 1. Vzhledem ke tvaru funkćı y1(x) a y2(x) v́ıme, že
pro hodně velké c má úsečka (3.17) jeden pr̊useč́ık s funkćı y2(x) pro x ∈ (0, x̃1⟩, jeden pr̊useč́ık s funkćı
y2(x) pro x ∈ ⟨x̃2,+∞) a jeden pr̊useč́ık s funkćı y1(x) pro x ∈ ⟨x̃2,+∞). Pokud budeme c snižovat
k nule, muśı tedy k bifurkaci doj́ıt pro x ∈ ⟨x̃2,+∞) a úsečka (3.17) bude tečnou k funkci y1(x). Plat́ı
tedy, že:

• pro c < κ dostáváme jeden rovnovážný stav x1. Vzhledem k tomu, že máme pouze jeden pr̊useč́ık
s osou x a funkce f(x) je klesaj́ıćı, je x1 stabilńı.

• Pro c = κ máme dva rovnovážné stavy. Vzhledem k tomu, že k bifurkaci docháźı pro funkci y1(x)
na intervalu ⟨x̃2,+∞), plat́ı x1 < x2 = x3 a pro funkci f(x) plat́ı, že:

– pro x < x1 je f(x) > 0,
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Obrázek 3.9: Fázové portréty pro systém (3.18).

– pro x ∈ (x1, x2) je f(x) < 0, tedy x1 je stabilńı,
– pro x > x2 = x2 je f(x) < 0, tedy x2 = x3 je polostabilńı zprava.

• Pro c > κ máme tři rovnovážné stavy. Vzhledem ke tvaru kubické funkce f(x) a počtu kořen̊u pro
f(x) plat́ı, že:

– pro x < x1 je f(x) > 0,
– pro x ∈ (x1, x2) je f(x) < 0, tedy x1 je stabilńı,
– pro x ∈ (x2, x3) je f(x) > 0, tedy x2 je nestabilńı,
– pro x > x3 je f(x) < 0, tedy x3 je stabilńı.

Pro c < κ odpov́ıdá rovnovážný stav x1 rovnovážnému stavu x3 = (0, 0) dvoudimenzionálńıho systému
(3.18), křivce rovnovážných stav̊u y1 a po překročeńı určité hodnoty c odpov́ıdá křivce rovnovážných
stav̊u y2. Pro c = κ uvažujeme na základě numerických výpočt̊u, že rovnovážný stav x2 = x3 odpov́ıdá
křivce rovnovážných stav̊u y1 a rovnovážný stav x1 křivce rovnovážných stav̊u y2. Pro c > κ odpov́ıdá
rovnovážný stav x1 křivce rovnovážných stav̊u y2, x2 odpov́ıdá křivce y1 a po překročeńı určité hodnoty
c odpov́ıdá křivce y2 a x3 odpov́ıdá křivce y1, viz Tabulku 3.3. Nyńı urč́ıme stabilitu rovnovážných stav̊u
pro α = 1:

• pro c < κ máme jeden rovnovážný stav x1, který je vzhledem ke tvaru funkce f(x) stabilńı.

• Pro c = κ máme jeden rovnovážný stav x1 = x2 = x3, který je také stabilńı.

• Pro c > κ máme tři rovnovážné stavy. Plat́ı, že:

– pro x < x2 je f(x) > 0,
– pro x ∈ (x2, x1) je f(x) < 0, tedy x2 je stabilńı,
– pro x ∈ (x1, x3) je f(x) > 0, tedy x1 je nestabilńı,
– pro x > x3 je f(x) < 0, tedy x3 je stabilńı.
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Pro c < κ odpov́ıdá x1 rovnovážnému stavu x3 = (0, 0) a křivce rovnovážných stav̊u y1. Pro c = κ

odpov́ıdá x1 = x2 = x3 pr̊useč́ıku křivek y1 a y2. Pro c > κ odpov́ıdá x1 křivce y2, x2 odpov́ıdá křivce
y2 a x3 odpov́ıdá křivce y1, viz Tabulku 3.3. Na závěr urč́ıme stabilitu rovnovážných stav̊u pro α > 1.
Vzhledem ke tvaru funkćı y1(x) a y2(x) v́ıme, že pro hodně velké c má úsečka (3.17) dva pr̊useč́ıky s funkćı
y2(x) a jeden pr̊useč́ık s funkćı y1(x). Pokud budeme c snižovat k nule, muśı tedy k bifurkaci doj́ıt pro
funkci y2(x) a úsečka (3.17) bude tečnou k funkci y2(x). Plat́ı tedy, že

• pro c < κ máme jeden rovnovážný stav x1, který je stabilńı.

• Pro c = κ máme dva rovnovážńı stavy x1 a x2 = x3. Vzhledem k tomu, že k bifurkaci docháźı pro
y2, která je větš́ı než y1, plat́ı, že x1 > x2 = x3 a:

– pro x < x2 = x3 je f(x) > 0,
– pro x ∈ (x2, x1) je f(x) > 0, tedy x2 = x3 je polostabilńı zleva,
– pro x > x1 je f(x) < 0, tedy x1 je stabilńı.

• Pro c > κ máme tři rovnovážné stavy x1, x2 a x3. Vzhledem ke tvaru f(x) plat́ı, že:

– pro x < x3 je f(x) > 0,
– pro x ∈ (x3, x2) je f(x) < 0, tedy x3 je stabilńı,
– pro x ∈ (x2, x1) je f(x) > 0, tedy x2 je nestabilńı,
– pro x > x1 je f(x) < 0, tedy x1 je stabilńı.

Pro c < κ odpov́ıdá x1 rovnovážnému stavu x3 = (0, 0) a křivce rovnovážných stav̊u y1. Pro c = κ

odpov́ıdá x1 křivce y1 a x2 = x3 křivce y2. Pro c > κ odpov́ıdá x1 křivce y2, x2 odpov́ıdá také křivce
y2 a x3 odpov́ıdá křivce y1. Pro α < 1 a α > 1 tedy dostáváme v závislosti na c jeden, dva nebo tři
rovnovážné stavy, pro α = 1 dostáváme v závislosti na c jeden nebo tři rovnovážné stavy, viz Obrázek 3.9.

Jak již bylo zmı́něno výše, ke změně počtu rovnovážných stav̊u docháźı, pokud je úsečka (3.17) tečnou
k jedné křivce rovnovážných stav̊u a zároveň má pr̊useč́ık s druhou křivkou rovnovážných stav̊u, viz
Obrázek 3.7. Zjǐstěńım závislosti mezi α a c můžeme znázornit bifurkačńı diagram, ze kterého můžeme pro
konkrétńı hodnoty α a c rozhodnout o počtu rovnovážných stav̊u. K určeńı závislosti α na c potřebujeme
derivace křivek y1 a y2, které jsou3

dy1
dx

= (−1 + αx2)(−1− αx2 +
√

1 + 2(−2 + α)x2 + α2x4

2x2
√

1 + 2(−2 + α)x2 + α2x4
,

dy2
dx

= (−1 + αx2)(1 + αx2 +
√

1 + 2(−2 + α)x2 + α2x4

2x2
√

1 + 2(−2 + α)x2 + α2x4

a derivaci úsečky (3.17), která je

d(c− x)
dx

= −1.

Pro zjǐstěńı závislosti mezi α a c pro křivku y1 muśı mı́t úsečka (3.17) a křivka y1 pr̊useč́ık a zároveň
muśı mı́t stejnou hodnotu derivace, dostáváme tedy soustavu rovnic

3Zjednodušené tvary derivaćı pomoćı softwaru Mathematica.
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(b) Bifurkačńı diagram systému (3.25).

Obrázek 3.10: Závislost c na α.

−
−1−αx2+

√
−4x2+(1+αx2)2

2x = c− x,
(−1+αx2)(−1−αx2+

√
1+2(−2+α)x2+α2x4

2x2
√

1+2(−2+α)x2+α2x4 = −1.
(3.26)

Dostáváme dvě rovnice pro tři neznámé, neznámou x budeme uvažovat jako parametr. Vyřešeńım soustavy
(3.26) pomoćı softwaru Mathematica dostáváme křivku γ1 = (α(x), c(x)), viz Obrázek 3.10a. Pro křivku
rovnovážných stav̊u y2 je postup stejný, tedy vyřeš́ıme soustavu rovnic

1+αx2+
√

−4x2+(1+αx2)2

2x = c− x,

dy2
dx = (−1+αx2)(1+αx2+

√
1+2(−2+α)x2+α2x4

2x2
√

1+2(−2+α)x2+α2x4 = −1

a dostáváme křivku γ2 = (α(x), c(x)), viz Obrázek 3.10a. Jak již bylo zmı́něno výše, pro α ∈ (0, 1⟩ je
úsečka (3.17) tečnou křivky y1, tedy závislost c na α popisuje křivka γ1, zat́ımco pro α > 1 je úsečka
(3.17) tečnou ke křivce y2, tedy závislost c na α popisuje křivka γ2. Výsledný diagram znázorňuj́ıćı počet
rovnovážných stav̊u podle volby c a α je znázorněn na Obrázku 3.10b. Nyńı se pokuśıme zjistit, jestli se
jedná o hrotovou bifurkaci, která nastává v př́ıpadě, že se křivky γ1 a γ2 potkaj́ı v bodě (1, 2), tedy pro
x = 1, tečně. Tečný vektor má tvar

u(x) =
(

dα(x)
dx

,
dc(x)

dx

)
.

Tečné vektory označ́ıme u1(x) pro křivku γ1 a u2(x) pro křivku γ2. Nyńı urč́ıme normované tečné vektory

w1(x) = u1(x)
||u1(x)|| = (µ1(x), ν1(x)), w2(x) = u2(x)

||u2(x)|| = (µ2(x), ν2(x)),

kde µ1(x), µ2(x) představuj́ı x-ovou složku a ν1(x), ν2(x) představuj́ı y-ovou složku. Abychom dostali
hrotovou bifurkaci, potřebujeme, aby platilo

lim
x→1−

w1(x) = lim
x→1−

(µ1(x), ν1(x)) = (0, 1), lim
x→1+

w2(x) = lim
x→1+

(µ2(x), ν2(x)) = (0, 1).
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Obrázek 3.11: Vykresleńı odchylek.

Vzhledem ke komplikovanosti předpisu pro křivky γ1, γ2 nelze limity symbolicky ani pomoćı softwaru
Mathematica spoč́ıtat. Limity vektor̊u w1 a w2 tedy zkuśıme spoč́ıtat alespoň přibližně numericky pro

x(k) = x(0) + k∆x,

kdy x(k) budeme dosazovat do jednotlivých složek (µ1(x), ν1(x)), resp. (µ2(x), ν2(x)). V Tabulce 3.4 jsou
vypsané hodnoty odchylek (µ1(x), ν1(x)), resp. (µ2(x), ν2(x)) od (0, 1). Výpočet odchylek složek vektoru
w1 byl zahájen pro x(0) = 0.9950 a hodnota x byla postupně zvyšovaná k hodnotě x = 1 s krokem
∆x = 0.00001. Výpočet chyb složek vektoru w2 byl zahájen pro x(0) = 1.0050 a hodnota x byla postupně
snižována k hodnotě x = 1 s krokem ∆x = 0.00001. Na Obrázku 3.11 jsou vykresleny odchylky pro
jednotlivé složky vektor̊u w1 a w2. Odchylky se postupně snižuj́ı k nule, tj. předpokládejme, že plat́ı

lim
x→1−

w1(x) = (0, 1), lim
x→1+

w2(x) = (0, 1). (3.27)

V tomto př́ıpadě by bod (1, 2) byl hrotem a jedná se o hrotovou bifurkaci.
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Tabulka 3.4: Odchylky jednotlivých složek normovaných tečných vektor̊u w1 a w2.

k

x(0) = 0.9950
krok ∆x = 0.00001

x(0) = 1.0050
krok ∆x = 0.00001

odchylka |µ1 − 0| odchylka |ν1 − 1| odchylka |µ2 − 0| odchylka |ν2 − 1|

51 1.25986 · 10−4 7.93627 · 10−9 1.17233 · 10−4 6.87182 · 10−9

101 9.91419 · 10−5 4.91456 · 10−9 9.29951 · 10−5 4.32405 · 10−9

151 7.55989 · 10−5 2.85759 · 10−9 7.14814 · 10−5 2.5548 · 10−9

201 5.5318 · 10−5 1.53004 · 10−9 5.27253 · 10−5 1.38998 · 10−9

251 3.82606 · 10−5 7.31936 · 10−10 3.67603 · 10−5 6.75661 · 10−10

301 2.43883 · 10−5 2.97395 · 10−10 2.36202 · 10−5 2.78958 · 10−10

351 1.36634 · 10−5 9.33438 · 10−11 1.33393 · 10−5 8.89691 · 10−11

401 6.04827 · 10−6 1.82909 · 10−11 5.95227 · 10−6 1.77147 · 10−11

451 1.50602 · 10−6 1.13387 · 10−12 1.49402 · 10−6 1.116 · 10−12

461 9.63079 · 10−7 4.6374 · 10−13 9.56935 · 10−7 4.57967 · 10−13

471 5.41298 · 10−7 1.46438 · 10−13 5.38706 · 10−7 1.45106 · 10−13

481 2.40384 · 10−7 2.88658 · 10−14 2.39616 · 10−7 2.85327 · 10−14

491 6.0048 · 10−8 1.6653 · 10−15 5.9952 · 10−8 1.77636 · 10−15

496 1.5006 · 10−8 - 1.4994 · 10−8 -

497 9.60308 · 10−9 - 9.59694 · 10−9 -

498 5.4013 · 10−9 - 5.3987 · 10−9 -

499 2.4004 · 10−9 - 2.39962 · 10−9 -

500 6.00049 · 10−10 - 5.99978 · 10−10 -



Závěr

Práce byla zaměřena na analýzu dynamických systémů odpov́ıdaj́ıćıch chemickým reakćım. Velká část
práce byla věnována uzavřeným systémům reakćı pouze dvou látek. Ukázali jsme, že d́ıky platnosti
zákona o zachováńı hmotnosti dostáváme u reakćı dvou látek stechiometrické tř́ıdy kompatibility, které
jsou úsečkami, trajektorie jsou monotónńı, a tedy neńı např. př́ıtomné žádné osciluj́ıćı chováńı. Zároveň
ale můžeme u systémů dvou a v́ıce reakćı dvou látek narazit na zaj́ımavé př́ıklady s bifurkačńım chováńım,
a to vzhledem k rychlostńım konstantám, či celkové molárńı koncentraci, či vzhledem k oběma druh̊um
parametr̊u.

Tato práce by mohla být výchoźım bodem pro daľśı analýzu, kde bychom se mohli zaměřit např́ıklad na
následuj́ıćı otázky:

• Jak jsme si ukázali v Kapitole 3, u reakćı dvou látek máme limitované kvalitativńı chováńı. V př́ıpadě
reakćı tř́ı látek, jak již bylo zmı́něno v Kapitole 2, můžeme mı́t stechiometrické tř́ıdy kompatibility
opět jednodimenzionálńı, ale i dvoudimenzionálńı, kde bychom se mohli zaměřit na př́ıtomnost
oscilaćı, limitńıch cykl̊u a daľśıch.

• V práci jsme uvažovali pouze uzavřené systémy reakćı. V př́ıpadě otevřených systémů reakćı přestává
platit zákon zachováńı hmotnosti, a tedy teorie uvedená v Kapitole 2. U otevřených systémů můžeme
narazit na modely s bohatým kvalitativńım chováńım i u reakćı pouze dvou látek, např. Sel’kov̊uv
model glykolýzy [2], u kterého docháźı k Hopfově bifurkaci.

• Dále bychom se mohli zaměřit na systémy reakćı s difuźı, viz [9, Kapitola 4.2.4], a daľśı.
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org/stable/2945975.

6. CONNORS, Kenneth A. CHEMICAL KINETICS The study of Reaction Rates in Solution [online].
VCH Publishers, Inc., 1990 [cit. 2024-05-16]. isbn 3-527-21822-3. Dostupné z: https://books.
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