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Abstrakt

Tato bakalarska prace je zaméfena na tlohu toki v sitich. Jsou zde uvedeny tlohy hledani maxi-
maélniho toku a hledéni toku s minimalni cenou. Hlavnim vystupem préce je sezndmeni se s toky s

konvexnimi cenami, implementace algoritmi fesicich tuto dlohu a néasledné jejich porovnani.
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Abstract

This bachelor thesis is focused on the problem of flows in networks. The tasks of finding the ma-
ximum flow and finding the minimum cost flow are presented here. The main output of the work
is familiarization with flows with convex prices, implementation of algorithms solving this task and

their subsequent comparison.

Keywords

flows in networks, maximum flow, flow with minimum cost, networks with convex edge costs, algo-

rithms
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1 Uvod

V této préci se budeme zabyvat problematikou toki v sftich. V vodni ¢asti predstavime zakladni
pojmy a definice kli¢ové pro pochopeni nasledujiciho textu. Nasledné se zaméfime na lineérni pro-
gramovani jako nastroj pro formulaci a feSeni klasickych tloh tokid. Detailné se budeme vénovat
problémiim nalezeni maximéalniho toku a toku s minimélni cenou a predstavime zakladni algoritmy,
které tyto ulohy resi.

Déle se budeme zabyvat konvexnim programovanim a dualitou, pfi¢emz zobecnime tilohu hledani
toku s minimé&lni cenou (s linedrnimi cenovymi funkcemi na hranéch) na tlohu s konvexnimi cenami.
V této souvislosti predstavime zékladni algoritmus po ¢astech lineadrnich funkci a Frank-Wolfetv
algoritmus, které se vyuzivaji pro feSeni toku v sitich s konvexnimi cenami.

Tyto algoritmy implementujeme v prostiedi Matlab a otestujeme je na sitich v rozpéti 50-1000
vrchold. Testovany budou sité s linearnim poctem hran m = 8n a superlinArnim poctem hran
m &~ ny/n. Déale bude také testovana volba parametru «. Vysledky experimenti budou analyzovany

a graficky znézornény.



2 Zakladni pojmy a definice

Tato kapitola je zpracovana s vyuzitim zdroju [1],]2], [3] a 4]

Grafy se vyuzivaji v mnoha oblastech, zejména v situacich, ve kterych potfebujeme znézornit ob-
jekty a jejich vzajemné propojeni. Pouzivaji se napiiklad v pocéitacovych nebo socialnich védach, pri
optimalizacich, v ekonomice, ale také ve fyzice ¢i chemii. V této praci budeme vyuzivat orientovany

graf, proto ho nyni formélné definujme.

Definice 2.0.1. Mé&jme mnoZinu vrcholi V- a mnoZinu hran E C V x V. Dvojici D = (V, E) pak

nazyvame orientovangm grafem.

Kazdy prvek v € V nazveme vrcholem a kazdy prvek e € F nazveme orientovanou hranou (dale
pouze hranou). Velikost mnoziny v8ech vrcholi grafu D budeme znadit n = |V| a velikost mnoziny
v8ech hran m = |E|. Hrana je definovana uspofadanou dvojici vrcholi e = (u,v), kde u nazyvame
pocateénim vrcholem a v koncovym vrcholem hrany. V této praci se zamérime na orientované grafy
bez smycek, coz jsou grafy, v nichz kazd4 hrana spojuje dva riazné vrcholy.

Kazdy graf miize byt reprezentovan kresbou v roving viz obrézek [2.1] kde jsou vrcholy (V =
{a,b,c,d,e, f}) reprezentovany body a hrany spojnicemi vrcholi (napf. E = {(a,b), (b,d),...}). Pro

zakresleni orientace hrany se pouziva Sipka smérujici ke koncovému vrcholu.

Obréazek 2.1: Priklad zakresleni grafu do roviny

Pro kazdy vrchol v € V' definujeme vstupni a vystupni stupen.

Definice 2.0.2. Mnozina vsech hran, vedoucich do vrcholu v se nazgvd mnoZina vstupnich hran

vreholu v a znaci se 'V (v).
SNwy={ecE|e=(u,v), ueV}

Pocet hran v této mnozine se pak nazijvd vstupni stuperi vrcholu v.
MnoZina vsech hran, vedoucich z vrcholu v se nazyvd mnoZina vystupnich hran vrcholu v a
znaci se 0°UT (v).

OUT(w)y={ecE|e=(v,u), ucV}



Pocet hran v této mnoziné se pak nazjvd vystupni stupen vrcholu v.

Dale zaved me pojmy orientovana cesta a cyklus, protoZe s nimi budeme v nésledujicich kapitolach

pracovat. K jejich definovani vyuzijeme sled, ktery je jejich zobecnénim.
Definice 2.0.3. Sledem S v grafu D nazveme posloupnost vrcholi vy, ve, ..., v takovou, Ze existuje
hrana e; vedouct z vrcholu v; do viy1, proi=1,...k — 1. Sled S oznacime

S = (Ul,UQ, ceey Uk—1, ’Uk)

Prikladem sledu na obréazku muze byt S = (a,b,d, f,c,a,d, f,c,e). Cestou v grafu rozumime

sled, ve kterém zadny vrchol neni pouzit vicekréat.

Definice 2.0.4. Cestou P v grafu D rozumime sled takovy, Ze plati Yv;,v; € S : v; # vj;, pro
i 7.

Specialnim piipadem cesty je cyklus.
Definice 2.0.5. Cyklus C' v grafu D je cesta, kterd md koncovij vrchol shodnij s pocdtecnim.

Piikladem cyklu na obrazku muze byt C' = (a, f,c,a).

2.1 Toky a cirkulace

V této ¢asti budeme hovorit obecné o toku jako takovém a pojmech, které s nim souvisi. Konkrétné

tedy o divergenci, intenzité vrchold, cirkulaci a Kirchhoffovu zakonu o zachovani toku.
Definice 2.1.1. Tok je funkce x : B — R, kde x € R™.

Funkce x pfifadi hodnotu x(e) kazdé hrané e € E, tuto hodnotu nazveme tokem na hrané e.
Takto definované toky tvori linedrni prostor (linearni kombinaci tokii ziskdime opét tok). Tok je
¢asto uvazovan jako nezaporny z divodu kompatibility s fyzikdlnim tokem. Uvazujme déle hlavné

nezaporné toky x : £ — RT. S tokem x souvisi i nasledujici funkce divy zvana divergence.

Definice 2.1.2. Funkci divy : V — R nazijvdme divergenci a definujeme ji predpisem:

divy(v) = Z x(e) — Z x(e).

e€§OUT (v) e€d!N (v)

Tato funkce znaci rozdil mezi hodnotou vtékajici do vrcholu v a vytékajici z vrcholu v pro
v € V. Z definice divergence plyne ) i divy(v) = 0 (viz [1]). Tento vyraz vyplyvéa z vlastnosti
orientované hrany e € E, ktera je jednou zahrnuta v mnoziné vstupnich hran (hodnota toku x(e) je v
sumé pri¢tena) a jednou je zahrnuta v mnoziné vystupnich hran (hodnota x(e) je v sumé odectena).

Dale zavedeme podobnou funkei vrcholu, kterou nazveme intenzitou vrcholu.



Definice 2.1.3. Intenzita vrcholu je funkce b : V. — R spliujici ), o, b(v) = 0. Tok x s
divyx = b, proto spliiuje

Y x(e)= Y. x(e)=b(v), (veV) (2.1)

e€dOUT (v) e€dIN (v)

Vyraz (2.1) 1ze upravit do tvaru:

Y ox(e)+b)= > x(e), (veV),

e€d!IN (v) e€dOUT (v)

ze kterého lze vidét, Ze tok vtékajici do vrcholu v v sou¢tu s intenzitou vrcholu v musi dat tok
vytékajici z vrcholu v.

Ozna¢me funkci O jako funkci s konstantni hodnotou 0 a vektor O jako nulovy vektor.
Definice 2.1.4. Cirkulace v D je tok x s divergenci divx = O.

Cirkulace popisuje vlastnost zachovani toku, kde tok vtékajici do vrcholu v je roven toku odté-
kajictho z vrcholu v.

Casto se uplatnuji dodatecné pozadavky na tok, napiiklad miniméalni a maximéalni tok jednotli-
vymi hranami. Necht 1,u : £ — R jsou funkce takové, pro néz plati 1 < u. Porovnéani vektori je zde
provadéno po slozkéach, tzn. 1(e) < u(e). Tyto funkce omezuji tok x zdola a shora a plati 1 < x < u.
Porovnavani je provadéno opét po slozkach, tzn. 1(e) < x(e) < u(e). Funkci 1 nazveme dolnim omeze-
nim toku a funkci u hornim omezenim toku. Pokud vyZzadujeme, aby tok byl nezdporny, musi platit
O < 1. V tomto textu budeme nadale pouzivat dolni omezeni rovno nule, tj. O = 1. Poté kapacita
hrany cap(e) = u(e) —1(e) = u(e) — O(e) = u(e) nabyva stejné hodnoty jako horni omezeni toku u.

Tudiz pro nezaporné toky lze psat:
O <x<cap

nebo po slozkach 0 < x(e) < cap(e), kde e € E je hranou grafu D.

Néasleduje Hofmannova véta |5] uvadéjici charakterizaci existence cirkulace.

Véta 2.1.1 (Hoffmanova véta o cirkulaci). Necht'l, u: E — R jsou funkce spliiujici 1 < u, které
kazdé hrane pritadi ¢islo. Potom existuje cirkulace x v orientovaném grafu D takovd, Ze 1l < x < u
praveé tehdy, kdyz
Y L)< D> ule)  (SCV).
e€dIN(S) e€sOUT(9)
Nutnou a postacujici podminku pro existenci toku nam specifikuje nasledujici véta.

Véta 2.1.2 (Véta o existenci toku). Méjme orientovany graf D = (V,E). Necht b : V. — R je
funkce intenzit vrcholii a cap : E — RT funkce kapacity hran. Poté existuje tok X s intenzitou b,

splnujict O < x < cap prdvé tehdy, kdyz

Zb(v) =0, a

veV



She) < > cap(e) (SCV)

veS ecdOUT(9)

2.2 Rozklady toki

Na tok se muzeme divat jako na tok podél hran e € E, nebo jako na tok podél cest a cykli [6].
Oba tyto pristupy maji své vyuziti. V této praci budeme vét§inou pracovat s tokem na hranach, viz
obrazek (vlevo). Tok podél cest a cyklu, viz obrazek (vpravo), bude v ur¢itém pohledu mozné
potkat v algoritmech Fesicich tlohy optimality toku. V této ¢asti textu se budeme vénovat vztahu

mezi témito dvéma alternativnimi pristupy a prevodu mezi nimi.

Obrézek 2.2: Vyjadieni toku po hranach (vlevo) a toku podél cest a cykli (vpravo)

Pro pristup podél cest a cykli budeme uvazovat vycet vSech cest P a cykli C' v grafu D.
Oznac¢me mnozinu v8ech cest symbolem P a mnozinu vSech cykli symbolem C v grafu D. Definujme

nyni formélné tok po cestach a cyklech.

Definice 2.2.1. Méjme funkci £ : P — R definovanou na mnoziné cest P a funkci g : C - R

definovanou na mnoziné cykli C.

Tok na cesté P je f(P) a na cyklu £f(C), kde P € P a C € C.

Tok 2y, na hrané (u,v) € E je roven souctu toku f(P) a g(C') pres viechny cesty a cykly, které

obsahujf tuto hranu. Jinymi slovy:

Tuw = Y Ouw(P)E(P) + ) 6uu(C)g(C),
PeP ceC
kde 0,,(P) = 1, pokud je hrana x,, obsaZena v cesté P, jinak d,,(P) = 0, obdobné pro d,,(C).

Nésleduje véta popisujici pfevod toku po hranéch na tok po cestéch a cyklech a obracené.

Véta 2.2.1 (Véta o dekomporzici toku). KaZdy tok pies cesty P a cykly C lze jednoznacné reprezen-
tovat jako nezdporny tok x po hrandch e € E. Naopak kaZdy nezdporny tok x na hrandch e € E je

reprezentovatelny tokem £ po cestach P a tokem g po cyklech C' s dvéma ndsledujicimi vlastnostmi:



a) Kazdd cesta P s kladngm tokem spojuje prebytkovy uzel u € V' s b(u) > 0
s deficitnim uzlem v € V' s b(v) < 0.

b) Maximdlné n+ m cest a cykli md nenulovy tok, z toho mazximdiné m cykli md nenulovy tok.

Poznamenejme, Ze prevod toku po hranach na tok po cestach a cyklech nemusi byt nutné jedno-

znacny.

2.3 Sit a toky v siti

V této ¢asti zavedeme zakladni pojmy a definice |7], které budeme déle v préci hojné vyuzivat. Nez
definujeme sit a s-t sit, tak formélné pfedstavme vyraz souvislosti, ktery je vyuzit v pozadi téchto
pojmu.

Definice 2.3.1. Silné souvislym grafem nazveme orientovany graf D, pokud mezi vsemi dvojicemsi

vrcholid u,v € V' existuje cesta.

Jelikoz silné souvislost grafu klade velmi piisné pozadavky na orientovany graf D, tak se v tomto

textu omezime na grafy se slabou souvislosti.

Definice 2.3.2. Orientovany graf D nazveme slabé souvisly, jestlize po pfiddni opacné orientova-

nijch hran existuje cesta mezi vSemi dvojicemi vrchold u,v € V.
Definice 2.3.3. Siti N budeme nazyvat orientovany graf D.

Pro jednoduchost budeme uvazovat sit N s konetnym poctem vrchola. Déle definujme sit se

specidlnimi vrcholy zvanymi zdroj a stok.

Definice 2.3.4. Méjme sit N, kterd obsahuje vrchol zvany zdroj s € V, s nenuloviim vystupnim
stupném, a vrchol zvany stok t € V\{s}, s nenulovgm vstupnim stupném. Pak tuto sit nazgvime siti

s jednim zdrojem a jednim stokem. Tuto sit budeme ddle znadit jako s-t sit.

Definice 2.3.5. Sit' N, na které je definovand funkce cap : E — R spliiugici: 0 < cap(e), Ve € E

nazveme siti s kapacitams.
Pro tok x v siti IV s kapacitami cap plati: 0 < x(e) < cap(e) pro viechny hrany e € E.

Zavedme pojem piipustného toku x, ktery spliiuje diive uvedeni omezeni. Pripustny tok je

klicovym terminem v dlohach optimalizace toku, zejména pii hledani maximéalniho toku.

Definice 2.3.6. Necht N je s-t sit' s kapacitami. Pripustny tok x v N je funkce x : E — Ry, kterd
priradi nezdporné redlné ¢islo x(e) hrané e, pro které plati:

1) 0 < x(e) < cap(e), Ye € E v siti N

2) D eestn () X(€) = D ccsouryy X(€), Vv €V —{s,t} v siti N.

Definice 2.3.7. Velikost val(x) toku x v s-t siti je tok odchdzejici ze zdroje s.

val(x) = > x(e)— > x(e)

e€dOUT () e€dIN (s)



Definice 2.3.8. Maximdlni tok x* v siti N je takovy tok x, ktery md nejoy3si hodnotu val(x) ze

vSech moznijch toku v siti N.

S ohledem na tuto definici mtizeme poznamenat, Ze pro maximalni tok x* a ostatni toky x v siti
N plati:
val(x) < val(x*)

Existence maximalniho toku v siti N je zarucena diky Weierstrassové vété [6.0.1] a konecné siti N s
omezenim 1) z definice Hledanim maximalniho toku v siti se budeme zabyvat v kapitole .

2.4 Rezy

Nésledujici ¢ast textu se bude vénovat feziim v siti. Rez v st siti si lze predstavit jako odebrani
mnoziny hran tak, aby neexistovala cesta ze zdroje do stoku. Kapacitu fezu pak zjistime sectenim

kapacit odebranych hran.

Definice 2.4.1. Méjme s-t sit N, ve které existuji dve mnoZiny vrcholi Vs a Vi, pro které plati:
e V,CVaV,CV
escViateV,
e V;UuVi=VaVinVi=10

MmnoZinu vSech hran e vedoucich z mnoZiny Vs do mnoZiny V; nazveme s-t Tez sit€é N a oznacime

ho (Vi ).

V této praci se zaméiime pouze na termin s-t fezu, ktery dale budeme oznacovat jako fez.

Obrazek 2.3: Ukazka fezu (Vi, Vi) v siti NV

Na obrazku vidime piiklad mnozin Vi = {s,z,v} a V; = {w, t}, které splhuji vSechny vlast-
nosti uvedené v definici Mnozina hran tvotici fez (Vs, Vi) je tedy {(x,w), (v,t)}. Kdybychom
pak chtéli fez (V;, Vs), tak by mu naleZela jedina hrana (w,v).

Vztah mezi toky a Tezy lze vyjadiit pomoci nasledujictho lemmatu, které plati pro libovolné

mnoziny Vs a V.



Lemma 2.4.1 (Vztah mezi toky a Fezy). Méjme ez (Vs, Vi) v s-t siti N. Velikost val(x) toku x v

N je rovna:
val(x) = Z x(e) — Z x(e)

e€(Vs, Vi) e€(Vi,Vs)

Definice 2.4.2. Kapacita tezu (Vs,V;), znacend cap(Vs, Vi), je soucet kapacit hran v fezu (Vs, Vi).

cap(Vs, V) = Z cap(e).
€E<VS7‘/t>

Definice 2.4.3. Minimadlni 7ez sité N je Tez s minimdlni kapacitou.

Jelikoz uvazujeme koneénou sit IV, podet ezl v siti je také koneény. Z koneéné mnoziny fezi

vybereme fez s nejmensi kapacitou, tudiz existence minimalniho fezu je zarucena.



3 Linearni programovani a dualita

Tato kapitola ¢erpa z texti [8] a [9], a unimodularita z ¢lanku [10].

Nézev této kapitoly muZe byt zavadéjici, protoze slovo programovdni mélo v dobé pojmenovani
této oblasti vyznam spiSe pldnovdni, jedna se ale o optimalizaci. Linearni programovani je, diky své
efektivni FeSitelnosti, uzitecné jak v praxi, tak v teoretické oblasti. Obecnou podobu tlohy, které je

FeSitelnd pomoci linedrniho programovani, mizeme zapsat nasledovné:

max CTX

(3.1)
z.p. Ax <b, x € R",

kde ¢ € R*, A € R™*" a b € R™. Linearni funkci ¢!x = ¢jz1 + ... + ¢px, nazyvame uéelovou
funkci a podminkdm ve tvaru linearnich rovnic a nerovnic fikdime omezeni. MnozZinu vSech vektoru
x spliujicich vSechny podminky nazyvame pripustnou mnoZinou. Pii feSen{ minimalizace funkce
c’'x 1ze problém preformulovat na maximalizacni a to ve tvaru —c’ x.

Cilem lineadrniho programovan{ je najit optimalni feSeni x vyhovujici vSem omezenim a maximali-
zujici cilovou funkci. Pokud x spliiuje omezujici podminky, tak ho nazyvame pripustnym reSenim
ulohy . Naopak pokud vektor x nespliiuje alespon jednu omezujici podminku, tak ho nazyvame
nepiipustnym FeSenim tlohy (3.1)). Optimalni feseni tlohy nemusf byt jednoznaéné. V nékterych
pripadech muZe existovat nekonetné mnoho FeSeni maximalizujicich cilovou funkci, nebo dokonce
zadné. Piikladem tulohy bez TeSeni je uloha s neomezenou tcelovou funkei (na pfipustné mnozing),
v tomto pripadé budeme tlohu nazyvat neomezenou tlohou.

Jednou z metod jak fesit tilohu linedrniho programovani je pouziti simplexového algoritmu. Jinym
pristupem muze byt nalezeni vhodného horniho odhadu primarni tlohy , coz vede na formulaci

fvv

kapitole [6)).

min bly
- (3.2)
zp. A'y>c, yeR™
Pripustna FeSeni tlohy (3.2) jsou zaroven hornimi odhady primérni tlohy (3.1). Tedy pro libovolna
pripustnd feSeni primérni tlohy (3.1) a dualni dlohy (3.2]) plati:

c'x <bly

Tato nerovnice je nazyvana slabou dualitou.
Dale je uvedena véta o silné dualité linearntho programovani, ktera tvrdi, Ze za jemnych pfedpo-

kladii je hodnota optimalniho feseni primarni tlohy (3.1)) rovna hodnoté optimélniho FeSeni duélni



ulohy (3.2)).

Véta 3.0.1 (Véta o silné dualité linedrniho programovéni). Pro ilohy

maximalizovat ¢'x za podminek Ax<b a x>0 (P)

minimalizovat b’y za podminek ATy >c¢ a y >0 (D)

nastane pravé jedna s ndsledujicich moznosti:
1. Ani , ant @ nemd pripustné resend.
2. (P) je neomezend a @ nemd pripustné resent.
3. (P) nemd pFipustné Feseni a @ je neomezend.

4. Jak , tak @ maji pripustné Feseni. Pak existuje optimdlni reSeni x* lohy (]ED a optimdini
Tesent y* ulohy @ a plat?
cI'x* = bly*.

Tedy mazximum ulohy je rovno minimu ulohy @

Silnou dualitou rozumime 4. bod véty o silné dualité.

Jednoduchy postup sestaveni dudlni ilohy nalezneme v tabulce

Primérni iloha Duélni tloha
promeénné T1, T2, ey Ty Y1, Y2, s Ym
matice A AT
pravé strany b c
ucelova funkce max c!'x min b’y
xzj >0 >
j-té omezeni m4 tvar z; <0 <
IS R =
> ¥ <0
i-té omezeni mé tvar < y; >0
= yi €R

Tabulka 3.1: Navod na sestaveni dualni tlohy

Kde proménné x; primarni tlohy formuji omezeni dualni dlohy @ a omezeni primarni tlohy

formuji proménné y; dudlni dlohy @
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Uvedme nyni dileZitou vlastnost matice pro celoéiselné programovéani.

Definice 3.0.1. Matici A nazveme totdlné unimoduldrni, jestlize kazdd jeji ctvercovd podmatice md

determinant roven —1,0, 1.
Poznamenejme, Ze kazdé matice incidence A orientovaného grafu D je totalné unimodulérni.

Lemma 3.0.1. Mdme-li totdlné unimoduldarni matici A € Z™*™ a vektor b € Z™, pak iloha

md celociselné TeSeni x € Z™.

Tato vlastnost totalné unimodulérnich matic A se vyuziva napiiklad v tloze hledani maximilniho

toku nebo toku s minimalni cenou.
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4 Uloha maximalniho toku

Tento text je zpracovan podle zdroju [7] a [11]. Uloha maximalniho toku je jednim z problémi v teorii
siti. Hled4 se zde maximalni velikost toku mezi dvéma vrcholy grafu, ktera muze byt poslana skrze sit
tak, aby spliovala omezujici podminky na hranach v podobé kapacit. Tento model mtize popisovat
fadu situaci z redlného svéta, napf. ve vodovodnich sitich a kanalizacich nebo v elektrickych a
transportnich sitich. V tloze maximéalniho toku méame danou s-t sit s kapacitami, coZ je sit se zdrojem
s, stokem t a kapacitami, shora omezujicimi tok prochézejici hranami. Cilem této problematiky je
najit maximalni hodnotu toku val(x), kterou je mozné poslat ze zdroje s do stoku ¢ tak, aby tok
zadnou hranou nepiekro¢il kapacitu dané hrany (x(e) < cap(e)).

Uloha maximalniho toku velmi blizce souvisi s tlohou hledani minimélniho fezu v s-t siti. V této
tloze se hledd miniméalni kapacita fezu mezi komponentou Vy obsahujici zdroj s a komponentou V;
obsahujici stok t. Zjisténi minimalni kapacity fezu ndm muze odhalit slabid mista sité. Napiiklad
pokud budeme chtit zvysit maximéalni tok siti val(x), tak je vhodné zvysit kapacitu hran, které se

nachézeji v miniméalnim kapacitnim fezu cap(Vs, V).

Obrazek 4.1: S-t sit s velikosti toku val(x) = 6 a kapacitou fezu cap(Vs, Vi) = 13, na hranach jsou
uvedené parametry: kapacita hrany, tok hranou

Uvedme si lemma, které nam tyto dva problémy spojuje.

Lemma 4.0.1 (Horni hranice toku). Necht x je libovolny tok v s-t siti N a necht (Vy, V4) je libovolny

s-t Tez. Potom plati ndsledujici nerovnost.

val(x) < cap(Vs, V)

Toto lemma popisuje horni hranici toku, ktera vznika prirozené omezenim hran kapacitami. Tok
hranou x(e) nepiekro¢i kapacitu hrany cap(e), proto také tok z komponenty Vs do komponenty V;

bude zhora omezen souctem kapacit hran vedoucich z Vg do V;. Jelikoz v lemmatu uvazujeme
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libovolny tok x(e) a libovolny fez s-t siti, pak toto lemma plati rovnéZz pro maximalni tok a fez s

minimaln{ kapacitou. Uvedme si zde slabou dualitu toku, ktera vyplyva z lemmatu [£.0.1}

Lemma 4.0.2 (Slaba dualita). Méjme s-t sit N. Necht x* je maximdlni tok v N a necht (V}, V;*)
je minimdalni ez v N. Potom
val(x*) < cap(V, Vi)
V nasledujici vété je uvedena véta o silné dualité, kterd je specidlnim pripadem silné duality
lineadrntho programovani.
Véta 4.0.1 (Ford, Fulkerson [12]). Hodnota maximdlniho toku v siti N je rovna kapacité minimdl-

niho Tezu.

val(x*) = cap(VS, Vi)
Tok v s-t siti na obrazku |4.2 m& po maximalizaci hodnotu 10 a fez cap({s, x,v,w}, {t}) = 10.

Obrazek 4.2: Maximalni tok a minimalni Fez

4.1 Formulace tlohy pomoci LP

Uloha maximalniho toku je Fesitelna pomoci linedrniho programovéani. Nésledujici zapis poskytuje
formulaci priméarni dlohy, tedy tlohy hledani maximalniho toku siti V. Pro tento zapis uvazujme s-t
sit N, tok siti x : £ — R a kapacity hran cap : £ — R™T.

max Z x(e) — Z x(e)

e€dOUT () e€dIN (s)
z.p. Z x(e) = Z x(e) Vo e V\{s,t}
e€dIN (v) e€dOUT (v)
x(e) < cap(e) Ve e E
0 < x(e) Vee E
Formulace dualni alohy [13] je sestavena podle tabulky a souvisi s problematikou hledani mi-

nimalniho fezu (Vs, V4) v s-t siti. Dualni proménné z se vztahuji k hranam sité a proménné y k

vrcholim.

min Z cap(e)ze

ecE
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2.0 Yu — Yp + 2e > 0 Ve = (u,v) € E
—ys+yr > 1 (pro x¥)
Yy €ER YveV

ze >0 Vee B

4.2 Algoritmy

V této ¢asti uvedeme dva vybrané algoritmy, kterymi se d4 fesit iloha maximélniho toku v s-t siti.

4.2.1 Forduiv Fulkersontiv algoritmus

Jednou z mySlenek pfi FeSeni tlohy maximélnfho toku a minimalniho fezu je hledani vhodné roz-
Sifujici cesty v s-t siti, podél niz je mozné navysit aktualni velikost toku. S touto strategii pracuje
jeden z prvnich algoritmii na hledani maximélniho toku Ford-Fulkersontiv algoritmus. Nésledné byl
tento pfistup vylepSsen v Edmons-Karpové algoritmu nalezenim nejkratsi rozsifujici cesty. Diniciv
algoritmus také pracuje na podobném pfistupu, ovSem hleda najednou vSechny nejkratsi rozsifujici

cesty (vice viz [14]).

Definice 4.2.1. Kvazi-cestou v s-t siti nazveme cestu @ s libovolné orientovangmi hranami, kterd

md pocdtek ve vrcholu s a konec ve vrcholu t.

Q = (S = U1, -+ Vi, Uit 15 -+, Uk = t)

Pokud je hrana e; na cesté QQ orientovand z vrcholu v; do vrcholu viy1, tak tuto hranu nazveme
orientovanou doptedu, naopak hranu vedouct z vrcholu viy1 do vrcholu v; nazveme hranou ori-

entovanou dozadu.

Definice 4.2.2. Rozsifujici cestou toku x nazveme kvazi-cestu Q, jejiz tok miZeme navysit na

hrandch orientovanijch dopredu a sniZit na hrandch orientovanych dozadu (o nenulové hodnoty).

Priklad rozsifujici cesty muzeme vidét na obr. [4.3] zde jsou zelené hrany orientované dopredu
a Cervend hrana orientovana dozadu. Zménu toku na rozsifujici cesté ziskdme jako minimum z
cap(e) — x(e) pro hrany orientované dopfedu a x(e) pro hrany orientované dozadu. Tuto hod-
notu poté pri¢teme k toku na kazdé hrané orientované dopfedu a odeceteme od toku na kazdé hrané

orientované dozadu.

Véta 4.2.1 (Charakteristika maximalniho toku, [15]). Mé&jme tok x v s-t siti N. Potom x je mazi-

mdlni tok v N prdvé tehdy, kdyZ neexistuje vylepsujici cesta v N.
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Obrazek 4.3: Rozsifujici cesta v s-t siti

4.2.2 Algoritmus Push a Relabel

Jinou tvahou hledéani maximalniho toku, ktera je pouzita napt. v Goldbergové algoritmu, je metoda
Push and Relabel [16]. Tento pfistup vyuZziva ideu ptrebytku toku neboli pfetoku vrcholu v € V' v
siti bez orientace hran. Pretok p(v) = >, o x(u,v) — >,y X(v,u) je rozdil toku vtékajictho do
vrcholu v a toku vytékajictho z vrcholu v. Uvazujme déle tok x s pfetokem p takovym, Ze tok x
spliiuje omezeni na kapacity, ale mnozstvi toku vtékajici do vrcholu je vétsi nebo rovno mnozstvi
toku vytékajici z vrcholu. Poté je pfetok vrcholu vzdy p(v) > 0. Dale budeme také pouzivat pojem
rezidualni kapacity hrany re(v,w) = cap(v,w) — x(v,w), kterd nam udava mnozstvi toku, které
miZzeme piidat na hrané e, aby nebyla prekrocena kapacita hrany cap(e).

Definujme zakladni operace, které tento algoritmus vyuziva:

e Operace PUSH (v, w) se smi provést, pokud je vrchol v aktivni (p(v) > 0), rezidualni kapacita
je kladna (ry(v,w) > 0) a pro vzdalenosti vrcholt v, w od stoku ¢ plati d(v) = d(w) + 1. Poté
se uré hodnota § = min{p(v),rs(v,w)} a upravi se nasledujici hodnoty x(v,w) + 6, p(v) — 9
a p(w) + 9.

e Operace RELABEL v se smi provést, pokud je vrchol v aktivni (p(v) > 0) a vSechny sousedni
vrcholy w € V, pro které plati r¢(v,w) > 0, maji vétsi nebo stejnou vzdalenost (d(v) <
d(w)) od stoku t. Poté se vypocita nova vzdéalenost vrcholu v od stoku pomoci tvaru d(v) =
min{d(w) +1 | (v,w) € E}.

Nejprve se na hranach vedoucich ze zdroje e = (s,v), v € V nastavi pfetok x(e) = cap(e)
a pro zbylé hrany x(e) = 0. Dale vypoc¢teme piebytek kazdého vrcholu p(v) = Ze:e:(u,v) x(e) —
> ece—(v,u) X(€) mimo zdroj a stok, a nastavime vzdalenost d vrcholu v od stoku #: d(s) = n a
d(v) =0, Vv € V—{s}. Poté se opakované v libovolném pofadi provadi operace PUSH a RELABEL
dokud existuji aktivni vrcholy. Pokud neexistuji zadné aktivni vrcholy, tak algoritmus kon¢i a pietok

je oznacen za maximalni tok v s-t siti.
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5 Toky s minimalni cenou

Pro zpracovani tohoto textu byl pouzit zdroj [6], [15].
V predchozi kapitole jsme se vénovali hledani maximéalniho toku v s-t siti. Dalsi ulohou, kte-
rou se budeme zabyvat bude hledéni b-toku s minimalni cenou. Pfedstavme si ji na tloze hledéni

maximaéalniho toku s minimalni cenou v s-t siti.

0/10,1
5/10,1

N ~N

10/10, 1

10/15,1

0/10,1 ~
5/10,1 —~

Obrazek 5.1: Maximalni tok s cenou toku 65 (vlevo), maximalni tok s cenou 60 (vpravo), na hranéach
jsou uvedené parametry: tok hranou/ kapacita hrany, cena na hrané

Na obrazku méame zobrazené dvé varianty maximalniho toku v s-t siti. Cena toku, kterou
vypocteme vzoreckem ¢(x) = >~ c p(n) X(€)c(e), ma vlevo hodnotu 65 a vpravo hodnotu 60 i presto,
ze se jedna o stejnou velikost toku val(x) = 10. Volbou vhodného toku tedy muzeme znaéné usetfit.
V této tloze navic budeme uvazovat sit, kterd muze obsahovat vice zdroju a vice stoki. Poté se
nejedné o problematiku hleddni maximalniho toku s minimalni cenou, ale o tlohu hledéni b-toku s

minimalni cenou.

Definice 5.0.1. M¢&jme sit N s kapacitami hran u : E(N) — Rq a intenzitami vrcholi b : V(N) —
R, pro které platiy_, oy (nyb(v) = 0. B-tok je funkce x : E(N) — RT spliiugici 0 < x(e) < u(e) pro
vsechny hrany e € E(N) a 3 csour ) X(€) = X cesin(y) X(€) = b(v)pro vsechny vrcholy v € V(N).

Ve vrcholech se zapornou intenzitou b < 0 se tok spotiebovava, proto takové vrcholy miiZzeme
nazvat stoky. Kdezto vrcholy s kladnou intenzitou b > 0 tok vytvafeji a proto je miZzeme nazyvat
zdroje.

Pifipomeiime vétu o existenci toku ktera plati i pro b-tok.

Véta 5.0.1. Méjme sit' s kapacitami N a funkci intenzit b(v) : V(N) — R, pro kterou plati
ZUGV(N) b(v) = 0. Poté existuje b-tok pravé tehdy, kdyz plati

> ule) =) b(v) VX C V(N)

e€5OUT (X) veX
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Vénujme se nyni kritériu optimality. UvaZujme symetrizovanou sit N, kde ke kazdé existujici
hrané e = (u,v) v N pfidame opa¢né orientovanou hranu e = (v, u), které priradime cenu c(v,u) =

—c(u,v). V takto definované reziduélni siti N, je cenova funkce ¢ nezavisla na zméné b-toku.

Definice 5.0.2. Méjme sit s kapacitami N a b-tok x. Roz§itugici cyklus je cyklus v rezidudlni siti

N, podél kterého miZeme meénit cenu b-toku.

Véta 5.0.2 (Klein (1967), |15]). B-tok x v siti (N,u,b,c) md minimdlni cenu privé tehdy, kdyz

neexistuje rozsirujici cyklus se zdpornou cenou.

5.1 Formulace tlohy pomoci LP

Problém tokii s minimalni cenou zapsany pomoci linearniho programovani:

e€dOUT (v) e€dIN (v)

a dualni dlohy:

2e >0 (e€ E(N))

5.1.1 Hledani pripustného reseni

Pokud budeme chtit fesit tlohu toku s minimélni cenou pro sit s vice nez jednim zdrojem a jednim
stokem viz Obrazek (vlevo), tak muZeme sit prevést na s-t sit viz Obrazek . S-t sit vytvoiime
priddnim vrcholu s reprezentujici zdroj a vrcholu ¢ reprezentujici stok. Vrchol s poté spojime se
v8emi vrcholy u s kladnou intenzitou b(u) > 0 a kapacitu nastavime na cap(s,u) = b(u), u € V.
Vrchol t propojime se vSemi vrcholy u se zapornou intenzitou b(u) < 0 a kapacitu téchto hran
nastavime na cap(u,t) = —b(u), u € V. Cena pfidanych hran je nulova. V této vytvorené s-t siti
hleddme maximalni tok s minimalni cenou. Velikost val(x) maximélniho toku x v nové vytvorené

s-t siti je roven celkové produkei vrcholi b(v) > 0 v pavodni siti N.
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Obrazek 5.2: Tok s vice zdroji a stoky (vlevo), tok s jednim zdrojem a jednim stokem (vpravo), na
hranéch jsou uvedené parametry: kapacita hrany, cena hrany

5.2 Algoritmy

Mezi algoritmy feSici lohu minimélniho toku patii napfiklad: algoritmus rueni zapornych cyklu,

sitovy simplex a algoritmus Skalovani kapacity. Tato ¢ast byla ¢erpana ze zdroja: [17], |18§].

5.2.1 Residualni graf

V nasich algoritmech pracujeme s residualnim grafem, kde jsou vrcholim pfifazeny dualni proménné,

jez oznacujeme jako potencidly, a hrandm pfifazujeme dualni proménné, znamé jako reziduélni ceny.

5.2.2 RusSeni zapornych cykli

V tomto algoritmu uvazujeme zadany b-tok, jehoZ cenu budeme chtit dale minimalizovat. Algoritmus
se provadi ve tfech hlavnich krocich: definovanim reziduélni sité, hledanim cykli se zapornou cenou
a apravou toku.

Zacnéme definovanim rezidualni sité N, = (V,, E;), kde vrcholy rezidualni sité jsou V;(Ng) =
V(N) a mezi hrany E, reziduélni sité N, patii hrany E z ptuvodni sité N, pro které plati cap(e) —
x(e) < 0, reziduélni cena téchto hran je c;(e) = c(e). Do mnoZiny E, pridame déle hrany opaéné

—c(e).

orientované k hranam e € E, pro které plati x(e) > 0, které maji rezidualni cenu c,(e) =

Tyto hrany E, maji tok rovny rezidualni kapacité:

e = (u,v) € E : cap(e) — x(e)
e=(v,u) ¢ FE:x(e)

V takto definované rezidualni siti N, hledame cyklus C, podél néhoz mé tok zapornou cenu. Pokud
takovy cyklus C nalezneme, tak zjistime parametr 6 = min{e € C : r(e)}, ktery uréi, jak velky tok

budeme v ptvodni siti N opravovat. Déle upravime tok hran ptvodni sité IV, které jsou obsazeny v

18



cyklu C. Pokud je hrana e € E orientovana souhlasné s cyklem C, tak tok touto hranou je x(e) + 9.
Pokud je hrana e € E orientované opa¢nym smérem, tak tok touto hranou je x(e) — .

V tomto algoritmu se hodnota b-toku minimalizuje hledanim zadpornéch cyklt v rezidualni siti a
nésledné jejich rusenim. Pokud v rezidudlni siti neexistuje zadny zadporny cyklus, tak se algoritmus

ukonéi s optimalnim FeSenim x.

5.2.3 Sitovy simplex

V tomto algoritmu je vyuzita kostra sité, kterou budeme znacit T. Jedna se o sit, ze které jsou
odebrany hrany tak, aby sit zlistala souvisla, ale neobsahovala zddné cykly v neorientované verzi.
Princip sitového simplexu spoc¢iva v hledani kostry s miniméalni cenou toku tak, aby vysledny tok
spliioval podminky b-toku. Tento algoritmus se skldda ze tii kroktu. Nejprve nalezne pripustnou
kostru sité, nésledné rozhodne zda se jedna o optimalni kostu ¢i nikoli. Pokud se nejdena o optimélni
kostru, tak ji vylepsi a opakuje tyto tfi kroky do doby, nez najde optimalni kostru.

Nyni pfedstavime jednotlivé kroky sitového simplexu podrobnéji a zacneme inicializaci. Mé&jme
tedy kostru 7' = Ep\E s hranami Ep a tokem x spliiujicim podminky b-toku na této kostte.
Takovouto kostru T" budeme déle nazyvat pfipustnou. Dale méjme mnozinu hran L, pro které plati
x(e) = 0 a mnozinu hran U, do které patii hrany x(e) = cap(e). Mnoziny L a U tedy na zacatku
algoritmu nastavime L = F a U = (). Nastavme také potencial w(x) = 0 pro nas libovolné zvoleny
vrchol x € V' a potencialy ostatnich vrcholi dopo¢teme ¢, — 7(u) + w(v) =0, e = (u,v) € Ep.

V dalsim kroku se poté otestuje, zda je kostra T" optimalni. Pokud neni v L UU hrana e € L :
crx(e) <0mneboe €U : cz(e) > 0, tak se algoritmus zastavi.

Vyberme hranu v LU U spliujici e € L : cz(e) <0 neboe € U : cr(e) > 0 a najdéme cyklus C

v T'U e. Dale uvazujme cyklus C orientovany ve sméru hrany e a ureme parametr

5 cap(e) — x(e) pro hrany orientované ve sméru C
= min

x(e)pro hrany orientované proti sméruC

Tok x tedy rozsifime tak, Ze k toku na hranach orientovanych po sméru C' pfic¢teme §: x(e) + 9, a k
tokim na hranach orientovanych proti sméru C' ode¢teme §: x(e) — . Jedna z hran cyklu C' dosahne
toku x(e) = cap(e), nebo x(e) = 0. Ozna¢me tuto hranu pismenem a.

V dalsim kroku upravime kostru 7' tak, abychom déle pracovali znovu s kostrou sité. Do mnoziny
T pfidame hranu e a naopak odebereme hranu a. Z mnoziny L odebereme hranu e a ptidame hranu
a, pouze pokud tok na hrané a je x(a) = 0. Mnozina U jsou poté zbylé hrany sité, které nepatii
do mnozin 7" a L. Po upraveni mnozin 7', L, U znovu vypocteme potenciél m(v) pro vSechny vrcholy

v € V—{x} s vyuzitim hodnoty 7(x) = 0. Nésleduje znovu krok s testovanim oprimality kostry sité.
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6 Konvexni programovani

V této kapitole se budeme zabyvat nelinearn{ optimalizaci tiloh , konkrétné konvexnim programovéa-
nim [19], [20].
Optimalizacni problém méa obecné podobu
minimalizovat nebo mazimalizovat f(x)
za podminek x € S
minimalizovat nebo mazimalizovat f(x)
za podminek x € S

kde S je pfipustna mnozina v R™ a f(x) je realna funkce definované na S. Nelinearni optimaliza¢ni
tiloha obsahuje nelinearni cilovou funkei, nebo nelinearni podminky definujici mnozinu S. Ulohy lze

mezi sebou pievadét a z maximaliza¢ni tlohy se d& snadno vyrobit loha minimalizaéni:
max{f(z):z € S} = —min{—f(z) : z € S}.
Déle budeme optimaliza¢ni problém uvazovat ve formé

gggf(x) (6.1)

kde S={z e R" : g;(z) <0, i =1,...,p}.
Definice 6.0.1. MnoZinu nazveme kompaktng, jestliZe je uzaviend a omezend zdrover.

Nutno poznamenat, Ze ne vzdy existuje minimum funkce. Vét§inou je nalezeno infimum cilové
funkce z divodu nekompaktnosti mnoziny, nebo nespojitosti funkce na mnoziné. Jelikoz v tloze
mnozina S je uzaviend a omezena, tak nasledujici véta zarucuje existenci feSeni v nasi tloze.

Nasledujici véta popisuje postacujici podminky pro existenci minima.

Véta 6.0.1 (Weierstrassova véta). Méjme neprazdnou kompaktni mnozZinu S C R™ a spojitou funkci

na S f:S — R. Potom funkce f(x) md alespori jedno globdlni minimum (mazximum) na mnoZiné S

6.1 Uvod do konvexniho programovani

Pro formulaci tlohy konvexniho programovani si nejprve definujme pojmy jako je konvexni mnozina

a konvexni funkce. Pro definovani pojmu konvexni mnoziny pouZijeme konvexni kombinaci bodi.
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Definice 6.1.1. Méjme body x1,x3, ...,z € S, kde S C R" a nezdpornd c¢isla A1, A2, ..., A\p, pro
kterd plati Y iy A\i = 1. Bod x je konvexni kombinaci bodi, pokud plati:

n
=1

V definici konvexni mnoziny vyuzijeme konvexni kombinace dvou bodi.

Definice 6.1.2. Mnozina S C R" je konvexni mnoZina, jestlize pro libovolné dva prvky x,y € S
a pro libovolny parametr o € (0,1) € S plati

ar+ (1 —a)y € S.

Pozadujeme tedy, aby tsecka mezi libovolnymi dvéma body z,y € S lezela rovnéz v konvexni
mnoziné S C R". Prikladem konvexni mnoziny muze byt mnozina na obrazku (vlevo). Mezi
konvexni mnoziny néleZi i prazdna mnoZina () nebo prostor R™. Poznamenejme, Ze prinikem dvou
konvexnich mnozin je opét konvexni mnozina. Tato vlastnost je zna¢né uzite¢néd pro konvexni opti-

malizaci, protoze dovoluje kombinovat konvexni podminky v konvexni optimaliza¢ni tloze.

Obrazek 6.1: Priklad konvexni mnoziny (vlevo) a nekonvexni mnoziny (vpravo)

Na obrazku (vpravo) miZzeme také vidét piiklad nekonvexni mnoziny. MnoZina vpravo neni
konvexni, protoze konvexni kombinace bodi x,y € S neni uzavienou operaci na mnoziné S, takze
nékteré prvky vzniklé konvexni kombinaci prvkia x,y € S nelezi v mnoziné S.

Dale definujme konvexni funkci.

Definice 6.1.3. Konvexni funkce je funkce f : S — R takovd, Ze pro libovolné dva prvky xi,xo €
S CR™ a parametr a € (0,1) a plati:

flazy + (1 = a)z2) < af(x1) + (1 —a)f(z2). (6.2)

Na levé strané nerovnice je funkce pouzitd na konvexni kombinaci bodu x1,x9, kdezto
na pravé strané je konvexni kombinace funkénich hodnot x1,xzs. V pfipadé konvexni funkce bude
leva strana vzdy mensi nebo rovna pravé strané. Rovnost téchto stran nastane v pripadé, kdyz
funkce bude lineérni, coz je krajni pripad konvexni funkce. Na obrazku muzeme vidét vizualizaci
nerovnice . Cernou barvou je vykreslena leva strana nerovnice a oranzovou barvou je znazornéna
prava strana.

Dilezitou vlastnosti konvexnich funkci v oblasti konvexni optimalizace je vztah mezi lokalnimi
a globalnimi minimy. Lokalni minimum konvexni funkce je diky vlastnostem konvexity zaroven glo-

balnim minimem této funkce.
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Obrazek 6.2: Vizualizace definice konvexni funkce

6.2 Formulace tlohy konvexniho programovani

Uloha konvexniho programovani je optimalizacni tloha, jejimZ cilem je nalézt optimalizaéni pro-
ménnou X € R™ minimalizujici cilovou funkei f(x). Tato tdloha je ¢asto doplnéna o podminky, které

omezuji mnozinu S, na které hleddme optimum. Formulujme si tlohu nésledovné:

minimalizovat  f(x)
za podminek:  g¢;(x) <
hj(x) =

0 Viel 2, .I
0 Vjiel,2, ..J,

kde cilova funkce f(x) je konvexni funkci. Podminky g;(x) nazveme podminkami typu nerovnosti a
pozadujeme, aby byly konvexnimi funkcemi. Kdezto od podminek typu rovnosti hj(x) vyzadujeme,
aby byly afinnimi funkcemi. Kazda z podminek g; a h; definuji konvexni mnoZzinu, jejichz prtni-
kem ziskdme opét konvexni mnozinu, kterou budeme znacit S. Hledani globalnich minim konvexni
funkce f(x) na konvexni mnoziné S v tomto pripadé odpovida tloze hledani lokalnich minim funkce.

Formulaci ulohy konvexniho programovani miZeme také zapsat pomoci nésledujiciho vyrazu:

min f(x). 6.3
min () (63)
Optimaliza¢ni proménnou x spliwjici podminky tlohy nazveme pfipustnym fesenim alohy (6.3)).

Optimélnim feSenim ulohy (/6.3]) nazveme takové pfipustné feseni x*, pro které plati f(x*) < f(x).

6.3 Dualita v konvexnim programovani

V této Casti textu zavedeme dudlni alohu k primarni dloze (6.3). Jedné se o alternativni pohled
na primarni tlohu, ktery nam miize pomoci odvodit nékteré jeji vlastnosti. Budeme se zde také

zabyvat tim, Zze optimalizace primarni a duélni tlohy vedou k ekvivalentnim vysledktim. V urcitych
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pripadech muze byt feSeni dualni dlohy vyrazné jednodussi, coz je dalsi divod, pro¢ dualitu jako
takovou zminujeme. Zavedme nejprve max-min nerovnost. (Uvazujme, Ze vSechna pouZitd maxima
i minima existuji.)

Véta 6.3.1. Pro libovolnou funkci f : X xY — R:

. o
max min flx,y) < min max f(z,y)

Diikaz. Pro libovolna 2’ € X a y € Y plati:

. / / /
min f(z',y) < f(z',y).
min f(2,y) < (@)
Pokud je tedy predchozi vyraz pravdivy pro libovolné 2’ € X, pak je také pravdivy pro x s maximalni
hodnotou:

i < N.
maxmin f(z,y) < max f(z.y')

Tento vyraz je pravdivy pro viechna ¢y’ € Y, tedy je pravdivy i pro minimélni y a plati:

. o
max min flz,y) < min max f(z,y)

O]

Vétu[6.3.1 miizeme slovné interpretovat nasledujicim zptsobem. Maximum z minimalnich hodnot
je mensi nebo rovno minimu z maximalnich hodnot. Pokud nastane rovnost, tak bod (x,y) nazveme
sedlovym bodem funkce f.

Uvazujme nyni primarni optimalizacni tilohu P ve tvaru:
min f(x) za podminek: g;(x) <0, i =1,2,..., 1. (P)
Zavedme Lagrangeovu funkci nazyvanou Lagrangian £ primérni tlohy s lagrangeovymi multipli-
katory \; >0, i =1,2, ..., I:
I
L=fx)+Y Nigi(x)
=1
Pokud jsou v8echny podminky g¢;(x) < 0 splnény, tak je suma Zi[:l Aigi(x) jisté zaporna nebo
nulovéa. Za predpokladu, Ze je alesponi jedna podminka nesplnéné, tedy g;(x) > 0, tak pii zvySovani
parametru A;(x) — oo bude i £(x,\) — oo. Jelikoz se ale snazime o minimalizaci £(x, ), tak tato

varianta neni prili§ privétivou. Zavedeni Lagrangianu nam tedy dava jiny zpusob zapisu cilové funkce
primarni ulohy (P):

P(x) = max L(x, )
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Cilovou funkei P(x) chceme minimalizovat pres x, tedy:

min P(x) = min max £(x, \)
X X  A>0

Na tlohu pouzijeme diive zminénou vétu [6.3.1] a ziskdme tak dolni odhad priméarni dlohy.

max min £(x, \) < min max £(x, A)
A>0 x X A>0

Zavedme dualni cilovou funkci D popisujici spodni hranici priméarni tlohy, kterou budeme chtit
maximalizovat vzhledem k A:

D) = m}in L(x, ).

Formulujme dualni tlohu k primérni tloze @
max D(\) za podminek: \; >0, i =1,2,...,I. (D)

Uvedme nyni vétu o slabé dualité.

Véta 6.3.2 (Slaba dualita). Necht vektor x* je globalnim minimem primdrni ilohy. Poté pro kaZdou
A >0 platt
D(A) <D(X) < f(x7),

kde X\* je globdlnim maximem dudlni ilohy.

Rozdil hodnot f(x*)—D(A*) se nazyva dualitni rozdil, pokud je roven nule, tak plati silna dualita.

D(A) = mi

maxD(A) = min P(x)
Zatimco slaba dualita plati vzdy, siln& dualita plati pouze za urcitych podminek. Uvedme nyni

Slaterovu podminku, ktera bude vyuzita ve vété zarucujici silnou dualitu.

Slaterova podminka:

Omezeni g;(x) jsou konvexni pro (i = 1,...,I) a existuje X spliwjici ¢;(X) <0 (i = 1,...,I) NAX = b.

Véta 6.3.3 (Slaterova, [21]). Pokud je optimalizaéni problém konvexni a plati Slaterova podminka,

tak plati také silnd dualita.

6.4 Karush-Kuhn-Tuckerovy podminky

V této casti predstavime nutné podminky pro existenci lokadlniho minima systémem rovnic a nerov-
nic, které se nazyvaji Karush-Kuhn-Tuckerovy podminky. Diky konvexité cilové funkce a pfipustné
mnoziny S, tyto podminky plati i pro globalni minimum. V nésledujici vété zavadime nutné pod-

minky pro tlohu s podminkami typu nerovnosti g;.

Véta 6.4.1. KazZdd z ndsledujicich podminek je kvalifikace omezeni:
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1. gi(z) =alz —b;, a; e R\{0}, b; €R (i =1,...,]) (podminka linearity)
2. gi(x) je konvexni (i = 1,...,1) a ezistuje T splniujici g;(T) < 0 (i =1, ..., I)(Slaterova podminka)
3. Vektory Vg;(x*), i € I(x*), jsou linedrné nezdvislé
Prvni dvé nutné podminky ve vété [6.4.1] zarucuji regularitu bodu x* € S, ktera je vyzadovana v
nésledujici véteé.
Véta 6.4.2. Necht jsou cilovd funkce f(x) a podminky g;(x) spojité diferencovatelné na oteviené

mnoziné A obsahujici S, a necht x* je bodem lokdlniho minima takovim, Ze podminky jsou v tomto

bodé x* requldrni. Poté plati ndsledujici KKT podminky:

1. gi(x*) <0, 1=1,..,1

2. existuje \; > 0 takové, Ze A\igi(x*) =0, i=1,...,1

3. Vf(x*)+ Zle A\iVgi(x*) =0

Nasledujici véta je rozsifenim piedcozi a uvadi nutné podminky KKT pro tlohu [6.3] ve které
dovolujeme i rovnostni podminky h;(x).
Véta 6.4.3. Necht jsou cilovd funkce f(x) a podminky g;(x) a h;(x) spojité diferencovatelné na
oteviené mnoziné A obsahugjici S, necht také x* je bodem lokdlnitho minima. Ddle pTedpoklddejme,

Ze vektory Vg;(x*) a Vh;(x*) jsou linedrné nezdvislé. Poté plati ndasledujici KKT podminky:
1. gi(x*)<0(=1,...1), hj(x*)=0(j =1,...,J).

2. Existuje \; >0 (i =1,..1) apj € R (j =1,...,J) takové, Ze

1 I
V) + Y NVaix) + > pVhi(x*) =0
=1 =1

Ngi(x) =0 (i=1,...1)

6.5 Separabilni programovani

Tato kapitola je zpracovana podle [22]|. Cilova funkce f(x1,zo,...,2,) je separabilni pokud muze
byt vyjadiena jako suma n jednotnych funkei f(z1), f(z2), ..., f(xn). Tzn. miZeme si ji predstavit

nasledovné
flxy, e, .coyxn) = f(x1) + flaa) + ... + f(zn)

Myslenka separabilniho programovani spo¢iva v rozdéleni jednotlivych funkei f(x1), f(x2), ..., f(zn)
na funkce po ¢astech linearni, abychom pak na problém mohli pouZzit simplexovy algoritmus. Speci-
alni pfipad separabilnfho programovani nastéava pokud jsou podminky g;;(z;;) konvexni pro vSechna
i a j,coz nam zajistuje konexni prostor feSeni. Navic pokud je fj(x;) konvexni cilova funkce mini-

malizace pro v8echna j, poté méa problém globalni feSeni.
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Obrazek 6.3: Po ¢astech linearni aproximace konvexni funkce f(x) = %a;2
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7 Toky s konvexnimi cenami

Uloha toku s konvexnimi cenami hran [23] je v zdkladnim principu stejna jako tloha minimalni ceny
toku. Rozdil je v cilové funkei f(x), ktera v tloze toku s konvexni cenou je nelinearni. Uved'me zapis

této tulohy

minimalizovat  f(x)
za podminek: Ax =b (7.0)
O<x<u

kde A je inciden¢ni matice sité N a vektor b je vektor intenzit.

7.0.1 Po castech linearni aproximace

Jednou z metod ([23], [24]) pro fesent tlohy (7}0) je aproximace cen jednotlivych hran po ¢astech
linearni funkci. Pfedpokladejme tedy, Ze cilova funkce f(x) je separabilni a plati f(x) = ), fe(x(e)).
Separované funkce f. jsou cenové konvexni funkce ¢, hran. Kazdou z téchto funkci aproximujeme p

linedrnimi funkcemi viz obrazek 6.3l

minimalizovat Z P (x(e)?) (7.1)
e’p

za podminek: Z AxP =D (7.2)
P

O <xP<uP (7.3)

po_
ij =
A pro ulohu obsahuje p-krat stejny zapis kazdé hrany. Kazda hrana efj = (i,7) ma kapacitu
p _ ufe)

V této metodé tedy kazdou hranu e = (i, 7) nahradime p hranami e (i,7). Matice incidence

u a cenu cj;. Touto tpravou jsme ziskali linedrni tlohu hledéani toku s minimaln{ cenou za

ij =
cenu navyseni podminek o p-krat.

Tok v po ¢astech linearni siti nazveme usporadany pokud jsou hrany s vySsi cenou pouZity
poté, co jsou plné nasyceny hrany s nizsi cenou. Nalezeny piipustny tok nemusi byt usporddangm
tokem, ale optimalni tok je vzdy usporddany.

Na obrézku je reprezentovana linearizace cenové funkce c;; po ¢astech linedrni cenovou funkei

c = Vizuélni reprezentace zmény sité je uvedena na pitfkladu jedné hrany x;; na obrazku .

7.0.2 Frankové-Wolfeho algoritmus

Dalsi metodou pro feSeni tilohy toku v siti s konvexnimi cenami je pouziti Frankové-Wolfeho algo-

ritmu [23]. Tato metoda fesi tlohu s konvexni diferencovatelnou cilovou funkei a linearnimi podmin-
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Obrazek 7.2: Transformace hrany s konvexni cenou na vice hran s linearnimi cenami

kami. Predpokladejme, Ze cilova funkce f(x) je diferencovatelna pro {x : O < x < u} a Vf(y) je

gradient cilové funkce v bodé y. Uvedme tvrzeni udavajici dolni omezeni g cilové funkce f(x).

Lemma 7.0.1. Pokud je f(x) konvexni a md spojitou proni derivaci,
tak f(x1) > f(x2) + Vf(x2)(x1 — x2) pro libovolné dva body X1 a Xs.

Lemma 7.0.2. Mé&me optimum x* lohy @ 0) a pFipustny tok y.
Necht z tesi ilohu min{V f(y)x : Ax =b, O < x <u}. Potom f(x*) > f(y)+ Vf(y)(z—Yy).

Frankové-Wolfeho algoritmus

1.

Inicializace. M&me libovolny proveditelny tok yo. Nastavme iterace k = 0, dolni hranici cilové

funkce f = —o0 a zvolme ukoncovaci parametr € > 0.

. Resent sitového podproblému, aktualizace mezi, kontrola ukoncovaci podminky. Ozna¢me FeSeni

zy, problému min{V f(yx)x : Ax =r,0 < x < u}. Nastavme [ < max{l, f(yx)+Vf(yr)(zr —
vi)}. Pokud f(yx) — 8 < €, ukonceme algoritmus s tokem yy, jako e-optimum; jinak k = k+ 1.

Line Search. Dovolme, aby y; byl tok na tseCce mezi y;_1 a z;_1 majici nejmensi hodnotu

acelové funkce a jdéme na Krok 2.
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Existuji rizné piistupy pro volbu parametru « |25]. Jednim ze zptisobt volby je pfes minimalizaci

o = minge(o,1y f(Yx + @(zr — y&)). Dalsi moznosti je volba kroku a v zévislosti na aktualni iteraci

2

ka:m

Obé varianty « budou testovany v kapitole .
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8 Algoritmy a porovnani

V této Casti prace porovname dva piistupy feSeni tlohy toku s konvexnimi cenami uvedené v kapitole
[7, které jsem implementovala pomoci softwaru Matlab.
Testovani algoritmi je provadéno na souborech dimacs, které jsou vygenerované pomoci knihovny

pynetgen [26] v jazyce Python. PouZité soubory dimacs maji nasledujici strukturu:

e c je radek obsahujici komentar. Komentaie jsou uvedeny na zac¢atku souboru a informuji o

vlastnostech sité (pocet vrcholi, pocet hran, pocet zdroju, ...).

° Rédky s pocatecnim pismenem p obsahuji specifikaci problému, v nasem pfipadé jsou ve tvaru:

p min 100 800. Tedy minimalizujeme sit se 100 vrcholy a 800 hranami.

e Dale tento soubor obsahuje fadky n, které popisuji produkci nebo spotiebu jednotlivych vr-

cholu.

e V neposledni fadé soubor obsahuje fadky a popisujici hrany s informacemi: poc¢ate¢ni vrchol

hrany, koncovy vrchol hrany, dolni omezeni, horni omezeni a cena toku.

V této praci jsou testované dva typy siti (Fidké a husté) zavedené podle predlohy v ¢lanku
[17]. Ridké sité s linearnim poCtem hran uvazujeme m = 8n a husté sité se superlinedrnim po-
¢tem hran m =~ n./n, kde m zaokrouhlime na celé ¢islo. Budeme uvazovat sité s poc¢tem vrchola
naristajicim po 50 od n = 50 az do n = 1000. Ridkeé sits jsou v priloZenych souborech oznaceny
jménem dimacs_300.txt - dimacs_319.txt. Husté sité jsou poté pojmenované dimacs_400.txt -
dimacs_419.txt. Budeme uvaZovat sité s konvexnimi cenami hran typu 2 nebo az?+bz3 +cz? +dz,
kde koeficienty a,b,c,d > 0, aby byly ceny hran e konvexni na intervalu (0, u(e)). Poznamenejme
také, Ze cenové funkce hran prochézi 0 pfi nulovém toku hranou.

Zastavovaci parametr volme € > 0. UvaZzujme zastavovaci podminku f(yx) — 3 < ¢, kde e = 1,
pro absolutni chybu. Pro relativni chybu uvazujme zastavovaci podminku f(y;# <€, kde e = 0.01.
Relativni chyba je v tomto pripadé vhodnéjsim zastavovacim parametrem, protoze dopredu nevime,
v jakém Fadu se pohybuje optimalni cena sité. V néasledujici sekci otestujme jaky vliv na cenu a

pocet iteraci ma relativni a absolutni chyba pouzita jako zastavovaci podminka FW algoritmu.

8.0.1 Testovani absolutni a relativni chyby

Porovnejme rozdil mezi absolutni chybou a relativni chybou na hustych sitich s konvexnimi cenami
hran ax? + ba® + cx? + dx. Na obrazku muzeme vidét, Ze hodnoty cen pro absolutni chybu s
krokem o vypocitanym pomoci linesearch jsou skoro k nerozeznami od cen ziskanych pro relativni

chybu at uz s krokem « vypocitanym pomoci linesearch nebo s krokem o = QJ%,C Na obrazku[8.1(a)

N 2
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«10% Porovnani cen s absolutni a relativni chybou

«10*Potfebny pocet iteraci pro absolutni a relativni chybu 10
25 & ® —&— absolutni chyba (linesearch) & ——c— absolutni chyba (linesearch)
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(a) Porovnani poc¢tu iteraci pro ukonéeni pomoci (b) Porovnani vyslednych cen pro ukon&eni pomoci
absolutni chyby s a = linesearch a

absolutni chyby s a = linesearch a
relativni chyby s a = linesearch a @ = 2_%@ relativni chyby s a = linesearch a o = 24_%

Obréazek 8.1: Husté sité s cenou ax? + bz + cx? + dx na hranach

8.0.2 Testovani kroku «

Porovnejme krok « v fidkych sitich s konvexni cenou hran 2. Porovnéavat budeme parametr o podle
jiz zminéného zdroje a budeme ho volit jako o = minge(o,1y f(yx + @(zr — y&)) nebo a = QJ%k
Na obrazku [8.2] mtizeme vidét, Ze vysledné ceny tokt vychazely dosti podobné.

Porovnani cen
107 a=linesearch a o = 52

[N

vysledna cena
e

=3
o

i

=)
N

0
0 100 200 300 400 500 600 700 800 900 1000
pocet vrcholl

Obrazek 8.2: Ridké sité s cenou z2 na viech hranach

Na obréazku vidime porovnani poétu iteracich potiebnych pro jednotlivé volby parametru
a a na obrazku [8.4(a)| vidime poti¥ebny ¢as pro dobéhnuti Frank-Wolfeho metody. Pokud zvolime
a= 24%1« tak doba vypoctu pro jednotlivé sité zabere vice ¢asu. Tedy z ¢asového i itera¢niho hlediska
se ndm vyplati v kazdém kroku napocitat krok o pomoci linesearch.
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Porovnani poétu iteraci a=linesearch a a = .,EL
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pro o = linesearch a o = 377 pro o = linesearch a a = 573

Obrazek 8.3: Ridké sité s cenou 22 na viech hranch

8.0.3 Porovnani volby pocatec¢nich tokt ve Frankové-Wolfeho metodé

Ve snaze o optimalngjsi b&h Frankové-Wolfeho algoritmu jsme se pokusili vlozit predoptimalizo-
vany tok nalezeny pomoci po ¢astech linedrni aproximace cen. Na obrazku miizeme vidét, Ze
Frankové-Wolfeho metoda s pfedoptimalizovanych tokem (FW s linearizovanym tokem) potiebuje
pro nalezeni optima méné iteraci. Jestlize néas ale bude zajimat i ¢asova naro¢nost hledani piedop-
timalizovaného toku, tak na obrazku [8.4(a)| zjistime, Ze FeSeni pomoci linearizace nadm zabere vice
¢asu, nezli samotné pusténi Frankové-Wolfeho algoritmu z pripustného feSeni nalezeného pomoci

hledani maximalniho toku v siti.

Porovnani ¢asu potfebnych pro FW metodou a ¢aste¢nou linearizaci 1100 Potfebny pocet iteraci pro FW metodou
—&— FW s linearizovanym tokem —&— FW slinearizovanym tokem
2500 [ | —+— FW s maximalnim tokem 1000 [ | —#— FW s maximélnim tokem
linearizace pro p=100
900 K Ak
2000 [N
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S B 600 * / \
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e e S w00 d
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(a) Porovnani ¢asové naro¢nosti pro po ¢astech lineari- (b) Porovnani poétu iteraci pro rizné po&ate¢ni toky
zovanych cenovych funkci a riiznych pocatecnich toki, vstupujici do metody FW

vstupujicich do metody FW

Obrazek 8.4: Ridké sité s cenou x2 na viech hranach
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9 Zaveér

V préci jsme uvedli piehled zakladni problematiky tokt v sitich a zamérili jsme se na klasické tlohy
hledani maximéalniho toku a hledani toku s minimélni cenou (pro pfipad linearnich cen).

do prace zafazena kapitola vénujici se konvexni optimalizaci. Standardné uvadénou problematikou v
této oblasti je pripad konvexnich kvadratickych cen. My jsme se vénovali obecnéjsi tloze, kdy cena
byla dana polynomem, ktery je na nami pouzitém intervalu konvexni.

Ptinosem préace je prozkoumani moznosti zakladnich pristupt k tloze tokd s konvexnimi cenami
hran. Celkové cena toku je souctem konvexnich cen na jednotlivych hranach a tvofi tak obecnou
konvexni (separabilni) funkci. Mezi zkoumané pfistupy patii metoda aproximace po ¢astech linear-
nimi funkcemi a metoda Frankové-Wolfea. Vénovali jsme se jejich propojeni a rovnéz moznostem
rychlého vyuziti z praktického pohledu (pracovali jsme proto i s relativni chybou iterativni metody).

PrestoZe metoda Frankové-Wolfea méa pro vhodné nastaveni parametri dokidzanou linearni kon-
vergenci, z praktického hlediska jsou vypocetni ¢asy této metody znacné vysoké i pro malé sité. To
byl divod nageho pfistupu pro kombinovani této metody s metodou aproximaci.

Metody a jejich kombinace byly testovany na fidkych a hustych sitich, tj. sitich s linedrnim
poc¢tem hran, resp. superlinedrnim.

Moznost pro dalsi zkouméni dlohy pfedstavuje vyuziti tzv. metod vnitfniho bodu, které jsou v
oblasti toku v sou¢asné dobé obecné uvadény prevazné jen pro ulohy s kvadratickymi (konvexnimi)

cenami.
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Prilohy

Program

e cteniSouboru.m

e frankWolfeAlgorithm.m

e generateConvexFunction.m

e linearizacePoCastech.m

e pripustnyTok.m
Vstupni soubory

e dimacs_300.txt - dimacs_319.txt

e dimacs_400.txt - dimacs_419.txt
Generovani vysledki

e porovnani_chyb.m

e porovnani_kroku_alpha_x2.m

e porovnani_vstupu_FW_x2.m

34



Bibliografie

1]
2]

13l

4]

[5]

(6]
7]

18]

19]
[10]
[11]

[12]
[13]

[14]
[15]
[16]

[17]

[18]

Geir Dahl. ,Network flows and combinatorial matrix theory“. In: Lecture Notes (2010).

Jorgen Bang-Jensen a Gregory Z Gutin. Digraphs: theory, algorithms and applications. Springer
Science & Business Media, 2008.

Open University Course Team. Graphs and digraphs: Graphs 1. en. Milton Keynes, England:
Open University Worldwide, 1995.

John Adrian Bondy, Uppaluri Siva Ramachandra Murty et al. Graph theory with applications.
Sv. 290. Macmillan London, 1976.

Charles A Micchelli. Selected Papers Of Alan J Hoffman (With Commentary). World Scientific,
2003.

Ravindra K Ahuja, Thomas L. Magnanti a James B Orlin. ,Network flows®*. In: (1993).

Jonathan L Gross, Jay Yellen a Mark Anderson. Graph theory and its applications. Chapman
a Hall/CRC, 2018.

KAMMFF Matousek UK. Linedrni programovdni (Uvod pro informatiky). https://iti.mff.
cuni.cz/series/2006/311.pdf. 2006.

Vasek Chvatal. Linear programming. New York : W.H. Freeman, 1983.
Milan Hladik. ,,Celo¢iselné Programovani®. In: Katedra aplikované matematiky (2017).

Tim Roughgarden. CS261: A Second Course in Algorithms Lecture# 1: Course Goals and

Introduction to Mazimum Flow. 2016.
L. R. Ford a D. R. Fulkerson. Flows in Networks. Princeton University Press, 1962.

William J. Cook et al. Combinatorial optimization. USA: John Wiley & Sons, Inc., 1998. ISBN:
047155894X.

Martin Mares a Toméas Valla. Privodce labyrintem algoritmii. CZ. NIC, 2017.
Bernhard H Korte et al. Combinatorial optimization. Sv. 1. Springer, 2011.

Andrew V. Goldberg a Robert E. Tarjan. ,A new approach to the maximum-flow problem®.
In: J. ACM 35.4 (¥ij. 1988), s. 921-940. 1SSN: 0004-5411. DOI: [10.1145/48014.61051. URL:
https://doi.org/10.1145/48014.61051!

Péter Kovacs. ,,Minimum-cost flow algorithms: an experimental evaluation®“. In: Optimization
Methods and Software 30.1 (2015), s. 94-127.

Sennosuke Watanabe, Hodaka Tanaka a Yoshihide Watanabe. ,Network Simplex Algorithm
associated with the Maximum Flow Problem®. In: arXiv preprint arXiv:1706.04302 (2017).

35


https://iti.mff.cuni.cz/series/2006/311.pdf
https://iti.mff.cuni.cz/series/2006/311.pdf
https://doi.org/10.1145/48014.61051
https://doi.org/10.1145/48014.61051

[19]

[20]

[21]

[22]
[23]

[24]

[25]

[26]

Nguyen V. Thoai Reiner Horst Panos M. Pardalos. Introduction to Global Optimization. Kluwer
Academic Publisher, 1995.

Marc Peter Deisenroth, A Aldo Faisal a Cheng Soon Ong. Mathematics for machine learning.
Cambridge University Press, 2020.

Stephan Wolf, Stephan M Giinther a M Sc. ,, An introduction to duality in convex optimization®.
In: Network 153 (2011), s. 153-162.

Hamdy A Taha. ,Operations Research An Introduction®. In: (2017).

Jeff L Kennington a Richard V Helgason. Algorithms for network programming. John Wiley
& Sons, Inc., 1980.

F.-Javier Heredia. Conver Cost Flows. https://upcommons . upc.edu/bitstream/handle/
2117/191052/nf07_convex_cost_flows-4969.pdf?sequence=7&isAllowed=y.

Jérome Bolte, Cyrille W Combettes a Edouard Pauwels. ,, The Iterates of the Frank—Wolfe
Algorithm May Not Converge®. In: (2022). URL: https://hal.archives-ouvertes.fr/hal-
03579585l

PyNETGEN. https://pypi.org/project/pynetgen/. 2022.

36


https://upcommons.upc.edu/bitstream/handle/2117/191052/nf07_convex_cost_flows-4969.pdf?sequence=7&isAllowed=y
https://upcommons.upc.edu/bitstream/handle/2117/191052/nf07_convex_cost_flows-4969.pdf?sequence=7&isAllowed=y
https://hal.archives-ouvertes.fr/hal-03579585
https://hal.archives-ouvertes.fr/hal-03579585
https://pypi.org/project/pynetgen/

	Úvod
	Základní pojmy a definice
	Toky a cirkulace
	Rozklady toků
	Síť a toky v síti
	Řezy

	Lineární programování a dualita
	Úloha maximálního toku
	Formulace úlohy pomocí LP
	Algoritmy
	Fordův Fulkersonův algoritmus
	Algoritmus Push a Relabel


	Toky s minimální cenou
	Formulace úlohy pomocí LP
	Hledání přípustného řešení

	Algoritmy
	Residuální graf
	Rušení záporných cyklů
	Síťový simplex


	Konvexní programování
	Úvod do konvexního programování
	Formulace úlohy konvexního programování
	Dualita v konvexním programování
	Karush-Kuhn-Tuckerovy podmínky
	Separabilní programování

	Toky s konvexními cenami
	Po částech lineární aproximace
	Frankové-Wolfeho algoritmus


	Algoritmy a porovnání
	Testování absolutní a relativní chyby
	Testování kroku 
	Porovnání volby počátečních toků ve Frankové-Wolfeho metodě


	Závěr

