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Abstrakt

Tato prace se vénuje problematice neautonomnich ristovych modelt. Nejprve je nad
ptiklady neautonomnich jevi rozebrano, pro¢ a za jakych podminek miiZze byt pfinosné
uvazovat ristovy model s parametry zavislymi na Case. Dale je v praci stru¢né predstaven
Verhulstiv model logistického riistu a jsou zavedeny dvé jeho neautonomni obdoby. Prvni
ze zavedenych modeli se 1isi od standardniho logistického riistu v neautonomnim rdstovém
parametru. Druhy se 1i§i v neautonomnim parametru nosné kapacity prostredi. V praci je
zkouman vliv ¢asové zavislosti jednotlivych parametri a kvalitativni i kvantitativni vlast-
nosti obou variant standardniho modelu. Jednotlivé neautonomni modely jsou nésledné
srovnany s jejich autonomni predlohou. Na zavér jsou diskutovany alternativni piistupy
k problematice modelovani neautonomnich jevi spolecné s nedostatky, moznostmi po-
kra¢ovani a prostorem k vylepSeni této préice.

Klicova slova: dynamické systémy, neautonomni systémy, obycejné diferencialni rov-
nice, rustové modely, populacni modely, matematicka analyza

Abstract

This thesis targets the topic of non-autonomous growth models. Firstly, with consi-
deration of several examples of non-autonomous phenomena, it is explained why and
under what circumstances it could be beneficial to consider a growth model with time-
dependent parameters. Additionally, Verhulst’s model of logistic growth is briefly intro-
duced along with its two analogous non-autonomous variants. First of these variants dif-
fers from standard logistic growth in non-autonomous growth parameter. Second variant
differs in non-autonomous environmental carrying capacity parameter. The thesis looks
into the influence of time-dependence of individual parameters. It also examines quali-
tative and quantitative aspects of both variants of the standard model. Individual models
are then compared with their autonomous counterpart. Lastly, alternative approaches to
the topic of modelling non-autonomous phenomena are discussed along with the thesis’
drawbacks and possibilities for further directions and improvement.

Keywords: dynamic systems, non-autonomous systems, ordinary differential equati-
ons, growth models, population models, mathematical analysis
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1 Uvod

Tato prace je zaméfena na analyzu neautonomnich riistovych modeli ve spojitém Case.
V préci je zkouman logisticky model rtistu, jenz byl poprvé popsan v devatenactém stoleti
P. F. Verhulstem [[1]. V logistickém modelu figuruji dva autonomni parametry. Riistovy pa-
rametr, reprezentujici rychlost ristu sledované veliiny a parametr reprezentujici nosnou
kapacitu prostfedi. V praci jsou zavedeny a analyzovany dvé neautonomni obdoby tohoto
standardniho modelu, které maji kazda prave jeden z vySe zminénych parametrti nahrazen
jeho obdobou, ktera je nekonstantni v ¢ase. Porovnavany jsou kvalitativni a kvantitativni
vlastnosti jednotlivych modeli. V jednotlivych sekcich jsou ilustrovany a diskutovany roz-
dily mezi autonomnimi feSenimi a jim odpovidajicimi neautonomnimi variantami.

Hlavni diivody vybéru problematiky neautonomnich modelu ristu byly dva. Prvnim
byl relativni nedostatek literatury vénujici se neautonomnim ristovym modeldm (v po-
rovnani s texty zaméfenymi na autonomni ristové modely). Druhym divodem byla snaha
o vérné€jsi modelovani ristu veli¢in, jejichZ parametry ristu a kapacity maji spiSe neauto-
nomni charakter. Neautonomni modely maji diky zohlednéni ¢asové zavislosti parametrt
potencial popisovat sledovanou veli¢inu pfesnéji, ale na druhou stranu jejich nevyhodou

Prikladem systému s parametry zavislymi na ¢ase mizZe byt napt. populace kura ban-
kivského (pfedka moderniho kura doméaciho), jehoz reprodukce je uzce navazana na Zi-
votni cyklus specifického druhu bambusu (melocanna baccifera). Tento druh bambusu
se vysemeni pouze jednou za n€kolik desitek let a Zivocichiim Zivicim se jeho plody, mezi
nimiz je i kur bankivsky, nahle prudce naroste kapacita prostiedi a s ni i velikost jejich po-
pulace [2]. Pfi opétovném poklesu kapacity dochézi k thynu ¢i migraci jedinct z diivodu
nedostatku potravy. Je mozné, Ze pravé tento fenomén vedl k domestikaci kura. Vyzkum
jeho genomu totiZ poukazuje na jedinou skokovou domestikaci [2]. Jiny druh, schopny
rychle se rozmnoZit, navdzany na tento cyklus bambusu je krysa obecnd. Ta pravidelné
po tbytku semen zpisobuje $kody na Grod¢ mistnim obyvatelim [4]]. Podobny vztah jako
ma bambus a kur lze nalézt i v Severni Americe u populace dubu cerveného a veverky po-
pelavé [8]]. V obou téchto pripadech rostlina voli taktiku pfesyceni predatora svych semen
v periodicky se odehravajicich vyjimecnych okamzZicich a vyhladovéni predéitora v mezi-
casech. Timto zplisobem si rostlina zajisti, Ze se alespoti ¢ast jejich semen uchyti. Populace
rostliny tak ma neautonomni riistovy parametr, zatimco populace predatorii semen neau-
tonomni parametr kapacity a v jeho dusledku i ristovy. Piikladem, kde je neautonomni
hlavné kapacita prostiedi by pak mohla byt populace zebry stepni na jednom specific-
kém tzemi na africké savan€. Zde se pravidelné stfida obdobi des{d a obdobi sucha, coZ
ovliviiuje mnoZstvi potravy zeber. Ty, v reakci na sniZeni kapacity, migruji jinam a tudiz
dochézi k poklesu jejich populace na zminéném tGzemi [6]].

Dalsim piikladem, nyni jiZz z oblasti matematické ekonomie, mtiZze byt prodej sezon-
niho zboZi jako jsou zimni pneumatiky, plavky nebo lyzaiské bryle apod. V tomto piipadé
1ze kapacitu prostiedi interpretovat jako poptavku po zbozi. K pravidelnym zménam po-
ptavky pak dochazi vZdy mezi létem a zimou. Dava pak smysl, aby na cyklické zmény
kapacity (tj. poptavky) byly navazany cyklické zmény riistu produkce (tj. nabidky). Pfi-
kladem skokového rtstu kapacity pak muze byt rozsifeni vyrobniho zdvodu na novy trh
nebo rozsifeni repertoaru vyrobka [7].

PresnéjSim modelovanim situace s rostlinami a predatory jejich semen by se dalo 1épe



a s predstihem pripravit na budouci viny Skidct. V piipad€ situace s prodejem zbozi 1ze
premyslet nad otdzkami, kolik zboZi vyrabét, aby nedoslo k nadprodukci. Nakonec, v pfi-
padé rozsifovani podniku na novy trh Ize odhadnout za jak dlouho (pripadné zda viibec)
bude schopen podnik nové navySenou kapacitu zaplnit.

V kapitole [2] je nejprve popsano a vysvétleno znaceni pouzivané v praci. Dale jsou
zavedeny tfi vySe zminéné analyzované modely — standardni autonomni logisticky rust,
obdoba logistického riistu s neautonomnim ristovym parametrem a obdoba logistického
ristu s neautonomnim parametrem kapacity prostiedi. V kapitole[3|jsou jednotlivé neauto-
nomni modely analyzovany a porovnany s autonomnim modelem. Nasledné, v kapitole
jsou popsany simulace vlastnosti modeld, které zatim nebyly analyticky dokazany. Na za-
vér jsou v kapitole [5|shrnuty vysledky analyz a diskutovany nedostatky a mozné pokraco-
vani prace. K porozuméni praci jsou predpokladany zakladni znalosti z oblasti matema-
tické analyzy, diferencidlnich rovnic a dynamickych systémi (popsany napt. v publikacich
(S]] a [101).

2 Zavedeni modelu a znaceni

NiZe je nejprve popsano pouZité znaceni pouZivané v celé praci a nasledné jsou zave-
deny jednotlivé modely, které jsou v dalSich kapitolach analyzovany.

2.1 Pouzité znaceni
o Cast je nezavislou spojitou proménnou ve vSech modelech v této praci.

e Sledovana velic¢ina x(7) je veliCina, jejiZ rust v Case ¢ je v jednotlivych modelech
popisovan. V zavislosti na kontextu se miiZe jednat napf. o pocet jedincd v populaci,
mnoZstvi podnikem prodaného zboZi ¢i hodnotu cenného papiru na trhu.

e Autonomni ruastovy parametr a reprezentuje rychlost ristu sledované veliCiny.
Kladna hodnota a predstavuje rast veli¢iny a zaporna (resp. nulova) hodnota a pak
znadi nikoliv rast, ale pokles (resp. stagnaci) veli¢iny. V zavislosti na kontextu mize
a predstavovat porodnost Zivocicht, rychlost Sifeni informace o novém produktu ¢i
rast trzni hodnoty cenného papiru. Obecné sice plati @ € R, ale dale v préci je uva-
Zovéana pouze a > 0, coz odpovida ristu, ktery je u logistickych modell pfirozené
predpokladan.

e Neautonomni rastovy parametr a(7) je v ¢ase nekonstantni obdobou parametru
a. V této praci je za obdobny ristovy parametr povazované takové periodické a(?),
které na své period€ [,,7,] spliiuje podminky a(r) > 0 a

1 ~
/ a(t) dt = a.
=1 f

¢ Autonomni kapacita prostiredi »x reprezentuje maximalni dlouhodobé udrzitelnou
hodnotu sledované veli¢iny. V této praci je uvazovana x > 0 a lze si ji v z4vis-
losti na kontextu pfedstavit jako nosnou kapacitu prostiedi, kde populace Zivocichii
sidli, velikost cilové skupiny zdkaznikl, na niZ je produkt sméfovan ¢i maximalni
dosazitelnou trzni hodnotu cenného papiru.

2



e Neautonomni kapacita prostredi k(7) je v ¢ase nekonstantni obdobou parametru
x. Za obdobny parametr kapacity prostiedi je (podobné jako u riistového parametru)
povaZovano takové periodické k(r), které na své period¢ [t,,1,] spliiuje podminky

k(t)y>0a
1 &
/ k(t) dt = x.
I, =1 t

2.2 Analyzované modely

Prvnim modelem je jiZ vySe zminény Verhulstiv autonomni model logistického rtstu.
Ten lze popsat pocateni ulohou
t
x'(t) = ax(1) <l - &> , >0,
x (A)
x(0) = x,,.

Uloha je oznacena (A]), protoZe se jedna o autonomni dlohu. Jeji nestacionarni feseni je
v této praci vZdy znaceno x ,(?).

Ve druhém zkoumaném modelu dochazi k vyméné autonomniho ristového parametru
a za neautonomni a(f). Pocatecni dloha popisujici tento jiz neautonomni model je

X(1) = a(t)x(t) (1 - @> >0,
x ®)

x(0) = x,.

Uloha je oznacena (R]), protoZe je neautonomni v riistovém parametru. Jeji nestacionarni
feSeni je v této praci vZdy znaceno x (7).

Poslednim zkoumanym modelem je ten, u néhoZz dochazi k vyméné autonomniho pa-
rametru kapacity prostfedi » za neautonomni k(7). Po¢ate¢ni tloha popisujici tento druhy
neautonomni model je

) = _x®
x(t)-ax(t)(l k(t))’ t>0,

(K)
x(0) = x,,.

Uloha je oznacena (K, protoZe je neautonomni v parametru kapacity prostiedi. Jeji nesta-
ciondrni feSeni je v této praci vZdy znaceno x (7).

3 Analyza modelu a jejich chovani

3.1 Neautonomni logisticky rust v riastovém parametru

V této sekci jsou srovnavany dvé pocate¢ni dlohy. Prvni z nich je (A)), kterd ma za pod-
minky, Ze x # 0, dvé stacionérni feSeni



a nestacionarni feSeni ziskané metodou separace proménnych [9]

b ¢
xp()= ——. (D
T (Cem)!
Reseni pocateéni tlohy (A) za predpokladu, Ze x, # »x # O spliuje
1
C = = (2)
1= %
X0

Druhou pocateéni dlohou je (R). Stacionarni feSeni ma dloha (R]) stejné jako tloha (A).
JelikoZ je diferencialni rovnice z tlohy (R]) také separovatelna, 1ze ji vyfesit obdobné jako
rovnici z tlohy (Al). Nestacionarnim feSenim ulohy (R) tak je

b 4

— 3)
1 — (Ce0)

xp(®) =

A(f) = / a(t) dt.

JelikoZ je takovychto A(f) nekonecné mnoho, bude zvoleno takové, aby A(0) = 0,
podobné jako u feseni (I)). TudiZ bude i zde platit

1
1%
X0

C =

Pro trajektorie nestacionarnich feSeni dloh (A) i (R) s x, > % > 0 (resp. 0 < x, < x)
je C > 0 (resp. C < 0).

Lemma 1. Pokud je x,, > 0, pak pro trajektorie tloh (A) a (R)) plati:
I. existuje-li takové T' > 0, ze A(T') = oT, pak xx(T) = x ,(T).

II. Je-li x; < x aexistuje-li takové T' > 0, ze A(T') > aT, pak xx(T') > x ,(T).
II. Je-li x, > x a existuje-li takové T' > 0, Ze A(T) > aT, pak xx(T) < x4,(T).
IV. Je-li x, < x aexistuje-li takové T' > 0, Ze A(T') < aT, pak xx(T") < x,(T).

V. Je-li x, > x aexistuje-li takové T' > 0, Ze A(T) < aT, pak xx(T') > x ,(T).

Diikaz. Dikaz je proveden pifimo pro kazdou ¢ast lemmatu |1| zv14st.

I. Protoze A(T) = aT, pak musi po dosazeni A(T) do piedpisu (3)) platit

) 4

T) = —m.
XR( ) 1— (CeaT)_l

Hodnota x ,(T') je po dosazeni T do piedpisu (I))

x

TV = *
x4(T) (o)

a tudiz xx(T) = x ,(T).



II. Protoze A(T') > aT, pak existuje € > 0 takové, Ze

A(T) = aT +&.
Po dosazeni do vztahu (3)) dostavame

b ¢

T = .
Xg(T) 1 — (CeaT+s)—1

Ze vztahu
1 <ef

plyne (protoze C < 0)
CeaT > CeaT+s,

nebo ekvivaletné
_CeaT+e > _CeaT

Po prevraceni a pricteni jednicky dostavame

1—(Ce™) ™ < 1—(Ce™) ™.

Po prevriceni a pfenasobeni »x > 0 ziskdvame

) 4 ) 4
1 — (CeeT+e)™ = 1 — (CeeTy™

atedy xgx(T) > x ,(T).

III. Tteti Cast je dokdzina podobné jako druhd. Pfi pouZiti stejnych Gprav nerovnice
1 < ef diky C > 0 ukazeme, Ze xx(T') < x ,(T).

IV. Ctvrta &ast je dokdzana podobné jako druhd. Tentokrét, jelikoz A(T) < T, pak
musi existovat € > 0 takové, Ze
A(T) =aT —¢.

Déle pokracujeme stejnymi Gpravami nerovnice 1 < e® a diky C < 0 ukdZeme, Ze
xp(T) < x,(T).

2 w2z

V. Vyjdeme-li z druhé a ¢tvrté Casti tohoto dikazu, l1ze zde z nerovnice 1 < e° diky
C > 0 ukazat, Ze xx(T) > x ,(T).

]

Z lemmatu |1} plyne, Ze pokud je mozné urcit hodnotu A(T'), pak lze pro libovolné
t > 0 rozhodnout, zda pro n¢j bude hodnota neautonomniho modelu x z(7) vétsi, mensi
nebo rovna hodnoté autonomniho modelu x ,(T).

Lemma 2. Pokud je 0 < x, < x, pak bude pro vSechna ¢ > 0 platit x,(¢) < x.



3.0

o5d e a

a(t)

|
=
=}

Obrazek 1: Neautonomni riistovy parametr a(t) podle predpisu (@) a jeho autonomni al-
ternativa a.

Diikaz. Diky x, < x vime, Ze C < 0 (viz zavedeni C u feSeni (3)). Vyjdéme ze vztahu
0 < 1. Po jeho vydéleni vyrazem CeA® < 0 (protoze eA® > 0) dostavame

-1
0> (Ceh®)™".
Po pricteni jedni¢ky a odecteni vyrazu na pravé strané nerovnice ziskidme

1—(Cer®)™ > 1.

Vyraz na levé strané nerovnice je kladny. Po pfevraceni vyrazli na obou stranach ne-
rovnice a vynasobeni »x > 0 musi platit

b ¢

U E— <x
1 — (CeA®)

atedy xx(f) < x pro x, < x.

3.2 Piiklad s periodickym neautonomnim rastovym parametrem

Uvazujme « = 0.8, x = 8, x, = 1 a periodicky se ménici ristovy parametr (viz
obréazek 1)
a(t) = cos (1) + a. )

Lze jednoduse urcit a zvolit takové A(t), aby A(0) = 0:

A(t) = 1 sin (1) + at.
b4

6



10

0 T T T T

t

Obrazek 2: Neautonomni ieseni x g(t) podle piedpisu (9) a jeho autonomni alternativa
x 4(t) podle predpisu (1))

Funkce x x(¢) pak ma tvar:

xXp(t) = X : (5)

1 — (Cei sin(m‘)+ozt>_l

Na obrazku 2]ilustrujeme lemmata|I]a[2] Pro v§echny body spliiujici podminku I. lem-
matu (1| jsou hodnoty x (7) a x ,(¢) stejné a pro v§echny body spliiujici podminku II. (resp.
I11.) lemmatu (1{jsou hodnoty x () vyssi (resp. nizsi) nez hodnoty x , (). Déle se cely pru-
beh feSeni navzdory vyraznému pocateénimu vinéni postupné uklidiiuje a (podle lemmatu
[2) neptekracuje hodnotu kapacity prostiedi, viz obrazek 2]



3.3 Neautonomni logisticky rust v kapacité prostiedi

V této sekci je srovnavana tloha (A)) s tlohou (K]), ktera ma parametr kapacity prostiedi
nekonstantni v ¢ase. Za piedpokladu, Ze k(r) # 0, ma dloha (K] stacionarni feSeni

x*(1) = 0. (6)

Diferencialni rovnice z Glohy (K)) neni separovatelna a nalezeni jejiho nestacionarniho
feSent je obtiZnéjsi nez u tlohy (R). Proto, narozdil od kapitoly 3.1] je zde postup nalezeni
tohoto feSeni popsan (v tomto postupu je predpokladano, ze k(¢) # 0 a x(t) # 0). Nejprve

piepiSme rovnici z tdlohy (KJ) na tvar

A x=_ o
dr k(t)
Celou rovnici vydé&lime vyrazem (—x?) a ziskdme tvar rovnice
dx
dr e a
-x2 x k@’
ktery dale upravime zavedenim substituce v(¢) = % na
X
@ +av = 2
dr k()

“ . . . . . P . d
Po pfenasobeni obou stran rovnice vyrazem e* a nahrazeni vyrazu ae* v vyrazem vge"’

ziskame
at@ + v ieat — aeat
dr dt k(t)’

Pro levou stranu rovnice pouZijeme vztah pro derivaci soucinu funkci

at

at __ ke
a ") =%

Nyni obé strany rovnice zintegrujeme podle 7 na

at
e"v =a/ € _dr.
k(1)

Obé¢ strany nyni vydé€lime vyrazem e* a ziskame

v =e ™ (a/ e dt> )
k(?)

» oo 1 s PSPV
Nakonec vratime substituci v(f) = o a dostdvame nestaciondrni feseni tlohy (KJ)
x

eat

et '

a dr
k(1)

Z divodu neexistence explicitniho tvaru feSeni (v obecném piipad€) zde nejsou

rozebrany obecné vlastnosti tohoto feSeni v porovnéni s autonomnim feSenim x , () dle (T)),

X (1) = (7)
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— k(t)
..... X

8 1 i 1 i 1 i 1 I 1
1 1 1 1 1 I 1 1 1
1 1 1 1 1 I 1 1 1
1 1 1 1 1 1 1 1 1
1 1 1 1 1 1 1 1 1
1 1 1 1 1 I 1 1 1

6 1 1 1 1 1 1 1 1 1
o

k() | [T Loveenenn Loeennnn, Levennnn, [ Levennnn, O [N Loveennnn

1 1 1 1 1 I 1 1 1
I A

44 1 1 1 1 1 I 1 1 1
1 1 1 1 1 I 1 1 1
1 1 1 1 1 I 1 1 1
1 1 1 1 1 I 1 1 1
1 1 1 1 1 I 1 1 1
1 1 1 1 1 I 1 1 1

2 i L J L J L ] L J L

O T T T T

0 2 4 6 8 10

Obrazek 3: Neautonomni parametr kapacity prostiedi k(t) podle predpisu @) a jeho au-
tonomni alternativa x.

jako tomu bylo v odstavcich [3.1) a [3.2] Namisto toho se bude zbytek této Casti vénovat
analyze jednoho specifického a jednoduchého ptikladu dlohy s neautonomni kapacitou
prostiedi.

3.4 Analyza prikladu se specifickou neautonomni kapacitou

Uvazujme k(t) z dlohy (KJ) jako po ¢astech konstantni funkci s pfedpisem

x+e, te(2n22n+1),

k() = (®)
x—¢€, t€2n+1,2n+2),

kde € > 0 reprezentuje rozdil kapacit prostfedi od priméru v jednotlivych obdobich, viz
obrazek[3] V zavislosti na kontextu se miiZe jednat napf. o rozdil disponibilni potravy mezi
obdobim destl a obdobim sucha na savané ¢i rozdil v poptévce po sezénnim zboZi.

3.4.1 Nalezeni nestacionarniho reseni

JelikoZ x +€ 1 —€ jsou konstanty, bude mozné urcit nestacionarni feseni x x (¢) po ¢as-
tech na jednotlivych intervalech podobné jako feseni (1)) tlohy (A)). Je tfeba zduraznit, Ze
takovéto feSeni nebude klasické, protoZe prava strana rovnice (K) bude nespojita v case
diky nespojitosti funkce k(r) dané (8). Prava strana

f(t,x) = ax <1 - %)

bude ale spliiovat tzv. carathéodoryovskou podminku [3, kapitola 1.5.] protoze

9



e f(t,x)jespojitd v x pro kazdé r € R,
e f(t,x) je méfitelna (zde po Castech spojitd) v ¢ pro kazdé pevné x € R,

e f(t,x)je omezen4 na kazdé kompakini (omezené a uzaviené) podmnozing R?, coz
plyne z jednoduché definice funkce k(¢) pomoci

Budeme mluvit o tzv. carathéodoryovském fesSeni, pro které 1ze rozsitit zakladni koncepty
(Peanova véta, Picardova-Lindel6fova véta, spojitd zavislost a maximalni interval exis-
tence), viz [3, kapitola I.5.]. Ve spocetné mnoha bodech nebude existovat derivace tohoto
feSeni. Z divodu spojitého navazovani jednotlivych Casti x(#) na sebe bude tfeba (misto
jedné konstanty C pro celé feSeni) zavést posloupnost konstant C;, kde i € N,,. Kazdé jed-
notlivé Casti x(¢) pak pfifadime pfisluSny ¢len C,. Takto sestavené nestacionarni feSeni
tedy bude mit tvar

xre te2n2n+1),
1= (Cznea(t—Zn)>
xi(t) =4 . ©)

-, 1E€[2n+1,2n+2),
1— (C2n+1ea(t—(2n+l)))_

"

kde n € N, a C, je rekurentné urena posloupnost

1
= e
X0
[ L (x+e)
, [ =2n,
—e Y (x+€)+2C,_je
C =3
C +
1+ e) , i =2n+1.
e *(x —€e)+2C,_j¢

Na obrézcich— je vidét, Ze v zavislosti na parametrech a, x, € a x, miiZe mit feSeni
X (1) sviij pribeh kvalitativné odliSny od pribéhu feseni x ,(f). Zejména na obrazcich

a [0 se zda, Ze prib&hy x(¢) osciluji kolem hodnot niZsich nez » a na rozdil od jim
odpovidajicim prabéhim x ,(f) k primérné kapacité prostfedi » nekonverguji.

3.4.2 Zavedeni limitni funkce £(¢)

Abychom lépe porozuméli oscilujicimu chovani feSeni x . (f), pokusme se nalézt li-
mitni funkci £(#), ke které x . (7) pro t — oo konverguje. Nejprve piepiSme posloupnost C;
tak, aby byly jeji jednotlivé Cleny vyjadifeny pomoci (i — 2)-hého ¢lenu:

1
Co = x+e’
1—
Xo
Colx +€)

C, = ,
P e — ) + 2C)e

10
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Obrazek 4: Pribéh autonomniho ¥eSeni x ,(t) podle predpisu (1) a jeho neautonomni
alternativy x(t) podle predpisu (9) s hodnotami parametriia = 1,x = 8,e = 5,x, = 1.

10

0 T T T T

Obrazek 5: Pribéh autonomniho ¥eSeni x ,(t) podle predpisu (1) a jeho neautonomni
alternativy x (t) podle pFedpisu (9) s hodnotami parametrit a = 3,x = 6,¢ = 2,x, = 1.
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Xk(t)

-

..... Xa(t

o

Obrazek 6: Pribéh autonomniho ¥eSeni x ,(t) podle predpisu (1) a jeho neautonomni
alternativy x (t) podle predpisu (9) s hodnotami parametriia = 1,x = 4, = 3,x, = 6.

10

o

Obrazek 7: Pribéh autonomniho ¥eSeni x ,(t) podle predpisu (1) a jeho neautonomni
alternativy x (1) podle pFedpisu () s hodnotami parametriia = 3, x = 4,¢ = 1.5,x, = 8.
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Obrazek 8: Posloupnost C; ndleZici FeSeni x(t) z obrdzku 4| Hodnoty parametrii jsou
a=1,x=8¢e=5x,=1

C,_,e* (e + x)

1

, i =2n,neN
€+ x+2C_,ee*(e* — 1)

C._,e**(e — x)

€ —x+2C,_,ee*(e* — 1)

\

Takto urcenou posloupnost C; 1ze rozdélit na podposloupnosti .S; a L,. Zavedme je
nésledujicim zptsobem:

, I =2n+1,neN.

Si=Cy
L; = Cyyy-

Posloupnost S, tedy obsahuje pouze prvky C,; na sudych indexech a posloupnost L; na-
opak pouze prvky C, na lichych indexech. Za podminky, Ze @ > 0, je limitou posloupnosti
S, proi — oo

_(1 +e ") (x—¢) <

S :=1limsS, = 0. (10)
i—o0 25
a limitou posloupnosti L, pro i — oo
1 -
Lo=limp, = UFED&re (11
i—=oco £

Na obréazku [§] je zobrazena posloupnost C; s pevné uréenymi parametry a, x, €, X,,
a konvergence podposloupnosti S; k .S (resp. L, k L).

Z existence limit posloupnosti S; a L; plyne existence periodické limitni funkce &(7)
s predpisem

13
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Obrazek 9: Konvergence reSeni xy(t) z obrdzku 4| k jeho pFislusné limitni funkci &(t)
spolu s jim v parametrech odpovidajicim pritbéhem veseni x ,(t). Hodnoty parametrii jsou
a=1,x=8¢e=5x,=1

x+e

1—( Sea(t—Zn))_l
&) =4 Y —¢ (12)
te2n+1,2n+2),

. ten2n+1),

1’

1= (Lea(t—(2n+1)))_

ktera spliiuje
lim |x (1) = 0] =0.

Obrazek E] ilustruje konvergenci feSeni x  (¢) k této limitni funkci &(7).

3.4.3 Prumérna hodnota & limitni funkce £(7)

Integralni primér £(7) na intervalu [2n, 2n + 1) bude

2n+1
/ x+e€ —dr
2n 1 - (Sea(t—2n))

Na intervalu [2n + 1,2n + 2) pak bude integralni primér &(z)

2n+2 ¥ — €
/ .
2+l ] — ( La(t—(2n+1>))

14



Nyni miizeme definovat primérnou hodnotu & limitni funkce & jako aritmeticky primér
vysSe uvedenych integralnich priméri, tedy

_ 1 2n+1 w+& 2n+2 Yy —¢€
E=2 / -dr + / wdr |,
2\Jon 1= (Sext-20)" mil 1 — (Lat-Cri)”

coZ lze upravit na vyraz
: 1l /x+e Se* —1 X —¢ L—-1
= (e () - (=)
2 a S-1 a Le* -1

x+e n—€

S 1 [ = ) RS

a dale na:

Lemma 3. Priimérna hodnota limitni funkce &(a, x, €) je v zavislosti na parametru x ros-
touci.

Diikaz. Dikaz bude proveden pifimo analyzou jednotlivych ¢asti vyrazu (13).
Hodnota S dle piedpisu (10) je vZdy zdporna a s rostoucim parametrem x dale klesa.
Hodnota vyrazu
Se* -1
S-1

+ €

s klesajicim .§' < O (diky a > 0) roste. Po umocnéni na x > 0 tato hodnota dale roste.

a
Hodnota L dle ptedpisu (T1) je vzdy vétsinez 1 (diky x > €) a s rostoucim parametrem
x roste. Hodnota vyrazu

L-1
Le* -1
je s rostoucim L > 1 rostouci a (diky @ > 0) zlstava v intervalu (0, 1). Po umocnéni
na —XF€ < 0 tato hodnota bude také rist.

a
JelikoZ s rostoucim parametrem x roste soucin v argumentu logaritmu z vyrazu (13)),
hodnota & tedy musi také rast. ]

Lemma 3]je ilustrovana dale v kapitole [4.1|na obréazcich [I3]a[14}
Abychom ukézali, Ze pro € — »~ klesa hodnota & k nule, dokazme nejprve dvé po-
mocna lemmata.

Lemma 4. Pro ¢ — »x~ plati

x+e

lim<Se _1> a =1
e\ §—1

Diikaz. Diky vyrazu »x — € plati

lim S = fim -4 FeDG—8) _

eox~ e—ox~ Qe

0.

Z toho vyplyva, ze

15



a tim padem musi byt

x+e€
e\ S —1
O
Lemma 5. Pro ¢ — »~ plati
_x—
nm(L_l) a —q,
e—x= \ Le® — 1

Diikaz. Vyraz x + € v Citateli vyjadfeni L a vyraz 2e ve jmenovateli vyjadieni L se oba
pro € — x~ bliZi 2x. Diky tomu bude

T+e90c+¢) _

lim L = lim 1+e“

I e—-xu~ 25
Z toho vyplyva, Ze
lim L =L _ o2
E—>x~ Le“ —_ 1

Nakonec, diky vyrazu x — g, ktery se pro € — x~ bliZi nule, musi platit

mn<L‘1) « -,
e—»x~ \ Le? — 1

Nyni jiZ Ize formulovat lemma popisujici chovani & pro e — ™.

Lemma 6. Pro ¢ — »x~ plati
lim &(a, x,€) = 0.

Diikaz. Diky lemmatiim 4| a |5| vime, Ze limita &(a, x¢) (dle predpisu (T3)) pro e — »~
musi byt

hmé:(%mﬂ-n>:0

EDXNT

]

Na obrazku |10| (resp. je ilustrovana simulace zavislosti &(a, x, €) na € pii pevné
hodnoté parametru « (resp. x). Je vidét, Ze ve vSech simulovanych piipadech je & vzhledem
k x klesajici a pro € — x se bliZi k nule.

16
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Obrazek 10: Zdvislost & na € s pevnym a = 2 a riiznymi hodnotami x.

50

Obrazek 11: Zdvislost & na € s pevaym x = 40 a riiznymi hodnotami a.
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3.4.4 Dosazeni kapacity prostredi

Vrafme se nyni k obrazkiim |4|—[7| na kterych je vidét, Ze v zavislosti na parametrech
@, x a € miZe feSeni x  (t) kratkodobé vystoupat nad kapacitu prostiedi.

Lemma 7. Limitni funkce &(7) dle predpisu (I12)) nabyva svého lokdlniho maxima pro
t=2n+1(piin € N).

Diikaz. Dukaz je proveden pifimo. Jak jiZ bylo zminéno v sekci s neautonomnim ristem,
pro autonomni feSeni x,(¢) plati, Ze pro x, < x je jeho pribéh ostie rostouci a C dle
piedpisu (2)) je zaporné. Pro x < x, je pak prubéh x ,(¢) ostie klesajici a C > 0.

Reseni &() dle predpisu (12) je systémem ¢asti autonomnich feSeni, kde se stiidaji
hodnoty kapacity a konstant S a L. Jak je zminéno v kapitole [3.4.2] .S je pro nami uva-
Zované hodnoty parametri @, x, € vZdy zaporné a L vZdy kladné. Tim padem musi nutné
&(t) ostie rast na intervalu [2n, 2n + 1) a ostfe klesat na intervalu [2n + 1,2n + 2).

Pokud je ¢ast &£(¢) na [2n,2n + 1) rostouci a v ¢ = 2n + 1 spojité€ navazuje na klesajici
cast £(t) na [2n + 1,2n + 2) bude hodnota £(2n + 1) z definice lokalnim maximem &(7)
na intervalu [2n, 2n + 2). [

Lemma 8. Limitni funkce £(7) dle pfedpisu (12)) v # = 2n nabyva svého lokalntho minima
(pti n € N) a plati £(2n) < x.

Diikaz. SkuteCnost, Ze £(2n) je lokdlnim minimem lze dokazat podobné jako u dikazu
lemmatu [7] Reseni £(7) dle predpisu (12) je systémem Casti autonomnich feSeni, kde se
stiidaji hodnoty kapacity a konstant .S a L. Jak je zminéno v kapitole[3.4.2] .S’ je pro nami
uvazované hodnoty parametri a, x, e vZdy zaporné a L vzdy kladné. Tim padem musi
nutné £(¢) ostfe klesat na intervalu [2n — 1, 2n) a ostfe rlst na intervalu [2n,2n + 1).

Pokud je ¢ast &£(f) na [2n — 1, 2n) klesajici a v t = 2n spojit€ navazuje na rostouci ¢ast
E(t) na [2n,2n + 1) bude hodnota £(2n) z definice lokalnim minimem &(¢) na intervalu
[2n—1,2n+1).

Abychom dokéazali druhou ¢ast lemmatu, vyjdéme z nerovnice £(2n) < x, kterou lze
(dosazenim do predpisu (I2)) a nahrazenim .S jeho vyjadfenim dle (T10)) pfepsat na

x+e
1
1+e ™0 —¢e)
B 2¢e
Vyraz ve jmenovateli na levé strané nerovnice (I4)) Ize upravit na

< x. (14)

2¢e

b+ (I1+e0)(x—¢g) (15

Vyraz (15)) je kladny, protoze vSechny jeho jednotlivé ¢leny jsou kladné (pro ndmi uvazo-
vané hodnoty parametrti). Po vynasobeni nerovnice vyrazem ((15]) ziskame

2xe
(I+e )0 —g)
Rozsitenim zlomku z pravé strany této nerovnice vyrazem e” a naslednymi Gpravami do-
staneme

x+e<x+

18



x (ot + xe* — e + ge”)
(e*+1)(x —¢€)

Pfenasobenim vyrazem (e* + 1) (x — €) > 0 pak Ize upravit nerovnici na

x+e<

e+ 10 —e)x+€) < x(+ xe” — e+ ee”).

Po dal§ich apravach vyrazii na obou stranach nerovnice dostaneme

W2+ 1) =%+ 1) < 5%+ 1) + xe(e* — 1),

coz déle zjednodusime na

0 < &2(e®+ 1)+ xe(e® - 1).
Oba Cleny vyrazu na pravé stran¢ nerovnice jsou kladné a jejich soucet tedy musi byt také
kladny. [

Lemma 9. Pokud je £(2n + 1) > x, pak existuje interval (7, 7,) na kterém plati £(7) > x
(pro n € N).

Diikaz. Z lemmatu (8| vime, Ze £(2n) < x. Z Bolzanovy véty poté vyplyva, Ze na intervalu
(2n,2n+ 1) (resp. (2n + 1,2n + 2)) musi existovat 7, (resp. 7,) takové, Ze &(r,) = x (resp.
&(t,) = x). ]

Pokud je splnéna podminka lemmatu [9 pak Ize (pro n € N) dosazenim do rovnice
&(t) = x naintervalu [2n, 2n + 1) vyjadfit 7, jako

(x~2n—ln<—£)
x

a

a dosazenim do rovnice &(¢) = x na intervalu [2n + 1, 2n + 2) vyjadfit 7, jako

a-(2n+1)—ln<%>

Tz —_

04

Lemma 10. Pro x, < x existuje interval (7, 7,), na kterém plati £(rf) > x, pokud je
splnéna nerovnost

“+1
}{>€+

e e*—1

()

Diikaz. Dle lemmatu[7|nabyva limitni funkce &(f) svého lokalniho maxima prot = 2n+1.
Vyjdéme z nerovnice £(2n+ 1) > x, kterou Ize (dosazenim do predpisu (12) a nahrazenim
L jeho vyjadienim dle (T1])) pfepsat na
X —€
B 1
I+e™®)0c+e)
2e

> x. (16)
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Vyraz ve jmenovateli na levé stran€ nerovnice (I6)) 1ze upravit na

1— 2e : (17)
T+e*O+e)
Vyraz (7)) je kladny, protoZe diky (x + €) > 2¢ je zlomek 2¢ mensi nez 1.

I4+e*(c+e)
Po vynasobeni nerovnice (I6)) vyrazem (17) ziskame

2xe
(1+e)(x+e)

H—E>N—

Rozsifenim zlomku z pravé strany této nerovnice vyrazem e” a naslednymi dpravami do-

staneme
x (6 + xe* + € — ge%)

(e*+ 1) (x+¢)

Prenasobenim vyrazem (e* + 1) (x + €) > 0 pak Ize upravit nerovnici na

n—€>

e+ D0 +e)x—e) > x(x + xe” + € —ee”).
Po dal$ich Gpravach vyrazii na obou stranach nerovnice dostaneme
)"+ 1) — X" + 1) > x*(e" + 1) — xe(e” — 1),

coz dale zjednoduSime na
xe(e® — 1) > €2(e* + 1).

Po vydéleni nerovnice vyrazem e2(e® — 1) > 0 jiZ ziskdme nerovnost () z lemmatu

x e +1
- > .
5 e* — 1

Ukazali jsme, Ze nerovnice z lemmatu [I0]je ekvivalentni s nerovnici é2n + 1) > x.
Dle lemmatu E] pak musi existovat interval (7, 7,), na kterém plati £(¢) > x.
]

Na obrazku (12| je zobrazeno, které dvojice parametrii @ a € spliiuji podminku lem-
matu [10| (vyznaceny Sed€) pii pevné dané hodnoté » = 1. Zda se, Ze obecné je pro pre-
kroceni primérné kapacity prostfedi vhodna kombinace vy$si hodnoty € a niZ$i hodnoty
a.

Lemma 11. Interval (¢,,7,), nakterém plati x . (#) > x existuje, pokud je splnéna nerovnost

x _e"+1
- > .
5 e — 1

Diikaz. Z lemmatu 10| plyne existence intervalu (7,, 7,), na kterém je £(¢) > x. Pro x(t)
aé(r) plati, Ze lim,_,  |x,(#)—&(#)| = 0. Proto pro dostate¢né velké t musi existovat takova
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Obrazek 12: Ilustrace dvojic hodnot parametrit @ a €, spliiujicich podminku lem-
matu[I0pro x = 1.

4 Simulace a hypotézy

4.1 Srovnanié a x

Pro srovnani hodnot & s x jsou provedeny dvé simulace. Prvni z nich je ilustrovina
na obrazku V ni je zafixovana hodnota @« = 2 a néasledné jsou vykresleny hodnoty
& v zavislosti na » s riznymi hodnotami e. Ve druhé simulaci (ilustrované na obrazku
je zafixovany parametr € = 0.5 a nasledné vykresleny hodnoty & v z4vislosti na x s
riznymi hodnotami a. V obou simulacich je zavislost & na x zobrazena od » = 1, aby
bylo moZné zahrnout parametr € (v praci je uvazovano e < x). Z obrazkii[13|a[14]se zda,
7e » > &. Na obrazku |15} u jsou srovnany hodnoty & na x ze simulace na obrazku Na
obréazku (16| jsou srovnany hodnoty & na x ze simulace na obrazku [14] u Kladné hodnoty
rozdilu x — & (na obrazcich|15ala16a) a hodnoty podilu % mensi nez 1 (na obrazcich|15b

a|16b)) podporuji hypotézu, Ze x > &.

4.2 Zavislost £ na «

Pro ilustraci z4vislosti & na a jsou provedeny dvé simulace. Prvni z nich je ilustrovdna
na obrazku V ni je zafixovdna hodnota » = 12 a nésledné jsou vykresleny hodnoty &
v zavislosti na a s riznymi hodnotami €. Ve druhé simulaci (ilustrované na obrazku |18)) je
zafixovany parametr e = 0.5 a ndsledn& vykresleny hodnoty & v zavislosti na a s riiznymi
hodnotami x. Z obrazki [17|a 18] se zd4, Ze & je v z4vislosti na & rostouci a (pro pevnou
hodnotu x) se bliZi x. Zaroveii se (podobné jako z obrazki[13]a[I4) zd4, Ze i v simulacich

z obrazki [17|a (18| plati » > &.
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Obrazek 13: Zavislost & na x s pevnym a = 2 a riiznymi hodnotami €.

Tl

Obrazek 14: Zdvislost & na x s pevnym € = 0.5 a riiznymi hodnotami a.
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a Rozdil hodnot x a & ze simulace ilustrované na b Podil hodnot & a x ze simulace ilustrované na
obrdzku[I3| obrazku[I3|

Obrazek 15: Srovndni hodnot x a & ze simulace z obrdzku
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Obrazek 16: Srovndni hodnot x a & ze simulace z obrdzku
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Obriazek 17: Zdvislost & na a s pevnym x = 12 a riiznymi hodnotami €.
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Obrazek 18: Zdvislost & na a s pevnym € = 2.5 a riiznymi hodnotami x.
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5 Zavér
5.1 Shrnuti modelu s neautonomnim rastovym parametrem

Diky separovatelnosti proménnych v rovnici z tilohy (R)) bylo mozné nalézt obecny tvar
feSeni x z(7). Pokud existuje explicitni vyjadfeni primitivni funkce A(f) k neautonomnimu
ristovému parametru a(t), 1ze ziskat i explicitni vyjadieni samotného x (7).

Ze znalosti a(t) je diky lemmatu || moZné urcit, zda je pro dané ¢t > 0 hodnota x z(¥)
vys$i, niz§i nebo stejna jako hodnota ji odpovidajici x ,(#). Lemma |1} sice plati pouze
pro x, > 0, ale z hlediska interpretace ve vztahu k pfikladim z tvodu x, < O nedévaji
smysl. Pro x, = 0 je interpretace sice jednoducha, ale z hlediska zkoumani ristu nezaji-
mava, protoZe tato po¢ate¢ni podminka vede na stacionarni feSeni x; = 0. Diky lemmatu
vime, Ze hodnoty x x(¢) nikdy nepfesahnou kapacitu prostiedi.

5.2 Shrnuti modelu s neautonomni kapacitou prostiedi

PrestoZe rovnice v dloze (K] neni separovatelna, je mozné nalézt obecné feseni x i ().
Explicitni tvar x (¢) ale na rozdil od x ,(f) a x x(¢) nemusi existovat. Z tohoto diivodu byl
dal analyzovén (a zde rozebiran) pouze model s kapacitou prostfedi po Castech konstantni
(dle piedpisu (8)), u kterého lze explicitni feSeni urcit po ¢astech jako (9).

Priibéh takto uréeného x,(f) se od x,(¢) kvalitativné odliSuje v n€kolika smérech.
Prvnim rozdilem je, Ze pfi splnéni podminky z lemmatu |11} existuji # > 0, pro nézZ pre-
sahne hodnota x(¢) primérnou kapacitu prostiedi. Dale, zatimco x ,(7) konverguje ke
konstanté x, x (f) konverguje k limitni funkci &(¢) popsané predpisem (12)).

Priimérna hodnota & limitni funkce &(¢) je podle lemmatu 3| IV zavislosti na parametru x
rostouci. Pro parametr € bliZici se x se pak hodnota & podle lemmatu |§I limitn€ bliZi nule.
Nakonec, simulace z kapitoly I naznaduji, Ze je & v zavislosti na parametru « rostouci
s limitou pro @ — co v x a 7e x > &.

5.3 Nedostatky prace

Samotné modely (R)) a (KJ) jsou stile znaénym zjednodusenim skuteénych popisova-
nych jevi. PouZijme jako priklad opét populaci kura a bambusu. Jak jiz bylo zminéno
v tvodu, z pohledu kura se periodicky méni kapacita (vysemenéni bambusu), ale i rdstovy
parametr kura samotného. Z pohledu bambusu pak 1ze argumentovat, Ze se také méni oba
parametry (zména rastového je ziejma a za zménu kapacity lze povaZovat Gbytek preda-
torl jeho semen v meziCasech vysemenéni). Bylo by proto vhodné formulovat a studovat
pocate¢ni tlohu, kde jsou neautonomni parametry rastu i kapacity. Vzhledem k neseparo-
vatelnosti takovéto dlohy je pravdépodobné, Ze (podobné jako v piipadé dlohy (K))) nebude
existovat obecny explicitni tvar feSeni.

U ptikladu s x  (¢) dle predpisu (9) se zatim podatilo ukézat vliv parametru  na & pouze
simula¢né a nikoliv analyticky jako tomu je u parametri x a £ v lemmatech[3|a[f] Stejné tak
se zatim nepodafiilo analyticky ovéfit, zda je skute¢né hodnota »x > & bez ohledu na (v praci
uvazované) hodnoty parametrii a, x a €, jak tomu nazna¢uji simulace v kapitole [4]
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5.4 Alternativni zpusoby modelovani

V praci se vénujeme modelovani neautonomnich jevu (tykajicich se logistického rtstu)
z tivodni motivace pomoci diferencidlnich rovnic a spojitého ¢asu. OvSem to neni jediny
zpusob, kterym Ize tyto jevy modelovat. Alternativou by mohly byt napf. diferenéni rov-
nice, kde je ¢as uvazovan diskrétn€. V pripadé bambusu a kura by tak bylo mozné uvazo-
vat diference velikosti populace kura v mezi¢asech vysemenéni bambusu za blizké nule,
diferenci béhem vysemenéni bambusu kladnou a vysokou a diference v nékolika mélo na-
sledujicich obdobi za zédporné. Dalsi vhodnou metodou modelovani by byly stochastické
modely mnozZeni a zdniku zaloZené na Markovskych fetézcich (existuji opet diskrétni i spo-
jité varianty). Ty by umoznily leps§i modelovani ndhodnosti (epidemie, extrémné Grodny
¢1 nedrodny rok apod.), kterd je s prirodnimi jevy Casto spjata.

5.5 Bistabilni rust

Pokud bychom dale zGstavali v problematice modelovani populaci pomoci diferencial-
nich rovnic, stoji za zvazeni, zda nepouZit pro vérnéjsi popis nékterych populaci bistabilni
model rdstu, ktery navic reprezentuje i Alleeho efekt [1]]. Podobné jako u logistického mo-
delu v této praci, by bylo mozné formulovat neautonomni varianty bistabilniho modelu a ty
analyzovat. Kromé otdzek feSenych u modeli (R)) a (K, jako je pfekroCeni primérné ka-
pacity prostiedi, existence limitni funkce nebo srovnani s autonomni variantou, vyvstava

nékolik novych. Bistabilni model popsany tlohou

xX'(t) = ax(x —x)(v—x), t>0,

x(0) = x,

ma tfi staciondrni stavy. Dva z nich jsou stejné jako u logistického modelu x7 = 0
a x; = x a tfetim je konstanta Zivotaschopnosti x; = v, kde 0 < v < x. V bistabilnim
modelu hodnota sledované veli¢iny pii hodnotach niZSich neZ x3 = v klesd a bliZi se nule.
JelikoZ jsme u feSeni x(¢) dle pfedpisu (9) pozorovali pfi € blizkém x nizké hodnoty
&, bylo by zajimavé zjistit, zda by k podobnému jevu dochazelo i v pifpadé bistabilniho
ristu s neautonomni kapacitou. Pokud ano, mohlo by to implikovat existenci €* takového,
Ze pro € > €* by (v autonomni varianté rostouci) sledovana veli¢ina klesla pod x = v

a limitn€ by se blizila k nule.

5.6 Rust populace i kapacity prostiredi

Zajimavou situaci k modelovani muze byt rust sledované veliCiny se zaroveri rostouci
kapacitou této veli¢iny popsany tlohou

x(1)
'W=at)x@®)(1-—=]), t>0,
x'(1) a()X()< k(t)> >
x(0) = x,,.
V predchozich sekcich prace je vZdy predpokladano, Ze kapacita je konstantni nebo
ma alespon konstantni primér. Existuji ale pripady, kdy i sama kapacita miZe rtst. Pfed-
stavme si dubovy les, slouZici populaci veverky jako kapacita prostfedi. Pocet veverek diky
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Zivotnimu cyklu dubu kolis4, ale jelikoZ se les samotny miiZze v dlouhodobém ¢asovém ho-
rizontu rozrustat a zvétSovat, narista tim kapacita prostiedi veverce. Jeji populace tak ma
prilezitost se v dalsim cyklu vysemenéni dubu rozrist vice. Je téméf jisté, Ze i samotny les
ma svou vlastni kapacitu prostiedi a nabizi se tedy otazky zda a kdy ji les dosihne a jak
rast lesa ovlivni rist populace veverky.
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