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Abstrakt

Tato bakalafskd prace je vénovana teoretické i praktické ¢asti rozvrhovacich tloh. V tvodu
prace jsou nadefinovany pojmy potfebné pii vytvareni rozvrhii. Konkrétné se jedna o pojmy z te-
orie grafl a linearniho programovani. BliZe specifikovany je konkrétni typ celociselného line-
arniho programovani. Nasledné se zabyvame piimo tlohou na vytvafeni rozvrhii. V ramci této
problematiky jsou nadefinovany proménné vstupujici do modelu a podminky, které jsou obecné
pro tyto modely stanoveny. V posledni ¢asti prace je praktické zpracovani rozvrhd za pomoci
resich v prostiedi AMPL, k ¢emuZ nam byla poskytnuta realné data z 31. zdkladni Skoly v Plzni.
Tato $kola na zpracovani svych rozvrhi vyuziva aplikaci aSc Rozvrhy, kterou si v této Casti také

predstavime.

Klic¢ova slova: teorie grafli, linearni programovani, celo¢iselné linearni programovani, rozvr-
hovaci ulohy, AMPL, aSc Rozvrhy

Abstract

This bachelor’s thesis is dedicated to both theoretical and practical parts of timetabling
problems. Concepts needed for the construction of timetables are defined in the introductory
part of the thesis. These are mainly concepts related to graph theory and linear programming.
One particular type of linear programming is specified more closely. Up next, a specific time-
tabling problem is considered. In relation to this problem, variables and conditions which are
typically used in such models are defined. In the last part of the thesis, a practical solution to
a timetabling problem using real data, which were provided by 31st elementary school in Pil-
sen, can be found. This solution is made with the help of AMPL environment. Said school uses
the aSc Rozvrhy application for solving their timetabling problems. This application is briefly
introduced in the last part of the thesis as well.

Keywords: graph theory, linear programming, integer linear programming, timetabling pro-
gblems, AMPL, aSc Rozvrhy
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1 Uvod

Rozvrhovaci dlohy jsou obecné zndmym problémem. Lze si pod timto pojmem predsta-
vit klasické vytvareni rozvrhovych akci na zékladnich, stiednich i vysokych Skolach. To vSak
neznamena, Ze je tato tloha snadno feSitelna. Pravé naopak, jedna se o NP-t€zky problém. Vy-
soka vypocetni sloZitost je zpuisobena piedevsim tim, Ze pfi vytvareni je potfeba dodrZet fadu
omezeni a podminek, které jsou pro rozvrhy stanoveny. ReSeni problému je na $kolach Casto
zjednoduseno jiZ vytvorenymi programy, které byly vyvinuty k tomuto tcelu.

Pokud bychom se zaméfili na samotné vytvareni rozvrhi, miZzeme k nému pristupovat
z nékolika moznych pohledl. VétSina zndmych metod funguje na principu heuristickych a pfi-
fazovacich strategii, kdy se vybira jedna rozvrhova akce za druhou a pfifazuje se na dany cas do
cilového rozvrhu. Samotné algoritmy, které tento rozvrh vytvareji, funguji nékolika moznymi
zpisoby. V préci jsou predstaveny metody pies obarveni grafu z oblasti diskrétni matematiky
nebo matematické programovéni.

V prvni ¢asti prace jsou tyto matematické discipliny nadefinovany. Zjistime nejen co je
diskrétni graf a jeho vrcholové a hranové obarveni, ale také dalsi specifika této matematické
discipliny. Druhé ¢ast bude vénovana konkrétnimu typu matematického programovani, ktery je
vyuzivan v rozvrhovacich tlohach, linedrnimu programovani a jeho celo¢iselné modifikaci. Od
tieti Casti se zaméfime na samotny rozvrhovaci problém.

Prvné si charakterizujeme rozvrhovaci tlohu prostfednictvim proménnych, které do tohoto
modelu vstupuji, a podminek, které musi dany rozvrh splnit. S t€émito podminkami a promén-
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nymi si nasledné priblizime modely, které vyuZivaji pfedchozich dvou zminénych strategii.

V posledni ¢asti si ukaZzeme praktickou ¢ast vytvareni rozvrhd, kdy vyuZijeme realné data,
kterd ndm byla poskytnuta 31. zékladni Skolou v Plzni. Pokusime se sestavit model pro dané
vstupni parametry a pomoci feSi¢e AMPL nalézt optimalni feSeni tohoto rozvrhu. Také si pfibli-
Zime préaci s programem aSc Rozvrhy, ktery se v praxi vyuziva pro vytvafeni rozvrhi na zaklad-
nich Skolach. S timto programem jsme se seznamili v rAmci vypracovani této prace na zminéné
zakladni Skole.



2 Teorie grafu

Teorie graft je podstatna ¢ast diskrétni matematiky, kterd ma vyuZiti v fadé praktickych
uloh, se kterymi se setkdvame v béZném Zzivot€. Jeji vyhodou je snadni a intuitivni interpre-
tace [15]].

Jednim piikladem praktického vyuZiti teorie grafii je tloha obchodniho cestujiciho (tedy
planovani optimalni trasy). Vrcholové barveni grafi se napiiklad uplatiiuje pti obarvovani po-
litickych map (jak uz Evropy, tak celého svéta). Miizou také znazorniovat elektrické obvody,
organické sit¢ molekul nebo i abstraktni jevy, jako socidlni vztahy. DalSim moznym piikladem
vyuZiti v praxi jsou prave rozvrhovaci ulohy [9, [15} 24].

Pomoci grafu miZeme znazornit vztah mezi ucitelem a tfidou (zda dany ucitel v této tiidé
uci ¢i nikoliv), pokud maji spole¢nou vyuku, v jaky Cas se odehrava, respektive, zda ma v danou
dobu ucitel ¢as vyucovat nebo je jiz zaneprazdnén, a dalsi parametry rozvrhi [24]. Abychom
vsak se v§emi funkcemi grafti mohli pracovat, nejprve si je nadefinujeme v nasledujicich kapi-
tolach.

2.1 Zakladni pojmy a definice z teorie grafii

V prvni fad€ si nadefinujeme, co je viibec graf v kontextu diskrétni matematiky. Nebude se
jednat o grafické znazornéni pribéhu funkce, ale o algebraickou strukturu, ktera popisuje vztah
a vlastnosti urcitych subjekta [15].

Definice 2.1 (Graf). [l15] Graf G je usporddand dvojice G = (V , E), kde V' je neprdzdnd mno-
Zina vrcholit a E je mnoZina hran, kde hranou myslime dvouprvkovou podmnoZinu mnoZiny V.

Jedna se tedy o mnoZzinu vrcholt (graficky je miZzeme znazornit napiiklad jako tecky nebo body),
které jsou vzajemné podle nékteré vlastnosti spojeny hranami (graficky zndzornéno jako tsecky).
Toto grafické znazornéni nazyvame nakresleni grafu [14, [15]].

V naSem piipadé budeme uvazovat predev§im konecné grafy, také jinak grafy s konec-
nou mnoZzinou vrchold, existuji vSak i grafy nekone¢né. Pocet vrchold v grafu G budeme znadit
|V (G)| a pocet hran | E(G)| [14, [15]].

Vrcholy grafu G obvykle zna¢ime malymi pismeny, nebo pfipadné€ i ¢islicemi. Hrana,
jako dvouprvkova podmnoZzina V, je zadana dvojici vrchold, ze kterych vychazi. Pokud mame
vrcholy u a v, které jsou spojeny hranou, tuto hranu miZeme nazvat {u, v} nebo {v,u} (mohou
byt vSak také pojmenovany malymi pismeny nebo Cislicemi). Pokud se jedna o neorientovany
graf (tento druh grafu jsme uvazovali doted), tak na potadi nezaleZi. Jinak tomu bude v piipadé
orientovaného grafu [15]].

Definice 2.2 (Orientovany graf). [15] Orientovanym grafem rozumime usporddanou dvojici
G = (V,E), kde V je mnoZina vrcholita E CV XV je mnoZina orientovanych hran.

Zasadni rozdil je tedy v tom, Ze orientovana hrana ma jasné dany zacétek i1 konec, poradi vr-
choli tedy pfi zapisu hrany nemiizeme zaménit. Nejedna se jiz o dvouprvkovou podmnozZinu,
ale o uspotfiddanou dvojici vrcholu (u, v) [15].

Dalsi termin, ktery si zavedeme, a ktery vyuZijeme v nasledujicich kapitolach, je podgraf.



Definice 2.3 (Podgraf). [15] Graf H nazveme podgrafem grafu G, jestlize plati
V(H) C V(G)a E(H) C E(G). Piseme H C G.

Je to tedy urcita ¢ast grafu. Mohli bychom fict, Ze podgraf H je jista podmnoZina vrcholt pt-
vodniho grafu G, kterou doplnime o hrany, které mezi témito vrcholy vedly [15].

Stejné tak budeme potiebovat definici parovani v grafu G. Tento pojem vyuZijeme pro za-
vedeni Hallovy véty v nasledujicich kapitolach.

Definice 2.4 (Parovani). [[15] Parovdni M v grafu G je podmnoZina nezavislych hran M C E(G),
kde Zdadné dvé hrany z M nemaji spolecny koncovy vrchol. Potom fekneme, Ze parovani M po-
kryvd vrchol v, jestliZe v je koncovym vrcholem néjaké hrany v parovdni M.

Z této definice vyplyva, Ze parovani v grafu G je znazornéno tak, Ze Zadné dvé hrany nepiislusi
stejnému vrcholu. Vrcholy tedy prifazujeme do pard, které jsou spojeny jednou hranou a jiné
hrany z téchto vrcholti nevedou [15]].

Timto jsme shrnuli jen ty nejzakladnéjsi vlastnosti a definice grafti. V dal$ich kapitolach
se budeme zabyvat konkrétnimi typy grafli a pojmy, které se ndm budou hodit pfi rozboru roz-
vrhovaci dlohy.

2.2 Barveni grafu

Pristup, ktery se v souvislosti s grafy v ilohach o rozvrhovani vyuziva, je barveni graft [24]].
Mame dva zdkladni typy barveni grafti, vrcholové a hranové [9].

Definice 2.5 (Vrcholové barveni grafti). [l15] Obarveni grafu G pomoci k barev je takové zob-
razeni
c:V(@G) - {1,2,...,k},

ve kterém kaZdé dva vrcholy, které jsou spojeny hranou, budou mit riiznou barvu, tj. c(u) # c(v)
pro kazdou hranu uv € E(G). Uvedenému obarveni se vikd dobré vrcholové barveni grafu.

Pfifazujeme tedy vrcholim barvy, které jsou znaceny Cisly, podle urcitych vlastnosti. Druh4 va-
rianta je, Ze takto barvy pfifazujeme hranam. Definice je velmi podobnd, jen obarvujeme hrany
tak, Ze Zadnému vrcholu nesmi pfisluSet dvé hrany, které by mély stejnou barvu [9, 14, [15]].
Dal$im dilezitym udajem je, kolika barvami jsme schopni tento graf obarvit.

Definice 2.6 (Chromatické &islo). /4] Rekneme, Ze graf G je vrcholové k-obarvitelny, jestliZe
existuje jeho dobré vrcholové obarveni k barvami. Nejmensi ¢islo k takové, Ze graf G je vicholovée
k-obarvitelny, se nazyva chromatické Cislo grafu G a znaci se y(G). Graf G se nazyvd vrcholové
k-chromaticky, jsou-li jeho vrcholy dobre obarveny k barvami a plati k = y(G).

Takové ¢islo miizeme mit i v pfipad€ hranového obarveni. Udava pocet barev, ktery potfebujeme
na dobré hranové obarveni, a nazveme jej chromaticky index [[14].

Cilem tulohy barveni grafu je pouZit co nejméné barev. V uloze rozvrhovani pfipada na
kaZzdou ¢asovou jednotku (kaZzdou vyucovaci hodinu) né€jaka barva, kterou hran€ nalezici uciteli

a tiidé priradime, pokud se potkaji v danou vyucovaci hodinu. Pokud tak u¢inime, nemizeme jiz
barvu uciteli pfifadit s jinou tfidou (pfipadné tfid€ s jinym ucitelem). Mame tedy podchycenou



podminku, Ze ucitel nemuize byt u dvou tiid najednou. V pfipadé rozvrhovani tedy vyuZijeme
vice hranové barveni graft [[14, [15] 24].

2.3 Specialni typy grafi a jejich zobecnéni

V teorii rozvrhovani se zpravidla vyuziva nékterych specifickych typl grafi (pfipadné
jejich zobecnéni), které si v této kapitole nadefinujeme. Do téchto grafii zahrneme bipartitni
graf, multigraf, hypergraf a intervalovy graf [24].

2.3.1 Bipartitni graf

Bipartitni graf je specialni typ grafu, ktery rozklad4 mnozZinu vrcholti uréitym zptisobem.
Tento zplsob bude pro nase rozvrhovaci tlohy velice uZitecny [15].

Definice 2.7 (Bipartitni graf). [9] V bipartitnim grafu G lze rozdélit mnoZinu vrcholit V' na dvé
podmnoZiny U a W tak, Ze kaZda hrana z mnoZiny E md jeden koncovy vrchol v podmnoZziné U
a druhy koncovy vrchol v podmnoziné W. Dvojice U, W se nazyva (vrcholova) bipartita G.

V piipadé rozvrhového planovani se nam tento druh grafu velmi hodi. MnoZina vrcholi U
miiZe predstavovat mnoZinu uciteld na dané Skole a mnozZina W muzZe znizorfiovat mnoZinu
tiid, které se na Skole vyskytuji. Hrany, které vedou od vrcholt nélezicim ucitelim, k tém pfipa-
dajicim tfiddm, ndm zndzornuji vztah mezi nimi, tedy také, ktery ucitel v dané tfid¢€ uci, a ktery
naopak ne [24].

V souvislosti s bipartitnim grafem si jesté¢ zminime vétu, kterou budeme potiebovat v roz-
vrhovacich ulohéch.

Véta 2.1 (Hallova pro bipartitni graf). [[[4] Necht G = (V, E) je bipartitni graf s partitami X
a Y. Pak ma G pdrovdni obsahujici vSechny vrcholy partity X pravé tehdy, kdyZ pro kaZdou
mnoZinu M C X plati, Ze z ni vedou hrany alespori k | M | riiznym vrcholim Y .

Co tato véta znamena v feci rozvrhi si uvedeme piimo pfi jejim vyuZiti.

2.3.2 Multigraf

Multigraf je dalSim typem grafu, ktery ma praktické vyuziti v rozvrhovacich ulohéich. Jeho
specifickd vlastnost je pfipustnost vicenasobnych hran. Je mozné v ném také vytvaret smycky,
tedy hrany, které vedou z daného vrcholu do ného samého (zacatek a konec je v tom samém
vrcholu). Formalné graf G zapisujeme G = (V, E, R), kde V' je mnoZina vrcholt, E je mnoZina
hran a R je matice udavajici nasobnost hran [6, 14} [15]].

Praktické uplatnéni pfi vytvareni rozvrhii mtizeme nalézt v piipad€, kdy napiiklad jeden
ucitel vyucuje v dané tfid¢€ vice pfedméti a potfebujeme tuto skute¢nost zanést do grafu. Pfi-
padné pokud ucitel v dané tfidé ma vice vyucovacich hodin v jednom ¢asovém obdobi, napiiklad
dni [24]].



2.3.3 Hypergraf

U zéakladniho nadefinovani grafu jsme ¢asto omezeni tim, Ze hrana muize vést jen mezi
pravé dvéma vrcholy. V pfifazeni obéas mame ucitele, ktery u¢i danou tfidu v néjaké ucebné,
nebo ucitele, ktery vyucuje dvé spojené tfidy dohromady. V takovém piipad¢€ by se nadm hodilo
mit strukturu, kterd dokaze pojmout vice vrcholt, nalezici jedné hrané. K tomu slouZi hyper-
graf [24].

Struktura hypergrafu je obecnéjsi neZ zdkladni definice grafu. Pfipousti hrany, které nejsou
jen dvouprvkové, ale obecné podmnoziny V. Oznacime sijej H = (V/, E), kde V' je opét kone¢na
mnozina vrcholii. Zméni se nAm mnozina hran E. Hranu budeme uvazovat jako podmnoZinu né-
které mnoZiny vrcholi. Obsahuje-li kazda hrana E; pravé 2 vrcholy, jednd se o graf, ktery jsme
popsali v definici [2.1] [[14] 24].

Toto zobecnéni grafu také vyuZijeme v dalSich kapitolach této prace.

2.3.4 Intervalové grafy

Intervalové grafy jsou specifické tim, Ze kazdy vrchol reprezentuje urcity uzavieny inter-
val na realné ose (to 1ze brat i ve smyslu ¢asu, kdy kazdy vrchol reprezentuje néjakou vymezenou
dobu). Hrany reprezentuji prekryti té€chto intervalii, takze mezi vrcholy V' a U vede hrana, pokud
se intervaly reprezentujici tyto vrcholy prekryvaji [9, 20].

Tim jsme si predstavili klasické grafické zndzornéni a zobrazeni intervalového grafu. Tuto
strukturu je v§Sak mozné znizornit 1 v geometrické reprezentaci, kdy na osu redlnych Cisel R
znazornime dané intervaly, které reprezentuji vrcholy grafu. V piipadé, Ze maji tyto intervaly
spole¢ny prunik, ktery neni prazdna mnoZina, v grafickém znazornéni by mezi vrcholy, naleZi-
cim témto intervalum, vedla hrana [9} [20].

U tohoto typu grafii nas také bude zajimat obarveni, konkrétn€ vrcholové obarveni, naseho
intervalového grafu. Pro samotné obarveni plati stejné pravidlo jako v definici[2.5] Budeme se
spiSe zabyvat tim, kolik barev na takové vhodné obarveni budeme potfebovat, tedy jaké bude
chromatické ¢islo intervalovych grafli a zda ho mizeme néjak obecnéji urcit. Nez si toto ¢islo
ur¢ime, zadefinujeme si dals$i dva pojmy a to uplny graf a nejvétsi klika v grafu.

Definice 2.8 (I:Tpln}’/ graf). [15] Graf na n vrcholech, kde n € N, ktery obsahuje vSech (;) hran,
se nazyvd uplny nebo také kompletni graf a znaci se K,,.

Pokud mame takovy graf naptiklad na péti vrcholech, z kazdého vrcholu vedou ¢tyfi hrany ke
zbylym ¢tyfem vrcholtim. Chceme-li takovy graf obarvit, budeme tedy pro graf na n vrcholech
potiebovat pravé n barev k jeho vrcholovému obarveni, jelikoZ kazdy vrchol bude potiebovat
svou vlastni barvu [15]].

Uplny graf se miZe vyskytnout také jen v urdité &asti grafu, také jinak jako podgraf. Nej-
vétsi takovy Uplny podgraf, se nazyva nejvetsi klika grafu.

Definice 2.9 (Klikovost). [[/4)] Klikové ¢islo (nebo také klikovost) grafu G budeme znacit w(G).
Jednd se o pocet vrcholii nejvétsiho kompletniho grafu (kliky), ktery je podgrafem G.

Tyto pojmy nidm pomohou ur¢it, kolik barev potfebujeme k obarveni intervalového grafu.
UkéaZeme si to na prikladu z rozvrhovéani. Budeme uvaZovat, Ze naSe intervaly, které reprezentuji
vrcholy, jsou probihajici vyucovaci hodiny v danych tfidach. Témto hodinidch chceme pfiradit



ucitele (nebudeme uvazovat, které predméty vyucuji). Pokud probiha Sest vyucovacich hodin,
v Sesti tfidach soucasné, potfebujeme minimalné Sest ucitell, ktefi budou schopni v dany Cas
vyucovat. Chceme-li tento moment zakreslit do grafové podoby, projevi se jako Gplny podgraf
na Sesti vrcholech. Pocet uciteld, které potfebujeme na cely tyden, je pak nejvyssi pocet vyuco-
vanych hodin, které probihaji ve stejny Cas, tedy nejvétsi klika v grafu. Pro intervalovy graf G
tedy plati, Ze chromatické cislo je rovno klikovosti daného grafu, ¢i-li y(G) = o(G) [20, 24].
Timto stylem bychom byli schopni ur¢it, kolik uciteld musi ve Skole pracovat, aby byli

schopni obstarat vyuku pro dané tiidy (ve zjednoduseném modelu).



3 Linearni programovani a celociselné linearni pro-
gramovani

Linearni programovéani, které je jednim z typti matematického programovani, se vyvijelo
jiz od 30. let 20. stoleti [23]. Jeho cilem je nalézt optimalni feSeni daného problému, proto je to
¢asto vyuZzivana metoda [17]. Jinak tomu neni ani v rozvrhovani, mame vice moznosti jak rozvrh
sestavit, a linearni programovani je jednou z nich [24)]. Nelze vSak na rozvrhovaci tlohy pouzit
obecné linearni programovani, ale je zapotiebi k tomu pouZit specidlni piipad celoc¢iselného
linearniho programovani [10], které je slou¢enim spojité a kombinatorické optimalizace [11].
Tento typ se od standardni metody linearniho programovani lisi tim, Ze vysledné proménné musi
nabyvat celociselnych hodnot [17]. V nésledujicich kapitolach si nejprve nadefinujeme zakladni
ulohu linearniho programovani a metody jejiho feseni a poté ulohu celociselné optimalizace
a jeji feSeni. Nez vSak k této problematice pfistoupime, nadefinujeme si dva pojmy, které k tomu
budeme potiebovat.

3.1 Dolni a horni celoc¢iselna ¢ast

Dolni a horni celociselna ¢ast ¢isla x jsou dileZité matematické pojmy, které budeme v na-
sledujici praci vyuZivat, proto je zde zminime.

Dolni celociselna ¢ast redlného Cisla x je definovana jako nejvétsi celé Cislo, které je mensi
nebo rovno ¢islu x. Tuto charakteristiku miZeme zapsat nasledujicim vztahem

|x] =max{me Z : m < x},
kde |x] je dolni celociselnd ¢ast ¢isla x [13]].

Obdobn¢ nadefinujeme horni celociselnou ¢ast ¢isla x, kterou ozna¢ime [x]. Tato pro-
ménna znazoriuje nejmensi celé ¢islo, které je vétsi nebo rovno proménné x. Matematicky zapis
je opét podobny

[x] =min{m € Z : m > x} [13].

Ted kdyZ zname tyto dva pojmy, miZeme se pfesunout na tlohu linearniho programovani.

3.2 Zakladni Gloha linearniho programovani LP

Uloha linedrniho programovani je vyznamna v tlohach diskrétni optimalizace [19]. Neni
to vSak klasické pocitacové programovani. Zde je slovo programovani pfevzato z amerického
slangového vyrazu, ktery vyjadiuje rozvrh ¢i planovani néjaké Cinnosti. Tento nazev se uchytil
z toho divodu, Ze cilem tlohy linearniho programovani je nalezeni, ¢i naplanovani optimalniho
cile, ¢i planu. Slovo lineéarni jiZ naznacuje, Ze dana omezeni a podminky tlohy LP jsou zadany
formou linearnich funkci, které zahrnuji dané optimalizované veli¢iny [17]. Tyto podminky mo-
hou byt ve tvaru rovnosti i nerovnosti. Je nékolik typt tlohy LP a Ize je fesit fadou zptisob,
které si predstavime. RozliSujeme celkem tii zdkladni formulace alohy LP a to obecnou tlohu,
kanonicky tvar ulohy a standardni tvar ulohy [19].



3.2.1 Obecny tvar

V obecné tloze LP budeme uvaZovat realnou matici A o rozmérech m X n. Déle si také
potfebujeme zadefinovat N jako podmnoZinu mnoZiny sloupcovych indexu {1, ...,n} matice A
a M jako podmnoZinu mnoZiny fadkovych index@ {1, ..., m} matice A. MnoZiny N a M budou
pak znacit dopliiky téchto podmnoZzin. Pro formalizovani obecného tvaru budeme také potiebo-
vat al.T radky matice A, kde (i = 1,...,m), redlny vektor b délky m a redlny vektor ¢ délky n.
Cilem a tkolem obecné ulohy LP je pak nalézt vektor vysledné proménné x € R”", ktery maxi-
malizuje vyraz ¢'x (d4 se prevést i na tvar minimalizace) za podminek

max ¢’x,

a’x=>b, proieM,

al’x <b, proi €M,

X; > 0 proj € 1:1

x; €R  proj e N|[18, 19, 22].

Tyto podminky nam stanovuji obecny tvar tlohy line4drniho programovani. Tento tvar je mozné
prevést na kanonicky, pfipadné na standardni tvar Glohy. Ve zbylych dvou tvarech jsou podminky
obecné ulohy specifikovany o néco striktnéji [235]].

Neékteré zdroje uvazuji jako pocate¢ni tlohu minimalizaci tvaru ¢! x [18], pro definovani
pojmu to v§ak nema zasadni rozdil.

3.2.2 Kanonicky tvar alohy

Jak bylo jiz zminéno v kapitole kanonicky tvar tlohy LP lze ziskat pomoci tprav
z obecného tvaru této ulohy a je nadefinovan velice podobné [25]]. LiSi se pouze cil tohoto tvaru
tlohy. Cilem je nalézt vektor x € R™, ktery maximalizuje vyraz ¢! x za podminek

Ax <D,
x> 0.

Lisi se tedy od obecného tvaru tim, Ze uvazuje jen podminky typu nerovnosti, a vSechny vysledné
hodnoty x; jsou nezaporné pro kazdé j [18,119].

3.2.3 Standardni tvar tlohy

O standardnim tvaru Glohy LP miiZeme fict na tivod podobné informace jako o kanonickém
tvaru. Lze jej ziskat z obecného tvaru urc¢itou zménou v podminkéch této tulohy [25]. Nadefino-
vani poc¢ateCnich proménnych je tedy opét stejné, 1isi se svym cilem. Ukolem je tentokrat nalézt
vektor x € R", ktery maximalizuje vyraz ¢’ x za podminek

Ax = b,
x > 0.

Tento tvar tedy obsahuje jen podminky rovnosti a opét poZadujeme, aby vSechny vysledné pro-
ménné x; byly nezéporné pro kazdé j [19].



3.3 Simplexové metody

V této kapitole se sezndmime s algoritmy, které slouzi k feseni tlohy linearniho progra-
movani. Tyto metody obecné pracuji se standardnim tvarem tlohy LP, tloha je tedy ve tvaru

max {¢/x : Ax=b, x>0, x € R"},

kdec € R", A € R™" ab € R" [16],22]. Pro proveditelnost simplexového algoritmu musi mit
matice A hodnost rovnou m [[17]].

Dalsim krokem je ziskani bazického fesSeni.

Definice 3.1 (Bazické feseni). [[I9] Je-li f = {A i A FRRPI A i } mnoZina m linedrné nezavislych
sloupcit matice A, pak vektor x € R", spliiujici podminky

- X; =0pr0Aj & p,

- X, je k-ta sloZka vektoru B-'b, kde B = [Aj,-];n=1 prok=1,...,m,

se nazyvd bazické reSeni prislusné mnoZiné p.
Pokud dokaZzeme najit bazické feSenti, pro které plati, Ze x; > 0, prokazdé j = 1, ..., n, nazveme
jej ptipustné bazické feSeni. Nekteré z téchto pripustnych bazickych feSeni poté miiZe byt op-
timalnim feSenim dlohy linearniho programovani. Stejné tak existuje pro kazdé bazické feSeni
vektor ¢, ktery maximalizuje vyraz ¢’ x [16].

Takto bychom tedy mohli vzit v§echny m-prvkové podmnoZziny sloupcti matice A, nalézt
vSechna bazicka feSeni a mezi nimi vybrat to optimalni. To je v§ak zdlouhavy postup, proto se
zaved] pfistup, ktery upfesiiuje prechod od jednoho piipustného bazického feSeni ke druhému.
Tato metoda se nazyva simplexovy algoritmus [[19].

3.3.1 Simplexovy algoritmus

Opét budeme uvazovat tlohu ve standardnim tvaru

max ¢’x,
Ax = b,
x, >0, i=1,...,n.

Také budeme predpokladat, Ze jsme nalezli vychozi pfipustné bazické feSeni, to v§ak nemusi
byt rovnou optimalni. Nahrazenim nékteré bazické proménné za jinou pfejdeme k dalSimu pfi-
pustnému bazickému feSeni. Musime vSak nejprve rozhodnout, kterou proménnou z baze od-
stranime, a kterou na jeji misto dosadime [17, 19].

Uvazujme s-tou nebazickou proménnou, které pfiradime cenu c,. Ta by nahradila hodnotu

Vv,

c,a;,+ - +c,a,,. Pokud by tato suma byla vyssi, neZ cena proménné c,, tak se tuto nebazickou
proménnou vyplati zahrnout do baze [19]. To ndm tedy fesi, kterou proménnou do baze zahr-
nout, jeSté¢ musime vyfesit otdzku vyjmuti slozky z baze.

Pokud v dané bazi uplatnime x_ jednotek s-té proménné, tak v dané smési proménnych
budeme mit x; — a,,x, jednotek prvni bazické proménné a tak dale, az x,, — a,,.x, jednotek
m-té€ bazické proménné, kde jsou vSechny vyrazy nezaporné. Plati tedy

x, <L Y(i=1,...,m).

ajg
Chceme do baze pouzit takovou proménnou, kterd se v ni vyskytne v co nejveétsim mnoZzstvi,
proto vyjmeme z béze tu proménnou, kterd ma vyraz ~~ minimélni kladny [19].

ais
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Ptipustné bazické feSeni je optimalni, pokud jiZ nemame Zadnou dal$i proménnou, kterou
bychom chtéli do baze zahrnout [[19].

3.3.2 Dvoufazova metoda

Vysvétlili jsme si, jak ziskat pomoci simplexového algoritmu optimalni bazické feSeni.
Ptredpokladem této metody vSak bylo, Ze jsme jiZ nalezli néjaké vychozi pfipustné bazické feSeni.
To je soucasti dvoufazové metody.

Budeme k tomu potiebovat zavést novou pomocnou veli¢inu y = [y,,...,y,]", dale si
zadefinujeme nulovy vektor o € R" a vektorv =[1,1,...,1]7 € R™. S t¢mito nové zavedenymi
proménnymi vyfeSime pomocnou tlohy

]T

X
max [o" |vT]| |,
y

X
[A[I]l |=D,

v o a1 v o | X ‘xe , R . IR I
Pfi nalezeni optimalniho feSeni lyl je veli¢ina x vychozim pfipustnym bazickym feSenim pro

feSeni simplexového algoritmu. Nalezeni tohoto bazického feseni se obvykle nazyva prvni fazi
a feSeni simplexového algoritmu s touto vychozi proménnou je druhou fazi. Z tohoto divodu se
dana metoda nazyva dvoufazova. [19].

3.4 Dualita

Reseni tlohy linedrniho programovani v obecném tvaru (ale také v kanonickém a stan-
dardnim tvaru) maximalizuje vyraz ¢’ x. Je v§ak moZné feSit tilohu LP pro minimalizaci. Vztah
mezi minimaliza¢ni a maximaliza¢ni Glohou se nazyva dualita [23]]. Zakladni mySlenka duality
spociva v tom, Ze ke kazdé takzvané priméarni tloze, 1ze sestavit tlohu dudlni. Tyto dvé tlohy
maji velkou spojitost a v momenté vyfeSeni jedné mame zpravidla feSeni 1 druhé alohy [21]].

V rtizné literatufe se 1isi, zda primarni tloha je pravé maximaliza¢ni, nebo minimaliza¢ni,
v této praci budeme uvaZovat jako primarni dlohu tu, ve které vyraz ¢’ x maximalizujeme [18]].

3.4.1 Primarni aloha LP

Pro zavedeni pojmu primarni alohy LP vyuZzijeme kanonicky tvar. Ten v pfipad€ primérni
ulohy vypada nésledovné
max ¢’x,
Ax <b,
x > 0.

10



Opét plati, Ze matice A je typu m X n, vektor b € R™ a vektory x, ¢ € R”". Pokud chceme
tuto dlohu vyfesit, pfevedeme ji na tvar dudlni dlohy. Nékdy je minimalizacni Gloha snaz$i na
vyfesSeni, a proto se jevi jako vyhodnéjsi, vyfesit v prvni fad¢ dudlni dlohu a pomoci ni urcit
feSeni ulohy primarni 17,18, 21, 22].

3.4.2 Dualni aloha LP

Dualni tlohu si, stejné jako predchozi priméarni tilohu, zavedeme ptes kanonicky tvar tlohy
min by,
ATy >c,
y=>0.

Navic se nam pridal vektor neznamych y € R™ [18, 21].

Tato dualni Gloha omezuje pivodni primarni Glohu shora, tedy kazdé feseni (y,, ..., ¥,,)
které je pfipustné, ndm poskytuje horni odhad pro maximum Gcelové funkce primarni tlohy,
pomoci kterého ji miZeme snaze vyftesit [17, 22]].

3.4.3 Dualni simplexovy algoritmus

Dualni simplexovy algoritmus, podobné jako ten klasicky, hleda ptipustna bazicka feSent,
ktera jsou vysledkem ulohy linearniho programovéni. Toto vysledné feSeni vSak neoptimalizuje
zadanou priméarni tlohu, ale vytvofenou dudlni alohy k této primérni. Vysledek je v§ak zpravidla
ptipustny jak pro dualni, tak i primarni tlohu [25].

Stejné€ jako u simplexového algoritmu prevedeme dudlni dlohu na kanonicky tvar. Poté nejprve
postupujeme stejné jako diive, rozdil nastava, pokud hledame, kterou slozku baze vyjmout, a kte-
rou do ni pridat [25].

Duélni simplexovou metodu vyuZzivame v pfipadé, kdy je nékteré slozka vektoru b zaporna
(j. b, < 0). V pripadé, kdy jsou vSechny slozky nezdporné, mizeme vyuZit klasicky simplex.
Jestlize pro nékterou sloZku vektoru y plati y; < 0, vybereme tento index j. Pfislu$na pro-
ménnd s timto indexem pak bude odstranéna z ptivodni baze. Méme li Vice takovych zapornych
promennou kterou bychom chteh z baze odstranit a algorltmus v tomto bode kon¢i a nalezené
bazické reSeni je optimalni [25].

Pti vybéru proménné, kterou priddme do baze, se opét zaméfime na Vehcmu . V pripadé,

ze je nékterd proménna y; < 0, vybereme tu velicinu, kde je zlomek 2 nejmensi. V pripadé¢, Ze

Zadna proménnd vektoru y; neni zaporna, primarni tloha neni prlpustna a algoritmus kon¢i.
Takto tlohu feS§ime, dokud nedojdeme k jednomu ze zavérl, kterym dany algoritmus
skondi [25]].

3.5 Celodiselné linearni programovani ILP

Celociselné linearni programovani je specialnim pfipadem alohy LP, kdy vysledné pro-

ménné musi nabyvat celociselnych hodnot. Je sice t€Z8i na feSeni, protoze podminka celocisel-
nosti je pomérné striktni, avsak je hojné vyuzivano v fadé praktickych problému [[11]], napiiklad
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u rozvrhovacich tloh, na které se tato prace zaméfuje [10]. Nemusi se vSak jednat jen o rozvr-
hovani ve Skolach, ale také binarni proménné, které piifazuji tlohy ke strojim. Dal§im moZnym
uplatnénim je optimalizace portfolia (celo¢iselné pocty akcii, modelovani fixnich transakcnich
néakladi, atd.) nebo také tlohy rozvozu, kde se planuje cesta vozidla [4].

V nésledujicich kapitolach si predstavime nadefinovéni a pfistup k celo¢iselnému linear-
nimu programovani a také jeho metody feSeni.

3.5.1 Formulace obecné alohy ILP

Ulohu obecného celo&iselného linedrniho programovani mizZeme naformulovat nasledu-
jicim zplisobem
max ¢’ x,
Ax <b,
x>0 xe 7",

kde vektor b je fadkovy vektor délky m, A je matice o rozmérech m X n a ¢ a X jsou sloup-
cové vektory délky n. Vektor x obsahuje proménné hledaného feSeni. Potom mnoZina feSeni
S :={x € Z} : Ax <b} je hledanym vysledkem obecné ulohy celociselného linearniho pro-
gramovani [, (11} [18]].

Tato uloha uvazuje za ptipustné feSeni jen ta, kterd maji vSechny slozky celociselné, tedy
x; €2,V =1,....n) [5 11, 18]

3.5.2 Formulace smiSené ilohy MILP

V piipadé obecné ulohy ILP jsme pfedpokladali celoCiselné slozky prfipustného feSeni.
Dal$i moZnou variantou je pfipustit vyskyt nékterych realnych slozek. Takovou dlohu bychom
mohli naformulovat nasledujicim zpisobem

max ¢/x + hTy,

Ax+ Gy <b,
x>0 xe7",
y>0 y € R?,

kde c je vektor délky n, h vektor délky p, A je matice s rozméry m X n, G je matice mX pab je
vektor délky m. Obvykle pfedpokladame, Ze slozky ¢, h, A, G a b jsou racionélni. Vektory pro-
ménnych x o délce n a'y o délce p obsahuji proménné hledaného teSeni [4, 5].

U proménnych x; uvazujeme jen nezaporné celoCiselné hodnoty, zatimco u proménnych
y; vSechny nezaporné realné hodnoty. Pfipoustime tedy pfitomnost neceloCiselné slozKy feSeni.
Vzdy budeme predpokladat, Ze existuje alespon jedna celoCiselnd proménna ¢ili ze n > 1.
Obecné ILP je specidlnim ptipadem smiSeného celociselného linearniho programovani, kde
p =0. MnoZina feSeni S := {(x,y) € Z/ x R? : Ax + Gy < b} se nazyvd mnoZina smi-
Seného celociselného linearniho programovani [4)} 15]].

12



3.5.3 SmiSené binarni LP

MnoZina smiSeného 0, 1 line4rniho programovani piedstavuje takovou formulaci mnoZiny,
ve které nabyvaji celo¢iselné proménné jen hodnot 0 nebo 1:

S :={(x,y) € {0,1}" xR’ : Ax+ Gy < b}.

Tato mnoZina predstavuje pfijatelna feSeni ilohy smiSeného 0, 1 linedrniho programovani [4), S]]

3.5.4 Relaxace

Nalezeni feSeni tlohy celoc¢iselného linearniho programovani je obecné velmi t€zké. Jed-
nim moZnym piistupem, ktery se vyuZiva, je nalezeni relaxace této dané tlohy. To se feSi nu-
mericky snadnéji neZ puvodni dloha a poskytuje ndm dobrou aproximaci. UvaZzujme mnoZinu
smiSenych celociselnych feseni S C Z" X RP?, jejiz linearni relaxaci je mnoZina

P i={(x,y) ER"XR" : A’x + Gy < b'}.

Formulace relaxace linearniho programovani je tloha max {¢'x +hTy : (x,y) € P’} [3].
Pro smiSenou celociselnou linearni mnoZinu feSeni .S existuje pfirozena linearni relaxace,
ktera je definovéana:

Py = {(x,y) € R" XxR? : Ax+ Gy < b}[3].

Tuto formulace mnoZiny ziskdme vyfazenim podminky celociselnosti slozky x ve formu-
laci smiSené dlohy ILP. Pfirozen4 relaxace linedrniho programovéani je ddna predpisem:

max {¢"x +hTy : (x,y) € P,} [3].

3.6 Metody pro reSeni celociselného linearniho programovani

V této kapitole si pfiblizime dvé zakladni metody pro feSeni tloh celo¢iselného linearniho
programovani a jejich nislednou modifikaci. Tyto zakladni metody jsou metoda mezi a vétvi
a metoda fezné roviny. Jsou zaloZeny na jednoduchych mySlenkach, ale jsou velice vyznamné
pfifeSeni. Jsou také zakladnim vybavenim softwari pro feSeni celo¢iselného programovani. Dale
si predstavime spole¢nou modifikaci téchto dvou metod a to metodu mezi a fezd. [S]

V nésledujicich kapitolach budeme formulaci smiSené tlohy z kapitoly [3.5.2] znacit zkrat-
kou MILP. Pro pfipomenuti:

MILP : max {¢"x+hTy : (x,y) € S},

kde S := {(x,y) € Z'jr X IR‘J’r : Ax + Gy < b}. Pro usnadnéni budeme vSak uvazovat, Ze feseni
ulohy MILP je kone¢né. Takové optimélni feSeni si oznac¢ime (x*,y*) a optimalni hodnotu alohy
MILP z*. Tyto tfi veli¢iny jsou nezndmé, které hledame [J]].
Necht (x°, y°) a z° jsou optimélni feSeni a optimaln{ hodnota piirozené relaxace linearniho
programovani
max {¢'x +hTy : (x,y) € P},
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kde P, je pfirozend linedrni relaxace .S. Budeme predpoklddat, Ze jsme schopni pomoci feSice
vypocitat hledané hodnoty (x°,y%) a z°. Jelikoz S C P,, vime také, Ze z* < z,. Je-li x° celo-
Ciselny vektor, potom (x°,y°) € S a také plati z* = z,. V tomto piipad€ mame hledané feSeni
MILP [5].

Ted se jiz zaméfime na samotné metody feSeni tlohy celociselného linearniho programo-

vani.

3.6.1 Metoda vétvi a mezi

Metoda vétvi a mezi je jednou ze zékladnich metod, které umi fesit tlohy s celoc¢iselnymi
vysledky a nemusi to byt zpravidla jen ty linearni. Principem této tlohy, je rozdélit si dany pro-
blém na mensi poduikoly, které se snaze fesi. V téchto jednotlivych tkolech hleddme maximum
ucelové funkce [4, [11]].

V prvnim kroku vyfesime relaxaci piivodni tlohy bez podminky celo¢iselnosti. Pokud nam
vyjdou celociselné vysledné proménné, jedna se rovnou o optimalni pfijatelné feSeni. Pokud ne,
vybereme takovy index j, ktery spliuje 1 < j < n a zéroveii x;, tedy prvek vysledného vek-
toru z relaxacni tlohy s indexem j, neni celoCiselny. Tuto proménou si pro dal$i dlohu upravime
dvojim zptisobem

S =Sn{xy x;, < x ]} S i=8n{xy x; > [x;]}

Také jinak, rozd€lime si ilohu na nové dvé, kde v jedné x ; zaokrouhlime dolu a v druhé nahoru.
Budeme tedy zkoumat, kterd z celociselnych veli¢in, které jsou redlnému vysledku z relaxace
nejbliZe, vyhovuje vice. Tuto hodnotu pfidame k poc¢ate¢nim podminkam ptivodni Glohy a spo-
¢itdme znovu relaxaci pro dvé nové dlohy

MILP, : max {¢"x+h"y : (x,y) € S,}, MILP, : max {¢"x+h"y : (x,y) € S,}.

Tim dospéjeme k rozvétveni ptivodni dlohy na dvé [4] 5 [11]].

Bylo by vSak neoptimalni pracovat neustéle se vS§emi vétvemi. Proto si vZdy uréime, kterd
vétev ma lepsi nalezené celoCiselné feseni, tedy to s nejvétsi hodnotou tcelové (objektivni)
funkce, a s touto vétvi budeme pracovat. Tim nastavime urcitd omezeni na vétve [4), 5]].

Graficky se tato metoda da pfehledné zpracovat do stromu, kde rozvétvujeme vysledky
pomoci hornich a dolnich celociselnych mezi a naopak ukoncujeme vétve danymi omezenimi
[4].

Tato metoda obvykle na vétSich dlohach nepracuje prilis dobie. Dochazi bud k vyCerpani
zadaného ¢asového limitu, nebo vysledek vystoupi z pfipustné mnoZiny feSeni [4].

3.6.2 Metoda rezné roviny

Opét budeme uvaZovat smiSenou celo¢iselnou tlohu linearniho programovéani
MILP : max + {¢'x+hTy : (x,y) € S},

kde S 1= {(x,y) € Z X R’ : AX+ Gy < b} anecht P, je pfirozena linearni relaxace .S, ktera
byla nadefinovana v kapitole Poté z, je idealni hodnota a (x°,y°) je optimalni feSeni této
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relaxace [5]].

Principem metody fezné roviny je nalézt nerovnost ax; +yy; < f, ktera je spln€na v kaz-
dém bodé€ oblasti S (tedy pro kazdé i a j), avSak neni splnéna pro (X,,y,), které neni celoci-
selné. Pokud bychom nasli vysledek z mnoZiny celych ¢isel, metoda rovnou kon¢i. Pokud tomu
tak neni, utvofime z (X, y,) feznou rovinu, kterd bude odd€lena od mnoZiny pfipustnych fe-
Seni S 5, 23]].

Vysledek dostaneme za pomoci rekurzivniho postupu. V i-tém kroku vyfesime relaxaci
dané tlohy, pro zacatek uvazujeme i = 0

max {¢x+hly : (x,y € P}.

Pokud vysledné feseni (x', y’) pfipada do mnozZiny celo¢iselnych feSeni .S, nemusime tlohu déle
feSit. Pokud vSak ne, musime nalézt feznou roviny ax + yy < f, kterad oddéluje (x',y’) od
mnoZziny S. Pokud ji nalezneme, nastavime novou relaxaéni mnoZinu jako

Py = Pn{xy) fax+yy < f}

aopakujeme znovu rekurzi s i = i+1. V novém kroku si tedy upravime mnoZinu pro relaxaci tak,
Ze neobsahuje nami diive nalezené realné optimum, mame tedy moZnost najit jiné, to celoCiselné.
Tyto fezy, kterymi se dostadvadme k optimalnimu feSeni, nazyvame Gomoryho fezy [2, 15 23]].

3.6.3 Metoda mezi a Fezu

Metoda mezi a fezl, jak uzZ nazev vypovida, je kombinaci predchozich dvou zminénych
metod. Ze zacatku postupujeme stejné jako pii metodé vétvi a mezi. Rozdil nastava v jednotli-
vych vétvich vyc¢tového stromu. Tento rozvétveny strom mizeme omezit Gomoryho fezy, které
jsme provadéli v metod€ fezné roviny [S, [11].

Tato metoda byla v roce 2014 nejtsp€snéjsi metodou feseni celociselnych program, pro-
toZe spojuje vyhody predchozich dvou metod [2, 15].
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4 Rozvrhovaci alohy — zakladni proménné a pod-
minky

Do této chvile jsme si pribliZili matematické nastroje, které budeme na vytvareni rozvrho-
vych akci a na definovani samotného problému potiebovat, ted se jiZ zaméfime piimo na rozvrhy.

V nasledujicich kapitolach si fekneme, s jakymi proménnymi musime rozvrhy sestavovat
a jaké podminky musi byt pro tyto proménné splnény. Také jinak s jakymi daty pfi sestavovani
rozvrhil pracujeme.

Rozvrhovaci tlohy se mohou tykat jak zakladnich, stfednich, tak vysokych Skol. V nasem
modelu budeme vSak obecnéji pfedpokladat zdkladni a stfedni Skoly, jelikoZ u vysokych kol se
jiz poZadavky na rozvrhy mirné 1i8i (tyto odliSnosti si uvedeme pozd¢ji pii vyctu podminek roz-

s w2z

vrhii). V praktické ¢asti se budeme pozdéji snaZit narozvrhovat data, ktera nam byla poskytnuta

o

ze zakladni Skoly v Plzni, proto se zaméfime piimo na jejich specifika.

4.1 Zakladni proménné

Vv

NejzékladnéjSimi proménnymi naseho rozvrhovaciho modelu, které uvazujeme pro libo-
volnou skolu (zakladni nebo stiedni), budou mnoZina jednotlivych zdkovskych tiid a mnozZina
ucitelt na Skole. MnoZinu tfid si ozna¢ime C = {c,...,c,}, kde m je pocet tfid a mnoZinu
uciteld si zadefinujeme jako T = {z,,...,7,}, kde n bude znacit pocet uciteld na Skole. Kazdy
prvek téchto mnozin ma sviij vlasti popis a charakteristiku (u tfid jsou to zpravidla pozadavky
na vyuku, zatimco i ucitell jsou to pracovni povinnosti) [1} 8, 24].

Mezi zakladni informace, které si nese kazdy ucitel mnoziny T, jsou aprobace (predméty,
které vyucuje) a velikosti svého tGvazku (pocet hodin, které tydné oduci). Prvky mnoZiny C ob-
sahuji jiZ vice informaci [24].

Mezi zakladni vlastnosti prvkl z mnoZiny C patii pocet vyucovacich hodin daného pred-
métu, ktery ma byt ve tfidé oducen. Piipadné miiZze byt jiZ uvedeno, ktery ucitel z mnoziny T
vyucuje dany predmét. V nasem modelu budeme uvaZzovat, Ze jiz vime, které hodiny maji spo-
le¢né tfida c; a ucitel ¢;. Pro uchovani téchto informaci nam bude slouzit matice R = (r;;) o veli-
kosti m X n, kde prvek r;; znaci jizZ zmin€nou vlastnost (pocet hodin, které maji spolecné tfida c,
a uditel ¢ ) [24]].

Dalsi proménnou, kterou si zavedeme, je mnoZina vyucovacich hodin p, ktera nese infor-
maci o poctu vyucovacich hodin, které mohou byt oduceny v radmci jednoho dne a jak dlouho
trva jedna vyucovaci hodina [8} 24]].

Mezi zakladni proménné patii také seznam uceben, ve kterych miZe probihat vyuka. N&s
rozvrhovaci model budeme vSak stavét bez této proménné. V readlném problému se s u¢ebnami
ve vétSin€ piipadi nerozvrhuje. Skola disponuje dostatkem prostor pro vyuku a ucitelé si voli
ucebny sami az po sestaveni rozvrhu [24].

Posledni proménna, kterou si v tuto chvili zavedeme, je x; ko ktera nabyva dvou hodnot
(O nebo 1). Hodnoty 1 nabyva, pokud se tiida c; a ucitel 7, potkaji pfi vyu€ovaci hodiné v Case k.
Hodnoty 0 nabyva v ostatnich ptipadech [24].

Na téchto zakladnich proménnych bude stit cely model rozvrhovacich dloh [24]].
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4.2 Zakladni podminky

Pokud mame zéakladni data s charakteristikou danych proménnych, které jsou potiebné pro
sestaveni rozvrhl, mizeme se jiZz zabyvat samotnymi podminkami, které tyto rozvrhy musi spl-
nit. Téchto podminek je fada.

Pro pocatec¢ni nadefinovani rozvrhovacich dloh, a podminek které spliiuji, si problém roz-
délime na denni a tydenni planovani.

4.2.1 Denni planovani

Pro pocatecni zjednoduseni problému budeme uvazovat, Ze potiebujeme vytvorit rozvrh
jen v ramci jednoho dne. Aby bylo mozné dana data narozvrhovat, musi proménné x;;, spliiovat
nasledujici podminky

p
injk=rij Vi=1,....m; j=1,...,n), o))
k=1
inij1 V(izl""’m;k:la""p)’ (2)
j=1
PDIEFES VG=1...mk=1..p) 3
i=1

xijk=0neb0xijk=l Vi=1,....m; j=1,....n; k=1,...,p) [24]. 4)

Rovnice|l{udava spravnost dat. Po¢et hodin, které ma ucitel ¢ ;ve tfidé€ ¢; v rznych Casech
(k=1,...,p)jeroven prvkur;; v matici R. Podminky [2|a[3|zaru¢uji, Ze ucitel ; nebude v jednu
vyucovaci hodinu ucit ve vice tfidach najednou (nebo naopak, Ze jedna tfida nebude mit vice
neZ jednu rozvrhovou akci béhem dané vyucovaci hodiny). Podminku {jsme jiZ zmitiovali [24].

Pti znamosti vySe uvedenych proménnych 1ze sestavit bipartitni multigraf G = (C, T, R).
Uzly tohoto grafu tvoii jednotlivé prvky mnoZziny C a mnoZiny T, tedy tfidy a ucitelé. Vrcholy c,
at; jsou spojeny r;; rovnob&€znymi hranami (tedy takovym poctem hran, kolik maji spolec¢nych
hodin). Pokud kazdé hodiné odpovida jedna barva, hleddme takové prifazeni jedné z p barev
ke kazdé hran€ z G, Ze Zadné dvé sousedni hrany nemaji stejnou barvu (tim zaru¢ime, Ze jeden
ucitel nevyucuje dve hodiny v ten samy Cas). Plati tedy, Ze proménna x;;, bude nabyvat hodnoty
1, pokud néjaka hrana [¢;, #;] ma barvu k. Reseni rovnic tedy existuje, pokud jsou splnény
nasledujici podminky

Yry<p  VG=1l...n.
i=1

r,<p Vi=1,...,m).

1
1

~.
Il

To nam ftika, Ze se zadny ucitel (ani Zadna tfida) nesmi Ucastnit vice nez p vyucovacich ho-
din [24].
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4.2.2 Tydenni planovani

To byl vSak zjednoduSeny model denniho planovani, ktery se v praxi pfili§ nevyuZziva.
Z toho dtivodu si priblizime problém tydenniho planovani.

Pokud feSime rozvrh jen v rdmci jednoho dne, zaddvame vyucovaci hodinu pfimo do n¢j
a nase matice R ptfedstavuje vSechny vyucovaci hodiny, které musi byt v tento den naplanovany.
Ve Skolstvi se vSak vice fesi tydenni planovani, kdy musi byt vyuka pfifazena k nékterému dni
v tydnu. Matice R pak predstavuje vSechny takové hodiny, které se musi konat béhem tydne. Pro
tydenni planovani si musime zadefinovat nékteré dopliiujici proménné [24]].

Pro kazdou tfidu ¢; mame kladné celé Cislo a;, které predstavuje maximalni pocet vyuco-
vacich hodin, kterych se mtiZe tfida ¢; zacastnit béhem kazdého z p dnti. Podobné si zavedeme
Cislo b; pro ucitele ¢; (tedy kolik vyucovacich hodin je schopny odpracovat béhem kazdého
z p dnll). Vyznam proménné x;;, se pili§ neméni, v tydennim planovani bude predstavovat po-
Cet vyucovacich hodin zahrnujicich tiidu ¢; a ucitele 7, které jsou pfifazeny ke dni k (nenabyva
tedy uZ jen hodnot 0 a 1, ale maximéln€ hodnoty a;, pfipadn€ b;). Tyto podminky si zapiSeme
v nésledujicich nerovnicich

n

Y xu <q Vi=1,...,m;k=1,....p), (5)
=1

Xk < b; Vi=1,....n; k=1,...,p), (6)
i=1

x,.jkz() Vi=1,....m; j=1,...,n; k=1,...,p). @)

Reseni téchto podminek [S-7|existuje, pokud jsou splnény nasledujici nerovnice

ZrijSp-bj Vi =1,...,n),
r.<p-a, Vi=1,...,m),

také jinak, pokud se ucitel (respektive tfida) vyskytuje jen na maximalné tolika hodinach, kolik
je mu naplanovéano na tyden [24]].

Tydenni planovani rozvrhil se da také vyjadfit bipartitnim multigrafem. V tomto grafu
musime pfifadit jednu z p barev ke kazdé hran¢ takovym zplisobem, Ze maximaln¢ a, sousednich
hran, které vedou z uzlu ¢;, maji stejnou barvu (respektive maximalné b; hran z uzlu ¢;). JelikozZ
tyto hodiny se stejnou barvou mtizou probihat v riznych dnech [24].

Pokud mame zadany hodnoty a; a b;, jsme schopni urcit minimalni pocet dni p, které
potfebujeme k narozvrhovani daného poctu vyucovacich hodin. Tuto hodnotu p spoc¢teme podle
nasledujiciho vzorce

p= max(mjax [Z rij/bj_] , ml,aX fz rij/ai_] )
i=1 Jj=1
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kde [7] je horni celociselna Cast Cisla ¢ z kapitoly (3.1] [24].

To vSak neni piili§ obvyklé. Zpravidla mame dany pocet dni v tydnu, ve kterych probiha
vyuka, a pocet vyucovacich hodin jednoho dne je rovnomérné upraven do p dni. Hledame tedy
celé Cislo x;;, které bude splfiovat podminky

1

DRNIEDIETES DN/ Vi=1,....,m; k=1,...,p), (8)
j=1 =1 j=1
Lzru/pJ Slejks [Zru/p] V(J:laana kzlaaP)? (9)
i=1 i=1 i=1

Lr,.j/pJ < X < [r,.j/p] Vi=1,....m; j=1,....n; k=1,...,p), (10)

kde | 7] je dolni celoiselna ¢ast &isla 7, kterou jsme definovali v kapitole[3.1} Omezeni[8]a[9ludéva
denni zatéZ vsech tfid a vSech ucitelli, ktera je dokonale vyvazena béhem p dni. Omezeni|10|vy-
jadfuje skuteCnost, Ze hodiny zahrnujici tfidu ¢; a ucitele #; jsou rozprostieny do p dni [24].

Pokud si tuto podminku predstavime v multigrafové interpretaci, tak mezi rovnobéznymi
hranami, které vedou mezi vrcholy ¢; a #; existuje alespofi |r;;/p| a nejvice [r;;/p] hran kazdé
barvy [24].

4.2.3 Predbézné prirazeni a nedostupnost

MiuZeme mit i dals$i omezeni ¢i podminky, které chceme do rozvrhu zanést. Pro jejich
nadefinovani se na chvili vratime opét k dennimu planovani, kde pro proménnou x,;, uvazujeme
jen hodnoty 0 a 1. V realném problému mame spoustu pozadavkd, které musime vzit v Gvahu.
Jeden z nich je predbézné pfifazeni [24].

MiiZe se stét, Ze nékteré dvojice ¢; a 7; maji mit hodiny v pevné stanovenych Casech k,
prifadime je tedy predbézZné, jesté neZ zacneme vytvaret zbytek rozvrhu. Zavedeme si také novou
podminku s novou proménnou

Xijk 2 Dijio (11)

kde p,;, bude 0, pokud neni pfedem urceno, kdy se setkaji tiidy c; a ucitelé 7; v obdobich k [24].

Dalsi omezent, které miiZe nastat, je nedostupnost ucitelti nebo tiid. V nékterych casech k
nemusi byt u€itel #; (pfipadné tfida ¢;) k dipozici a tudiZ se nemiZou ziCastnit Zidné vyucovaci
hodiny. To se zpravidla déje spiSe u uciteld, miZeme vSak takovou pauzu uvazovat pro tiidu
v ptipad€ obéda [24].

Nastavit nedostupnost ucitele miizeme vicero zptisoby. My budeme uvazovat ten, kde po-
uZijeme piedb&zné piifazeni. Pokud neni ucitel ¢; k dispozici v Case k, pfifadime ho k fiktivni
tfid€ ¢’. Podobné pokud je tiida ¢; zaneprazdnéna, ptifadime ji k fiktivnimu uciteli t;f [24]].

Misto toho, abychom poZadovali dodrzeni pfedchozi podminky, zavedeme si jinou for-
mulaci pro kazdodenni problém s pfedem pridélenymi hodinami a nedostupnosti. Definujeme
proménnou X, = I, pokud se tfida ¢; a ucitel 7; setkaji v Case k pii hodiné, ktera neni zadana
pfedem, jinak je X;;, = 0. Tyto vlastnosti jsou shrnuty v nasledujicich rovnicich a nerovnicich
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p
injk=fij Vi=1,....m; j=1,...,n), (12)

X < by Vi=1,....,m; k=1,...,p), (13)

j=1
Xk < Ty VGi=1,...,m k=1,...,p), (14)

i=1
)_Cijk=01’leb03_fijk=1 V(i=1"--am;j=1’-"’n; k=17"'ap)? (15)

p
kde Fij =1y — Zpijk,
k=1

b, = 1, pokud je tfida c; k dispozici a neni pfifazena na obdobi k, jinak je rovno 0,

¢;, = 1, pokud je ucitel ¢; k dispozici a neni pfedem pfifazen na dobu k, jinak je rovno 0.

Tato omezeni nam definuji rozvrhovaci problém s pfediazenymi tkoly. Obecné jsou tyto pod-
minky nezbytné pro existenci feSeni. To vime na zakladé Hallovych podminek pro sys-
témy s odliSnymi zastupci (Hallovu vétu pro bipartitni grafy zmifiujeme v kapitole [2.3.T)). Tato
véta v feci rozvrhi fik4, Ze pro kaZzdou periodu k musi pro kazdou podmnoZinu g tfid existovat
alespoii g ucitelt, kde se kazdy ucitel musi setkat minimaln€ s jednou z q tfid v Case k. Takové
podminky bohuzel nestaci k existenci feseni [24]].

4.2.4 Soft a hard podminky

Podminek a omezeni, které se skryvaji za tlohou rozvrhovani, je mnoho. Radu z nich jsme
si jiz vyjmenovali, ne v§echny v§ak musime napevno dodrZet (ne vZdy se to poZaduje a ne vZdy
je to mozné). Z tohoto ditvodu lze rozvrhovaci podminky rozdélit na ty nutné (hard podminky)
a ty méné potiebné (soft podminky) [1, 7, 8]].

¢ Soft podminky

Podminek, které nemusi byt nutné splnény, mame fadu. I v ptipadé jejich nesplnéni
Ize sestavit akceptovatelné feSeni rozvrhu, které bude fungovat [1]].

Mezi tyto podminky patfi napiiklad poZadavek, aby ucitel nemél zbytecné pauzy ve
vyuce (tedy aby probihala co nejvice souvisle) a nemusel zbyte¢né ¢ekat na své hodiny.
Toto je asi nejCastéji optimalizovana podminka, jelikoZz jeji splnéni neni az tak snadné, ale
je vyznamné a zpiijemni uCitelim praci [24].

Dalsi podminky nejsou tak sloZité na splnéni, ale také jejich vyznam je mnohem
mensi. Napiiklad pozadavek, aby vyuka jednotlivych predméti probihala v uc¢ebnach,
které jsou k tomu specializované. To je dobré splnit alesponi jednou tydné. Jak bylo zmi-
néno, v praxi se Casto pfifazeni uceben fesi tak, Ze ucitelé si do jiZ vytvofeného rozvrhu
sami prifadi u¢ebnu, ve které povedou danou vyucovaci hodinu [24].

Nakonec zminime dv€ podminky, které spolu souvisi. N&které predméty bychom
preferovali vyucovat v rannich hodinédch (jako napfiklad matematika, fyzika, atd.), jelikoz
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jsou tyto pfedméty pro déti narocnéjsi. Naopak nékteré predméty nevyZzaduji tolik pozor-
nosti, a proto preferujeme jejich vyuku v pozdéjSim case (naptiklad vytvarni vychova,
hudebni vychova, atd.) [24].

Takovych podminek bychom jisté nasli vice, ndm vSak pro pfiklad budou v této praci
stacit ty vySe zminéné.
Hard podminky

Splnitelnost téchto podminek jiZ nebyva dobrovoln4, ba naopak nutna. Pokud bychom
je porusili, dochazelo by k vytvoreni nerealizovatelnych nebo ptfipadné nevhodnych roz-
vrha [[1]].

Na rozdil od uditeld, ktefi mohou mit ve vyuce pauzy (avSak snazime se tyto pauzy
minimalizovat), déti by mély mit vyuku v kuse (s vyjimkou pauzy na obéd). Tato pod-
minka je striktné dodrzovana na zékladnich Skolach, aby déti nemély zbytecné zaminky
opoustét budovu Skoly [24]].

Co se tyce samotné vyuky, vZdy musime dodrZet jiz dfive zmin€na pravidla. Ucitel
ani tfida nemohou byt na dvou vyucovacich hodinich zaroven a v jedné ucebné nesmi
probihat dvé hodiny soucasn€. Nedochazi tedy k Zadné kolizi [1]]. Dalsi podminka, ktera
byva zpravidla striktné dodrZzovana je, Ze tfidni ulitel vyucuje ve své tfidé (to vSak mu-
Zeme zaridit pfimo pfed vytvafenim rozvrhi pfi rozd€lovani vyuky). Preferujeme totiz,
aby mél tfidni ucitel kontakt s détmi, se kterymi fesi tfidnické zaleZitosti.

Nakonec zminime jes$t€ jednu podminku. Na rozdil od hodin biologie, kdy je vyho-
vujici, aby vyuka probihala ve specializované ucebné biologie (neni to vSak nutné), vyuka
informatiky musi nutn€ probihat v ucebné s pocitaci. Stejné tak té€lesna vychova musi pro-
bihat v télocvicnéch a na hfistich k tomu urcenych [1].

Opét bychom jisté nasli jiné podminky, které by se daly do této kategorie zaradit,
my tu vSak dal$i nebudeme uvadeét.

4.2.5 Slozitost alohy

Zminili jsme fadu podminek, které pii rozvrhovacich tlohach bereme v potaz a rozhodné

to nebyly vSechny, které se v dané problematice vyskytuji. Pfiddnim podminek se zvySuje slo-
Zitost feSeného problému rozvrhovani [24].

Pokud budeme opét uvazovat denni planovani s nedostupnosti a pfedem pfidélenymi ho-

dinami, jsme schopni o néco presnéji urcit vypocetni sloZitost planovani rozvrhu. Problém roz-
hodnuti, zda viibec feSeni existuje, pfipadné€ jeho nalezeni, je NP—tplny problém. Existuje v§ak
zvlastni piipad omezeni [[2}I5] u kterého jsme schopni snadno rozhodnout, zda rozvrh exis-
tuje, ¢i nikoliv [8}, 24].

Véta 4.1. [24] Pokud je v omezenich kaZdy ucitel k dispozici béhem maximdlné dvou
vyucovacich hodin potom je vypocetni sloZitost algoritmu pro nalezeni resSeni (nebo pro ukdzani,
zda viibec Feseni existuje) O(n?).

Mame-li tedy tento poZadovany tvar, vypocetni sloZitost se znacné zlepsi [24].

21



5 Rozvrhovaci ilohy — metody reSeni

Pfi sestavovani rozvrhovacich tloh existuje nékolik moznosti pristupti, jak tento problém
reSit. AvSak vétSina nam dostupnych metod je zaloZena na heuristickych postupech, kdy se fe-
Seni vytvari krok za krokem. Tyto metody hledaji proveditelna feSeni bez zaruky jejich existence,
Casto kombinuji kombinatorické modely (které vyuziva k n€kterym dil¢im problémiim) s vice
¢i méné intuitivnimi rozhodovacimi pravidly. Zakladni dva moZné pfistupy, které si tu predsta-
vime, jsou pfes teorii grafii a celociselné linearni programovani [[1}, 24]).

Mohli bychom fict, Ze vS§echny navrzené metody spocivaji v postupném pfifazovani vyu-
¢ovacich hodin do urcitého ¢asového obdobi a zaroven se snazi dodrZet vSechny stanovené nutné
podminky existence feSeni zbyvajicitho problému. Tento proces pokracuje do té doby, nez je pfi-
délena veskera vyuka nebo dokud jiZ nelze vyu€ovaci hodiny pfifazovat. V takovém ptipadé se
nékteré modely zastavi, jiné zrusi nékteré z poslednich tkolu, které zadaly, a zaénou znovu v této
fazi (1} 24].

VétSina algoritmi pracuje nejprve s obtizné planovatelnymi akcemi, jako jsou napiiklad
pilené hodiny, nebo naopak sdilené hodiny mezi vice tfidami. Lze je pfifadit pfedem a nasledné
pouZit heuristicky model s jiz zadanymi pfedikoly. Jsou-li v§ak tyto ptipady v rozvrhu castéjsi,
je dobré k tomu mit vyvinuty odpovidajici model [24].

Vyznamnym méfitkem modelu je také mira volnosti. Pod timto pojmem si piedstavujeme
pocet zbyvajicich vyucovacich hodin, kdy miiZze dany ucitel pracovat, od néhoZ ode¢teme pocet
vyucovacich hodin, které je pro néj jeSté zapotiebi naplanovat [24].

K dal$imu moZnému problému ¢asto dochazi pfi planovéni rozvrhovych akci na vysokych
Skolach. Ta totiZ nabizi sbirku kurzi, ktery se kazdy sklada z urcitého poctu prednasek. Vybér
kurzi mize byt vSak z urcité ¢asti libovolny, nemame tedy vzdy pevné dany ucebni plan. To se
v8ak u zdkladnich Skol, na které se v této praci predev§im zaméfujeme, nestava a nebudeme tedy
tento problém do naSeho modelu uvazovat [24].

Vv 2

Ted’ se jiz zaméfime na samotné modely rozvrhovacich dloh, tedy alespoii na ty dva z4-
kladni.

5.1 Rozvrh a teorie grafu

V ptedchozich kapitolach jsme si jiz predstavili fadu moZnych znazornéni rozvrhovacich
tloh v grafové struktufe. Pfedev§im jsme k tomu pouZivali bipartitni grafy, pfipadné bipartitni
multigrafy, kde tiida c; je spojena s ucitelem #; hranou (v pfipadé multigrafi mize byt takovych
hran vice), pokud maji spole¢nou vyuku. K pfifazeni obdobi, kdy tyto vyucovaci hodiny probi-
haji, miZzeme vyuzit hranové obarveni tohoto grafu. Také jsme stanovili pomoci Hallovy véty
podminku fesitelnosti rozvrhu tiidy ¢; (pfipadn€ ucitele ¢;) [24].

Nemusime se v§ak omezit jen na hranové barveni grafii, dana problematika se da popsat
i pomoci toho vrcholového. Metody, které jsou zaméfeny na vrcholové barveni grafi, obecné vy-
jmenuji v§echna mozna obarveni s p barvami, proto nejsou prizptisobeny pro praci s rozsdhlymi
grafy. V soucasné dobé jsou algoritmy tohoto typu schopny pracovat maximalné se stovkami
vrcholi grafu. To je vSak silné omezeni, vétSina rozvrhovych grafti jich ma vice. Z tohoto di-
vodu probihaly experimenty na ndhodné generovanych grafech azZ s tisici uzly, pomoci kterych
dochézelo k odhadiim minimélniho poctu potfebnych barev na obarveni [24].

Kromé heuristickych algoritmii je mozné vyuzit takzvanych exaktnich algoritmi, které
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hledaji obarveni vrcholi pomoci p barev vZdy, pokud néjaké takové feseni existuje. Heuristické
metody vétSinou obarvuji uzel po uzlu, naptiklad jednu vyucovaci hodinu za druhou. To nazy-
vame prifazovaci strategii, kterou miZeme rozd¢lit na dvé skupiny. V prvnim pripad€ vybirame
casové obdobi nezévisle na vyucovaném predmétu, v druhém piipadé je oboje vybirano sou-
Casné [7, [24]].

e Prvni pristup

Jak bylo jiz zmin€no, pii prvni strategii pfifazujeme vyucovaci hodinu k ¢asovému
obdobi nehledé na to, o jaky pfedmét se jedna. Na feSeni tohoto problému zpravidla vyu-
zivame sekven¢ni metody barveni [24].

Nejprve si ur¢ime poradi vrchold, ve kterém je nasledné obarvime. SnaZime se vr-
cholu pfifadit co nejmensi barvu. Sefazeni vrcholl probiha podle rGznych kritérii, zpra-
vidla to je podle poctu sousednich hodin (nejprve vybirame ty vrcholy, které maji nejvice
sousedu) [24].

Z heuristickych metod se jako nejefektivnéjSi osvédcila metoda DSATUR. Pii ni
se nejprve vybere vrchol s nejvétsim poctem sousedll a ten se obarvi nejmensi moznou
barvou. Pro kazdy vrchol x si uréime mnoZinu zakazanych barev F(x) (napfiklad barvy,
které maji jiz jeho sousedi). V kazdém kroku pak vybereme vrchol, ktery ma nejvéetsi po-
Cet zakazanych barev, tedy takovy vrchol y, kde je nejvétsi | F(y)|. Tento vrchol obarvime
nejmensi moznou barvou [24].

Toto je heuristicky postup pro obecné grafy, ktery je odvozen z pfesného postupu,
jenz je uplatiiovan pro barveni bipartitnich grafi. V oblasti sekvenénich metod doslo
k mnohym experimentiim, kdy se hledalo optimalni barveni grafi se stovkami uzli. Tento
postup byl pivodné vytvoien pro ndhodné generované grafy, které mohou byt obarveny
pfesné p barvami a ne méné nezZ p barvami [24].

e Druhy pristup
Pokud volime druhou skupinu strategii, kde vybirame ¢asové obdobi a vyuc¢ovanou
hodinu souc¢asné, mame v postupu jisté odliSnosti od predchozi varianty. Soucasné vybi-
rame uzel, ktery ma byt obarven, i barvu, kterou mu pfifadime [24].

Doted jsme uvazovali jen strukturu bipartitnich grafd. Pokud bychom vsak chtéli do grafu
zanést také seznam uceben, nebude ndm vyhovovat. Rozvrh uéeben jsme sice do této chvile
neuvazovali, miiZzeme se vSak setkat i s omezenimi danymi poctem soucasné dostupnych uceben.
Chceme-li planovat soucasné pfifazeni ucitele k tfidé a s tim umisténi této vyucovaci hodiny do
ucebny, bude se ndm hodit struktura hypergrafu [24].

Uvazujme hypergrat H = (X, E), kde X je kone¢nd mnoZina vrcholii a E je kone¢na
mnoZina hran. Zavedeme pro kazdou hranu E; pfirozené Cislo e;. Obarveni hypergrafu H je
vrcholové, pokud v kazdé hrané E; nemtiZe mit stejnou barvu vice neZ e, vrchola. Je-1i H graf
a pro vSechny hrany E, plati e; = 1, jedna se o obvyklé vrcholové barveni. Takto nadefinovany
graf nAm muzZe slouZit k propojeni ucitele a tidy, které se setkaji na vyucovaci hodin€ v Case k,
1 ucebny, ve které vyuka probéhne [24].

Obarveni hypergrafu je ovS§em obtiZné&jSi. V praxi se proto nerozvrhuje rovnou s pfifazenim
uceben, ale ucitelé si voli ucebny sami az po sestaveni rozvrhu [24]].
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5.2 Pristup matematického programovani k rozvrhovani

Dal$im moznym pfistupem k feSeni rozvrhovacich tloh je matematické programovéni. Pod
timto pojmem si miZeme piedstavit vice metod. MiiZe se jednat o linearni programovani, neline-
arni programovéni, nebo také kvadratické programovani [[16]. Pro rozvrhovaci tlohy jsou vS§ak
nejvhodnéjsi metody linedrniho programovani a to konkrétné celo¢iselnd optimalizace. Metody
celoc¢iselného linedrniho programovéni jsem si také jiz podrobnéji piedstavili v piedchozich ka-
pitolach [&]].

V piipadé rozvrhovani bylo navrzeno n€kolik modeld planovani kurzu, které byly zalo-
Zeny na matematickém programovani. Zde si pfedstavime jednu z té€chto formulaci [24].

Budeme uvazovat soubor vyucovanych predméti K, ..., K, pficemz kazdy predmét K,
se sklada z k, vyuCovacich hodin po jedné periodé (zpravidla jednom tydnu). Na zakladnich
Skolach se tento pocet s kazdym roc¢nikem u pfedmétu méni. Celkovy pocet obdobi budeme opét
uvazovat p. Zaky si rozdé&lime do r skupin (nebo také tiid) S, ...,S, tak, Ze v kazdé S, navSté-
vuji dani Zici stejné predméty ve stejny Cas. Zavedeme si také dalsi konstantu /,, kterd bude
udavat maximalni pocet vyucovacich hodin, které Ize naplanovat na obdobi k, a tomu musi také
samoziejmé odpovidat pocet dostupnych uceben. Déle si nadefinujeme proménnou y,,, kterd je
rovna 1, pokud je na ¢as k naplanovana vyucovaci hodina pfedmétu K;, jinak je rovna 0. Pro
tyto veli¢iny si zavedeme urcitd omezeni

q p
max Z Z CirYirs (16)
i=1 k=1
p
Yyu=k  =1...9. (17)
k=1
q
Zyikslk (k=1,...,p), (18)
i=1
Yyl  (U=lL...rk=1..p), (19)
i€,
Vi =0nebo y, = 1. (20)

Proménnou C;;, jsme si zatim nezavedli. Jedna se o naklady, které se vyskytuji v maximalizované
funkci [16] Vyjadfuji ndm, jak moc Zadouci je, aby pfedmét K; probihal v Case k (tj. aby byla
velicina y,, rovna jedné). Pokud pro dany predmét K, preferujeme, aby se vyucoval v Case k,
nastavime hodnotu C;, vysokou. V opaéném piipad¢, neni-li to viibec Zadouci, ur¢ime tuto pro-
ménnou jako nulu 8] 24]].

Na vyfeSeni téchto rovnic je vhodné pouZit Lagrangeovu relaxa¢ni techniku. Pfed samot-
nym feSenim ulohy si v§ak upravime objektivni funkci nasledujicim zptsobem

q 14
max Y'Y Cpyy + Z Zk: A1 =y, 1)

i=1 k=1 i€,

Tento tvar ziskdme prenasobenim podminky (19 koeficienty 4,, > 0. Tim se ndm dana uloha
zjednodusi, jelikoz miZzeme podminku (19| vynechat a sniZit tim pocet omezeni [24].
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Samotny princip Lagrangeovy relaxace zde nebudeme uvadét, kompletni problematika je
podrobnéji zpracovana ve zdrojich [3] a [18].

5.3 Proveditelnost reseni a jeho optimalita

Do této chvile jsme u modelti uvazovali jen libovolnou realizaci feSeni dané rozvrhovaci
ulohy, ne vSak jeji optimalitu. V redlném problému jsou vSak modely hledajici proveditelna
feSeni a optimalni feSeni podobna. Jakékoliv feSeni minimalizuje urcitou vzdalenost k pfijatel-
nému vysledku. Nelze jednoznacné urcit jednu objektivni funkci, kterd by zahrnovala optima-
lizaci vSech proménnych (napfiklad idedlni rozvrh pro uditele i tfidy). Mame pfili§ pozadavki
a kritérii na vytvareni rozvrhi, z jejichz pohledu Ize rozvrh optimalizovat. To ndm vSak nebrani
v pouziti heuristické metody generovani rozvrhii. BEhem tohoto postupu plnime rtizna omezeni
vyskytujici se v problému a tim miZeme nékteré omezeni prioritizovat [24]].

Pokud se rozhodneme rozvrh optimalizovat ve smyslu nékterého omezeni, vétSinou se
jednéd o podminky typu soft z kapitoly Tento typ podminek nemusi byt vZdy kompletné
splnén, proto miizeme hledat feseni, ktera je co mozna nejvice spliiuji. Nemusi to vSak byt nutné,
muZeme se soustiedit pouze na feSitelnost a existenci rozvrhu (jakéhokoliv) [24].

5.4 Skutecné pripady v praxi

Do této chvile jsme se zaméfili na teoreticky popis modelt. Ty dodrZuji rizné typy ome-
zeni s danymi proménnymi a tim fesi danou problematiku. Zminili jsme fadu slozek modelt,
které ho ovliviiuji, ale stale jich mnoho existuje. Pfikladem dal§iho omezeni je co nejvétsi kom-
paktnost rozvrhu (tedy co nejméné prestavek v praci), uréita pozadovana posloupnost predméta
nebo vyucovaci hodiny riznych délek. Ackoliv nejsou tyto podminky zahrnuty v pifedchozich
zminénych modelech, heuristické metody (které sestavuji rozvrh krok za krokem) jsou schopny
zvladnout v§echny druhy poZadavki [24].

V praxi je vyvinuta fada uspéSnych aplikaci, které jsou vyuzivany pro sestavovani rozvrhi.
O tomto pocitatovém zpracovani rozvrhi na Skol4ch si ted’ néco bliZe fekneme.

Prvni pocitacové kody vytvarely rozvrhy takzvané od nuly, tedy od aplného zacatku. Ome-
zeni, poZadavky i pfani na rozvrh byly zadavany se souborem priorit jako vstupni data. Tento
kod pfiradil vyucovaci hodinu k néjakému ¢asovému obdobi tak, aby byl pocet konflikti co
nejmensi (idealn€ nulovy) nebo nechal vyucovaci hodinu nepfifazenou. Takovy kod zvladl vy-
tvoftit proveditelny rozvrh s relativné malymi ru¢nimi Gpravami, avSak stejné nebyl uciteli pfilis
prijat. Hodiny jim rozvrhoval stroj, coZ se nesetkéavalo s pfiliSnym piijetim, proto jsou dneSni
aplikace vysoce interaktivni a zasadni rozhodnuti mtize béhem procesu ucinit rozvrhovatel [24]].

Pocitac¢ové zpracovani rozvrhi ma ¢asovou dsporu pro rozvrhovatele, ale to neni jedina
vyhoda. Vytvofené rozvrhy zpravidla neporusuji Zadni zadand omezeni, coZ se pfi runim se-
stavovani ¢asto nepodaii dostate¢né podchytit. Z toho diivodu jsou tyto aplikace zajimavé pro
velké Skoly. Ty malé, které maji jen par tiid a uciteld, takové aplikace nepotiebuji, protoZe se
rozvrhy daji sestavit snadno i ru¢né. U velkych skol s fadou tiid je to vSak nerealné. Pocitatové
aplikace mohou také ¢asto slouzit k tisku rozvrhi a k pfevodu rozvrhi do $kolnich aplikaci pro
kazdodenni pouZivani [24].

Z4dné dvé Skoly nemaji na rozvrhy stejné pozadavky, vSude jsou né&jaka specificka krité-
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ria, ktera Skoly pozaduji. Z toho dlivodu by nebylo rozumné, aby byly rozvrhové aplikace Cisté
univerzalni programy. Heuristické metody musi byt z toho diivodu pro efektivnost pfizpisobeny
povaze omezeni a poZadavku (a jejich hustot€), které dana Skola vyzaduje [24]].

Poslednim kritériem aplikaci, které se pouZivaji v praxi, a které v této praci zminime, je
jejich snadna pouzitelnost. §koly zpravidla nemaji IT specialistu, ktery by se rozvrhovymi pro-
blémy zabyval. Z toho diivodu je zapotiebi, aby byly aplikace (k tomuto tcelu vytvorené) snadno
ovladatelné pro kazdého. Pochopit princip téchto aplikaci miize zpravidla pomoct rozvrhovateli
dosahnout dobrého feseni v rozumném poctu béhii programu. Pro dlouhodobéjsi preZiti aplikace
je také dilezité, aby mél uzivatel pfimy piistup k programu. Pokud bude muset dojizdét pro vy-
uziti dané aplikace, pfiliS se to nevyplati, proto se zpravidla umoziiuje piistup k aplikaci pfimo
z pocitact dané skoly [24]].

26



6 Rozvrhovaci alohy — implementace

JiZ jsme se seznamili s veSkerymi parametry, které musi rozvrhy obsahovat a dodrZovat,
a také jednotlivymi piistupy, které k feSeni rozvrhovacich dloh mizeme vyuzit. V této kapitole
se tedy podivame jiZ na pfimou implementaci tohoto problému a sestavime si model pro navrh
rozvrhi. Pro vytvofeni naseho vlastniho rozvrhu vyuZijeme modelovaci jazyk pro matematické
programovani AMPL, ve kterém vyuZijeme ti{ feSicl pro sestaveni vyhovujiciho rozvrhu. Nas
vypocet modelu bude tedy zaloZen na maximaliza¢ni Gloze linearniho programovani, podobné
jako v kapitole[5.2] Na zavér zminime feSent, které bylo sestaveno za pomoci programu aSc Roz-
vrhy, ktery je vyuZivan na 31. zdkladni Skole v Plzni. Tato §kola nidm také poskytla redlna data,

ktera byla vyuZita pii sestaveni naseho modelu, jak bylo jiz dfive zminéno.

6.1 Implementace v modelovacim jazyce AMPL

Zkratka AMPL vychézi z anglického "A Mathematical Programming Language". Je to tedy
programovaci jazyk, ktery se vyuziva k modelovani a feSeni riznych typt rozsahlych optimali-
zacnich problémil. V nasem piipad€ se jedna o problém celoCiselného linearniho programovani,
na jehoZ principech je zaloZena rozvrhovaci tloha. Matematicky model rozvrhovaci tlohy, tedy
mnoZzina proménnych a vycet podminek, na kterych je rozvrh zaloZen, jsou do prostfedi AM-
PLu vkladany pomoci textového souboru. Ten nasledné vyuziva vestavéné feSice k vycisleny
splnitelného rozvrhu. My si vyzkouSime tvorbu rozvrhii za pomoci tii fesici — CPLEX, Gu-
robi a CBC. Nejprve si vSak piedstavime obecny model dané ulohy, ktery je pro vSechny feSice
stejny. Model naseho rozvrhu je sepsan v pfiloZeném souboru Rozvrh.txt, ktery si zde popiSeme
a vysvétlime [10, 12].

6.1.1 Vlastni model v AMPLu

/2 Y2z

V prvni ¢asti modelu jsou nadefinovany mnoZiny proménnych, které budeme potiebovat.
Konkrétné se jedné o dvaatficet tid, z cehoz Sestnéct tfid je redlnych a Sestnéct fiktivnich. Mezi
realné tiidy patii vzdy Ctyfi tfidy z kazdého ro¢niku (Ctyfti Sesté tiidy, Ctyfi sedmé, Ctyfi osmé a
Ctyti devaté). Fiktivni tfidy jsou zavedeny z divodu pilenych hodin, kdy kazda polovina tiidy
ma vyuku s jingym ucitelem. Tridé VI.A (v mnoZin€ tfid je tato tfida oznaCena jako &islo 1) pfi-
slusi fiktivni tfida Cislo 17, tfidé VI.B (s oznaCenim 2) naleZi fiktivni trida Cislo 18, atd. DalSim
parametrem vstupujicim do modelu jsou ucitelé, kterych mame Sestapadesit, mezi nimiz je Cty-
ficet realnych a Sestnact fiktivnich uditelii. Zde jsou fiktivni ucitelé zavedeni z divodu pauzy na
obéd, kterou v modelu vytvaifime mechanicky pro kazdou tfidu jako rozvrhovou akci, ke které
tudiZ musime priradit uCitele. Nasledné jsme nadefinovali mnoZinu osmnécti vyucovanych pred-
méti, mezi nimiZ je zahrnuta i obédova pauza. V neposledni fadé jsme pak do modelu zavedli
pocet dni, ve kterych se kona vyuka (tedy pondéli aZ patek), a pocet vyucovacich hodin, které
se mohou odehrat v jednom dni, to jest celkem osm vyucovacich hodin.

V druhé ¢asti rozvrhovaciho modelu jiz definujeme matici R o velikosti m X n, kde m je
pocet tifd a n je pocet uciteld. Hodnota r;; pak udava pocet vyucovacich hodin v tydnu, které
ma spolecné tfida i a ucitel j, jak bylo jiz dfive zadefinovano. Déle vyuZijeme matici E, kde

27



koeficient e, udava, jak Zadouci je, aby se pfedmét h konal ve vyuCovaci hodin€ /. Napfi-
klad u vyuCovaciho pfedmétu 3, tedy matematiky, preferujeme ranni vyuku. Hodnota e;, pro
(I = 1,..,3) bude tedy vysoka. Posledni proménnou, kterou si pro n4§ model nadefinujeme, je
Xpijxs- 1@ nabyva hodnoty 1, pokud se kona vyucovaci hodina ve tfid€ i s uCitelem j daného
pfedmétu A v den k a vyucovaci hodinu /. V jiném pfipad€ se rovna 0. To bude také proménna,
kterou hledame.

Timto jsme nadefinovali proménné a jejich specifika, které do modelu vstupuji, také nezna-

mou proménnou, kterd bude zahrnuta do objektivni funkce, a zaméfime se na samotnou funkci,
kterou budeme optimalizovat. Tvar objektivni funkce je vyjadfen nasledujicim vyrazem

n p s

q m
max Z Z Z €hi Xnijk,l>

h=1 i=1 j=1 k=1 I=1

kde g je pocet predmétl, m je pocet tiid, n je pocet uditeld, p je pocet vyucovacich dni a / je pocet
vyucovacich hodin v jednom dni. Tato objektivni funkce se snaZi pfifadit dané rozvrhové akce
mezi ucitelem j a tiidou i ke kazdému dni k, aby dany predmét A byl v co nejvhodnéjsi dobu /.

Nasledné jsou jiz v modelu definovany konkrétni podminky, které musi rozvrhy spliio-
vat. Tyto implikované podminky zahrnuji 26 globalnich podminek, které musi byt splnény pro
vSechny rozvrhy, a nasledné kritéria pro konkrétni tfidy. Prvné si zde pribliZime obecné pod-
minky pro vSechny tfidy. Prvni podminka udéava, Ze pocet hodin, které maji v jednom tydnu
spolecné tiida i a ucitel j, se rovna pfisluSné hodnot€ r;; v matici R. Toto pravidlo mame zna-
zornéno v nasledujici rovnici

N

q p
YD Y xpu=ry;  Vi=lomj=1,..n)

k=1 I=1

>

Podminky 2 a 3 zarucuji, Ze vSechny tfidy a vSichni ucitelé miiZou byt jen v jedné vyuco-
vaci hoding v dany ¢as. Vyuka se tedy nesmi kryt. Zde si znazornime nerovnici, ktera zakazuje
kolizi pro ucitele

>

h=l1 i

m
Xpijrs < 1 VYij=1,....n; k=1,....,p; 1 =1,...,5).

=1

Podminky 4—7 jen kapacitné udavaji, kolik maximélné€ hodin se smi odehrat v jednom dni
a jednom tydnu (tedy pét vyucovacich dni a v kazdém dni miiZe probihat aZ osm vyucovacich
hodin).

Podminky 8—10 a 25—26 omezuji pocet hodin daného pfedmétu, které se mohou konat
v ramci jednoho dne. VétSina je omezena na jednu vyucovaci hodinu, aby byl rozvrh pestry.
Pro pfredméty vytvarna vychova, pracovni ¢innosti a télesna vychova povolujeme dvé vyucovaci
hodiny za den, jelikoZ tyto predméty nejsou pro déti pfili§ naroéné a dvouhodinové vyucovani
daného pfedmétu Casto i preferujeme. Néasledujici nerovnici 1ze napiiklad vyjadfit, Ze se v ramci
jednoho dne ma konat v dané tfid¢ nejvyse jedna hodina matematiky

ZZXli,j,k,lSl Vi=1,....m; k=1,...,p).
j=1 =1

Podminky 11—20 zakazuji nékteré pfedméty v odpolednim vyucovanim a podminkami 21
a 22 specifikujeme, kdy muze probihat obédova pauza, respektive kdy probihat nesmi. Opét si
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zde uvedeme jeden ptiklad, kdy nedovolujeme vyuku ceského jazyka v odpolednim vyucovani

n

8
Y xiu=0  ¥i=1...mk=1..p).
j=1 1=7

V posledni &asti modelu jsou jiz podminky specifikovany pro jednotlivé tfidy. Rada z nich
udéava pocty hodin daného predmétu, které se v jednom tydnu u tfidy konaji, a ktery ucitel tento
pfedmét v dané tfid€ vyucuje. Napiiklad nasledujici rovnice ndm fika, Ze tfida VI.A (tedy tfida 1)
ma s ucitelem 22 pét hodin ceského jazyka (pfedmétu ¢islo 1) v jednom tydnu

p

N
Z Z X1 10040 = O

k=1 I=1

Dal$im typem podminky, kterou si pro tiidy zavedeme, je pfifazeni pilenych skupin k je-
jich vyucujicim. Soucasné s tim implementujeme, Ze se pulené hodiny v dané tfidé odehravaji
v jeden Cas. Opét si zde uvedeme piiklad, kdy poZadujeme, aby vyuka anglického jazyka (tedy
pfedmétu 2) probihala ve tfidé 1 a jeji druhé pilce (fiktivni tiidé 17) s uciteli 37 a 38 v ty samé
Casy. Také jinak pfislu$né proménné x, ; ; , , jsou si pro danou tfidu a dané ucitele rovny

X)138.40 = X2.1737.41 Vik=1,....,p; [ =1,...,9).

V nékterych pripadech bylo zapotiebi vyuZzit predbéZzné ptifazeni vyuc€ovaci hodiny. Téchto
hodin neni pfili§, zpravidla se jedna o hodiny plavani, které jsou omezeny ¢asovych harmono-
gramem bazénu a povinné volitelného predmétu, ktery si vybiraji Zaci sedmého ro¢niku.

Pokud méame sepsané tyto podminky, 1ze jiZ dany model vyfeSit pomoci riznych feSica.
V nasem piipadé jsem vyuZili tfi jiz dfive uvedené, které ted podrobnéji popiSeme na tfech
ruznych typech rozvrhiit — bézné osmé tiidy, jednoho uditele s plnym tGvazkem (tedy 22 hodin
vyuky tydn€) a jednoho ucitele s ¢aste¢nym tvazkem (konkrétn€ 6 hodin tydné). Pomoci nasSeho
modelu a danych fesict vSak byly sestaveny rozvrhové akce pro cely druhy stupent zminéné za-
kladni Skoly. VSechny vysledky jsou dostupné v priloZenych souborech, které budeme konkrétné

zminovat v nésledujicich kapitolach této prace.

6.1.2 Gurobi

Vv

Gurobi je jeden z nejmodernéjSich fesici matematického programovéni, ktery je schopen
fesit alohy linearniho i kvadratického programovani. Je vhodny také u problému s celo¢iselnym
linearnim programovanim, na kterém jsou postaveny modely rozvrhovacich tloh. Tento feSic¢
je navrZen pro vyuziti modernich procesort s nejpokrocilej§i implementaci nejnovéjsich algo-
ritmu [12]].

Vypocet naseho modelu trval v pripadé€ tohoto feSi¢e primérné 10 sekund a feSeni objek-
tivni funkce dosahlo hodnoty 398. Jelikoz naS model je optimalizovany predevsim z pohledu
tfidy, tento typ rozvrhu pro ni vychazi velmi piijatelny. Zde si ukdzeme piiklad rozvrhu tfidy
VIIL.B. Obecné nami vytvoreny model preferuje vyuku bez odpoledniho vyucovéani. Tomu se
vS§ak neda vyhnout u osmych a devatych ro¢niki. U tfidy VIII.B mame dvé odpoledni vyuco-
vani. N&S program vSak voli pro odpoledni vyuku vhodné predméty, které nejsou pro déti tak
naro¢né na soustiedéni. Zde jsou to konkrétné predméty vychova k obCanstvi a té€lesna vychova.
Na obrazku [I[|mame graficky zndzornén kompletni rozvrh pro tuto tfidu.
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1. 2. 3. 4. 5. 6. 7. 8.
ViILB 8:00-8:45 8:55-9:40 | 10:00-10:45 | 10:55-11:40 | 11:50-12:35 | 12:45-13:30 | 13:35-14:20 | 14:25-15:10
0]
Gj M P§ B
Po ugitel 17 uéitel 2 3
D
0]
Gj M B VKO
uéitel 19 ugitel 17 ucitel 17 E uéitel 25
D
0]
s " ° ;
utitel 17 uéitel 8 E
D
0
. M B
ct utitel 17 E
D
0]
ps M Gj F z PF B
ucitel 17 uéitel 19 ucitel 23 ucitel 17 ucitel 2 E
D

Obrazek 1: Rozvrh tFidy VIIL.B sestaveny feSicem Gurobi.

N&s model vsak jiZz neni optimalizovany z pohledu ucitele. MtizZe se tedy stat, Ze bude
mit vétSi mezery ve vyuce. V pripadé ulitele s poradovym ¢islem 22 neni vysledek tohoto feSice
pfilis optimalni, dochazi zde k cetnym mezeram v daném dni. Kompletni grafické feSeni miizeme
opét vidét na obrazku 2]

utitel 22 1. 2. 3. A 5. 6. 7. 8.
8:00-8:45 8:55-9:40 | 10:00-10:45 | 10:55-11:40 | 11:50-12:35 | 12:45-13:30 | 13:35-14:20 | 14:25-15:10
Gj VKO VKZ
VI.A VI.A IX.C
G Gj
VIIL.D IX.C
Gj Cj
VI.A IX.C
Gj
IX.C
Cj (':j
VI.A VIIL.D

Obrazek 2: Rozvrh ucitele 22 sestaveny resicem Gurobi.

Posledni rozvrh, ktery zde analyzujeme je pro ucitele 30. Tento ucitel vyucuje matematiku
a vytvarnou vychovu v jedné tfidé VIL.D. JelikoZ mame v podminkach zahrnut poZadavek, aby
v rdmci jednoho dne probihala ve tfidé maximalné jedna hodina matematiky, musi tento ucitel
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dochézet do Skoly minimalné ¢tyfikrat tydné. Jeho rozvrh je tedy nejméné idedlni ze vSech doted’
zminénych. Dal§im neoptimélnim parametrem je velka pfestavka, kterou ma ucitel mezi vyukou
matematiky a vytvarné vychovy, jelikoZ matematiku preferujeme v rannich hodinach, kdezto
vytvarnou vychovu spiSe v té€ch pozdé€jsich. Opét si miizeme rozvrh prohlédnout na obrazku

wEitel30 1. 2. 3. 4, 5. 6. 7. 8.
8:00-8:45 8:55-9:40 10:00-10:45 | 10:55-11:40 | 11:50-12:35 | 12:45-13:30 | 13:35-14:20 | 14:25-15:10

Po
Ut .

VII.D

M

St VIL.D
Ct .

VII.D
Pa M

VII.D

Obrazek 3: Rozvrh ucitele 30 sestaveny resicem Gurobi.

To byly jen piiklady nékterych typt rozvrhi. Kompletni feseni, které bylo vypocitano
timto feSi¢em si miiZeme prohlédnout v prilozenych souborech — feseni vyétem prvkid v sou-
boru Vysledek gurobi.txt a grafické zpracovani v souboru Rozvrh - vysledek gurobi.xlsx.

6.1.3 CPLEX

Regi¢ CPLEX také slouZi k optimalizaci problému celo&iselného linearniho programovani.
Vyuzivé k tomu néstroji priméarniho a dudlniho simplexového algoritmu a dal§Sim metod [12]].

I v pfipadé tohoto fesic¢e vypocet naseho modelu trval v priméru 10 sekund a dosahuje
stejné hodnoty objektivni funkce, tedy 398. Opét si zde nejprve ukazeme feSeni rozvrhu pro tiidu
VIIL.B, které se principialn€ od pfedchoziho fesice pfili§ neliSi. Opé€t mdme dvé hodiny v od-
poledni vyuce, s trochu odliSnou skupinou predmétti — télesnd vychova a vychova ke zdravi.
Obecné jsou rozvrhy jednotlivych tfid pfi feSeni danych fesici velmi podobné, jelikoZ dodrzuji
stejné podminky. Pro fadu pfedmétti mame stanovené stejné vahy v matici E, tedy kdy preferu-
jeme, aby vyuka probihala (naptiklad pro biologii, zemépis a d€jepis). Je tedy mozné predméty
preskupit odliSnym zptisobem, aniZ by doslo k poklesu objektivni funkce. Z toho divodu mame
danou hodnotu pro oba feSice stejnou. Grafické znazornéni rozvrhu, které jsme ziskali s pomoci
fesi¢e CPLEX, je na obrazku [

U rozvrhu ucitele 22 mizZeme sledovat jiZ patrnéjsi zlepSeni. V rozvrhu se nenachazi tolik
prestavek a nemame v piipadé tohoto feSeni pro daného ucitele Zadné€ odpoledni vyucovani. To
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1. 2. 3. 4, 5. B. 7. 8.
VL. 8:00-8:45 8:55-9:40 10:00-10:45 | 10:55-11:40 | 11:50-12:35 | 12:45-13:30 | 13:35-14:20 | 14:25-15:10
0
Po Cj M F B
ucitel 19 uéitel 17 ucitel 23 E
D
0
Ut M Cj F D B
ucitel 17 ucitel 19 ucitel 23 ucitel 8 E
D
0
st M Gj Pi B VKZ

ucitel 17 ucitel 19 ucitel 2 E ucitel 17
D
o]
& P¥ M VKO ?
ucitel 2 ucitel 17 uéitel 25 E
D
0
M D ¢j z B
ugitel 17 ucéitel 8 uéitel 19 uéitel 17 E
D

Obrazek 4: Rozvrh tridy VIII.B sestaveny FeSicem CPLEX.

v§ak nemusi implicitné poukazovat na zlepSeni kompletniho modelu. MizZe to znamenat nizsi
uzivatelsky komfort rozvrhu jiného ucitele. Opét si miiZeme feSeni prohlédnout na obrazku

uéitel 22

1. 2. 3. 4. 5. 6. 7. 8.
8:00-8:45 8:55-9:40 | 10:00-10:45 | 10:55-11:40 | 11:50-12:35 | 12:45-13:30 | 13:35-14:20 | 14:25-15:10
G Gj VKO Gj
VI.A IX.C
¢j
IX.C
VKZ
IX.C
G
IX.C

Obrazek 5: Rozvrh ucitele 22 sestaveny resicem CPLEX.

Lepsi vysledek jsme dostali také v piipad€ rozvrhu uditele 30. Neceké jiZ na vyucovani
vytvarné vychovy tii hodiny dva dny v tydnu. Vyuka vytvarné vychovy probiha v jeden den jako
dvouhodinové vyucovani a tim se kvalita tohoto rozvrhu znacné€ zvySuje. ZlepSeni 1ze vSak vidét
jen u vyuky vytvarné vyuky. V pfipadé matematiky musi opé€t ucitel dojizdét do Skoly na jednu
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vyucovaci hodiny ¢tyfi dny v tydnu, coZ je zna¢n€ neoptimalni. Dany rozvrh miZzeme vidét na
obrazku [6l

1 2 3 4 5 6. 7 8

citel 30 - - ‘ ; ; ; ; ;
uene §:00-8:45 8§:55-9:40 10:00-10:45 | 10:55-11:40 | 11:50-12:35 | 12:45-13:30 | 13:35-14:20 | 14:25-15:10

P
© VIL.D

Ut
VII.D

St VII.D

Ct
VIL.D

Pa

Obrazek 6: Rozvrh ucitele 30 sestaveny resicem CPLEX.

Jedn4 se opét jen o Castecné prezentovani vysledki, které jsme ziskali za pomoci tohoto
resice. Kompletni feSeni pro vSechny tfidy a nékolik vybranych ucitelti si miZeme prohlédnout
v priloZenych souborech Vysledek cplex.txt a Rozvrh - vysledek cplex.xlsx.

6.14 CBC

Resi¢ CBC je napsan v programovacich jazyce C++ a Ize jeho pomoci opét fesit tlohy
linearniho programovani. Je velmi piistupny, jelikoZ jeho licence je vetejna. VyuZziva se tedy pro
komer¢ni softwary bez jakychkoliv vétSich problémii. Slouzi primarné jako knihovna, kterou lze
pro vyfeSeni zavolat [12]].

V pfipadé tohoto fesice nedosahujeme jiz tak dobrych ¢asovych vysledkd. Vypocet naseho
modelu v piipad€ CBC trva v priméru 7 minut a 30 sekund, tady 45X déle neZ v ptipadé zbylych
vyuzitych fesic¢i. Dosahujeme vSak opét stejné hodnoty objektivni funkce, tedy 398. To se déje
ze stejného diivodu, jako bylo popsano jiZ diive. Pomoci rtiznych permutaci daného rozvrhu lze
dosahnout stejného vysledku objektivni funkce i pfesto, Ze rozvrh neni Gplné stejny.

V ptipad€ prvniho rozvrhu, tedy tfidy VIII.B, mame opét velice podobny vysledek. Ten-
tokrat se v odpolednim vyucovani nachazi pfedméty vychova ke zdravi a vychova k obc¢anstvi.
MiZeme si v§Simnout, Ze u Zadného feSic¢e jsme nedostali vysledek, ve kterém by se pfedmét
vyucoval ve dvou po sobé jdoucich hodinach. V pripadé€ fady predmétl jsme tento piistup zaka-
zali, avSak jsou vyjimky, u kterych nam to nevadi. Napiiklad vyuka télesné vychovy by mohla
probihat v kuse v ramci jednoho dne. Tento pozadavek by se mohl uplatnit predev§im u vyuky
vytvarné vychovy a pracovnich ¢innosti. V pfipad€ osmych ro¢niki se tyto pfedméty sice vyucuji
jen jednou tydné, avSak v sedmych ro¢nicich jsou to jiZ dvé hodiny v tydnu. Pokud jsou pracovni
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¢innosti brany jako hodiny vafeni, dvouhodinové vyuc¢ovani bychom mohli dokonce poZadovat.
Toto kritérium vSak zatim neni v naSem modelu zavedeno a tudiZ neni n4S model pIn€ optimalni.
Rozvrh tfidy VIILB, ktery jsme dostali pro fe$i¢ CBC je znazornén na obrazku 7]

1. 2. 3. 4. 5. 6. 7. 8.
VilB 8:00-8:45 8:55-9:40 10:00-10:45 | 10:55-11:40 | 11:50-12:35 | 12:45-13:30 | 13:35-14:20 | 14:25-15:10
0
. ¢j P¥ B VKO
ucitel 19 uéitel 2 E ucitel 25
D
0
Ot P M F ?
uéitel 2 uéitel 17 uéitel 23 E
D
0
st D &j M B VKZ
ucitel 8 ucitel 19 ucitel 17 E ucéitel 17
D
0
B
E
D
0
ps M &j F z B
ucitel 17 ucitel 19 ucitel 23 ucitel 17 E
D

Obrazek 7: Rozvrh tridy VIII.B sestaveny FeSicem CBC.

Rozvrh uditele 22 se spiSe podoba feSeni pomoci CPLEXu, avSak prestavek je zde jiZ vice.
Nenachéazi se v ném vSak Zadné odpoledni vyu€ovéani, a proto se jevi o néco 1épe nez za pomoci
fesice Gurobi. Grafické feseni je znazornéno na obrazku §]

uEitel22 1. 2. 3. 4. 5. 6. 7. 8.
8:00-8:45 8:55-9:40 | 10:00-10:45 | 10:55-11:40 | 11:50-12:35 | 12:45-13:30 | 13:35-14:20 | 14:25-15:10
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Gj VKZ

IX.C IX.C
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G

IX.C

VKO Gj

VI.A IX.C

Obrazek 8: Rozvrh ucitele 22 sestaveny resicem CBC.
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Pro ucitele 30 dosahujeme velice podobnych vysledkt jako v pfipadé CPLEXu. Rozvrh
je znacné zlepSen dvouhodinovou vyukou vytvarné vychovy. To vSak neni v modelu pfimo im-
plementovéano a jedna se spiSe o ndhodny jev. Dany rozvrh si miZeme opét prohlédnout na ob-
razku 9

1. 2. 3. 4. 5. 6. 7. 8.
8:00-8:45 8:55-9:40 10:00-10:45 | 10:55-11:40 | 11:50-12:35 | 12:45-13:30 | 13:35-14:20 | 14:25-15:10

uéitel 30

p
© VIL.D
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VIL.D

St VIL.D

Ct
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VIL.D

Obrazek 9: Rozvrh ucitele 30 sestaveny fesicem CBC.

Za pomoci tohoto feSice byly sestaveny rozvrhy i pro zbylych patnict tiid. Toto feSeni
si miizeme podrobné prohlédnout v pfiloZenych souborech — vycet vyslednych proménnych
v souboru Vysledek cbc.txt a tabulkové zpracovani v Rozvrh - vysledek cbc.xlsx.

6.1.5 Prostor pro zlepseni modelu

V predchozich kapitolach jsme uvedli pfiklady nékterych rozvrhi, které jsme vypracovali
za pomoci fesi¢t Gurobi, CPLEX a CBC. Tato feSeni podchycuji fadu podminek, které musi
dany rozvrh splnit, a také téch, které slouzi k vétSimu komfortu pfi vyuce. Dané rozvrhy, které
jsou vysledkem tohoto modelu, jsou splnitelné a v praxi by bylo moZzné je vyuZit pii béZném
chodu zékladni Skoly. Je zde vSak stale prostor pro jista zlepSeni.

Dany rozvrh je optimalizovany pfedevsim z pohledu tfid, bylo by v§ak moZné pfidat i pod-
minky, které by vice zaji$fovaly optimalitu z pohledu ucitele. V aktudlnim modelu se muZe stét,
7e ma ucitel vice prestavek béhem vyuky a tyto pauzy miiZou byt rizné€ dlouhé.

Mezi dal$i mozné zlepSeni lze zahrnout dvouhodinové vyucovani vybranych predméti.
Toto kritérium bylo jiZ dfive zminéno. Je Zadouci, naptiklad pfi vyuce vytvarné vychovy, kde
Zaktm trva delsi dobu piiprava a sklizeni pomicek, aby vyuka probihala ve dvou po sobé¢ jdou-
cich hodinéch.

Posledni mozné zlepseni, které zde zminime, je zkracena vyuka v patek. Tento poZadavek
neni k funk¢nosti rozvrhu nijak zasadni, je vSak pfijemnym zlepSenim vyucovani jak pro ttidy,
tak pro ucitele. Komfort rozvrhu by se tedy s pfidanim tohoto kritéria zvysil.
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Zminili jsme néktera kritéria, ktera by do budoucna mohla byt pfiddna do naseho jiz vytvo-
feného modelu. Tento model je zaloZen na tloze matematického programovéni. V pfedchozich
kapitolach jsme si zminiovali druhy moZny pfistup a to za pomoci piifazovaciho algoritmu. Tento
postup by mohl byt zpracovan napiiklad prostfednictvim programovaciho prostiedi MATLAB.
Veskera tato zlepSeni a navrh dalSiho algoritmu by mohly byt pfedmétem dalSi prace.

6.2 Program aSc Rozvrhy

V této ¢asti prace si predstavime program aSc Rozvrhy, ktery je vyuZivan na jiZ zminéné
zakladni Skole. Tato aplikace je velice interaktivni a rozvrhovatel mizZe sim ¢init rozhodnuti,
ktera zna¢né€ ovliviiuji budouci vytvareni rozvrhu. Také z velké miry spolupracuje se Skolni in-
ternetovou strankou Skola Online, ve které se zobrazuji rozvrhy pro uditele i zaky. A predeviim
prace s touto aplikaci je snadni a intuitivni.

Pii sestavovani rozvrhu se prvni kroky provadi pfimo na strance Skola Online, na které se
aktualizuji informace pro nasledujici Skolni rok. Mezi né patii seznam uceben, rozdé€leni tfid do
skupin a tvazky uciteld. Tyto informace jsou nasledné importovany do samotné aplikace pro-
gramu aSc Rozvrhy. V aplikaci jiZ nastavujeme podrobnéjsi podminky pro ucitele, tfidy 1 dané
predmeéty. Podobné jako v naSem modelu si nastavime, kdy preferujeme vyuku daného pred-
métu. Takto miiZeme nastavit i nedostupnost ucitele ¢i tfidy v piipadé, Ze v nékterou vyucovaci
hodinu nejsou k dispozici. S témito parametry by bylo mozné dany rozvrh spustit, predchazi
tomu vsak jesté jeden krok.

Na této zékladni Skole je vZdy jedna tfida v ro¢niku sportovni. To komplikuje dany rozvrh.
Sportovci dojizdi na tréninky i mimo Skolu a podfizuje se tomu tedy ¢aste¢né rozvrh zbylych ho-
din. V prvni fadé€, nez se spusti vytvafeni samotného rozvrhu, se ruéné vytvari rozvrh télesné
vychovy, ktery se vloZi do programu jako predfazené vyucovaci hodiny. S témito zadanymi ho-
dinami néisledné feSime zbytek rozvrhu. Tento parametr modelu jsme diive neuvazovali, jelikoZ
k mimoskolnimu rozvrhu télesné vychovy nemame pfistup, proto jsme u télesné vychovy brali
v potaz jen kapacitu télocvicen.

Pokud mame pfipravena data s danymi podminkami, miZeme se pustit do automatického
vypoctu rozvrhu. Ten probihd v fadu nékolika minut, vysledek vSak nebyvd kompletni. Dana
zakladni §kola ma na rozvrhy fadu poZadavku, které je slozité splnit v§echny najednou. Zpra-
vidla se tedy stane, Ze program nahlsi chybu a vypiSe seznam pfedmétd, které nebyl schopen
priradit. Tyto rozvrhové akce musi byt nasledné pfifazeny ru¢né rozvrhovatelem. To je znacné
neoptimalni feSeni. To také miize byt zpisobeno tim, jak dany program rozvrhy sestavuje. Ten
vyhodnoti fadu moznosti rozvrhi, které by byly vyhovujici vzhledem k pozadavkdam.

S manualnim upravovanim rozvrha souvisi také nasledujici problém. Pokud je rozvrh do-
pliiovan ru¢né, mize dochéazet k zanaseni chyb. Rozvrh pro vétsi Skoly je téZké sestavovat bez
pouziti programd, to stejné plati pro ¢aste¢nou komplementaci. Takto zpravidla dochazi k ne-
chténym chybam, které by znemoznily béZny chod vyuky. Nékteré podminky (které nejsou pro
proveditelné feSeni nezbytné) jsou vSak pfi ru¢ni Gpravé poruSeny zamérné, jelikoZ by jinak
rozvrh neSel sestavit (z divodu vysokého poctu podminek). Napiiklad jsou do odpoledniho vy-
ucovani prifazeny nékteré predméty, které byly v ptivodnich omezenich zakazany.

Velkym problémem v praxi byva pfifazeni ptilenych hodin. Na tento kol je program
aSc Rozvrhy ptizpisoben a méla by tato pfifazeni fungovat automaticky. Neni to vSak prili§
pravidlem. Nastavaji situace, ve kterych se ptlené hodiny pfifazuji v jinych ¢asovych obdobi.
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Nasledné musi byt tyto chyby opét upraveny rucné.

V tomto programu vSak 1épe funguje dvouhodinova vyuka. Pokud m4 tfida dvé hodiny
vytvarné vychovy nebo pracovnich ¢innosti tydné€, automaticky jsou piifazeny do jednoho dne
jako dvouhodinova vyuka.

Uvedeme si zde posledni kritérium, které je zaneseno do rozvrhil vytvofenych na dané za-
kladni Skole. Tyto rozvrhy zpravidla sestavuji pfijatelné;jsi feSeni pro ucitele s ¢astenymi ivazky,
jejichZ pocet ve sledovaném obdobi zna¢né narostl (v této praci jsme pracovali s daty a rozvrhy,
které byly aktudlni pro prvni pololeti Skolniho roku 2023/2024 a vSechny vystupy, které zde
zminime, byly platné v tomto obdobi). Rada t&chto ugiteld jsou studenti vysokych 8kol, kte¥i pii
studiu pracuji na par vyucovacich hodin tydné. Tento pifipad je i ucitel 30, jehoZ rozvrh jsme
jiz dfive analyzovali. V pfipadé té€chto zaméstnanct jsou rozvrhové moZnosti omezeny i jinymi
zavazky, proto se rozvrh témto ucitelim uzpisobuje primarné (dané hodiny jsou pfedbézné pfi-
fazeny podle dostupnosti daného ucitele). I z toho divodu jsou rozvrhy 1épe vyhovujici nez
v piipad€ naSeho vytvoreného modelu, u néhoz jsme nechali dané rozvrhové akce pfiradit bez
jakychkoliv omezenti, jelikoZ jsme k danym tdajim nedostupnosti neméli pfistup.

Stejné jako v predchozich piipadech si zde predstavime mozZné feSeni daného programu
na piikladu rozvrhi jedné tfidy a dvou ucitelt. V pripad¢ tfidy VIII.B mame podobny rozvrh,
ktery jsme vytvofili pomoci naseho modelu. Mame zde vS§ak dovolenou dvouhodinovou vyuku
matematiky. Rozdil je v predmétech, které jsou v odpoledni vyuce — hudebni vychova a né-
mecky jazyk. Vyuka ciziho jazyku vSak neni pro odpoledni vyucovani piili§ vhodna. Jinak je
dany rozvrh stejné piijatelny jako nami vytvoreny. MiZeme jej vidét na obrazku
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Obrazek 10: Rozvrh tFidy VIIL.B sestaveny programem aSc Rozvrhy.

Rozvrh pro ucitele 22 se naopak zda nejlepsi ze vSech zminénych. Prestavky se v ném
objevuji nejméné a vyuka konci obecné dfive neZ v predchozich piipadech. Tento rozvrh je
znazornén na obrazku 111

Poslednim rozvrhem, ktery v této praci zminime, je op€t pro ucitele 30. I presto, Ze je
ucitelim s ¢astecnymi Gvazky rozvrh Casto pfizpiisobovan, zde to nelze pozorovat pfili§ patrné.
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Obrazek 11: Rozvrh ucitele 22 sestaveny programem aSc Rozvrhy.

Vyuka matematiky v sedmé tiidé€ ¢ini 4 vyucovaci hodiny v tydnu. Pocet pracovnich dni je tedy
stale vysoky, ale v tomto pfipadé€ je zkracen prostiednictvim dvouhodinové vyuky na 3 pracovni
dny. V predchozich modelech to byly vzdy 4 dny vyuky. I tento rozvrh je zobrazen v tabulkové
podobé na obrazku [12]

el30 1. 2. 3. 1 5. 6. 7. 8.
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Obrazek 12: Rozvrh ucitele 30 sestaveny programem aSc Rozvrhy.

Uvedli jsme si zde priklady tfi rozvrhi sestavenych timto programem. Kompletni vysledky
jsou v tabulkové podobé€ uvedeny v priloZzeném souboru Rozvrh - vysledek aSc rozvrhy.xlsx.
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7 Zaver

Cilem této prace bylo si pfiblizit problematiku vytvareni rozvrhli. Tato dGloha je obecné
vrhu dosahnout. V této prace byly predstaveny dva zakladni pfistupy.

Jeden matematicky pfistup, na kterém se da zalozit rozvrhovaci model, je matematické pro-
gramovani. Pod timto pojmem si miZeme vybavit vice pojmi — linearni programovani, kvadra-
tické programovani, atd. V modelech, které optimalizuji rozvrhovaci tlohy, se zpravidla vyuziva
celo¢iselného linearniho programovani, konkrétn€ jeho binérni verze. Hledana veli¢ina x,,; ; ,
nabyva pouze hodnot 0 a 1. Hodnoty 1 nabyva v pripadé, Ze tfida i ma v den k a vyucovaci
hodinu / pfedmét A s ucitelem j. Tato proménna vstupuje do objektivni funkce, kterd rozvrh
optimalizuje primarné pro tfidy a vytvaii pro né€ rozvrh uZivatelsky co nejpiijemnéjsi. Pro uci-
tele neni nas model pfili§ optimalni. Pro ty s plnym tvazkem, ktery ¢ini 22 vyucovacich hodin
tydné, jsou rozvrhy sestavované piijatelné€, jen s obCasnymi prestavkami. Pro ucitele s mensimi
uvazky se vSak v rozvrhu vyskytuji ¢etné pauzy, béhem kterych ucitelem nema vyuku. Ptistup
matematického programovani jsme otestovali v programovacim prostiedi AMPL, ktery je fesi-
¢em téchto matematickych dloh. Model byl feSen prostiednictvim ti{ fesi¢d — Gurobi, CPLEX
a CBC. Vsechny sestavené rozvrhy spliiovaly stejné podminky, byly si tedy relativné podobné,
zejména v piipadé zakovskych tiid. V piipadé ucitelt byly jiz vidét Cetnéjsi rozdily, zejména pro
ucitele s malymi avazky, kde se da rozvrh znacné zlepsit. Z pohledu tfidy jsou tedy optimalizo-
vany lépe, coz je implikovano v objektivni funkci. I pfesto jsou zde nékteré podminky, kterymi
by se daly tyto rozvrhy jesté zlepsit.

Druhym moznym pfistupem rozvrhovacich dloh je hranové barveni grafi. V tomto grafu
mame dvé skupiny vrcholi — vrcholy zndzoriujici ucitele a druhé znazornujici téidy. Tyto vr-
choly bipartitniho grafu jsou spojeny hranou v piipadé, Zze maji v néktery ¢as spole¢nou vyuco-
vaci hodinu. Kazda vyucovaci hodina je nasledovné reprezentovana jednou barvou. Tyto barvy
pak vhodné pfifazujeme hrandm. V pfipadé€ korektniho rozvrhu nevedou k Zadnému vrcholu
ucitele ani tfidy dvé hrany se stejnym obarvenim. Tento pfistup je Casto implementovan pomoci
prifazovaciho algoritmu, ktery je zaloZen na heuristickém pfistupu, ktery pfifazuje jednu vyu-
¢ovaci hodina za druhou. Tento model by mohl byt implementovidm v programovacim prostiedi
MATLAB, coz nebylo predmétem této prace, avS§ak mohlo by to byt tématem nésledujicich praci
spolu s lepsi aproximaci rozvrhu zaloZeném na matematickém programovani.

Na zakladnich Skolach jsou rozvrhovaci tlohy problémem, ktery se fesi pravidelné kazdy
rok. K tomuto tcelu slouzi jiZ sestavené programy a aplikace. Béhem vyzkumu k nas$i praci jsme
spolupracovali s 31. zakladni Skolou v Plzni, ktera nam poskytla data k praktické ¢asti. Soucasné
s tim jsme se seznamili s aplikaci, kterou dana Skola vyuziva pii sestavovani rozvrhit — aSc Roz-
vrhy. Tento program je vysoce interaktivni a prace s nim je pomérné€ snadna. PIn€ spolupracuje
s dal§imi aplikacemi, které slouZi k zobrazovani rozvrhl pro Zaky nebo ucitele, jako je napiiklad
Skola Online. Aplikace aSc Rozvrhy je schopna sestavit rozvrh s fadou podminek, které jsou pro
néj zadany. Dana zakladni §kola ma vSak na rozvrh spoustu pozadavkd, které neni dany program
¢asto schopen splnit, je tedy potieba rozvrh doupravit ru¢né. To je velmi problematické, jelikoz
pfi manualni komplementaci mohou byt do rozvrhu zanaseny chyby. Zkoumali jsme i rozvrhy,
které byly vytvoreny timto programem. Z pohledu nékterych aspektii, jako je napiiklad dvou-
hodinova vyuka, sestavoval dané rozvrhy lépe. Je v§ak znacné neoptimalni, Ze se do vytvareni
rozvrhu musi zasahovat ru¢né s ohledem na nesplnitelnost podminek. To mtiZe byt zptisobeno
tim, Ze program nefunguje na principu maximalizace objektivni funkce, ale prohledavd mozna
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feSeni a z nich se snaZi vybrat to nejpfijatelng;si.

Pokud bychom chtéli jednotliva feSeni rozvrhovaci Glohy porovnat, Ize fict, Ze z jistého
pohledu je na§ model 1épe optimalizovéan. ReSeni je nalezeno pravé tehdy, kdy?Z existuje (jsou-
li zavedeny splnitelné podminky). To o programu aSc Rozvrhy nelze obecné fict, jelikoz casto
neni vystupem proveditelné feSeni a rozvrh musi byt dotvofen manuélné, k ¢emuz v pifipadé
popsaného modelu v AMPLu nedochazi.
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Prilohy

Rozvrh - vysledek aSc rozvrhy.xlIsx
Rozvrh - vysledek cbc.xlsx

Rozvrh - vysledek cplex.xlsx
Rozvrh - vysledek gurobi.xlsx
Rozvrh.txt

Vysledek cbe.txt

Vysledek cplex.txt

Vysledek gurobi.txt
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