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Kapitola 1

Uvod

Pokud bychom méli struéné shrnout obsah discipliny geometrického modelo-
vani (anglicky computer aided geometric design), jednim z moznych popist
by bylo, ze se toto odvétvi geometrie zabyva zkoumanim krivek, ploch a téles
s durazem na moznost efektivni reprezentace a snadného zpracovani v prostiedi
vypocetni techniky. Kvivky s pythagorejskym hodografem neboli PH kiivky jsou
typickym reprezentantem témat, kterymi se geometrické modelovani zabyvé,
nebot v sobé spojuji antickou problematiku pythagorejskijch n-tic, otazky al-
geber vicedimenzionélnich ¢isel, kterymi se zabyvali matematici 19. stoleti,
jako jsou komplexnt ¢isla, kvaterniony a Cliffordovy algebry, a nakonec otézky
formy vhodné pro pocitacové zpracovani, které néas privadi k Bernsteinovym
polynomum a Bézierovym krivkdm.

PH kiivky poprvé zavedli Rida T. Farouki a Takis Sakkalis v roce 1990 ([15])
jako rovinné polynomialni kiivky, nésledovala rozsifeni na racionalni kiivky
([18]), prostorové kiivky ([16]) a na kiivky v Minkowského prostoru neboli
MPH krivky ([I7]). Motivaci k zavedeni téchto kifivek je problematika urceni
délky oblouku krivky. Tato hodnota je dané vzorcem

d:/tz\/x’(t)-x’(t) dr.

Zatimco u obecné kiivky je tifeba se vyporadat s integralem z odmocniny,
definujici vlastnosti PH kfivek je, Ze jsou to polynomidlni kiivky, pro které
navic plati

x'(t) - x/(t) = o*(t),

kde o(t) je polynom, coZ vypocet délky oblouku podstatné uleh¢uje. PH kiivky
se dale vyznacuji tim, Ze jejich ofset neboli kiivka s konstantni vzdélenosti od
vychozi kiivky (ekvidistantni kiivka) je vzdy racionalni.



Cilem této préce je prozkoumat polynomialni PH kiivky v roviné R? a prostoru
R3? a MPH kiivky v Minkowského roving R*! a prostoru R?!, déle pak najit
jednotny formalismus pro vyjadieni téchto kiivek v Bernsteinové bazi.

V kapitole [2| uvedeme zaklady kvaternioni a Cliffordovijch algeber, které pou-
zijeme k popisu prostorovych a MPH kiivek. Dale zde uvedeme zéklady teorie
Minkowského prostori, struény tvod do diferencialni geometrie a zakladni me-
todu vyjadreni kiivek pro potfeby geometrického modelovéni.

V kapitole 3| zavedeme PH kfivky v klasické eukleidovské roviné a prostoru,
nasledné pak uvedeme jejich elegantni a zestruc¢nujici reprezentaci pomoci kom-
plexnich ¢isel a kvaterniont. V kapitole [ zavedeme MPH kiivky neboli PH
kiivky v Minkowského prostorech a uvedeme jejich zapis pomoci Cliffordovych
algeber vybudovanych nad témito prostory. Na zavér v kapitole 5| uvedeme
vybrané postup pro Hermitovu interpolaci pomoci PH a MPH kiivek nizkého
stupné a uvedeme riuzné dalsi moznosti aplikaci uvedenych krivek.



Kapitola 2
Zakladni pojmy

Nejdiive definujeme zakladni pojmy, se kterymi se budeme v praci setka-
vat.

2.1 Kvaterniony

Kvaterniony muzeme chapat jako vysledek snahy rozsitit pojem komplexnich
¢isel na prostory s dimenzi vyssi nez dva. Pti zpracovani této kapitoly bylo
predevsim ¢erpéno z [1] a [10].

2.1.1 Historie a motivace

Objevitelem kvaternionii je irsky matematik a fyzik Sir William Rowan
Hamilton (1805-1865), ktery o nich sepsal dila Lectures on Quaternions (1853)
a Elements of Quaternions (posmrtné 1866). Hamilton se pokousel o sirokou
aplikaci kvaternionu v tehdejsi bouflivé se rozvijejici fyzice, nicméné tento sys-
tém se ukézal jako prilis komplikovany. Misto néj se ujaly metody a operatory
vektorové analyzy v R3, které prosazovali James C. Maxwell, Josiah W. Gibbs
a Oliver Heaviside. Nutno v8ak podotknout, Ze tyto néastroje z teorie kvater-
nionu pfimo vychazi.

P1i praci s komplexnimi ¢isly snadno nahlédneme, Ze s realnymi ¢isly sdili
podstatné algebraické vlastnosti, jmenovité:

e Komutativita

Va,be C a+b=b+a, a-b=0b-a.
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e Asociativita
Va,be C a+(b+c)=(a+b)+c, a-(b-c)=(a-b)- c
e Distributivita
Va,b,ce C a-(b+c)=a-b+a-c

Lze snadno ukazat [1, s. 64, Ze nemtze existovat t¥idimenzionélni ¢islo (s alge-
braickym tvarem a + bi + ¢j), které by tyto vlastnosti spliovalo. Sir Hamilton
ovSsem pii hledani takového ¢isla objevil pravé kvaterniony, ¢tyrdimenzionalni
¢isla, kterd dodrzuji asociativitu a i distributivni zakon, avsak je tfeba vzdat se
pozadavku na komutativitu nasobeni (i tento fakt vSak mé své opodstatnéni,
pokud pomoci kvaterniontt popisujeme rotace v R?).

2.1.2 Zavedeni kvaternioni

Definice 2.1. Kvaternion je usporadana ¢tverice redlnych ¢isel
A =[a,a,,ay,a;].

Cislo a nazyvame skaldrni ¢dst kvaternionu, uspofadanou trojici ¢isel [a,, ay, a.]
nazyvame vektorovd c¢dst kvaternionu. Kvaternion ve tvaru [a, 0, 0, 0] nazyvame
ryzi skaldr, [0, ay, a,, a,] nazyvame ryzi kvaternion. Rovnost dvou kvaternioni
nastava, pokud se rovnaji jejich skalarni i vektorové ¢asti. Mnozinu vsech kva-
ternionti oznac¢ujeme H. Kvaternion [0, 0,0, 0] nazyvame nulovy kvaternion.

Definice 2.2. Soucet kvaternioni A = |a,az,ay,a;] a B = [b, by, by, b,] je
takovy kvaternion C = A + B, pro ktery plati

C=la+ba,+bya,+bya,+b]. (2.1.1)

Definice 2.3. Soucin kvaternioni A = [a,ay,ay,a.] a B = [b,b,,b,,b.] je
takovy kvaternion C = AB, pro ktery plati

C = [ab — azb, — ayb, — ab,,
aby + ba, + ayb, — a.b,,
ab, + ba, + a.b, — azb.,
ab, + ba, + azb, — a,b,].

(2.1.2)

Pozndmka 2.1. Soucin dvou kvaternionu je asociativni, neni vSak obecné ko-

mutativni, napt. proi=[0,1,0,0] a j = [0,0, 1,0] plati ij = [0, 0,0, 1] = —ji.
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Poznamka 2.2. Néasobeni kvaternionu ¢islem £ € R je ekvivalentni nésobeni
kvaternionem ve tvaru [k, 0,0, 0] a je komutativni operaci.

Véta 2.1 (Algebraicky tvar kvaternionu). KaZdy kvaternion lze wvyjddrit
ve tvaru
A=a+a;i+a,j+ ak,

kdei=0,1,0,0], j =1[0,0,1,0], k =[0,0,0, 1] a plati
iZ=j2=k*>=ijk = —1. (2.1.3)
Diikaz. Staci ovéfit, Ze takto zadany objekt splituje definice 2.2] a [2.3] O

Pozndmka 2.3. Nékdy je uzitecné zapisovat kvaternion ve tvaru A = [a, a] jako
slozeni skalarni ¢éasti a a vektorové ¢ésti ve formé a = a,i + a,j + a.k. Soucet
a soucin kvaterniont poté maji tvar:

A+ B=la+ba+b],
AB = [ab—a-b,ab + ba+ a x b],
kde - je standardni skalarni sou¢in a x vektorovy soucin definovany na prostoru
R3.

Pozndmka 2.4. Dalsi moznosti zapisu kvaternionu je maticovy tvar:

a —a; —a, —a,

A= Ay 4  —a, G
ay a a  —a
a, —Qy Qg a

Snadno bychom dokazali, ze plati:
Véta 2.2. Prvky 1,1, j a k tvori bazi prostoru H. [

Véta 2.3. Pro soucin bdzovijch prvki plati ndasledujici vztahy:
ij=k=—ji, ik=-j=-ki, jk=i=—kj.
Diikaz. Dikaz provedeme snadno s vyuzitim vztahu (2.1.3)). O

Definice 2.4. SdruZeny kvaternion ke kvaternionu A = [a, a,, ay, a;] je kva-
ternion

A* = [a,—a,, —a,, —a,| = [a,—a]. (2.1.6)

Definice 2.5. Velikost kvaternionu je takové ¢islo | A| € RTU{0}, které splije
vztah

A2 = A" A = AA" = a® + |af. (2.1.7)
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Kvaternion, pro ktery plati | A| = 1, nazyvame jednotkovy kvaternion a podle
vztahu (2.1.7) pro né&j musi platit:

A= [cos (%e) sin (%e) a] Che(0,27), |a=1. (2.1.8)

Véta 2.4. Pro kvaternion v maticovém tvaru plati:
det(A) = |A*. (2.1.9)
Diikaz. Vztah dokdzeme pfimym vypoctem determinantu. O]

Definice 2.6. Inverzni kvaternion k nenulovému kvaternionu A je kvaternion
A~ ktery spliiuje vztah

AA =ATA=1. (2.1.10)

Snadno ukazeme, ze takovy kvaternion musi byt ve tvaru

Al = (2.1.11)

W.

2.1.3 Kvaterniony a rotace v R?

Jednotkové kvaterniony (|.A| = 1) poskytuji alternativu k transformaénim ma-
ticim 3 x 3 popisujicim rotace kolem osy v R3. Vychozim poznatkem je platnost
dvou nésledujicich vét:

Véta 2.5. Jednotkové kvaterniony tvori spolu s operaci ndsobeni grupu.

Diikaz. Dukaz asociativity je zfejmy, stejné tak existence neutralniho
([1,0,0,0]) a inverzniho prvku (podle vztahu A~ = A*). Uzavrenost
operace nejsnaze dokdzeme s vyuzitim maticového tvaru kvaternionu, pro ktery
podle véty plati det(A) = 1 a tedy i pro soucin jednotkovych kvaterniont
A a B plati det(AB) = det(A) det(B) = 1. O

Véta 2.6. Necht je A ryzi kvaternion, poté je kvaternion C = BAB* také ryzi
kvaternion pro libovolny kvaternion B € H.

Diikaz. PTimym vypoctem. O]

Vratme se nyni ke vztahim (2.1.7) a (2.1.8)). Uvazujme nyni nenulovy vektor
v € R? reprezentovany kvaternionem V = [0, v]. UkdZeme nyni, Ze vysledek
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soucinu W = UVU", kde U ma tvar (2.1.8), dava vektor v otoceny o thel 6 ko-
lem osy urcené vektorem u. Nejprve rozlozime vektor v na slozku rovnobéznou
s u a kolmou na u:

v=(u-vju+(uxv)xu
Provedenim soucinu dostaneme:

W=10,(u-v)u+sinfux v+cosf(uxv)xul,

z ¢ehoz je patrné, Ze slozka rovnobézna s vektorem u zistala nepozménéna. Ilu-
strace jednotlivych slozek vysledného vektoru se nachazi na obrazku [2.1]

sinf(u x v)

Obrazek 2.1: [lustrace rotace vektoru pomoci kvaternionu rozlozenim na slozky:.

2.2 Kvadratické a Minkowského prostory

Metriku jako zpusob méfeni vzdalenosti dvou prvki vektorového prostoru za-
vadime pomoci jisté kvadratické formy a s ni asociované bilinedrni formy, kom-
binaci prostoru a kvadratické formy pak nazyvame kvadratickij prostor. Pouzi-
tim specidlni metriky ziskdme Minkowského prostor; takovy prostor pripousti
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i zaporné hodnoty jako normy vektori nebo zaporné vzdalenosti mezi dvéma
body, fyzikalni interpretace takové metriky souvisi s kauzalitou udélosti v ¢a-
soprostoru. Pfi zpracovani této podkapitoly bylo ¢erpano z [§] a [14].

2.2.1 Kvadraticka forma a kvadraticky prostor

Nejprve pripomeneme zaklady teorie kvadratickych prostort.

Definice 2.7. Bud V vektorovy prostor nad télesem F. Bilinedrni forma je
zobrazeni B : V x V — [, pro které plati:

1. B(u,av + fw) = aB(u,v) + fB(u,w) Yu,v,weV, Vo, jeF.

2. Blau+ fv,w) = aB(u,w) + fB(v,w) Yu,v,weV, Va,peF.
Definice 2.8. Bud V vektorovy prostor nad télesem IF, pro které plati char [F #
2. Kvadratickd forma je zobrazeni () : V' — T, pro které plati:

1. Q(Au) = ?’Q(u) VAeF, VYuelV.

2. Zobrazenf p: V x V = F, p(u,v) =1 (Q(u+v) — Qu) — Q(v))

je bilinearni forma.
Zobrazeni ¢ se nazyva bilinedrni forma asociovand s kvadratickou formou @
a mezi témito zobrazenimi existuje jednozna¢né prirazeni Q(x) = ¢(x,Xx).
Nésledujici véta nam umozni definovat vyznamnou vlastnost bilinearnich a
potazmo tedy i kvadratickych forem. Jeji diikaz lze nalézt v [3].

Véta 2.7. Bud'V wvektorovyj prostor dimenze n a p bilinedrni forma na tomto
vektorovém prostoru. Pak existuje bdze ey, es, ..., e, ak ni jednoznacné urcend
trojice cisel p,r,q € N takovd, Ze plati:
1. ¢(e;,e;) =0 proi # j.
2.
1 prol<i<p,
pleje)) =90  prop+1<i<p+r,
—1 prop+r+1<i1<p+r—+gq.

O]
Definice 2.9. Usporadana trojice ¢isel (p,q,r) spliwjici vétu se nazyva
signatura bilinedrni formy.

Definice 2.10. Bud V vektorovy prostor kone¢né dimenze a () kvadraticka
forma na tomto prostoru. Struktura (V, Q) se nazyva kvadraticky prostor.

Pozndmka 2.5. Snadno ovéfime, Ze standardni skalarni soucin je pozitivné
definitni bilinearni forma, eukleidovsky prostor je tedy piipadem kvadratického
prostoru.
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2.2.2 Minkowského prostor

Nyni mame zavedeny zakladni pojmy tykajici se metriky a miizeme se vénovat
Minkowského prostorim, které vznikaji specialni volbou této metriky.
Definice 2.11. Jako Minkowského prostor ozna¢ujeme redlny kvadraticky pro-
stor se signaturou typu (n,0,1),n € N; ozna¢ujeme ho R™!. Na tomto prostoru
je definovana bilinearni forma ¢ uréena matici G:

G = diag(1,...,1,—1). (2.2.1)
N——

n prvka

Hodnotu této bilinearni formy pro dva (sloupcové) vektory u,v. € R™!,
u = (Up, Uy ..., Up, Uni1)T &V =(V,V9,...,0,,Vn41)" definujeme vztahem

o(u,v) = UGV = v + gy + - -+ UV — Uy 1Vns1. (2.2.2)

Bilinearni forma ¢ se nazyva Minkowského (. skaldrnﬂ) soucin. Normu vektoru
na tomto prostoru definujeme vztahem

[ul|* = ¢(u, u). (2.2.3)

Pokud je vyraz ||ul|* > 0, nazyvame tento vektor pozitivni (angl. space-like),
pokud |[u]|*> < 0, nazyvame ho negativni (time-like). Pokud je |ul|* = 0,
hovofime o neutrdlnim nebo izotropickém (angl. light-like) vektoruﬂ

V této praci budeme pracovat konkrétné s prostory RU! a R%1L,

2.3 Cliffordovy algebry

Cliffordovy (nebo také geometrické) algebry jsou nastrojem zobechujicim vi-
cedimenzionalni ¢isla typu komplexnich ¢isel nebo kvaterniont do vyssich di-
menzi. Pokud hovofime o Cliffordovych algebrach sestrojenych nad vektoro-
vym prostorem nad télesem redlnych cisel, umoziuji ndm tyto algebry re-
prezentaci geometrickych transformaci ve formé algebraickych operaci, odtud
zminény nazev geometrické algebry. V literatufe lze nalézt mnoho riznych
zpusobi, jak tyto algebry zavést (viz napt. [2]), my jsme vyuzili zptsob uzity
v [4], a to pro jeho deduktivni p¥istup.

1Zde se jedna o pouhé oznadeni, Minkowského soucin nespliiuje pozadavky kladené na
skalarni soucin.

2Tyto pojmy pochézi z teorie relativity, ktera pracuje s Minkowského prostorem R3:!; dvé
udélosti se mohou navzajem ovlivnit pouze tehdy, je-li jejich vzdalenost ¢asova ([ s. 80]).
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2.3.1 Historie

Zéklady pro Cliffordovy algebry polozil v r. 1844 némecky matematik Hermann
Giinter Grassmann definici vnitrniho a vnéjsiho soucinu, jejichz vysledkem je
objekt nizsiho, resp. vyssiho stupné, coz nam otevira cestu k pojmu multivek-
toru. Samotny pojem geometrického soucinu a algebry na ném zaloZzené je pak
objevem anglického matematika Williama Kingdona Clifforda, ktery v r. 1876
shrnul poznatky Hamiltona a Grassmanna [5], s. 59].

2.3.2 Axiomy a zakladni vztahy

Zakladni prvky Cliffordovy algebry C/ budeme nazyvat multivektory, zaklad-
nimi operacemi jsou geometricky soucet (+) a geometricky soucin (znafeny
juxtapozici multivektort), které jsou algebraicky uzaviené (jejich vysledkem je
jednoznacéné uréeny multivektor z (¥) a které se fidi nasledujicimi axiomy:

(A1) Soucet je komutativni:
A+ B=DB+A.

(A2) Soucet i soucin jsou asociativni:
(A+B)+C=A+ (B+0C),
(AB)C = A(BCQC).
(A3) Soudin je distributivni viéi souctu:
A(B+C)=AB+ AC,
(A+ B)C = AC + BC.
(A4) Existuji jednozna¢né uréené neutralni prvky vuci souctu i soucinu:
A+0=A,
1A= A1 = A

(A5) Ke kazdému multivektoru A existuje jeho jednoznaéné uréeny opaény
multivektor vzhledem k souc¢tu —A:

A+ (—-A)=0.

Multivektory v Cliffordové algebte jsou stupriované neboli tvorené kvalitativné
odlisnymi slozkami, multivektor (A), nazyvame r-vektorovd cdst multivektoru
A. Pokud pro néjaké r € N plati A = (A),, nazyvame jej homogenni multi-
vektor stupné r nebo r-vektor. Namisto nazva 0-vektor, 1-vektor, 2-vektor a

17



3-vektor budeme pouzivat béznéjsi nézvy skaldr, vektor, bivektor a trivektor.
V nasledujicim textu budou, nebude li fe¢eno jinak, symboly A,, B, nebo C;
oznacCovat homogenni r-, s- nebo t-vektory. Budeme-li naopak chtit oznacit
r-vektorovou ¢ast obecného multivektoru, pouzijeme ¢arku nad pozadovanym
stupném: (A), = Ay. Pro oznaceni skalarni ¢asti multivektoru zavedeme zjed-
nodusujici znaceni (A)y = (A). Operétor (.), mé tyto vlastnosti:

(A6) A= (A)+ (A)1 + (A +---=> (A).

(A7) (A+ B), = (A), + (B),.

(A8) (AA), = A(A), pokud A = (\)o.

Véta 2.8. Cliffordova algebra Cl je linedrni prostor a prostory vSech r-vektori
Cl" jsou jeho linedrni podprostory.

Diikaz. Na zakladé axiomi [(A6), [(A7)a |[(A8)] O

Prostor viech skalarti ¢/° budeme povaZovat za totozny s mnoZinou R.

(A9) Ke kazdému nenulovému vektoru a = (a); existuje jednozna¢né uréeny
skalar ||a]|? takovy, Ze plati aa = a? = (a?) = ||a]|*>. Pokud existuje ¢islo
||la||, nazyvame ho velikost vektoru a.

Definice 2.12. Multivektor A, se nazyva r-blade, pokud ho lze rozlozit na
geometricky souc¢in r antikomutujicich vektoru, neboli:

A, = ajay...a, a soutasné a;a, = —aza,; pro j,k=1,2,...,raj#k.

Nyni jiz mizeme vyslovit posledni dva axiomy:
(A10) Kazdy r-vektor A, lze pro r > 0 vyjadrit jako soucet r-blada.
(A11) Ke kazdému nenulovému r-bladu A, existuje nenulovy vektor a € /
takovy, ze A,a je blade stupné (r 4 1).
Nyni zavedeme tfi vyznamné operace nad multivektory.

Definice 2.13. Operace ' : &/ — (/ se nazyva prevrdceni a je definovana
nasledujicimi vlastnostmi:

1. (AB)T = BTAT.

2. (A+B)I = A"+ BT
3. (AT) = (A).

4. a' =a proa=(a).

Dusledkem této definice je uzite¢ny vztah pro soucin vektori:

(ajay.. .a,,)T =a,a,_j...4a. (2.3.1)
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V pripadé, ze vektory ve vztahu (2.3.1)) navic antikomutuji a tvoii tedy podle
definice r-blade, pak zménami v pofadi vektori snadno ovérime, Zze
plati:

<AT>7" = (_1>T(T71)/2<A>r- (2'3'2>

Definice 2.14. Operace - : ¢ x (! — (f se nazyva vnitini soucin a je defino-
vana

1. pro homogenni multivektory predpisem

4. B - {(ATBS)TS| pror,s > 0

(2.3.3)
pro r =0 nebo s =0

2. a pro obecné multivektory jako soucet
A-B=) A;-B=>» A-B;=)» Y A B (2.3.4)

Definice 2.15. Operace A : {xCl — Cf se nazyva vnéjsi soucin a je definovana

1. pro homogenni multivektory predpisem
A, N By = (A, Bs)ris (2.3.5)

2. a pro obecné multivektory jako soucet

Na tomto misté zavedeme dvé tmluvy za tcelem redukce poc¢tu zavorek.
Umluva 2.1. Vnitini i vnéjsi souc¢in maji prednost pred geometrickym souci-
nem.

(A-B)C=A-BC +# A-(BC),
(AAB)C = ANBC+# AN (BO).

Umluva 2.2. Vné&jsi souéin mé prednost pred vnitinim sou¢inem.
(ANB)-C=AANB-C#AN(B-QC).

Dale jesté zavedeme zkracené znaceni pro geometricky a vnéjsi soucin vSech
prvki z indexované mnoziny.

Umluva 2.3.
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Umluva 2.4.
Al/\AQ/\---/\An:/\Ai.

i=1
Pro vnitini i vnéjsi soucin lze odvodit mnoho vlastnosti a vztaht, které lze
nalézt napt. v |4, s. 8-12|, pro nase potieby vSak postaci tento poznatek a dva
jeho ptimé dusledky:

Véta 2.9. Vnéjsi soucin je antisymetricky pri zameéné libovolnijch dvou vek-
tori:

aNAANbAB=-bAAANaAB Vab,A Bedl. (2.3.7)

Driikaz. K dikazu jsou tfeba pravidla pro zménu poradi ¢initeld v souc¢inu, tyto

vztahy lze nalézt v [4, s. 6,7]; zbytek dikazu je prosté rozepsani. ]
Diisledek 2.1. Pro libovolné a, A, B € (! plati

aNANaANB=0. (2.3.8)

Dusledek 2.2. Necht jsou ay, . .., a, linedrné nezavislé nenulové vektory a necht

vektor a = Y | a;a;, potom na zakladé distributivity geometrického (a po-
tazmo tedy i vnéjsiho) soucinu viici souctu plati:

(i O{iai> A /n\ a; = i (oziai VAN /n\ aj) = 0. (239)

i=1 j=1
Nésledujici fundamentalni véta nam dava vztah mezi geometrickym, vnitinim
a vnéjsSim soucinem.

Véta 2.10. Mezi vnitrnim, vnéjsim a geometrickym soucinem mezi vektorem
a a homogennim r-vektorem A, plati ndsledujici vztahy:

a- A = (ad), | — % (ad, — (=1)"A,a) (2.3.10a)

1
aNA, = <aA7”>r+1 = 5 (aAr + (_1)rAra) ’ (2310b)
aAd, =a-A +aNA = (@l )1+ (@l ) . (2.3.10¢)

Driikaz. Platnost libovolnych dvou tvrzeni implikuje tvrzeni tieti, kompletni
dikaz vSech ti1 tvrzeni lze nalézt v [4, s. 8-10]. O

Pokud ve vété m uvazujeme sou¢iny dvou vektori (tzn. r = 1 a muzeme
preznacit A, = b), vztahy (2.3.10a)) a (2.3.10b]) dostanou tvar

1
a-b= é(ab—i—ba), (2.3.11a)

1
aAb= é(ab—ba). (2.3.11b)
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Dalsim uzite¢nym vztahem pro praci s vnéjsi a vnitinim souc¢inem vektori je
nésledujici:
Véta 2.11. Bud a, b, c vektory, potom:

a-bAc=a-bc—a-ch. (2.3.12)
Dikaz. |4, s. 9-11]. O

Véta nam umoziuje snadno ovérit podstatnou vlastnost r-bladi.
Véta 2.12. KazZdy r-blade je homogenni r-vektor.

Diikaz. Dikaz provedeme matematickou indukei pro vSechna r > 0.
1. Pror =1 je A, = ajy, coz je homogenni 1-vektor, tvrzeni tedy plati.

2. Predpokladejme, ze A, = ajas...a, je homogenni r-vektor. Chceme
ukéazat, ze (r + 1)-blade A,a = ajay...a,a je homogenni (r + 1)-vektor
pro né&jaky vektor a, antikomutujici se vSemi vektory a;, neboli Ze plati
Aya = (A,a),;1. Uzitim vztahu dostaneme

(Ara),1 = (= 1)T(T+1)/2 <aAi>r+1

a diky axiomu nam sta¢i ovérit stupen prevraceného tvaru. Uzi-
jeme li na néj rozklad podle vztahu (2.3.10¢) a nasledné definici vnéjsiho

soucinu, ziskdme
aAl =a- Al +anAl =a- Al + (aAl), 4,

stac¢i nam tedy ukazat, Ze plati a - Al = 0. Rozlozenim tohoto vnitiniho

souc¢inu podle vztahu (2.3.10a) dostaneme:
1

a-Al =
2

(adl - (—1) Ala).

Aby se tento vyraz vynuloval, je tfeba, aby pro vSechna suda r pla-
tilo aAl = Afa a pro licha r naopak aAl = —Afa. ProtoZe ale vektory
v tomto vztahu antikomutuji, lze mezi vyrazy prechézet pomoci praveé
r vymén sousednich vektori, které zptisobi r zmén znaménka, ¢imz je
diikaz hotov.

O
Diisledek 2.3. Pro libovolné antikomutujici vektory a, b € (¥ plati

ab=aAb. (2.3.13)
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Definice 2.16. Operace * : ! x ! — Cl se nazyva skaldrni soucin a je
definovana vztahem

Ax B = (AB).
Pro r-vektory plyne z definice
A.x By =0 pro 1 #s, (2.3.14)
A, xB.,=A,-B.=B.xA, pro r>0. (2.3.15)

Pro skalary je pak tieba jesté dodatecné stanovit vztah
Ap* By = AB = (A)(B). (2.3.16)

Z axiomu |(A6)| pak snadno odvodime definici skalarniho sou¢inu pro obecné
multivektory jako

A% B=(A)(B)+> A;-B;. (2.3.17)

Definice 2.17. Dva multivektory nazyvame kolmé praveé tehdy, kdyz je jejich
skalarni soucin roven nule.

Vréatime-li se nyni ke vztahu , pozorujeme, Ze prava strana rovnosti je
podle definice [2.14] skalar; vnitini souc¢in dvou vektort je zfejmé komutativni;
asociativitu a distributivitu ovéfime snadno vypoctem. Pokud v axiomu
pripustime pouze kladné normy vektorii, pak také plati, ze a-a > 0, vnitini
soucin dvou vektoru tedy spliuje vlastnosti skalarniho souc¢inu v redlném vek-
torovém prostoru; v sekci [4.3] vsak budeme budovat Cliffordovu algebru nad
Minkowského prostorem, ve kterém obecné neplati ||a||*> > 0. Pifmo pak tento
vztah spliuje i definici pro skalarni soucin v Cliffordové algebfe. Kombi-
naci téchto tvrzeni se vztahem ([2.3.10c)) a vétou [2.9| ziskdme dikaz nasledujici
véty:

Véta 2.13. KazZdé dva na sebe kolmé vektory antikomutuyr. [

Definice 2.18. Ke kazdému multivektoru A definujeme jeho wvelikost ||A||
pomoci vztahu:

JAP = AT 5 A = || A7
Diky linearité nam staci specifikovat velikost pouze pro blady:
[A? = ATA = (2, -~ an)(ar - a,) = [l |- [lag 1.

Definice 2.19. Ke kazdému nenulovému r-bladu definujeme inverzni blade
A1 pomoci vztahu:

A7 = A4
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2.3.3 Vztah s redlnymi vektorovymi prostory

Nyni mame zavedena zakladni pravidla a vztahy pro praci s multivektory.
V této podkapitole zavedeme zobrazeni, které pritadi vektoru z RP? vektor
v (0 a tim nam tyto doposud oddélené svéty formalné propoji. Pro prostor RP¢
predpokladame, Ze je na ném zavedena kvadratickd forma Q a s ni asociované
bilinearni forma ¢, které indukuji standardni pojmy kolmosti a normy vektoru.
Néasledné formulujeme postupy pro reflexi a rotaci vektoru z RPY ve formé
algebraickych operaci s obrazem tohoto vektoru v (/. Cast definic a tvrzeni v
této podkapitole byla prevzata z [1, kap. 6] a [6].

Definice 2.20. Uvazujme n libovolnych linearné nezavislych nenulovych vek-
torti ay,...,a, € C/'. Jako prostor Cf} C (/' budeme oznacovat linearni obal
téchto vektoru.

Definice 2.21. Definujme bijektivni zobrazeni x : RP? — ClL ) p+q = n, které

spliiuje nasledujici vlastnoti VZ, Zy, Ts, ..., T,y € RPY Vo, 5 € R, k < n:
L x (aZ + By) = ax(¥) + Bx(¥)- (2.3.18)
2. x(Z)-x() =0 < @@ y)=0. (2.3.19)
3. x(@)? = Ix@IP=17I” & Q@) =7 (2.3.20)
4. x(@) A (/\f:l X(@-)) —0 & gespan({T,do....T)).  (2.3.21)

Q je kvadratickd forma na RP? a ¢ je s ni asociovana bilinearni forma. Stejné
poZzadavky automaticky klademe i na inverzni zobrazeni x ! : (/1 — RP,

Poznamenejme, Ze vlastnost bychom mohli dokézat jako dusledek li-
nearity x a vztahu , nicméné ji zde uvadime v této formé pro jeji vyznam
pri urcovani dimenze konkrétni Cliffordovy algebry budované nad RP4. Zobra-
zeni y samotné budeme v tomto textu chapat jako identitu, na zakladé toho
budeme jak vektory v RPY tak v (¥ znacit shodné malymi tuénymi pismeny.
Jiné volby pro zobrazeni x by nam umozhovaly vyuzit nastroje Cliffordovy
algebry napft. pro projektivni nebo jiné geometrie (viz napt. [6]).

Definice 2.22. Necht je RP¢ = {e;, e, ...,e,} ortonormdini bdze prostoru
RP4, vyraz RP4[k] oznacuje k-ty prvek této baze a necht je 1 C {1,2,...,n} a
I[4] je j-ty prvek mnoziny I. Vysledek geometrického sou¢inu daného vztahem

er = [ [Rpa[I[i]] (2.3.22)

se nazyva bazovy blade stupné |I|. Mame-li napiiklad mnozinu I = {2,3,1},
pak e; = esese;.

Protoze vektory e, antikomutuji, lze pocet bazovych bladu zredukovat, pri-
jmeme li konvenci ohledné poradi vektorta v bladech:
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Umluva 2.5. Jako kanonickyj bdzovy blade budeme oznacovat blade, ktery
je tvofen souc¢inem vektori v lexikografickém poradi. Vyse zminény blade
eseze; prevedeme na kanonicky tvar dvéma vyménami sousednich vektori,
tedy esese; = (—1)%eese3 = e eqes.

Véta 2.14. Necht je R4 kanonickd ortonormdlni bdze vektorového prostoru
RPY p+q = n a, je mnoZina viech kanonickyjch bizovijch bladi stupné
nejugse n. Proky Cl, U {1} tvoii bazi Cliffordovy algebry Cl, C C/. Dimenze
Cliffordovy algebry je ‘CT,L| = 2",

Diikaz. Uvazujme obecny multivektor A s nejvys$sim stupném n. Na za-
kladé axiomu jej muzeme rozlozit na soucet homogennich r-vektortu
(r = 1,...,n), ty miZeme na zéklade rozloZit na soucet r-bladil ve
tvaru A, = aja, - - - a,. Zobrazime li vektory a; pomoci x~! do RP?, mtiZeme
je vyjadiit v bazi R4 jako a;, = > i, aj€; a nésledné je zobrazit zpét do C/*.
Na zakladé linearity y, distributivity geometrického souc¢inu vici souctu a anti-
komutativity ziskame linearni kombinaci bazovych r-bladi. Pocet kanonickych
bézovych bladi odpovida po¢tu moznych kombinaci k& vektorid z n moznych,
kde £ =0,1,...,n, pficemz piipadu k£ = 0 odpovida bazovy prvek 1:

i <Z> = 9on, (2.3.23)

k=0

]

Libovolny multivektor (a tim padem i libovolny vektor) lze nyni zapsat jako
prvek 2"-dimenzionalniho prostoru, ve kterém muzeme stanovit konkrétni pra-
vidla pro vypocet geometrického, vnitintho a vnéjsitho souc¢inu ve formé ele-
mentarnich operaci s koeficienty baze (/,. V obecné formé pak miizeme velmi
snadno odvodit mnoho geometrickych operaci a transformaci, které bychom
standardné realizovali s vyuzitim matic typu n x n.

Definice 2.23. Jako sudou Cliffordovu subalgebru Cl; C Cf,, oznacime subal-
gebru, jejiz béazi tvori pouze bazové blady sudého stupné.

Takova subalgebra existuje a snadno ukazeme, Ze je uzaviena. Sudé subalgebry
jsou nejcasteji pouzivany, pokud je tfeba nalézt Cliffordovu algebru izomorfni
k prostoru C nebo H.

Véta 2.15. Necht jsou a obecny a n jednotkovy vektor z RPY. Viraz nan je
vektor vznikly reflexi vektoru a podle vektoru n.

Diikaz. Oznacme a| slozku a rovnobé&Zznou s n a a; slozku kolmou na n, pak

a = a| +a_. RozepiSeme li soucin podle (2.3.10c]), dostaneme:

nan=n(a-n+aAn)=(a-njn+n-aAn+nAaAn.
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Vyraz n AaAn = 0 podle (2.3.8) a (a-n)n je slozka ay, zbyva tedy ukazat,
zen-a/An= —a,. RozepiSeme li vSak tento vztah pomoci|2.3.12] dostaneme

n-aAn=(n-ajn—(n-nja=a —a=—-aj.
[

Na zakladé véty 1ze reprezentovat rotaci vektoru v prostoru libovolné
dimenze, v roviné ur¢ené bivektorem mAn o thel 2¢, ¢ € (0, ) dany vztahem
cos = m - n, jako slozeni dvou reflexi podle jednotkovych vektori m a n,
viz [II, s. 85 a 86| a napt. [20, s. 105 a 106].

2.4 Diferencialni geometrie a geometrické modelovani

V této sekci zminime zaklady diferencidlni geometrie kiivek a geometrického
modelovéani. P¥i zpracovani bylo ¢erpano z [9], [11] a [I, kap. 8, 11 a 13].

2.4.1 Uvod do diferencialni geometrie krivek

Definice 2.24. Jednoduchd krivka v E, je mnozina K C E,, ke které existuje
vektorové funkce x(t),t € Z, takova, ze:

1. 7 je interval.
2. X je spojitd na Z.
3. x je prosta na vnitiku Z.
Pokud navic plati, ze:
e x € C", pak nazyvame K krivkou tridy C™.
o T = (t1,1t2) a x(t1) = x(ta), pak nazyvame K uzavienou krivkou.
o Vt €T :|X'(t)| #0, pak nazyvame K reguldrni kiivkou.

K#ivka je po ¢astech regularni jednoducha kiivka t¥idy C'. Proménnou t € 7
nazyvame parametrem kiiwvky IC, vektor x nazyvame privodicem bodu krivky a
vektorovou funkei x(t) parametrickou reprezentact kiivky IC Bod x(t¢), ve kte-
rém je |x/(to) = 0], nazyvame singuldrnim bodem kiivky.

Pozndmka 2.6. Derivaci vektorové funkce x(t) = (x1(t), x2(t), ..., z,(t)) rozu-
mime jako vektor derivaci slozek této funkce:
X'(t) = (21(t), 25(1), ..., 2, (1)). (2.4.1)

Definice 2.25. Necht je K kiivka parametrizovana funkci x(t). Vyraz x'(t)
nazyvame teény vektor krivky IC. Piimku y(7) = x(to) + 7x/(t9) nazyvame
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tecna ke krivee IC v bodé x(to). ZapiSeme-li tecny vektor jako

x'(t) = o(t)t(t), (2.4.2)
kde
o(t) = [Ix'(¢)]l = \/x’f(t) +ag )+ +aR(t) (24.3)
) /(1)

0= o

pak skalarni funkci o(t) nazyvame parametrickd rychlost kirivky I a t(t) je

jednotkovy tecny vektor.

Definice 2.26. Bud x(t),t € (t1,t2) parametrizaci regularni kiivky IC. Kfivku
s parametrizaci x'(t),t € (t1, t2) nazyvame hodograf krivky K.

(2.4.4)

Zkouméanim hodografu krivky muzeme ziskat jisté informace o vlastnostech
krivky puvodni, ¢asto analogicky k vlastnostem, které nam o funkci prozradi
jeji derivace. Napiiklad pokud hodograf pro néjakou hodnotu parametru tg
prochazi pocatkem, pak na vysledné kiivce této hodnoté odpovida singularni
bod. Pokud je hodograf tvoren jednim bodem, vysledna kiivka je uniformné
parametrizované piimka nebo jeji ¢ast.

Definice 2.27. Necht je K regularni kifivka popsana vektorovou funkci
x(t),t € (t1,t2). Hodnota d se nazyva délka oblouku krivky K a je dana vztahem

d= / : VX (1) - x/(t) dt. (2.4.5)

Poznamenejme, Ze tuto definici je mozné uvést i jako vétu a dokazat ji s vyu-
zitim néstroju integralniho poctu.

Pozndamka 2.7. Symbol - zna¢i standardni skalarni soucin aplikovany na vek-
torovou funkei:

x(t) -y (t) = (w2 (t), 2a(t), - 2 (t) - (y(1), 92(), -, yn(t))
= (z1(O)ya(t), 22()ga(t), -, wa()yn(t)).

Pripomenme, Ze diky ekvivalenci s vnitfnim sou¢inem v ¢/ nejsme ve sporu se
znacenim.

(2.4.6)

Definice 2.28. Necht je K regularni kifivka popsana vektorovou funkci
x(t),t € (t1,t2). Polozme

s(t) :/t (£) - x(1) di (2.4.7)
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a inverzni funkei k s(t) oznacme ¢(s). Vektorova funkce x(t(s)) se nazyva pa-
rametrizace kiivky KC obloukem a novy parametr s € (0,d) se nazyva oblouk
krivky K. Derivaci podle oblouku znac¢ime teckou:

dx(s)
ds

= X(s).

Parametrizace obloukem ma mnoho vyhod, hodnota parametru s ndm sou-
casné dava i délku kiivky a vzorce popisujici vlastnosti kiivky dostanou pii
parametrizaci obloukem trivialni formu. Nanestésti v8ak nelze i pro ty nejjed-
nodussi typy krivek urcit jejich parametrizaci obloukem v ramci elementarnich
funkeci.

242 Geometrické modelovani

PH krtivky jsou soucasti rozsahlé teorie geometrického modelovani, odvétvi
matematiky, které se zacalo rozvijet v 70. letech minulého stoleti (ackoliv ¢erpa
i z podstatné starsich poznatki) a jeho pocatky jsou spjaty se jménem Pierra
Béziera, konstruktéra a navrhare firmy Rénault. Beziérovy kiivky jsou dnes
standardnim nastrojem pro modelovani tvarové slozitych objektt vypoctove
nenaro¢nym zpusobem a také PH kfivky budeme chépat jako specidlni pripad
téchto krivek.

Zékladem teorie Bézierovych kiivek je Bernsteinova bdze prostoru poly-
nomi.

Definice 2.29. n + 1 polynomu ve tvaru

bR(t) = (Z) (1—t)"**  k=0,1,...,n; (2.4.8)

nazyvame Bernsteinovy bdzové polynomy stupné n. Tyto polynomy jsou line-
arné nezavislé a tvori tedy bazi prostoru polynomi n-tého stupné ve tvaru

F&) =" apbi(t). (2.4.9)
k=0

Realné cisla oy nazyvame Bernsteinovy koeficienty.

Pro soucet a soucin dvou polynomu v Bernsteinové bazi plati nasledujici pra-
vidla:

Véta 2.16. Necht f(t) =3 " ;b a g(t) = > 7, B; b}, kde n < m. Pak pro
Bernsteinovy koeficienty i, souctu f(t) + g(t) = > 7 o vk bY' a koeficienty Oy
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soucinu f(t)g(t) = > ooy op b plati:

o + B pron =m,
o min(n,k) m—n) (n _
=y D0, L, b0
j=max(0,k—m+n) (k)
(2.4.10)
min(m,k) m n
S = Z %_fnj)ajﬂk—j; k=0,...,m+n.
j=max(0,k—n) ( k )
(2.4.11)

Diikaz. Dukaz je zalozen na vzorci pro vyjadieni bazové funkce pomoci funkci
vyssiho stupné, viz [12]. O

Vztahy pro derivaci a integral polynomu vyjadreného v Bernsteinové bazi mi-
zeme na zakladé vlastnosti této baze ([Il, s. 252 a 253]) stanovit takto:

Véta 2.17. Bud f(t) polynom ve tvaru (2.4.9), pak jeho derivace a neurcity
integral magi tvar:

fi(t) = 2”(0%“ — o) b H(D), (2.4.12)
/f t)dt = ni: ( — Zaj) bt ceR. (2.4.13)

O

Bézierovu kiivku vytvorime tak, ze ve vztahu (2.4.9)) zaménime reélné koefici-
enty za body vektorového prostoru:

Definice 2.30. Kfivku ve tvaru
Zpk by, (0,1), (2.4.14)

kde pr jsou polohové vektory bodi v roviné nebo prostoruEL nazyvame
Bézierova krivka stupné n. Lomena ¢ara urcend body px se nazyva ridici po-
lygon Bézierovy krivky.

Miuzeme ucinit nékolik jednoduchych pozorovani. Pro hodnotu ¢ = 0 snadno
ovérime, ze funkéni hodnota Bernsteinovych polynom je 0 pro vSechna k # 0,

30becné je samoziejmé mozné zavést tyto kiivky v prostoru libovolné dimenze.
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pocatecnim bodem Bézierovy kiivky je tedy vrchol fidicitho polygonu pg. Po-
dobné muzeme ovérit i to, ze koncovym bodem je bod p,, a Ze strany ridiciho
polygonu pop1 a pn_1Pn» jsou teény k Bézierové krivce v bodech pg a p,,. Také
si v8imnéme, ze stupen kiivky roste s poc¢tem vrcholt ridicitho polygonu a ze
zména polohy libovolného vrcholu méa globalni vliv na tvar kiivky.
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Kapitola 3

PH krivky v roviné a prostoru

V této kapitole zavedeme PH kiivky pro piipady realné eukleidovské roviny a
eukleidovského prostoru. V rovinném piipadé uvedeme elegantni zépis pomoci
komplexnich ¢isel, v prostorovém piipadé pak analogicky popis s vyuzitim
kvaternionii. Pfi zpracovani této kapitoly bylo ¢erpano predevsim z [II, kap.
17-19, 21 a 22].

3.1 Zavedeni PH kfivek

Motivaci k zavedeni a zkoumani kiivek s pythagorejskym hodografem je forma
vztahu pro vypocet délky oblouku (2.4.5), kterd nenf pro obecnou kfivku
vhodné pro analyticky vypocet. Pro kiivku parametrizovanou obloukem lze
snadno ukazat, ze |X| = 1 (a také ze parametr je obloukem pokud je velikost
derivace jednotkova), coz koresponduje s jiz zminénou vlastnosti, Ze hodnota
parametru vyjadiuje i délku oblouku. Protoze je vSsak parametrizace obloukem
vétsinou nedosazitelna, dalsi moznosti je za slozky funkce x volit takové funkce,
jejichz derivace tvori s néjakou dalsi funkei o (t) pythagorejskou (n + 1)-tici, ne-
boli:

() + 2Z () + -+ 22 (t) = (1), (3.1.1)

Pokud je navic funkce o(t) dobfe numericky integrovatelna, ziskame kiivku
reprezentovanou ve velmi efektivnim tvaru s mnoha dalsimi vyhodnymi vlast-
nostmi. Z téchto divodi uvazujeme kiivky polynomialni. V literatufe lze na-
razit i na racionélni hodografy, praci s nimi ale komplikuje skute¢nost, Ze
integraci racionalntho hodografu miize vzniknout transcendentni kiivka.

Definice 3.1. Krivku K C E, oznacujeme jako krivku s pythagorejskym ho-
dografem neboli PH krivku, pokud jsou slozky jeji parametrické reprezentace
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polynomialni funkce a pokud existuje funkce o(t) takova, Ze s derivacemi téchto
slozek tvori pythagorejskou n + 1-tici ve tvaru (3.1.1)).

Nasim cilem je stanovit podminky pro slozky kiivky K tak, aby byl jeji ho-
dograf pythagorejsky. V nasledujicich sekcich se budeme zabyvat témito pod-
minkami a jejich disledky v roviné a v prostoru.

3.1.1 PH kfivky v roviné

Pro rovinné PH kfivky lze vyslovit tuto fundamentélni vétu, kterou lze véetné

dikazu najit v [, s. 382]:

Véta 3.1. Necht jsou a(t),b(t) a c(t) polynomy. Pythagorejskd podminka
a®(t) + b (t) = A(t) (3.1.2)

je splnéna prave tehdy, kdyz lze tyto polynomy vyjddiit pomoct jinyjch polynomai
u(t),v(t) a w(t) ve forme:

a(t) = [u*(t) — v*(1)]w(t), (3.1.3a)
b(t) = 2u(t)v(t)w(t), (3.1.3b)
c(t) = [u(t) + v*(t)|w(t). (3.1.3c)

Drikaz. Implikaci zprava doleva lze dokazat snadno pfimym dosazenim. Impli-
kaci zleva doprava dokazeme tak, ze zvolime w(t) jako nejvétsi spoleény délitel
trojice a(t),b(t), c(t) a oznac¢ime:

Polynomy a(t), b(t) a &(t) také tvoif pythagorejskou trojici, takZe miizeme pro-
vést rozklad

V(t) = (1) — (1) = [e(t) + a(t)][e(t) — a(t)).

é(t) + a(t) a é(t) — a(t) nemaji zadny spolecény faktor (jinak by ho mély i
a(t),b(t), é(t), které jsme oviem definovali jako nesoudéné). Potom je oviem
kazdyj kofen polynomu b%(t) bud kofenem é(t) + a(t) nebo &(t) — a(t) a ma
sudou nésobnost, mizeme tedy psa

&t) + a(t) = 2u(t),
ét) —alt) = 20*(t),
V(1) = 4u?(t)v*(t),

Koeficient 2 lze pfidat bez jmy na obecnosti, nebot nem4 Zadny vliv na kofeny.
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pro nesoudélné polynomy u(t) a v(t). Se¢tenim prvnich dvou vztahi dostaneme
¢(t) = u?(t) + v*(t), odectenim a(t) = u?(t) — v*(t), ze tfetiho vztahu plyne

b(t) = 2u(t)v(t). Pfenasobenim polynomem w(t) dostaneme tvrzeni véty. [
Vyznamné misto mezi pythagorejskymi trojicemi polynomu zaujimaji zdkladni
pythagorejské trojice:

Definice 3.2. Pythagorejskou n-tici polynomi nazyvame zdkladni pythago-
rejskd n-tice, pokud jsou tyto polynomy navzajem nesoudélné, neboli jejich
nejvetsi spoleény délitel je konstanta.

Snadno ovéfime, 7e zékladni pythagorejskou trojici ve vété [3.1] vytvorime
tak, ze polynom w(t) zvolime jako konstantni a polynomy wu(t) a v(t) nesou-
délné.

Ptedpis pro rovinnou PH kiivku tedy obdrzime tak, ze dosadime za 2'(t) = a(t)
a y'(t) = b(t) z véty a tyto vztahy zintegrujeme. Abychom se vyhnuli
piipadiim degenerovanych PH kfivekﬂ, je tieba volit polynomy u(t), v(t) a w(t)
nenulové a alespon jeden z dvojice u(t),v(t) jako nekonstantni. Abychom dale
zajistili regularitu vysledné PH kiivky, budeme volit w(t) = 1 (nekonstantni
polynom miize zpusobit vznik singularnitho bodu na kfivce, pokud je dana
hodnota parametru jeho realny koten). Volbou zékladni pythagorejské trojice

polynomt a dodrzenim téchto omezeni méme zaruc¢enou nenulovost hodografu
a tim padem reqularitu vysledné PH krivky.

Nejjednodussi volbou pro rovinnou PH kfivku jsou tedy dva linedrni polynomy,
které vyjadiime v Bernsteinové bazi:

u(t) = ug by(t) + uy by (t) = ug(1 —t) + ust, (3.1.4a)
v(t) = vo by(t) + v1 b1 (t) = vo(1 — t) + vyt (3.1.4b)
Dosazenim do hodografu (nasobeni provedeme podle vztahu (2.4.11])) dosta-
neme
2 (t) = u*(t) — v*(t)
= (ug — v3) b (t) + (uguy — vovy) b2 (t) + (uf — vi) b3(t) (3.1.5a)
= (u2 —v}) (1 —t)* + (upuy — vovy) 2(1 — 1)t + (uF — v?) 2,
Y (t) = 2u(t)v(t) = 2ugvo b3 (t) + (uouy + vovy) b2 (t) + 2uyvy b3(t).  (3.1.5b)

Integraci slozek hodografu podle (2.4.13|) dostaneme Bézierovu kiivku, kde vr-
choly jejiho fidiciho polygonu dostaneme seskupenim koeficientii u jednotlivych

2Tyto piipady zahrnuji jeden izolovany bod a dile rovhomé&rné i nerovnomérné parame-
trizace usedek, viz [1 s. 383].
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bézovych funkei do vektori:

1
P1 =Po+ 3 (U(Q) - Ug, 2Uovo) )

3
1

P2 =p1 + 3 (uour — vov1, Ugv1 + U1vp) (3.1.6)
1

P3 = P2 + § (U% — ’U%, 2U1U1) .

Bod pg vznikne jako vektor integrac¢nich konstant, lze ho tedy zvolit libovolné.
Ridici polygon ma 4 vrcholy, tato kfivka je tedy fadu 3 (kubika). Dikazy
nasledujicich tvrzeni pro PH kubiky lze nalézt v [II, s. 400-403]:

Tvrzeni 3.1. Rovinnd bézierovskd kubika s ridicim polygonem po, P1, P2, P3
je PH kubikou prdvé tehdy, kdyz jsou trojuhelniky Apo, pP1, P2 @ Api1, P2, P3
podobné. [

Tvrzeni 3.2. Ke kazdé rovinné PH kubice existuje takovd volba souradnic, Ze
je tato kubika cdsti Tschirnhausovy kubiky
+A
z(t) = ANt? = 1), t)=—=t(t*—-1), A>0. 3.1.7
(t) = A ), y(t) 7 ( ) (3.1.7)
]

Disledkem tvrzeni [3.2] je, Ze PH kubiky maji pouze jeden volitelny parametr
A, ten v8ak odpovida uniformnimu skdlovdni, praktické vyuziti téchto kiivek
je tedy omezené.

Pokud za vychozi polynomy wu(t) a v(t) zvolime kvadratické polynomy

u(t) =ug b3(t) 4 uy b3 (t) + ug b3 (1), (3.1.8a)
v(t) =vo b3 (t) + v1 b3 () + vy b3 (1), (3.1.8b)

pak analogickym dosazenim a integraci dostaneme bézierovskou kiivku danou
body

1
pP1=po+ H (ug — vg, 2upvo)

1
P2 =p1 + 5 (upur — vov1, g1 + U1p)

2 1
P3 = P2 -+ 1_5 (’U/% — 'U%, 2U1’U1) + 1_5(U0U2 — VU2, UpVg + U/2UO) s (319)

P4 = P3 + 5 (urup — V12, U1V + U1 )
1
Ps = Psa+ 5 (ug — vg, 2ugv2) )
Ridici polygon ma 6 vrcholil, kiivka je tedy stupné 5 (kvintika).
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3.1.2 PH kfivky v prostoru

Rozsiteni PH kiivek do tFidimenzionalniho prostoru za¢neme formulaci nutné

a postacujici podminky, analogické k podmince [3.1}

Véta 3.2. Necht jsou a(t),b(t), c(t) a d(t) polynomy. Pythagorejskd podminka
a®(t) + b*(t) + A(t) = d*(t) (3.1.10)

je splnéna prave tehdy, kdyz lze tyto polynomy vyjddrit pomoct jinych polynomai

u(t),v(t),p(t) a q(t) ve forme:

at) = u?(t) +v*(t) — p*(t) — ¢*(t), (3.1.11a)
b(t) = 2[u(t)q(t) +v(t)p(t)], (3.1.11b)
c(t) = 2[v(t)q(t) — u(®)p(t)], (3.1.11c)
d(t) = u*(t) + v*(t) + p*(t) + ¢*(t). (3.1.11d)

Drikaz. Implikaci zprava doleva lze dokazat snadno pfimym dosazenim. Impli-
kaci zleva doprava se dokazuje faktorizaci podobné jako ve vété konkrétni
postup lze nalézt v [I], s. 463]. O

Rozdilem oproti rovinnym PH kiivkam je skutecnost, ze u hodografu, ktery
vznikne dosazenim =’ = a(t), y' = b(t) a 2/ = c¢(t) z véty [3.2] nezarucuje
volba polynomu u(t), v(t), p(t), ¢(t) jako nesoudélnych, ze vysledné pythagorej-
ska ¢tvefice bude zakladni, 1ze vSak ukazat, ze spolec¢ny délitel slozek hodografu
mé pouze komplexné sdruzené kotfeny a nezpusobi tedy realnou singularitu na
vysledné kfivce.

Popsat prostorovou PH krivku jako Bézierovu je mozné analogicky k rovinnému
piipadu, nicméné vysledné vztahy jsou v této formé velmi komplikované. To
je motivaci k zavedeni kvaternionového popisu téchto kiivek, ktery rozebereme

v podkapitole [3.3]

3.2 Popis rovinnych PH kfivek s vyuzitim komplexnich
Cisel

Komplexni ¢isla a nastroje komplexni analyzy poskytuji elegantni reprezentaci
rovinnych PH kfivek. Uvazujme komplexni polynom ve tvaru

w(t) = u(t) + v(t)i, (3.2.1)

kde u(t) a v(t) jsou realné polynomy. Pokud nyni na Gaussovu rovinu, ve které
se nachazi tento polynom, pouZijeme konformni zobrazeni w +— w?, dosta-
neme

W(t) = wi(t) = u*(t) — v2(t) + 2u(t)v(t) i. (3.2.2)
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Ztejme tedy miizeme v souladu s vétou[3.1| zapsat slozky hodografu jako

x w(t)), (3.2.3a)
y'(t) = S(w(t)). (3.2.3b)

Ve zbytku této sekce budeme oznacovat hodograf kiivky jako komplexni poly-
nom x'(t) = w(t). Kiivku w(t) nazyvame piedobraz PH kiivky. Zvolime-li za
predobraz linearni polynom

w(t) = woby(t) +wibi(t) = wo (1 —t) +w t, (3.2.4)

kde w, = u, + v,i, r = 0,1, pak podle vztahu (2.4.11)) pro sou¢in dvou poly-
nomil v Bernsteinové bézi dostaneme hodograf ve tvaru

(1) = w130 + wws (1) + wE 300 ot
=wi (1 —t)? +wowy 2(1 — t)t + w? t*. (3:2:5)
Tento polynom ma v proménné ¢ stupen 2, jeho integraci podle vztahu (2.4.13))
tedy v souladu se vztahem dostaneme Bézierovskou kubiku, jejiz fidici
polygon tvofi vrcholy reprezentované body v Gaussové roviné dané témito
predpisy:

1 5

P1 = Po + ng
1

P2 =p1+ §W0W1, (3.2.6)
1

P3s =p2 + gwf

Bod pg odpovida integra¢nim konstantam. Snadno roznasobenim a oddéle-
nim realnych a imaginarnich ¢asti ovérime, ze toto vyjadreni je shodné s tim

ve vztahu (3.1.6). Volbou kvadratického polynomu
w(t) = wo b (t) + w1 b3(t) + wa b5 (1), (3.2.7)

kde w, = u, + v,.i, r = 0,1, 2, dostaneme po umocnéni hodograf s predpi-
sem

1
X/ (£) = wy bj(t) + wow Bi(1) + 5 (wown + 2w?) B3(1) (3.2.8)

+wiwy by (1) + wi bi(t)
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a integraci tohoto hodografu ziskame bézierovskou kvintiku, kde vrcholy jejitho
fidictho polygonu maji predpis

L,
P1 = Po + gwo,
1
P2 =p1+ gWoWh
1
pP3 = p2 + 1—5(wOw2 + 2w?), (3.2.9)
1
Ps=DP3 + FW1W2,
L 5
P5 = P4+ gWQ-

Vrchol pg opét volime libovolné jako integra¢ni konstantu. I zde snadno ovérime

shodu s popisem uvedenym ve vztahu (3.1.9).

3.3 Popis prostorovych  PH  kfivek s vyuzitim
kvaterniond

Kvaternionovy popis prostorovych PH kiivek je analogii k popisu rovinnych
PH ktivek pomoci komplexnich ¢isel.

3.3.1 Zaklady kvaternionového popisu PH krivek

Nejprve zavedeme specialni operaci nad kvaterniony, kterd nam umozni zjed-
nodusit neékteré zapisy.

Definice 3.3. Operace x : H x H — H se nazyva symetricky soucin a je
definovana vztahem

AxB= % (AIB* + BiA"), (3.3.1)

kde * oznacuje sdruzeny kvaternion (viz definice [2.4). Vyraz A * A budeme
zkracené zapisovat jako A%*.

Tato operace je zfejmé komutativni a snadno dokédZzeme nasledujici vlastnost:

Véta 3.3. Vysledkem symetrického soucinu dvou kvaterniont je vZdy ryzi kva-
ternion.

Diikaz. Uvazujme kvaterniony A,B € H, A=ao+a,i+a,j+a.k a
B =by+byi+ by, j+ b, k, vynasobenim AiB* a seskupenim odpovidajicich slo-
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zek dostaneme
AiB* = ab, — a,b — ayb, + a.b,

+ (ab+ azb, — ayb, — a.b,)i

+ (ab, + a.b+ azb, + ayb,) j

+ (—ab, — ayb+ azb, + a.b,) k.
Snadno nahlédneme, Ze skalarni ¢ast je rovna nule, pokud A = B, dale Ze
Ax A = AiA* a 7Ze skalarni ¢ast AiB* je opacna ke skalarni ¢asti vyrazu BiA*,
pokud A # B (staci zaménit a — b, a, — b, atd.). Z téchto pozorovani plyne
tvrzeni véty. ]

Uvazujme kvaternionovy polynom ve tvaru
A(t) = ult) +v(t)i+ p(t)j + a(Dk, (3.3.2)

kde wu(t),v(t),p(t) a q(t) jsou realné polynomy, a polynom k nému sdru-
zeny

A (t) = u(t) —v(t)i — p(t)j — q(t)k. (3.3.3)
Pythagorejsky hodograf ma pak v tomto vyjadieni ([13]) tvar:
x(t) = A(IA"(t) = A (t) =[u®(t) +v*(t) — p*(t) — ¢* (V)]
+ 2[u(t)q(t) + v(t)p(t)]] (3.34)
+2[v(t)q(t) — u(t)p(t)]k.

Polynom A(t) se nazyva predobraz PH kiivky. ZapiSeme-li kvaternion A(t)
ve tvaru A(t) = |A(t)|U(t), kde U(t) = [cos (36(1)) ,sin (36(¢)) n(t)], pozo-
rujeme, ze hodograf x’(t) vznikéa rotaci (viz sekce vektoru i kolem osy
urcené vektorem n(t) o tihel #() a zménou jeho velikosti danou ¢islem |A(#)]?.
Volba vychoziho vektoru i je pouze otézkou konvence, nebot lze ukéazat, ze
takto definovany hodograf je invariantni vici rotaci ([1, s. 476-480]).

Nejjednodussi volbou predobrazu A(t) je opét linearni polynom
A(t) = A by(t) + Ay by(t) = Ag (1 — t) + A t, (3.3.5)

kde A, = u, + v,i+ p.j+ ¢k, = 0,1. Dosazenim do (3.3.4) a vynasobenim
podle (2.4.11]) dostaneme hodograf ve tvaru

1
x'(t) = AoiAj b3 (t) + 5 (Aoi Al + A1iAy) b1(t) + AiA] b3 (t)
(3.3.6)
= Api A} (1 —t)* + % (Aol AT + AiAY) 2(1 — 1)t + AjiAL 2.
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Integraci hodografu (3.3.4) (po slozkéich) a uzitim operace x dostaneme bézie-
rovskou kubiku s fidicim polygonem danym body

1
P1 = Po + gA(Q)*,
1
P2 = P1 + ng * Ay, (3.3.7)
1
P3 = P2 + gu‘@*-
Volbou kvadratického polynomu
A(t) = Ao b3(t) + Ay b3 (t) + A b3 (1), (3.3.8)

kde A, = u, +v,i+ pj + ¢k, r = 0,1,2, ziskdime po dosazeni do (3.3.4))
hodograf s predpisem

1
x'(t) = Aoi A by (t) + 5 (AoiA; + AiAY) bi(t)

+ é (% (Aol Aj + AAG) + 2A11A;) by (t) (3.3.9)

1
5 (Arids + AiAS) b + AoiA3 B (1)

a jeho integraci spolu s uzitim zépisu pomoci x bézierovskou kvintiku danou
vrcholy

1 2%
pl :p0+g 0 »
1
P2 =p1 + EAO*Ah
1 2%
Ps = P>+ = (Ao x Ay + 2A7), (3.3.10)
1

1 *
p5:p4+5A§.

3.3.2 Reprezentace rovinnych PH kfivek pomoci kvaternioni

Prirozené se nabizi otézka, zdali pii volbé vhodného rovinného pfedobrazu
dostaneme vztahy pro PH kiivky vyjadrené pomoci komplexnich ¢isel ze sekce
.2 Prvni otézkou je existence komutativni subalgebry kvaterniont. Jak je
ukézano v [21], s. 11], tato subalgebra je tvofena komplexnimi jednotkami i a j
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spolu s operaci symetrického soucinu; uvazujme A = api+ aj a B = Boi+ fij,
pak
Ax B = (apfo — ar1fr) i+ (aofr + 1) j, (3.3.11)

coz odpovida soucinu dvou komplexnich ¢isel a = ag + aji a b = Sy + 51 1;
dale vyraz A% je ekvivalentni k a?, zvolime-li tedy predobraz PH kiivky
ve tvaru

A(t) = u(t)i+v(t)], (3.3.12)

kde wu(t) a v(t) jsou realné polynomy, pak dosazenim do (3.3.4) dostaneme
hodograf ekvivalentni k ((3.2.2]).
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Kapitola 4

Reprezentace MPH kfivek pomoci
Cliffordovy algebry

Tato kapitola naznacuje dalsi mozné rozsiteni teorie PH kiivek. Zkratka MPH
oznacuje PH ktivky v Minkowského prostoru, tyto kiivky popiSeme na pro-
storech RV a R*! s vyuzitim Cliffordovych algeber nad témito prostory. Pii
zpracovani této kapitoly bylo ¢erpano z |1, kap. 24|, [14] a [19].

4.1 Stredni osa a MAT

PrestoZe teorie Minkowského prostori (zejména pak prostoru R*!) pochézi
z fyziky, v soucasnosti nachazi uplatnéni i v geometrickém modelovani.
Definice 4.1. Stiedni osa neboli MA (z anglického medial azis) uzaviené
rovinné oblasti je mnozina stfed vSech kruznic oblasti vepsanych (tedy doty-
kajicich se hranice této oblasti v alesponn dvou bodech).

Medial Awis Transform neboli MAT[ je struktura skladajici se ze stiedni osy
x(t) a funkce r(t), ktera vyjadiuje poloméry kruznic, jejichz stiedy lezi na x(t)
ve smyslu definice[d. 1] V tomto pojeti je hranice oblasti obalovd kiivka systému
kruznic daného MAT. Uvazujme tedy nésledujici systém kruznic:

r(t) = (z(t) + r(t) cosp,y(t) + r(t)sing), te(0,1), e (0,2n). (4.1.1)

Lze ukazat (|1 s. 511 a 512|), ze obalova kiivka e(t) = (x.(t),y.(t)) tohoto

ITento pojem se obvykle do &estiny nepieklada.
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systému je dana vztahy

)£ V0 £ 0 =P )
22 (t) + y* (1) ’
PV GO oI
a?(t) + y(t) '
V podkapitole[4.3| zavedeme MPH kiivky v Minkowského prostoru R?! ve tvaru
x(t) = (x(t),y(t),r(t)), pro néz plati

I‘Q(t) + y/2(t) _ 7“/2 — 0'2<t),

diky ¢emuz lze ve vztahu (4.1.2)) odstranit odmocninu a vysledna obalova
krivka je ractondind.

ze(t) = x(t) — r(t)

(4.1.2a)

y4ﬂ=y@%—mﬂ (4.1.2b)

42 MPH krivky v RY!

Jako prvni rozebereme jednodussi pripad MPH ktivek v Minkowského roviné
RY!. Nad timto prostorem vybudujeme jeho Cliffordovu algebru, zformulujeme
pythagorejskou podminku a nalezneme formu vyjadreni kiivky, kterd tuto pod-
minku spliuje.

4.2.1 Cliffordova algebra /; 1

Bazi prostoru RY tvoif vektory e; = (1,0)T a e; = (0,1)T, pro které podle

vztahu 3|) plati

el = 1 = —fesll. (121)

Podle definice 2.21] a véty 2.14) ma Cliffordova algebra nad timto prostorem
dimenzi 22 = 4 a jeji bazi tvoii tyto bazové blady:

17 e, €9, €1€s. (422)
Dale pro blady e; a e, plati
1=1=—ej. (4.2.3)

e

Obecny multivektor A € C/;; miZeme tedy popsat pomoci souradnicového
vektoru z R* jako

A = |ag, aq, a9,
[0, cu 3, ] (4.2.4)
= g + o1€1 + xey + (zees.
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V Cly existuje sudd subalgebra C/f, (viz definice [2.23), prvek A € C/f; ma

soufadnice ve tvaru
A= [Cko, O, O, @3] = (g + (zeesq. (425)

Aplikujeme-li na multivektor A € C/f, operaci prevrdceni (viz definice [2.13)),
dostaneme:

AT = Qg + ag(elez)T = Qg + zeqse; = (g — (g€ es. (426)

Také v Cliffordové algebfe mizeme definovat symetricky soucin zcela analo-
gicky k symetrickému sou¢inu v H, viz definice [3.3|

Definice 4.2. Operace * : Céfl X C€f1 — (11 se nazyva symetricky soucin a
je definovana vztahem

A% B = - (Ae;B' + Be, A). (4.2.7)

N —

Vyraz A x A budeme zkracend zapisovat jako A%*.

Tento soucin je ziejmé komutativni a i zde plati tvrzeni analogické k vété 3.3}
Véta 4.1. Vysledkem symetrického soucinu dvou multivektori A, B € qu je
vZdy homogenni vektor.

Diikaz. Uvazujme multivektory A = ag + a; e1es a B = By + (1 e1€3, vynéso-
benim Ae; BT a seskupenim odpovidajicich slozek dostaneme

Ae1BY = (apfo + a1 fBr)er — (a1 fo + aofi)es,
vysledek tedy neméa zadnou skaldrni ani bivektorovou slozku. O

Soucasné jsme dokazali, ze VA, B € C/f, : Ae;B" = Be; A" (sta¢i formalng
zaménit ag — fy a a; — [1), plati tedy

Disledek 4.1.
VA,B €}, : Ax B = Ae,B'. (4.2.8)

]

4.2.2 Pythagorejska podminka v R%!
Véta 4.2. Necht jsou a(t),b(t) a c(t) polynomy. Pythagorejskd podminka
a*(t) — b*(t) = A(t) (4.2.9)
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je splnéna prave tehdy, kdyz lze tyto polynomy vyjddrit pomoct jingch polynomai
u(t),v(t) a w(t) ve forme:

a(t) = [u*(t) + v*()]w(t), (4.2.10a)
b(t) = 2u(t)v(t)w(t), (4.2.10Db)
c(t) = [u2(t) — v*()]w(t). (4.2.10¢)

Drikaz. Implikaci zprava doleva lze dokazat snadno pfimym dosazenim. Impli-
kaci zleva doprava dokazeme tak, ze zvolime w(t) jako nejvétsi spoleény délitel
trojice a(t),b(t), c(t) a oznac¢ime:

Polynomy a(t), l;(t) a ¢(t) také tvori pythagorejskou trojici, takze muzeme pro-
vést rozklad

D(t) = a*(t) — (1) = la(t) + &(t)][a(t) — &(t)].

a(t) + ¢(t) a a(t) — é(t) nemaji zadny spolecny faktor (jinak by ho mély i
a(t),b(t), é(t), které jsme oviem definovali jako nesoudéné). Potom je oviem
kazdyj kofen polynomu b%(t) bud kofenem a(t) + &(t) nebo a(t) — &(t) a ma
sudou nésobnost, mizeme tedy psa

a(t) + () = 2u?(t),
a(t) — é(t) = 20*(t),
V(1) = 4u?(t)v*(t),

pro nesoudélné polynomy u(t) a v(t). Se¢tenim prvnich dvou vztahi dostaneme
a(t) = u?(t) + v*(t), odectenim ¢(t) = u?(t) — v3(t), ze tietiho vztahu plyne

b(t) = 2u(t)v(t). Pfenasobenim polynomem w(t) dostaneme tvrzeni véty. [

V nésledujicim textu predpokladame, ze w(t) = 1, vysledna pythagorejska tro-
jice tedy bude zdkladni. Uvazujme nyni polynom v sudé subalgebre Cffl

P(t) = u(t) — v(t) erey, (4.2.11)

kde u(t) a v(t) jsou realné polynomy. Aplikujeme-li na tento polynom operaci
prevraceni, dostaneme

P(t) = u(t) + v(t) ese,. (4.2.12)

2Koeficient 2 lze ptidat bez Gjmy na obecnosti, nebot neméa zadny vliv na kofeny.
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Pythagorejsky hodograf pak lze vyjadrit jako geometricky souc¢in
X' (t) = P(t)e  PT(t) = P¥(t) = [u?(t) + v*(t)]e; + 2u(t)v(t)ey.  (4.2.13)
Nejjednodussi volba predobrazu P(t) je linearni polynom:
P(t) = Pyby(t) + Piby(t) = Py (1 —t) + Pi t, (4.2.14)

kde P, = u, — v,ejeq, r = 0,1. Dosazenim do (4.2.13|) dostaneme hodograf

s predpisem
1 1 1 tr1 t1
x(t) = (Poer b3(1) + Prea bi(6)) (B by(t) + Pl 0 (1))
1
= POeIPg bg(t) + 5 (P()el.PlJr + Plelpg) b%(t) + PlelPlT bg(t)

1
= Poeng (1 — t)2 -+ 5 (Poelpf -+ P181PJ> 2(1 - t)t + PlelplT t2,
(4.2.15)

Integraci (4.2.15) podle vztahu ([2.4.13)) a zapisem pomoci operace * dostaneme
tyto predpisy pro vrcholy fidiciho polygonu:

1

P1=Pot 3 >
1

P2 = Pp1 + §PO * Py, (4.2.16)
1

p3 = p2 + ng*.

Bod pg volime libovolné jako integrac¢ni konstantu. Ridici polygon méa 4 vr-
choly, vyslednd MPH kiivka je tedy bézierovski kubika.

Dalsi moznou volbou ptredobrazu je kvadraticky polynom
P(t) = Pyb3(t) + PLbi(t) + Py b3(t), (4.2.17)
kde P, = u, — v,e1eq, r = 0, 1, 2. Dosazenim do (4.2.13)) dostaneme

1

2
1

+ = (PeaPl + P Bl + 4Pren P ) b3(1) (4.2.18)

X (1) =Poer B b§(1) + 5 (Poer Pl + Pre ) bi(t)

1
+5 (PlelpgT + Pye, P ) bi(t) + Paey P bi(t)
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Integraci (4.2.18]) podle vztahu (2.4.13) a zapisem dostaneme tyto predpisy
pro vrcholy fidiciho polygonu:

1 *
p1:p0+—P(]2,

5
1
P2:p1+5P0*P1,
1
Ps =P2t = (Pox Py +2PF), (4.2.19)

1
P4=p3+5P1*P2,

1
p5:p4+5P22*.

Bod pgy volime libovolné jako integra¢ni konstantu. Ridici polygon ma 6 vr-
cholt, vysledna MPH ktivka je tedy bézierovska kvintika.

4.3 MPH krivky v R?!

V této sekci popiseme MPH kiivky v prostoru R%! pomoci Cliffordovy algebry
sy

4.3.1 Cliffordova algebra (fs

Uvazujme bézi prostoru R*!:

e, = (1,0,0)F, e, =(0,1,0)", e3=(0,0,1)". (4.3.1)
Podle vztahu (2.2.3) plati
le1]]? = [lez]|* = 1 = —||es]|*. (4.3.2)

Podle definice a véty mé Cliffordova algebra nad timto prostorem
dimenzi 23 = 8 a jeji bézi tvoii tyto bazové blady:

I, e, e e3 ee ee; ee3 eees. (4.3.3)
Dale pro blady e,e; a e3 plati

el =e;=1=—e:. (4.3.4)



Obecny multivektor A € (/5; mizeme tedy popsat pomoci souradnicového
vektoru z R® jako

A= [0407041,04%@37044’0557056,057]
= g + are; + agey + azes + agejes (4.3.5)
+ asejes + ageqses + areeses.

V Cly, dale existuje sudd subalgebra C/3,, multivektor A € C/3, mé soufadnice
ve tvaru

A= [Ofo, Oa 07 07 Qy, 05, Og, 0]

(4.3.6)
= ap + ye1€9 + ze1e3 + geses.
Aplikujeme-li na multivektor A € C@ 1 operaci prevrdcend, dostaneme:
AT = ap + aulerer)’ + as(eres)’ + ag(eses)!
= qg + ayese; + asese; + agese; (4.3.7)

= (g — ye1ey — (xzge1e3 — (Ygeqes.

Analogicky k definicim a i \ C@,l definujeme symetricky soucin:

Definice 4.3. Operace * : Cl3, x Cly; — Clyy se nazyva symetricky soucin a
je definovana vztahem

A% B = - (Ae;B' + Be, A") (4.3.8)

N | —

Vyraz A x A budeme zkracend zapisovat jako A%*.

Tento soucin je zfejmé komutativni a i zde plati tvrzeni analogické k vétam
B.3 a1

Véta 4.3. Vysledkem symetrického soucinu dvou multivektori A, B € Cl3, je
vZdy homogenni vektor. ’

Diikaz. Uvazujme multivektory A = ap + ajejes + asejes + azeses a
B = By + Bieies + By ejes + B3 ese3, vynasobenim Ae; BT a seskupenim od-
povidajicich slozek dostaneme

Ae1B" = (apfy + a1 1 — s — a3Bs)e
+ (0B + @By — 13 — azf)e;
+ (B + 1By — a3 — azfhr)es
+ (—aofBs + azfo + a1 — azf)erezes.
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Zaménime-li ag — By, ay — (1 atd., dokdzZeme, Ze
<AelBT>3 = —<Be1AT>3,

trivektorova slozka Ae; BT + Be; AT je tedy vidy nulova a skalarni ani bivek-
torova slozka nejsou pritomny, z ¢ehoz plyne tvrzeni véty. O]

4.3.2 Pythagorejska podminka v R*!
Véta 4.4. Necht jsou a(t),b(t), c(t) a d(t) polynomy. Pythagorejskd podminka

a®(t) + b*(t) — A(t) = d*(t) (4.3.9)

je splnéna prave tehdy, kdyz lze tyto polynomy vyjdadrit pomoct jinych polynomai
u(t),v(t),p(t) a q(t) ve forme:

a(t) = u*(t) + v*(t) — p*(t) — ¢*(1), (4.3.10a)
b(t) = 2[u(t)p(t) — v(t)q(t)], (4.3.10Db)
c(t) = 2[u(t)v(t) — p(t)a(t)], (4.3.10c)
d(t) = u?(t) — v*(t) + p*(t) — ¢*(t). (4.3.10d)

Diikaz. Implikaci zprava doleva lze dokdzat snadno piimym dosazenim. Im-
plikaci zleva doprava se znovu dokazuje faktorizaci a zkouméanim vlastnosti
korent, podobné jako ve vété [3.2] Konkrétni postup lze nalézt v [1, s. 513]. O

Uvazujme nyni polynom v sudé subalgebre CK; 1
P(t) = u(t) — p(t) eres — v(t) eres + q(t) eses, (4.3.11)

kde u(t), v(t), p(t) a q(t) jsou realné polynomy. Aplikujeme-li na tento polynom
operaci prevraceni, dostaneme

P(t) = u(t) + p(t) eres + v(t) eres — q(t) eges. (4.3.12)
Pythagorejsky hodograf pak lze vyjadrit jako geometricky soucin
x/(t) = P(t)e P(t) = P*(t) = [u*(t) + v*(t) — p*(t) — ¢*()]es

+ 2[u(t)p(t) — v(t)q(t)]es (4.3.13)
+2[u(t)v(t) — p(t)q(t)]es

Polynom P(t) se nazyva predobraz MPH kiivky. Volbou pfedobrazu jako line-
arniho polynomu

P(t) = Pyby(t) + Piby(t) = Py (1 —t) + Pi t, (4.3.14)
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kde P. = u, — p,eje; — v.e1e3 + ¢.exe3, r = 0,1, hodograf kiivky bude mit
podle (4.3.13) a (2.4.11)) predpis

x/(t) = (Poe (1) + Prex bi(6)) (P b3(0) + Pl b} (1))

1
= Poeng bg(t) + 5 (Poel.PlT + P161PJ> b%(t) + PlelPlT bg(t)

1
= Poelpg (1 - t)2 + 5 (Poelpf + P161PJ> 2(1 - t)t -+ PlelplT tz,
(4.3.15)

Integraci hodografu (4.3.15) a zépisem s vyuzitim operace x dostaneme pro
vrcholy Fidicitho polygonu vysledné kiivky vztahy

1 *

P1 :p0+§PO2 ;
1

P2 = P1 + gpo*Pl, (4316)
1

P3 :p2+§P12*-

Bod py volime libovolné jako integracni konstantu. Ridicf polygon ma 4 vr-
choly, vyslednd MPH kiivka je tedy bézierovska kubika.

Volbou predobrazu jako kvadratického polynomu
P(t) = Pyby(t) + PLbi(t) + Py bj(t), (4.3.17)

kde P, = u, — p,ejes — v,e1e3 + ¢.ese3, r = 0, 1,2 dostaneme hodograf
1
X/(t) :PoelPOT bg(t) + 5 (PoelPlT + Pleng> bzll(t)
1
e (Poelpg + PPl +4Pe, P} ) bi(t) (4.3.18)

1
+3 (P1e1P§ + Py, P} ) bi(t) + Poey P bA(1)

a jeho integraci tyto pfedpisy pro vrcholy ftidiciho polygonu vysledné
krivky

1 2%
1
P2=p1+5P0*P1>
1
Py = P>+ = (Pox Po +2P1%) (4.3.19)
1
p4:p3—|—5P1*P2,
1 2%
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Bod py volime libovolné jako integrac¢ni konstantu. Ridicf polygon ma 6 vr-
cholt, vysledna MPH kiivka je tedy bézierovska kvintika.

4.3.3 Reprezentace rovinnych MPH krivek v (/5 ;

Odbobné jako v sekei[3.3.2]i u MPH kfivek lze studovat, zdali zistanou v plat-
nosti vztahy uvedené v podkapitole .2 omezime-li se na rovinné predobrazy
A\ C@“’ 1

Oproti pfechodu mezi kvaterniony a komplexnimi ¢isly mame situaci ulehéenou

skutecnosti, ze Cl1; i Cly; jsou z definice nekomutativni algebry, navic dvojice
vztahu (4.2.15)), (4.3.15)) a (4.2.18)]), (4.3.18)) jsou zcela identické.

Tvrzeni 4.1. Cliffordova algebra qu je uzavrenou subalgebrou C@fl.

Diikaz. Dukaz provedeme prostym ovefenim vztaht pro soucet a soucin dvou
prvkii z (3, ve tvaru A, = [ag,,0,0,0,0,as,,0,0], r =1,2. O

Diky tomu volbou pifedobrazu jako polynomu
P(t) = u(t) — v(t)eses, (4.3.20)

dostaneme dosazenim do (4.3.13) a formalnim preznacenim e; — ey hodograf
presné ve tvaru (4.2.13)).
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Kapitola 5

Vybrané modelovaci techniky

V této zaveéreéné kapitole uvedeme rizné moznosti aplikaci PH a MPH kiivek a
naznacime postupy pro hermitovskou interpolaci témito k¥ivkami. Shriime nej-
prve nékteré z hlavnich vyhod PH a MPH kiivek, které prispély k obrovskému
zdjmu o jejich rozvoj:

e Parametrickd rychlost krivky (definice [2.25)) je (po ¢astech) polynomialni
(popf. racionalni) funkce, coz umoznuje jeji rychly a presny vypocet,
coz déle usnadnuje vypocet délky oblouku u realné kiivky nebo obalové
kiivky MAT.

e Rovinné PH kiivky maji racionalni tecnu, normdlu, pruni kfivost a ofset
(ekvidistantni kifivku, viz [1, s. 388 a 389)).

e Prostorové PH kiivky maji raciondlni repér minimalizujici rotact
([T, kap. 30]).

e MAT reprezentované pomoci MPH kiivek v R*! maji racionalni hranice
a ofsety.

Obecné lze Tici, ze formulace vztahii pro PH kiivky pomoci komplexnich ¢isel
v rovinném piipadé, pomoci kvaternionu v piipadé prostorovém a uziti Cliffor-
dovych algeber pro MPH ktivky pfevadi interpola¢ni problém na otdzku nale-
zeni vhodného predobrazu interpolujici kiivky. To s sebou pfinasi otazky reseni
a TeSitelnosti lineadrnich, kvadratickych a kvartickych rovnic a jejich soustav
v téchto algebrach. V nasledujicich podkapitolach zminime vybrané metody
interpolaci, které vyuzivaji studovany popis kiivek; dalsi ¢lanky pojednavajici
o téchto tématech lze nalézt napt. v ¢asopise CAGD[]

"http://www.journals.elsevier.com/computer-aided-geometric-design/
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5.1 Hermitovska interpolace v R? pomoci PH krivek

Nejjednodussim interpola¢nim problémem je geometricka (G') interpolace po-
moci PH kubik, kdy vstupem jsou dva body qg,q; a jednotkové tecné vek-
tory to,t; v zadanych bodech; po interpolantu x(t),t € (0,1) pozadujeme,
aby x(0) = po = qo (jak bylo ukdzano v sekcich a 3.2 tato pod-
minka je splnéna automaticky vhodnou volbou integra¢nich konstant), dale
x(1) = p3s = qi, X' (0) = aty a x/'(1) =bty, kde a,b € R. Bylo ukazéno
([26],]27]), ze tato uloha vede na kvadratickou rovnici a méa alespoil jedno fe-
Seni, pricemz v [27] jsou formulovany podminky, pfi jejichz splnéni neobsahuje
vysledna kiivka samoprinik.

Dalgim zkoumanym problémem je C' Hermitovska interpolace pomoci PH
kvintik; vstupem jsou opét body qg, q; a te¢né vektory tg, t1, vystupem kiivka
x(t),t € (0,1), splhujici nterpolac¢ni podminky maji tvar x(0) = pg = qo,
x(1) = ps = q1 a x'(0) = tg, X'(1) = t;. Tento problém byl feSen s vyuzitim
komplexni reprezentace v [28] a [29]; vede na soustavu ti{ kvadratickych rovnic
pro tii neznamé w, € C, r = 0,1,2 (viz (3.2.7))), tato soustava ma 8 feSeni,
ktera vsak urcuji pouze 4 jedinecné kiivky, z nichz se nejvhodnéjsi interpolant
vybira na zakladé miniméalni kiivosti.

V odborné literature lze nalézt mnoho dalsich metod pro interpolace, pouze
formou odkazu uvedme jesté napi. G? interpolace k¥ivkami stupné 7 [30] a C*
interpolace pomoci dvou spojenych kubickych interpolanti tifdy C* [31].

5.2 Hermitovska interpolace v R? pomoci PH kivek

Také v prostorovém piipadé je nejjednodussi interpola¢ni ulohou G*' interpo-
lace pomoci PH kubiky. Interpola¢ni podminky jsou identické jako u rovinného
pripadu x(0) = pg = qo, x(1) = p3 = qi1, X'(0) = aty a x'(1) =bty, a,b € R
(v [24] je druh& podminka uvedena v alternativni formé x(1) —x(0) = p; —po).
Uloha vede na soustavu t¥i kvadratickych rovnic v kvaternionech a muze mit
zaddné, jedno nebo dvé TeSeni. V pripadé dvou feSeni se vhodny interpolant
vybira na zakladé kiivosti. Tato tematika je zpracovana napt. v [23],[24] a
132].

Uloha C' interpolace PH kvintikou ma v prostorovém piipadé interpolacni
podminky (pfi shodném oznaceni jako v pfedchozich odstavcich) x'(0) = to,
x'(1) = t; a %z;l:o h; = p1 — po, kde h; jsou vrcholy fidictho polygonu
hodografu x'(t) ve formé bézierovské kiivky. Uloha vede na soustavu tii kva-
dratickych rovnic v kvaternionech, ktera ma dvouparametricky systém reseni.
Tato tuloha je rozebrana napt. v ¢lancich [21] a [33].
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Také pro prostorové interpolace bychom mohli zminit mnoho dalsich praci,
uved me napi. [34], pojednavajici o C? interpolaci PH k¥ivkami stupné 9.

5.3 Hermitovska interpolace pomoci MPH krivek

Jelikoz hlavni aplika¢ni potencial spo¢iva v reprezentaci MAT v prostoru R%!,
omezime se pouze na tento piipad. I zde je nejjednodussi tlohou G interpo-
lace pomoci MPH kubik, interpola¢ni podminky maji tvar x(1) = ps = qx,
x'(0) = aty ax'(1) = bty, a,b € R. Uloha vede na soustavu dvou kvadratickych
rovnic obsahujicich Minkowského soucin (definice a ma 4 feSeni ([25]).
Jsou popsény i zpiisoby G, C'/? a C'" interpolace pomoci MPH kvartik ([35]),
G' interpolace pomoci MPH kvintik ([36]) a dale C* a C? interpolaci kiivkami
stupiitt 5 a 9, vyuzivajicich Cliffordovu algebru (/s ([14],]22]). Poznamenejme
vSak, ze oproti PH kfivkdm je v soucasnosti problematika MPH kfivek pro-
zkouména znaéné méné a ze zminéné (a pokud je nam znamo, tak ani zadné
dalgi) prace nevyuzivaji formalismus, ktery jsme zavedli v kapitole .
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Kapitola 6
/aveér

PH a MPH kfivky jsou tématem, které vzbuzuje velky zajem jiz od jejich za-
vedeni v roce 1990. Tento zajem je motivovan predevsim velkym mnozstvim
jejich aplika¢nich vlastnosti. Cilem préce bylo uvést jednotny formalismus vy-
jadreni PH a MPH kiivek v roviné a prostoru a naznaceni moznosti aplikace
téchto krivek, zejména hermitovskych interpolaci pomoci MPH kfivek nizkého
stupné. Vlastnim pfinosem préce jsou tyto body:

e Axiomatické zavedeni Cliffordovych algeber (podkapitola a formu-

lace vztahu mezi nimi a realnymi prostory (definice .

e Nalezeni shodnych piedpisi pro ifdici polygony MPH kiivek v Rb! a R?!
(kap. [4).
e Sjednoceni vztaht pro hodografy a ridici polygony PH a MPH kiivek
s vyuzitim operace symetrického soucinu (tabulka [6.1]). Ackoliv jsme ex-
plicitné uvedli pouze predpisy pro kiivky stupni 3 a 5, rozsifeni na kiivky
vyssich stupni by bylo trivialni zalezitosti v libovolném ze zkoumanych
pripadu.
V dalsi préaci bychom se radi vénovali zkouméni moznosti vyuziti formalismu
pro MPH kiivky v Cliffordové algebfe, zejména feSeni rovnic typu X?* =c a
X1 x Xo = c ajejich soustav, které vznikaji pi feSeni interpola¢nich tloh.
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Typ krivky

Prostor predobrazu

Ptredobraz a hodograf

2 w(t) =u(t) +o(t)i
— : A( ) (t )Xl(t)(:) Wz(tz )i+alt)k
3 tzu +v(t)i+p(t)j+qt
o - (:) & 21;4*(75)( ) o
1,1 P t)ee,
MPH v R Cgl,l X/( ) ( )elPT(t) P2*(t)
MPH v R2! Clys P(t) = u(t) — p(t) ere; — v(t) eres + q(t) eses

x'(t) = P(t)ePI(t) = P*(t)

Tabulka 6.1: Shrnuti formalismu pro PH a MPH kfivky.
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