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Abstrakt

Cilem této prace je sestavit srozumitelné shrnuti role ¢asovani v teorii her.
Hlavni pozornost je upfena na hry, které ve své statické formé maji vice
rovnovah. Konkrétné se vénuje dvéma scénairum Valka pohlavi a Jestiabi
a holubice. V praci je ukézano, jak casovani méni pocet a zejména jedno-
znacnost rovnovah. Prace se vénuje ¢asovym strukturam v bézné znamych
dynamickych hréach, ale i ve specidlnich typech dynamickych her, kde je ca-
sovani nahodné.

Klicova slova: Teorie her, Valka pohlavi, Jestiabi a holubice, statické
hry, dynamické hry, dynamické hry s ndhodnym ¢asovanim taht



Abstract

The aim of this work is to make clear summary of timing structures in
the game theory. The main attention is given to situations, which have mul-
tiple Nash equilibria in the form of static game. Namely it is The Battle of
Sexes scenario and The Game of Chicken scenario. In the work we show how
timing can cause change of number of equilibria and especially uniqueness
of equalibria. This work pursues commonly known dynamic games but also
gives attention to special types of dynamic games with stochastic timing of
moves.

Key words: Game theory, Battle of Sexes, Game of Chicken, static ga-
mes, dynamic games, dynamic games with stochastic timing of moves
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1 Uvod

Cilem této prace je predstavit roli casovani v teorii her s ohledem hlavné na
kooperacni hry a situace s ndsobnymi rovnovahami, kde ¢asovanim muzeme
dosahnout zmény poctu a jednoznacnosti rovnovah. Zabyvame se klasickymi
dynamickymi hrami, ale i situacemi, kde je ¢asovani tahu nahodné. Hlavnim
namétem pro tuto praci byl clanek Libich a Stehlik [3].

V zacatku prace ctenare seznamime se zakladnimi pojmy teorie her, které
déle pouzivame. Predstavime také zakladni predpoklady teorie her. Velka
cast této kapitoly je vénovana statickym hram a dvéma scénaitim s nasob-
nymi rovnovahami: Valka pohlavi a Jesttabi a holubice.

V dalsi kapitole zkoumame dynamické hry. Ukazeme jak prevedenim sta-
tickych her, s vyse uvedenymi scénéii, na dynamickou hru muzeme vyftesit
problém nejednoznacnosti rovnovahy.

Nasledné se vénujeme dynamickym hram se specialnim casovanim tahu,
které je nahodné, zadané néjakym pravdépodobnostnim rozdélenim. Popi-
Seme tento typ hry a snazime se opét vyfteSit nejednoznacnost rovnovahy.
Pro ilustraci nalezeného teseni uvedeme piiklady. Nakonec zkoumame zavis-
lost feSeni na obsazenych parametrech.



2 Zdakladni pojmy teorie her

Tato kapitola slouzi jako struény tvod do problematiky teorie her. Jsou zde
vysvétlené zakladni pojmy a myslenky této discipliny. Vétsina definic a vét
je prejata z literatury Webb [1] a Fudenberg [2]. Déle zde predstavime a po-
piseme statické hry a ukazeme dva zdkladni scénare.

2.1 Uvod do teorie her

Teorie her je matematicka disciplina, ktera aplikuje matematické poznatky
pii rozhodovacich a konfliktnich situacich, které mohou bézné nastat. Situ-
ace rozhodovani raciondlnich hracu jsou prevadény na matematické modely.
7 tohoto modelu se potom pomoci vypoctu snazi nalézt nejlepsi strategii pro
vSechny hrace. Zde se nachazi hlavni rozdil mezi teorii her a optimalizaci.
Pii optimalizaci hledame nejlepsi alternativu pro jednoho hréace, ktery za-
nedbava okoli, zatimco v teorii her hleddme nejlepsi strategii pro hrace za
predpokladu vlivu naprosto raciondlniho okoli (dalsich hracu).

Teorie her ma mnoho aplikaci v socidlnich, politickych a pocitacovych
védach, stejné jako v biologii. Ze socialnich véd je to predevsim ekonomie. Pro
biologii jsou dulezité evoluéni hry, které mohou modelovat chovani ruznych
zivocisnych druhu.

2.2 Hra, hrac, strategie, uzitek

Jako hra je v teorii her oznacovana jakékoliv rozhodovaci situace, kde vystu-
puji alespon dva hrdci. Pro takové hry uvazujeme obecné predpoklady teorie
her.

Predpoklad 1. (i) Hréci jsou raciondlni. (ii) Vsichni tcastnici znaji pravi-
dla a ta se v prub¢hu jedné hry nemeéni. (iii) Hraci znaji své vlastni uzitky
a zaroven maji prehled o uzitcich ostatnich hracu.

Jako hrdce uvazujeme jedince, ktery ma moznost ucinit rozhodnuti, tj. vy-
brat jednu z mnoziny moznych strategii. Jedno urcité rozhodnuti je tedy
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oznacovano jako strategie. Kazdy hra¢ ma dané uZitky pro kombinaci svych
strategil postupné se vSemi strategiemi protihracu.

2.2.1 Typy her

Hry muzeme délit dle ruznych kritérii. Za zakladni déleni povazujeme dva
typy, a to hry statické (v normalnim tvaru) a hry dynamické (v explicitnim
tvaru). Témto typum her budou vénovany samostatné kapitoly v prubéhu
této prace.

Dalsi déleni muzeme provadét dle poctu hracu, nejcastéji se vsak setkame
s typem her, kde se vyskytuji pouze dva hraci. Neni potom vyloucené, ze jeden
hrac¢ zastupuje celou skupinu jedinctu se stejnymi zajmy.

Hry muzeme rozdélit i podle poctu strategii na hry s konetnym poctem
strategii a hry s nekoneénym poctem strategii. Nekoneény pocet strategii
muze nastat tehdy, pokud hra¢ vybira naptiklad redlné cislo ze spojitého
intervalu.

2.3 Statické hry

Staticka hra je jednotahova hra dvou nebo vice hrac¢u se dvéma nebo vice
strategiemi. Tento typ hry se nékdy nazyvéa simultanni hra, protoze hraci
uskutecniuji své rozhodnuti ve stejny okamzik a neznaji predem volbu ostat-
nich. Matematické vyjadreni této hry je popsano nésledujici definici.

Definice 1. Statickd hra je matematicka struktura skladajici se ze tii mno-
zZin:

1. Mnozina hracu i € {1,2,..., N},

2. mnozina jejich strategii .5;,

3. uzitky m;(s1, sg, ..., sn) pro kazdou moznou kombinaci ¢istych strategii

vSech hracu, kde s; € Sy, s9 € Ss, ..., S, € S,.

Déle, pro tucely této prace, budeme uvazovat pouze hru dvou hracu se
dvéma strategiemi. Statickou hru zapisujeme v normalnim tvaru, kde se vy-
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skytuji data ze vSech tii nadefinovanych mnozin. Hra muze vypadat nasle-
dovneé:

H2
CcC D
Alaw bx
H1 B|cy dgz

Zéapis hry pomoci tabulky se nazyva normdlni tvar statické hry. Mame
tedy mnozinu dvou hracua { H1, H2}. Jejich strategie jsou 51 = {A, B} a Sy =
{C, D}. Uzitky prvniho hrace jsou {a, b, ¢, d}, kde napiiklad uzitek a muzeme
zapsat jako 7 (A, C). Uzitky druhého hréce jsou {w, z, y, z}. Strategie {A, B}
a {C, D} uvedené v tabulce jsou disté strategie, jejich kombinaci ziskdme
smisené strategie.

Definice 2. Smisend strategie i-tého hréace je vektor pravdépodobnostniho
rozdéleni o; = (pi;, Piy, .-, Diy) Cistych strategii, kde kazdd slozka p;, udava
pravdépodobnost s jakou bude i-ty hrac¢ hréat strategii s;. Mnoziny vsech
moznych smiSenych strategii oznacime ;.

Resenfm hry je dvojice strategii, které by raciondlni hraci pouzili. Tuto
dvojici budeme nazyvat rovnovdha nebo rovnovdzny stav hry a budeme ji
zapisovat ve tvaru (sp, s2). Specidlni typ rovnovahy je Nashova rovnovdiha,
kde ani jeden z hracu nemuze ziskat lepsi uzitek pouzitim jiné strategie.

Definice 3. Nashova rovnovdha (pro dva hréce) je dvojice strategii (o7;03)
takovych, ze plati

m(oy;05) > m(o1;03) Vo, € ¥4, (2.1)
mo(o]; 05) > ma(07; 09) Vo, € 2. (2.2)

Poznamka 1. V pripadé, Ze strategie o] a o3 jsou Cisté strategie, dostaneme
¢istou Nashovu rovnovdhu. Jinak budeme uvazovat smisenou Nashovu rov-
novdahu.

Pozndmka 2. V piipadé, ze se v rovnici (2.1) nebo (2.2) vyskytne neostra
nerovnost, kazda mald zména v hodnotach uzitku vytvori nové rovnovahy
nebo vyrusi stavajici rovnovahy. Takové hie budeme tikat negenrickd hra.
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Neni vyloucené, naopak je spis bézné, ze hra ma vétsi pocet rovnovah. Pro
nalezeni ¢istych Nashovych rovnovdah muzeme vyuzit feSeni pomoci domino-
vanych strategii, které je uvedeno napiiklad ve Webb [1] a pro nalezeni vsech
Nashovych rovnovah (¢isté i smiSené) je opét ve Webb [1] popsdn koncept
nejlepsi odpovedi.

Problém existence Nashovy rovnovahy ve statickych hrach tesi nasledujici
véta, jejiz dukaz muze ¢tenar najit ve Fudenberg [2].

Véta 1 (Nashova véta). Kazdd statickd hra s konecnym poctem hraci a ko-
necnym poctem strategii md alespon jednu Nashovu rovnovdhu.

Dalsi problém je jednoznacnost rovnovahy. Pro tuto otazku neexituje jed-
noducha odpovéd’. Jsou pouze urcité postacujici podminky, které obsahnou
jen malou mnozinu her. Ale velka trfida her ma vice nez jednu rovnovahu
a zde nastava pravé problém vybéru optimalni rovnovahy. Muzeme pouzit
vice zpusobu pro vybér rovnovahy. Nejjednodussi je vybér dle tradice nebo
spolecenskych konvenci (Na silnici mohou jezdit vozidla obou sméru vlevo
nebo vpravo. Pokud budou jezdit oba vlevo, je to rovnovaha, ale pokud bu-
dou jezdit oba vpravo, je to také rovnovaha. Potom zdalezi naptiklad na zemi,
ve které se vozidla nachazi, protoze ve Velké Britanii by byla optimalni rov-
novaha jind nez v Ceské Republice). Dalsi moznosti je pouzit{ evoluéni dy-
namiky, kde hraci predstavuji populace jedincu (vice napi. ve Webb [1]). Po-
slednim feSenim je vyuziti ¢asovani taht, ¢imz se budeme zabyvat ve zbytku
prace.

2.4 Scénare s nejednoznacnymi rovnovahami

Uvazujeme hru dvou hracu M a F. Kazdy z hracu mé na vybér ze dvou stra-
tegii, pro hrace M je to R a S a pro hrace F je to r a s. Uzitky jsou nésledujici:

F
r s
R |aw bx
M S|cy dgz
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Podle hodnot uzitku muzeme odlisit ruzné scénare hry. Pro tuto praci
budou dulezité scénare, které maji vice Nashovych rovnovah a nastava v nich
konflikt. To znamen4, ze kazy hrac¢ preferuje jinou rovnovahu.

2.4.1 Valka pohlavi

Prvnim takovym scénarem je Valka pohlavi. Uzitky spliiuji nerovnice

a>d>b>c

pro hrace M a

Z>w>T >y

pro hrace F. Existuji v ném dvé cisté Nashovy rovnovahy (R,7) a (S, s).
Hraci se tedy chtéji zkoordinovat, ale kazdy z nich preferuje jinou rovnovahu.
Hrac M preferuje (R,7), zatimco hrac F dava prednost rovnovaze (S, s).
V tomto scénari pozorujeme oba problémy, jak koordinacni, tak konfliktni.
Pro predstavu uvedeme zékladni priklad hry s timto scénarem.

Priklad 1. Hra¢ M je muz, hrac F je zena. Planuji stravit spolecny vecer a roz-
hoduji se, kam pujdou. Oba maji na vybér stejné strategie: { Hokej, Opera}.
Muz preferuje Hokej, zena Operu. Uzitky mohou byt napiiklad nasledujici:

Zena
Hokej Opera
Hokej 2,1 0,0
Opera | 0,0 1,2

Muz

Z uzitku vyplyvé, ze je dulezité, aby sli spolecné (koordinaéni problém). Hru
vyfresime pomoci reakéni funkce (podrobnéji ve Webb [1]). Reakéni funkei
sestrojime tak, ze budeme predpoklddat smiSené strategie oy = (p,1 — p)
hrdce M a 09 = (q,1 — ¢q) hrace F. Tento zdpis muzeme interpretovat tak,
ze hrac M bude hrét strategii Hokej s pravdépodobnosti p a strategii Opera
s pravdépodobnosti (1 — p), obdobné to plati pro soupefe. Nyni spoc¢teme
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uzitek prvniho hrace z téchto smisenych strategii v zavislosti na hodnotach
pag.

m1(o1,02) = 2pg + (1 = p)(1 — q)
=2pq+pg—p—q+1
=3pg—p—q+1
=pB3¢—1)—q+1

(2.3)

Provedeme diskusi posledniho tadku rovnice (2.3). Kdyz bude ¢ < %, nejlepsi
reakci bude hrat p = 0. V pripadé, ze ¢ > %, nejlepsi odezvou je zahrat
p = 1. Pokud bude ¢ = %, na hodnoté p nezélezi, protoze vyraz (3¢ — 1) bude
nulovy. Tuto funkci ndm znazornuje modra kiivka na Obrazku 2.1. Stejnym
postupem spocteme uzitek hrace F ze smiSenych strategii (rovnice 2.4) a po

provedeni diskuse ziskdme cervenou kfivku vyobrazenou na Obrazku 2.1.

mo(01,02) = pq + 2(1 — p)(1 — q)
=pq+2pg—2p—2¢+2
=3pqg —2q—2p+2
=q(3p—2)—2p+2

(2.4)

V misté protnuti obou kiivek se nachazi Nashova rovnovaha. V tomto pii-
kladu existujf tii Nashovy rovnovahy: (0,0), (1,1) a (3, 3). Prvnf dvé rov-
novahy jsou Cisté, protoze hra¢ vybira pouze jednu strategii s pravdépodob-
nosti 1 a v tomto piikladu reprezentuji (Hokej, Hokej) a (Opera,Opera).
Posledni rovnovaha je smiSend, kde prvni hra¢ bude hrat strategii Hokej
s pravdépodobnosti p = % a strategii Opera s pravdépodobnosti (1 —p) = %
Pro druhého hrace plati analogicky. Déle se budeme zabyvat pouze ¢istymi

Nashovymi rovnovahami.

Tim mame vyfeseny koordinacni problém. Nastava problém vybéru opti-
malni rovnovahy (konflikt), ktery muzeme vyftesit pravé casovanim, jak bude
uvedeno v dalsich kapitolach.
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Obréazek 2.1: Reakéni funkce pro Valku pohlavi

2.4.2 Jestrabi a holubice

Druhy vyhovujici scénar jsou Jestiabi a holubice. Uzitky pro tento scénar
musi spliiovat nerovnice

b>c>d>a

pro hrace M a

Yy>r>z>w

pro hrace F. V této hie opét existuji dvé cisté Nashovy rovnovahy (R, s)
a (S,r). Z rovnovah je ziejmé, ze hraci chtéji mit rozdilné strategie a opét
kazdy preferuje jinou rovnovahu. Pro hrace M je uzitkové vyhodnéjsi rovno-
vaha (R, s), zatimco pro hréce F je to rovnovéha (.S, r). Tento scéndar obsahuje
antikoordinac¢ni problém i konflikt.

Priklad 2. Oba hraci predstavuji fidice, ktefi jedou proti sobé na silnici. Maji
na vybér strategie { Nevyhnout, Vyhnout}. Hrac, ktery se vyhne je oznacen
jako "chicken”(anglicky nazev hry je Game of Chicken), tedy zbabélec. Nej-
lepsi uzitek dostane hrac v situaci, kdy se nevyhne, ale jeho souper ano.
Nejhorsi uzitek maji oba hréci, pokud se ani jeden nevyhne (auta do sebe
nabouraji). Hra muze vypadat napiiklad takto:
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Ridic¢ 2
Nevyhnout Vyhnout
<. Nevyhnout -10,-10 10,1
Ridie 1y out 1,10 0,0

Pro nalezeni vSech rovnovah hry pouzijeme stejny postup jako v predchozim
prikladu. Budeme uvazovat smiSené strategie oy = (p, 1 —p) a 02 = (q,1—q).
Nalezneme uzitky hrace M pro tyto smiSené strategie a sestrojime reakéni
funkci, kterd je znazornéna modrou kiivkou na Obrazku 2.2.

T (01, 02) = —10pg + 10p(1 — q) + (1 — p)g
= —10pqg + 10p — 10pg + q — pq
= —21lpg+10p+¢q
= p(—21g+10) + ¢

Dale vypocteme uzitky hrace F pro smiSené strategie oy a o9. Cervenou
krivkou je vyznacena reakéni funkce hrace F.

Ta(01,09) = —10pg + p(1 — q) + 10(1 — p)q
= —10pq + p — pq + 10q — 10pgq
= —2Ipq +p + 10q
=q(—21p+10) +p

Nashovy rovnovahy jsou opét pruseciky obou ktivek. Dvé cisté Nashovy rov-
novahy (1,0) a (0, 1) znamenaji (Nevyhnout, Vyhnout),

(Vyhnout, Nevyhnout). SmiSend Nashova rovnovéha je v bodé (32, 12). Opét
zde nastava konflikt, ktery muzeme vytesit casovanim.

2.4.3 Grafické znazornéni uzitku

Pro predstavu muzeme hodnoty uzitku obou hracu ve vyse zminénych scéna-
fich vyjadrit graficky. Hra¢ ma ¢tyti uzitky, kazdy jako vysledek kombinace
dvou strategii. Dvéma uzitkim pfifadime fixni hodnotu a budeme zkoumat
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Obrazek 2.2: Reakéni funkce pro Jestiaby a holubice
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Obrazek 2.3: Grafické znazornéni uzitku a a d hrace M pro oba scénare pri
volbée b=1ac=0
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JH

= = 2 4

VP

4+

Obrazek 2.4: Grafické znazornéni uzitku z a y hrace F pro oba scénaie pri
volbé z=1aw=0

pripustné oblasti pro zbylé hodnoty uzitku. Grafy jsme rozdélili podle hraca
na graf uzitku hrace M a graf uzitku hréace F.

Na Obrazku 2.3 jsou vyznacené dvé oblasti. Oblast VP vymezuje moznou
volbu uzitku a a d pro scénar Viélka pohlavi, za predpokladu, ze zbyvajici
uzitky maji zafixované hodnoty, a to b = 1 a ¢ = 0. Oblast JH znazornnuje
také moznou volbu uzitku a a d pri stejné zafixovanych uzitcich b a ¢, ale pro
scénar Jestiabi a holubice.

Na dalsim Obrazku 2.4 jsou vyznacené mozné volby uzitku x a y, pokud
w = 0az = 1. Oblast VP opét znaci moznosti pro scénai Valka pohlavi a JH
pro scénar Jesttabi a holubice.
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3 Dynamické hry

V této kapitole predstavime tfidu dynamickych her. V tomto typu her nena-
stavaji tahy hracu soucasné, ale postupné. Hry jsou tedy minimalné dvouta-
hové (v prvni tahu hraje jeden hra¢, ve druhém tahu hraje druhy hrac). Po-
kud by byla dynamicka hra jednotahova, jednalo by se pouze o optimalizaci.
Hlavni odlisnost od statickych her je fakt, ze hrac zna vysledek predchoziho
tahu a ma moznost na néj reagovat.

3.1 Zobrazeni dynamické hry

Dynamické hry se zobrazuji v explicitnim tvaru pomoci stromu. Na Ob-
razku 3.1 je znazornéna hra Valka pohlavi jako dynamicka hra. V prvnim
piipadé m& moznost prvniho tahu hra¢c M a vybira opét ze dvou strategii
{R, S}. Az po ukonceni tahu prvniho hrace zacind tah druhého hréce, ktery
uz zné vysledek predchoziho tahu. Hra¢ F mé na vybér strategie {r,s}, ale
nemuze uz nijak ovlivnit tah prvniho hrace. V druhém pripadé probiha hra
stejnym zpusobem, pouze je vyménéné poradi hracu.

Obrazek 3.1: Dynamicka hra - Valka pohlavi

12



Dynamické hry Resend dynamické hry

3.2 Reseni dynamické hry

Pro nalezeni rovnovahy dynamické hry pouzivame zpétnou indukci. Procha-
zime hru od konce a vyuzivame znalosti o predchozich tazich. Pokud tuto
metodu pouzijeme na hru z Obrdzku 3.1 (moznost, kde hra¢ M hraje jako
prvni), budeme postupovat nasledovné: Hra¢ F mé v kazdé vétvi dvé moz-
nosti, a to r nebo s. Pokud by hra¢c M zahral R, hrac F vybere také r,
protoze z této strategie ma lepsi uzitek, ve druhé vétvi dopadne vybér analo-
gicky. Nyni se pfesuneme na tah hrace M. Hra¢ M uz vi, ze pokud zahraje R,
F zahraje taky r a pokud zahraje S, hrac F zahraje taky s. Stac¢i pouze vy-
brat strategii, ze které ma lepci uzitek, tedy R. Timto postupem dostaneme
rovnovahu (R, ).

Pro dynamické hry muzeme také definovat Nashovu rovnovahu, ktera
vychézi z konstrukce zpétné indukce. Nejprve ale potiebujeme zavést pojem
dynamicka podhra.

Definice 4. Dynamickad podhra je podstrom, ktery musi spliovat nasledujici
podminky:
1. Zacatek se nachazi v libovolném uzlu stromu (vyjma koneénych uzlu
s uzitky).

2. Hra¢ zné vsechna rozhodnuti provedend do tohoto ¢asu (ve kterém se
nachazi pocatecni uzel).

3. Podhra obsahuje vSechny uzly, které nasleduji pocatecéni uzel.

Definice 5. Nashova rovnoviha vzhledem k podhrdm je rovnovaha dyna-
mické hry, kterda je Nashovou rovnovahou v kazdé podhie této dynamické
hry.

Problém existence takové rovnovahy je vyfesen nasledujici vétou, jejiz

dukaz je uveden ve Webb [1].

Veéta 2. Kazda konecnd dynamicka hra ma alespon jednu Nashovu rovnovahu
vzhledem k podhram.

Otazka jednoznac¢nosti rovnovahy je u dynmaickych her snazsi nez u sta-
tickych her.

13



Dynamické hry Vyhoda poradi

Veéta 3. Pokud je hra generickd, tj. nenastdvd rovnost uZitku, pak existuje
prdve jedna Nashova rovnovdha vzhledem k podhrdm.

Diikaz. Vyplyva z konstrukce zpétné indukce. O

3.3 Vyhoda poradi

7 Veéty 3 vyplyva, ze dynamickd verze hry Valka pohlavi ma pravé jednu
Nashovu rovnovahu vzhledem k podhram, stejné jako dynamicka verze hry
Jesttabi a holubice. Pro nalezeni jednozna¢né rovnovahy téchto statickych her
je staci pouze prevést na dynamickou hru. Je ziejmé (kvuli jednoznacnosti
rovnovahy), ze vyslednd rovnovaha je vyhodnéjsi pouze pro jednoho hrace.
Zavedeme pojem vyhra hrace.

Definice 6. Budeme fikat, ze hrac, jehoz preferovana rovnovaha je Nashova
rovnaha vzhledem k podhram, vyhral.

Nasledujici vety uvadeéji podminky vyhry hraca.

Lemma 1. Uvazujeme scénar Valka pohlavi. Hru vyhraje hrac, ktery md
moznost pruniho tahu.

Diikaz. Dukaz provedeme tak, ze vyresime hru zpétnou indukei pro obé dveé
varianty zacinajictho hrace. Tim bude véta dokazana pro oba dva hrace, pro-
toze ukazeme, ze hra¢ M vyhraje, kdyz bude zac¢inat a zaroven nevyhraje,
kdyz bude zacinat hra¢ F. Varianta hry, kde zacind hrac M je uz vyreSend
v kapitole 3.2. Nashova rovnovaha je v tomto piipadé (R, ), coz je vysledek
preferovany hracem M. Pokud zacind hru hrac F, zpétna indukce bude vy-
padat takto: Hrac M vybird lepsi strategii v obou vétvich. Ve vétvi stromu,
kde vi, ze F zahral strategii r vybere strategii R, ve druhé vétvi vybere S.
Hrac F vi, jaké strategie bude hrat M v zavislosti na jeho volbé, vybere tedy
vyhodnéjsi strategii, kterou je S. Nashova rovnovaha he tedy (s, S), vysledek
preferovany hracem F. (V rovnovaze u dynamickych her piseme nejprve stra-
tegii zac¢inajictho hrace, z toho duvodu jsou strategie v opa¢ném poradi.) [

Lemma 2. UvazZujeme scénar Jestrabi a holubice. Hru vyhraje hrdc, ktery
md moznost pruniho tahu.

14



Dynamické hry Vyhoda poradi

Diikaz. Dukaz provedeme stejné jako u predchozi véty. Zpétna indukce pro
piipad, kdy zacind hrac M: Hrac F vybird lepsi strategii v obou vétvich
stromu. Ve vétvi, kde vi, ze hra¢ M zahral strategii R, zahraje strategii s, ve
druhé vétvi vybere strategii r. Hra¢ M zna strategie, které bude hrat hrac F
v zavislosti na jeho volbé v prvnim kole. Vybere tedy vyhodnéjsi strategii R
a vznikne Nashova rovnovéha (R, s). Zpétna indukce pro hru, kdyz za¢ina
hra¢ F: Hra¢ M opét vybere nejvyhodnéjsi strategii v obou vétvich. Ve vétvi,
kde hra¢ F vybral r, vybere S, ve druhé vétvi zvoli R. Hra¢ F zna reakce
hrace M, vybere tedy vyhodnéjsi strategii r a vznikne Nashova rovnovaha
(r,.S). Kazdd rovnovéha je opét preferovany vysledek zacinajictho hréace. [

Hrac, ktery mé vyhodu prvniho tahu se nazyvéa Stackelberguv leader.
Problém nejednoznacnosti rovnovahy ve statické hie je mozné vyftesit preve-
denim na dynamickou hru. Preferovanou rovnovahu potom ziska hrac, ktery
méa moznost prvniho tahu, tedy Stackelberguv leader.
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4 Dynamické hry s ndhodnym
casovanim tahu

Tato kapitola popisuje také dynamické hry, ale se specidlnim ¢asovanim tahu.
Budeme uvazovat ¢asovani nahodné, zadané néjakym pravdépodobnostnim
rozdélenim. Tato myslenka ma své koreny predevsim v ¢lancich Libich a Steh-
lik [3], Cho a Matsui [4], Lagunoff a Matsui [5] a Kamada a Kandori [6]. Ve
¢lanku Libich a Stehlik [3] autofi uvazovali ndhodné ¢asovéani taht pouze pro
jednoho hrace. Druhy hra¢ mél moznost pouze simultanniho tahu. V této
kapitole se budeme zabyvat situaci, kde se ndhodné ¢asovani tahu tyka obou
hracu, ale pravdépodobnostni rozdéleni tohoto casovani tahu jednotlivych
hracu se navzéjem nepiekryva.

4.1 Popis hry

Hra probiha v ¢asovém intervalu od 0 do 1. V ¢ase 0 zahraji oba hraci simul-
tanni tah, tedy ani jeden nevi, jakou strategii zahrédl souper. Déle predpokla-
ddme, ze hrd¢ M m& moznost opakovéani tahu v éasovém intervalu [0, K|, kde
0 < K < 1. Hra¢ F ma moznost opakovani tahu v ¢asovém intervalu [L, 1],
kde K < L < 1.

Definice 7. Tahy, které nasleduji po simultannim tahu, budeme nazyvat
revize. Prvni provedenou revizi kazdého hrace oznacime jako Revize (s velkym
pismenem).

Pro oba hrace je dilezita pouze prvni Revize. Timto tahem mohou po-
prvé reagovat na simultanni tah (v pripadé prvniho hrace) nebo reagovat na
Revizi prvniho hrace (v piipadé druhého hréace). Vsechny ostatni revize jsou
zanedbatelné, protoze jsou provadény za stejnych podminek jako Revize a
nemaji uz zadny vliv na prubéh hry.

4.2 Casovani revizi

Hrécéi maji moznost revizi omezenou na urcity podinterval ([0, K] pro hrace M
a [L, 1] pro hrace F) celkového herntho ¢asu [0,1] a zéroven je ¢asovani revizi
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Dynamické hry s ndhodnym casovanim tahi Casovdni revizi

CDF

03
f (A-M(t))dt
0

M(t)

0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1

Obrazek 4.1: Revizni funkce

urceno pravdépodobnostnim rozdélenim na tomto podintervalu.

Definice 8. Pravdépodobnostni rozdéleni ndhodného casovani revizi je po-
pséano pravdépodobnostni funkci nebo funkci hustoty daného pravdépodob-
nostniho rozdéleni. Pro hra¢e M oznac¢ime funkci m(t), pro hrace F ji ozna-

¢ime f(t).
dobnostniho rozdéleni.
Definice 9. Distribuc¢ni funkce pravdépodobnostniho rozdéleni
M(t) : 0,1] — [0, 1], M(0) = 0, M(K) = 1,
F(t):[0,1] = [0,1], F(L) =0, F(1) =1,

nazveme Revizni funkce.

Piiklady Reviznich funkci mame na Obrazku 4.1. Rozdéleni ndhodnych
tahu je pro jednoduchost rovnomérné a hodnoty parametru jsou K = 0,3
a L = 0,6. Plochy pod funkcemi M (t) a F'(t) jsou urCeny integraly fOK M(t)dt
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Dynamické hry s ndhodnym casovanim tahi Vybér optimalni rovnovahy

a [ Ll F(t)dt. Tyto plochy udévaji rychlost reakci hracu, zatimco integraly
[ (1= M(t)dt a [, (1 — F(t))dt, tedy plochy nad funkcemi M(t) a F(t),
udévaji rigiditu hracéu (vérnost puvodnimu rozhodnuti). Z Obrazku 4.1 je
ziejmé, ze pro hrace M bude platit

K= /OK<1 _ M(t))dt+/0K M(t)dt

a pro hrace F bude platit
1 1
1—-L= / (1 —F(t))dt +/ F(t)dt.
L L

4.3 Vybér optimalni rovnovahy

Zkoumame takovyto typ hry pro dva uvedené scénare: Valka pohlavi a Jes-
trabi a holubice. V téchto hrach ve statické formé existuji dvé ¢isté Nashovy
rovnovahy, ale dochazi ke stfetu zajmu hracu. Kazdy hrac¢ preferuje jinou
rovnovahu. Stejné jako klasickou dynamickou hrou, muzeme i timto zpuso-
bem vytesit problém vybéru optimalni rovnovahy. Nejprve definujeme pojem
vyhra.

Definice 10. Pokud hracova preferovana rovnovaha bude Nashovou rovno-
vahou v celém prubéhu hry, potom fekneme, ze hrdc¢ vyhrdvd hru.

Nésledujici véty udavaji podminky vyhry hrace M pro oba zminéné scé-
nare. Postup nalezeni téchto podminek bude demonstrovan v diukazu.

Véta 4. Uvazujeme scéndr Vilka pohlavi. Hrdé M vyhraje hru (tj. rovnovdha
(R,r) bude Nashova rovnovdha v celém prubéhu hry), pokud budou splnéné
podminky

Jo M@t + [} (1= F@)dt + (L= K) _a—d
[} F(t)dt d—1b’

JEM@)dt + [, (1 — F(t)dt + (L — K) L2y
St (= M(t)dt W=
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Dynamické hry s ndhodnym casovanim tahi Vybér optimalni rovnovahy

Pozndmka 3. Levou stranu nerovnice (4.1) oznac¢ime U}, pravou stranu Vi} p.
Levd strana nerovnice (4.2) bude mit oznaceni U3, a pravd strana Vi,.

Diikaz. Pii dukazu Véty 4 budeme postupovat od konce hry, tzv. zpétnou
indukci. Pro vyhru hrace M, je nutné, aby oba hraci ve vSech svych tazich
volili strategie R (v piipadé hrace M) a r (v piipadé hrice F). Zacneme
tedy Revizi hrace F. Tento tah je hracuv posledni, coz znamenda, ze musi
volit strategii, ze které mu plyne nejvétsi uzitek. Tento uzitek pak pro néj
pretrvava pouze do konce hry, tedy ¢as dany vyrazem | Ll F(t)dt. Mohou
nastat dvé situace v zavislosti na strategii, kterou zvoli hra¢ M ve své Revizi:

(I) Hrac M zvoli v Revizi strategii R.
(IT) Hrac M zvoli v Revizi strategii S.

V prvnim piipadé (I) je pro hrace F nejlepsi reakce strategie r a v druhém
piipadé (II) strategie s. Z obou téchto voleb mé nejvétsi mozny uzitek. Vime
tedy, ze hrac F se svoji Revizi prizpusobi Revizi hrace M.

Nyni nalezneme podminku pro Revizi hrace M. Potfebujeme, aby hra¢ M volil
ve své Revizi strategii R. Opét muzeme rozdélit na dva pripady v zavislosti
na simultannim tahu hrace F:

(I) Hrac F zvoli v simultdnnim tahu strategii r.

(II) Hrac F zvoli v simultdannim tahu strategii s.

Pokud nastane situace (I), nejlepsi reakce hrace M je zahrat strategii R a to z
toho duvodu, ze F v Revizi zahraje také r. Tim je zajisténo, ze hra¢ M bude
mit az do konce hry uzitek a, ktery je podle nerovnice (2.4.1) z kapitoly 2.4.1
vzdy veétsi nez jakykoliv jiny. V piipadé Ze nastane situace (II), musi byt
splnéna nésledujici nerovnice, aby se hraci M vyplatilo zahrat strategii R,
tj. celkovy soucet uzitku, které hra¢ ma ze strategie R, nasobenych casem,
ve kterém pretrvavaji, musi byt vétsi, nez celkovy soucet uzitku ndsobenych
casem, ve kterém pretrvavaji, jez hraci plynou ze strategie S.

1 1

b/KM(t)dt+b(L—K)+b/ (1—F(t))dt+a/ F(t)dt >

K 1 t 1 (43)
d/ M@#)dt + d(L — K) + d/ (1— F(t)dt + d/ F(t)dt
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Dynamické hry s ndhodnym casovanim tahi Vybér optimalni rovnovahy

Jednotlivé ¢leny nerovnice (4.3) znamenaji vzdy néjaky casovy tsek hry. In-
tegral fOK M (t)dt udava cas po Revizi hrace M, L — K je doba od ¢asu K do
casu L, le (1 — F(t))dt je doba od casu L do ¢asu, kdy hrac F provede Revizi.
Nakonec intergrdl | Ll F(t)dt udava cas po Revizi hrace F. V téchto ¢asech
potom pretrvavaji uzitky ze zvolenych strategii obou hracu. Naptiklad v ¢case
fOK M (t)dt pretrvava pro hrace M uzitek b, ktery odpovidd tomu, ze hrac F
zvolil v simultannim tahu strategii s a hra¢ M zahral v Revizi strategii R.

Nerovnici (4.3) muzeme déle upravit.

(b — d) (/OK M(t)dt + (L — K) + /Ll (1— F(t))dt) > (d - a) /Ll F(t)dt
(4.4)

Vydélime nerovnici (4.4) ¢leny le F(t)dt a (b—d). Protoze (b—d) je zaporny,
musime zaroven zameénit znaménko nerovnosti.

K 1
Jo M@)dt + [, (1= F(t))dt + (L — K) - d—a (4.5)
T .
[, F(t)dt b—d
Pokud uz jen rozsitime zlomek na pravé strané nerovice (4.5) hodnotou —1,
dostdvame tvar (4.1) uvedeny v dokazované vété, ktery je ndzornéjsi, protoze
na jedné strané obsahuje pouze hodnoty zavislé na parametrech K a L a na
strané druhé zase jen hodnoty uzitku a, b a d.

Nakonec musime zajistit, aby oba hréci volili v simultannim tahu strategii R,
popiipadé r. Nejprve vysSetiime simultdanni tah hrace F. Znovu se nam tato
situace rozpadne na dvé casti:

(I) Hrac M zvoli v simultannim tahu strategii R.

(IT) Hrac M zvoli v simultdnnim tahu strategii S.

V prvnim piipadé (I) je pro hrace F vzdy nejlepsi zvolit strategii r, nebot’
ziskd po celou dobu do své Revize uzitek w, ktery je dle nerovnic (2.4.1) vetsi
nez x. Pokud nastane situace (II), musi byt splnéna nésledujici nerovnice, aby
hra¢ F zahrél strategii r.
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K K
y/ dt+w/ M(t)dt + w(L — K+w/ ))dt >
0 L

K K 1
dt—i—x/ M(t)dt + (L — K—l—x/
0 L

(4.6)

Cas po Revizi hrace F dany integrilem f ; F'(t)dt uz neuvazujeme, protoze
¢len obsahujici tento integral by byl na obou stranach nerovnice (4.6) stejny.
Tuto nerovnici (4.6) muzeme stejnymi algebraickymi tipravami dostat do po-
zadovaného tvaru (4.2), ktery je uvedeny v dokazované véte.

Stejnym zpusobem zjistime podminku pro to, aby hra¢ M volil v simultannim
tahu strategii R. Tentokrat nas bude ale zajimat jen ¢as do Revize hrace M,
ktery je dany integrdlem fOK (1 — M((t))dt. Pokud budeme predpokladat, ze
hrac F v simultannim tahu zahraje strategii r, staci pouze porovnat jaky bude
mit ve zminéném case hra¢ M uzitek ze zvoleni strategie R, coz je uzitek a,
a ze zvoleni strategie S, coz je uzitek c. Dle nerovnic (2.4.1) je ziejmé, ze
a > ¢, hra¢ M tedy bude volit strategii R v simultannim tahu pokud bude
splnéna podminka pro simultdnni tah hrace F oznacena (4.2).

O

Véta 5. UvaZujeme scéndr Jestrdabi a holubice. Hra¢ M vyhraje hru (tj. rov-
noviha (R, s) bude Nashova rovnoviha v celém priubéhu hry), pokud budou
splnéné podminky

Jo M@+ [} (1= )t + (L-K) _b—c
[} F(t)dt c—a’

(4.7)

fOKM(t)dtJrle 1—F( )dt + (L — K) Ly
Jo ( ))dt z—w

(4.8)

Pozndmka 4. Levou stranu nerovnice (4.7) oznacéime U}, pravou stranu V.
va Vi . it oznaceni va .
Lev4 strana nerovnice (4.8) bude mit oznacen{ U3, a pravd strana V7,

Diikaz. Dukaz bude provedeny stejnym zpusobem jako pro Vétu 4. O
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4.3.1 Jiny zpusob vyjadireni podminky vyhry

V nékterych piipadech mohou byt Revizni funkce slozité, tézko integrovatelné
nebo je nezname presné. Z toho duvodu jsme nasli jiny ekvivalentni tvar
podminky vyhry hrace M, ktery vyuziva pouze znalosti parametru K a L
a stfednich hodnot pravdépodobnostnich rozdéleni ndhodného ¢asovani tahu.
Néasledujici lemma je bézné znamy statisticky vysledek, vysvétleny naptiklad
v Kallenberg [7], z toho duvodu je zde uvadéna bez dukazu.

Lemma 3. Uvazujeme funkci M(t) z Definice 9. Potom plati

/OK (1— M)At = pay. (4.9)

Stejné tak wvazujeme funkci F(t) z Definice 9. Potom plati

/1 (1= F(t)dt = pp — L. (4.10)

Véta 6. Predpokladejme, Ze ppr a g jsou stredni hodnoty pravdépodobnost-
nich rozdéleni nahodného casovdni tahu hrdacu M a F. Potom budou podminky
vyhry hrdace M ve tvaru

BeZPM vy = [VP,JH), (4.11)
1-— 1255
BEZEM o y2 = (VP JH)}. (4.12)
122

Diikaz. Abychom mohli aplikovat predchozi Lemma 3 na vyraz Uy, a Uz, je
nutné upravit integraly fOK M(t)dt a | Ll F(t)dt pouzitim vzorcu pro linearitu
a aditivitu urcitych integralu.

/OKM(t)dt:/OK(M(t)+1—1)dt:/0K1dt—/0K(1—M(t))dt,

/LIF(t)dt = /L1 (F(t)+1—1)dt = /Ll 1dt — /Ll (1— F(t))dt.

22



Dynamické hry s ndhodnym casovanim tahi Vybér optimalni rovnovahy

Uzitim Lemmatu 3 dostdvame

K
| e =& —
0

1
L

Po dosazeni za integraly do podminek vyhry hrace M mame

K—MM+MF—L+L—K:/LF—,MM

<V' i={VvP JH},
— e { }

)

K—HM+MF—L+Z—K:MF—MM>

Vi  i={VP JH},
2% Hm

7

coz jsou presné dokazované nerovnice (4.11) a (4.12). O

4.3.2 Vyména poradi hracu

Doposud jsme predpokladali, ze hra¢ M m&a moznost opakovat tah diive nez
hrac¢ F. Nyni budeme predpokladat opacné potradi hracu.

Pozndmka 5. Muzeme také uvazovat, ze hra¢c F bude mit moznost provést
Revizi jako prvni. Revizni funkce jsou v tomto pripadé

Podminky vyhry hrace F jsou ve stejném tvaru, pouze jsou pouzity piislusné
Revizni funkce a uzitky. Hra¢ F vyhraje, tj. jeho preferovana rovnovaha bude
Nashovou rovnovahou v celém priubéhu hry, pokud bude splnéno, ze

[FEFP@At+ (L — K) + [} (1 — M(t))dt
[ M(t)dt

<W}  i={VPJH}, (4.13)

7
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[EFP@At+ (L — K) + [} (1 — M(t))dt
[ (10— F(t))dt

>W? i={VP JH}. (4.14)

7

Levou stranu nerovnice (4.13) oznac¢ime jako U} a levou stranu nerovnice (4.14)
jako UZ. Podminku vyhry miZeme vyjadiit i ve tvaru s vyuzitim stfednich
hodnot pravdépodobnostnich rozdéleni ndhodného ¢asovani tahu.

EMZRE w1 = (vP, JH),

— 1= >WwW?  i={VP JH}.

Pro scénéar Valka pohlavi je

zZ—w a—c
Wiy = , Wap = )
VP W — 1 VP d—0b
Pro scénar Jesttabi a holubice je
y—x 9 b—d
Wiy = Wig=—.
JH = 0 JH = T,
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5 Priklady, zavislosti na parametrech
a uzitcich

V této kapitole uvedeme piiklady pro ilustraci vySe uvedenych Vét 4 a 6,
které udavaji podminku vyhry hrace M ve scénérich Valka pohlavi a Jestiabi
a holubice. Déle prozkoumame, jak jsou tyto podminky vyher zavislé na
zméndch parametru (K, L) a uzitku (a, b, c,d,w,x,y, z).

5.1 Ilustraéni priklady

Uvedeme zde dva piiklady. V prvnim piikladu vyuzijeme pro vypocet Vétu 4,
ve druhém pouzijeme zjednodussené tvary téchto podminek z Véty 6.

Priklad 3. Uvazujeme scénar Valka pohlavi a uzitky zvolime nésledovné:

F
a b
Al21 0,0
M B |00 12

Parametry K a L zvolime tak, ze K = L = 0,5. Revizni funkce jsou distri-
buéni funkce rovnomérného rozdéleni znazornéné na Obrazku 5.1:

0 kdyzt<o0
M(t) =< 2t kdyzte (0;0,5) ,
1 kdyzt>0,5

0 kdyz t < 0,5
F(t)=<¢ 2t—1 kdyzte (0,5;1) .
1 kdyzt > 1

Aby hraé¢ M vyhral, musi byt splnéné obé dvé podminky, (4.1) i (4.2), které
udévé Véta 4. Vypocteme tedy hodnoty vyrazu Ui,, Ui, Vitp a ViZp a po-
rovname.

25



Priklady, zdavislosti na parametrech a uzitcich llustracni priklady

CDF

1
f (1-F(t))dt
0.5

M(t)

0.5

f M(t)dt

0

0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1

Obrazek 5.1: Revizni funkce pouzité v prikladu 3

K 1
g = Jo ML+ ], (L= FO)dE+ (L-K) _0.2540.25+0

2
[} F(t)dt 0,25
a—d 2-—1
f— :—:1
Wr=0="120

V tomto pifpadé je Uj; > Vitp, tudiz nenf splnénd uz prvni podminka vy-
hry (4.1) z Véty 4, ktera zajist'uje, aby hra¢ M ve své Revizi zvolil strategii R.
Hra¢ M nevyhrava tuto hru.

Obdobny piiklad muzeme ukazat také pro druhy zpracovavany scénar.

Priklad 4. Uvazujeme scéndr Jestiabi a holubice a uzitky zvolime néasledovné:

F
a b
A00 5.1
M B 115 00
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Priklady, zdavislosti na parametrech a uzitcich llustracni priklady

Zvolime K = 0,4 a L = 0, 6. Revizni funkce v tomto piipadé nezname. Zname
pouze stiedni hodnoty pravdépodobnostnich rozdéleni Revizi, a to py = 0,1
aup=0,7.

Vypotteme zjednodussené Uy, a V}y a zjistime, zda je splnénd podminka
(4.11), kterou udava Véta 6.

Ul :MF_NM:O,7_071:2
M= 1 — g 1-0,7
b—c 5-—1
V}H:c—azl—O:4

Méme U}, < V}g, podminka pro revizi hrace M je splnénd. Nyni zjistime,
zda je splnénd i druhd podminka (4.8) z Véty 6.

U2_/’LF_/1’M_077_071_
M= = =
K 071

6

y—z 5—-0

r—w 1-0
Druhé podminka vyhry je v tomto ptikladé také splnéna, muzeme tict, fe hrac
vyhrava hru. Jeho preferovana rovnovaha (R, s) bude Nashovou rovnovéhou
v celém prubéhu hry.

V Tabulce 4 je udélany maly prehled zavislosti stfedni hodnoty ppr na
stfedni hodnoté py, pii nékterych hodnotéch pravych stran podminek vyhry
Vig a V2. Vyznacend oblast obsahuje hodnoty gy a pup, pii kterych bu-
dou podminky vyhry hrace, které jsou zavedené ve Vété 6. Obrazek v tadce
Viy = 4asloupci V7, =5 se vztahuje piimo k Piikladu 4.

V Piikladu 3 neni splnénd prvni podminka vyhry (4.1) z Véty 4. Tento
fakt muzeme ovlivnit zménou jednotlivych parametru a uzitku, coz je napln
dalsi podkapitoly.
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Priklady, zdavislosti na parametrech a uzitcich llustracni priklady

mi_F mi_F
10f 10
08 o8t
/
06 06} /
04 04l
02 o2
1 . . . Comim . . . L omim
JH — 01 02 03 04 01 02 03 04
mi_F mi_F
10 10f
08 i Py
06 06
04 0af
02 o2
1 . . . L mim . . . ~mim
JH — 01 02 03 04 01 02 03 04
mi_F mi_F
10 10f
08 o8
06 06
04 04t
02 o2
1 . . . L omim . . . L mim
JH — 01 02 03 04 01 02 03 04
mi_F mi_F
10 10f
08 o8
06 06
04 04t
02 02

1 . . . L omim . . . L omim
JH — o1 02 03 04 01 02 03 04 T

Tabulka 5.1: Oblast vybéru py, a pp, aby zustaly splnéné obé podminky

vyhry za danych hodnot pravych stran V}; a VZy
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Priklady, zdavislosti na parametrech a uzitcich Zawvislost podminek vyhry

5.2 Zavislost podminek vyhry

V podminkéch vyhry hréce figuruje vice uzitku (a,b, ¢, d,w,z,y,z) a pa-
rametru (K, L), jejichz zvétsovanim nebo zmensovanim muzeme ovliviovat
vysledek hry. V této ¢dsti prace popiSeme jak muzeme Sanci hrace na vyhru
zvysit zménou hodnoty vzdy pouze jednoho uzitku nebo parametru.

Nejprve vytesime prvni podminku, tj. podminka pro Revizi prvniho hréace
(4.1), (4.8) a (4.13). Levé strany téchto nerovnic oznacené U}, a U} jsou vzdy
pro oba scénare stejné. Rozdil pro hrace je pouze ve vymeéné piislusnych
Reviznich funkei.

Lemma 4. Vyraz Ui,, popripadé Up, se zmensuje s klesajicim L.

Diikaz. Provedeme dukaz pouze pro vyraz Ul,. Dikaz pro U} by byl pro-
vadény stejnym zpusobem, pouze se zaménénymi Reviznimi funkcemi. Vy-
raz U}, musime zderivovat podle parametru L.

A (fyM@dt+ [ (1= F@)dt+(L-K)\ 1-L+F(L)
dr Ji F(t)at [ Pt

A protoze z Definice 9 vime, ze F/(L) = 0, muzeme derivaci vyrazu Uy, dile
upravit na

A (M@ [ (- F@)dt - (L-K)) _ 1-1
aL Jp F(t)dt T TR

Derivace Uj,; podle L je vzdy kladnd, protoze mame zavedeno, ze L < 1.
Vyraz U, se tedy zmensuje s klesajicim L. O]

Pozndmka 6. O tom, jak se vyrazy Ui, a UL chovaji v zdvislosti na K ne-
muzeme obecné rozhodnout. Derivace obou vyrazu podle K se rovna 0.

Pravé strany nerovnic (4.1), (4.7), (4.13), jsou postupné oznaceny Vi}p,
Vig, Wikp a Wi, Pii snaze o zvySeni Sance na vyhru je nutné tyto zlomky
zveétsit. Nasledujici lemma demonstruje, jaky vliv maji uzitky vystupujici
v jednotlivych zlomcich na prvni podminku vyhry.
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Priklady, zdavislosti na parametrech a uzitcich Zawvislost podminek vyhry

Lemma 5. (a) Vi}p je rostouci v a, b, klesajici v d.
(b) Vg je rostouci v b, a, klesajici v c.
(c) Wikp je rostouci v z, x, klesajici v w.

(d) Wiy je rostouci vy, w, klesajici v x.

Dikaz. Dukaz provedeme pouze pro ¢ast (a), pro ostatni ¢asti staci v du-
kazu pouze zaménit odpovidajici si uzitky. Abychom dokazali monoténnost
vyrazu Vi p je nutné tento vyraz zderivovat postupné podle viech obsazenych

uzitku.
i a—d 1
da\d—b) d—0b

Derivace Vi}p podle proménné a je vzdy kladnd (d > b), tudiz vyraz Vi}p je

rostouci v a.
i a—d\ a—d
db\d—b) (d—b)?
Derivace vyrazu podle b je také vzdy kladnd (a > d > b), Vi}5 je rostouct v b.
i a—d\ _a-— b
dd\d—b)  (d—b)?

Derivace vyrazu Vi}p podle proménné d je vzdy zéporna (a > d > b), proto
je Vi p klesajici v d. O

Nyni se dostavame ke druhé podmince vyhry, tj. podminka pro simultanni
tah hrace F. Rozbor provedeme stejnym zpusobem jako pro prvni podminku.
Jediny rozdil je v tom, Ze nyni chceme, aby levé strany nerovnic (4.2), (4.8)
a (4.14) oznacené Ui, a UZ byly co nejvétsi a naopak pravé strany téchto
nerovnic Vi35, V7, Wi, a W2, zase co nejmens.

Lemma 6. Vyraz U3, popripadé UL, se zvétsuje s rostoucim K i L.
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Priklady, zdavislosti na parametrech a uzitcich Zawvislost podminek vyhry

Diikaz. Dikaz opét provedem jen pro U3, pro dikaz druhého vyrazu staci
zameénit Revizni funkce.

4 (IOK M(t)dt+f£<1—F(t))dt+<L—K>) _ () -1 foK M(n)dt
dK J5 (1= M@t))dt fo t))dt)?
LUy Mdt+ [ (1 F( >>dt (L~ K))(K -~ M(K))

(o ( £)de)?

Pokud dosadime za M(K) = 1 (Definice 9), muzeme derivaci jesté zjedno-
dussit.

d ([ M(t)dt + le 1— F( ))dt+ (L - K)\
K ( I ))dt ) B
—(fy M@)dt+ [, (1 - F< >>dt + (L= K))(K = 1)

fo t))dt)?

Méme zavedené, ze K < 1 a L > K, takze derivace vyrazu U}, podle K je
vzdy kladnd. UZ, je rostouci v K.

A (f MG+ [ (1= F@)dt+(L—K) _ 1-L+ F(L)
L Jo (1= M(p))dt R )t

Za F(L) dosadime 0 dle Definice 9 a vime, ze L < 1, potom je derivace UZ,
podle L vzdy kladné a tento vyraz je rostouci v L. O]

Lemma 7. (a) Vi2p je rostouci v z, x, klesajici vy, w
(b) V32, je rostouci vy, w, klesajici v z, x.
(c) Wip je rostouci v a, b, klesajici v ¢, d.

(d) W2, je rostouci v b, a, klesajici v d, c.
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Priklady, zdavislosti na parametrech a uzitcich Zawvislost podminek vyhry

Diikaz. Provedeme dikaz pouze pro éast (a), pro ostatni ¢asti by byl analo-
gicky. Abychom zjistili, jak se bude ménit vyraz ViZp v zavislosti na zménéch
uzitka, musime ho postupné zderivovat podle vSech uzitku, které se v ném
nachézeji.

i z—y\ -1
dy\w—2z) w-—=zx

d(zzyy__ =7y
dw \w—z/)  (w—x)?

Z nerovnic pro uzitky (2.4.1) vyplyva, ze derivace podle z i podle z je vzdy
kladnd. Vyraz Vi3, je rostouci v z a x. Zatimco derivace podle y a w je vzdy
zéporna, proto je v klesajici v y a w.

]

5.2.1 Shrnuti

Nasledné ve dvou tabulkach prehledné shrneme vysledky z Lemma 4, 5, 6 a 7.
Césti tabulek pro prvnf podminku ifkaji, co je tfeba udélat, abychom zmensili
rozdil U}, —V;' v piipadé, kdy Revizi provadi prvni hrac M. Pro opacény pripad
zmensujeme rozdil UL — W1 Rozdily v uvedenych tvarech vychdzi z prvni
podminky vyhry, kterd je ve tvaru Ui, < Vi!, respektive Up < W}, kde
i = {VP,JH}. Césti tabulek pro druhou podminku zase davaji navod, jak
zvetsit rozdil U? — V;? (v pifpadé, ze prvnf provadi Revizi hrd¢c M), respektive
UZ — W2 (v pifpadé, ze prvni provadi Revizi hrd¢ F). Rozdily opét vychazi
z podminky vyhry, druhd podminka je ve tvaru Uy, > V;2, ptipadné Uz > W2,
kde opét : = {V P, JH}.
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Scénar Vaélka pohlavi Jestiabi a holubice
Podminka | 1. podminka ‘ 2. podminka | 1. podminka ‘ 2. podminka
a T X T X
b T X T X
c nema vliv X 4 X
a ) X nema vliv X
w X T X +
x X i X T
y X T X l
z X i X T
K nelze ob. urcit T nelze ob. urcit T
L | T | T

Tabulka 5.2: Zavislost podminek vyhry hrace M na uzitcich a parametrech

Scénar Viélka pohlavi Jesttabi a holubice
Podminka | 1. podminka ‘ 2. podminka | 1. podminka ‘ 2. podminka
a X i X 4
b X T X i
c X T X T
d X T X 0
w J X T X
x T X 4 X
Y nema vliv X T X
z 0 X nema vliv X
K nelze ob. urcit T nelze ob. urcit 0
L 2\ T | T

Tabulka 5.3: Zavislost podminek vyhry hrace F na uzitcich a parametrech
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Vysvétlivky pro Tabulky 5.2 a 5.3:

T - je tieba zvysit hodnotu parametru nebo uzitku,

J - je tfeba snizit hodnotu parametru nebo uzitku,

X - parametr nebo uzitek se v podmince nevyskytuje.
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0 Zaveér

V pocatku prace jsme vytvorili teoretické zazemi a zavedli vSechny dule-
zité pojmy jako jsou statickd hra, uzitek, rovnovdha a Nashova rovnovaha.
Uvedli jsme zakladni predpoklady teorie her a zminili jsme Nashovu vétu,
kterd nam zarucuje existenci rovnovahy. Zamérili jsme se vyhradné na scé-
nate Valka pohlavi a Jestiabi a holubice, protoze v obou scénatich nalézame
problém vybéru jednozna¢né rovnovahy. Oba tyto scénare jsme dukladné po-
psali a ukazali jejich konkrétni piiklady.

Uvedli jsme teoreticky zaklad ke klasickym dynamickym hram, defino-
vali jsme zde Nashovu rovnovahu vzhledem k podhram a zminili jsme véty
existence a jednozna¢nosti Nashovych rovnovah. Definovali jsem vyhru hrace
v dynamické hie tak, ze preferovana rovnovaha hrace musi byt Nashovou rov-
novahou vzhledem k podhram. Nasledné jsme ukézali, ze zde plati vyhoda
poradi. Zacinajici hrac¢ vzdy ziskava preferovanou rovnovahu. Timto jsme
ziskali pouze jedinou Nashovu rovnovahu jako teSeni hry, kterd je optimalni
pro zacinajiciho hrace.

V dalsi casti prace jsme se vénovali dynamickym hram s ndhodnym caso-
vanim tahu, které je zadané pravdépodobnostnim rozdélenim. Uvazovali jsme
pouze pripad, kdy se pravdépodobnostni rozdéleni pro jednotlivé hrace ne-
prekryva. Prvni opakovani tahu jsme oznacili jako Revizi. Distribu¢ni funkce
pravdépodobnostnich rozdéleni ndhodného casovani Revizi jsme definovali
jako Revizni funkce. Opét jsme hledali podminku vyhry hrice za predpo-
kladu, ze hra¢ vyhrava, pokud je jeho preferovana rovnovaha Nashovou rov-
novahou v celém prubéhu hry. Tyto podminky jsme nasli vyuzitim metody
zpétné indukce a urcili jsme je pro oba scéndie, ale i pro obé moznosti za-
¢inajictho hrace z pohledu Revizi (jako prvni provadi Revizi hra¢ M nebo
naopak F). Podminky vyhry v zdkladnim tvaru obsahuji uré¢ité integraly z Re-
viznich funkci, a proto jsme nasli jednodussi zapis podminek, kde se vyskytuji
pouze stiedni hodnoty pravdépodobnostnich rozdéleni Revizi. Pro ilustraci
uvedenych podminek vyhry jsme uvedli priklady, kde jeden demonstruje pu-
vodni podminky vyhry a druhy ty upravené. V posledni fadé jsme prozkou-
mali zavislost podminek vyhry na jednotlivych parametrech hry (K, L) a uzit-
cich (a,b, ¢, d, w,z,y, z). Resili jsme tyto zévislosti za pfedpokladu, ze se mén{
vzdy pouze jeden parametr nebo uzitek a ostatni zustavaji stejné. Nakonec
je uvedeno shrnuti téchto zavislosti v tabulkach pro oba scénafte.

V praci jsme tedy nastinili roli ¢asovani v teorii her, kdy prevedenim sta-
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tické hry, kterd mé vice rovnovah, na dynamickou hru dosahneme jednoznac-
nosti rovnovahy. Dale jsme nasli podminky vyher jednotlivych hracu v obou
zkoumanych scénarich ve dvou typech dynamickych her, klasické dynamické
hie a dynamické hie s ndhodnym c¢asovanim tahu. Tato prace by mohla byt
rozsitena o dalsi typy dynamickych her s ndhodnym casovanim tahu, napfti-
klad vicekolové hry (probéhne vice kol revizi) nebo hry s prekrévajicim se
pravdépodobnostnim rozdélenim revizi.
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