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Abstrakt

Tématem této bakalářské práce je představeńı a použit́ı stochastických model̊u
úrokových sazeb. V práci jsou uvedeny vybrané statistické a pravděpodobnostńı
pojmy, které se využ́ıvaj́ı ve finančńım kalkulu a pomáhaj́ı porozumět významu
těchto model̊u. Dále jsou charakterizovány čtyři základńı modely okamžitých spo-
tových úrokových sazeb, pro které jsou uvedeny odhady jejich parametr̊u. Prak-
tická část práce je zaměřena na aplikaci těchto model̊u na reálná data. Aplikace
model̊u spoč́ıvá v použit́ı model̊u pro měśıčńı predikci mezibankovńıch úrokových
sazeb PRIBOR a EURIBOR. Pro spočtené bodové predikce jsou zobrazeny pásy
spolehlivosti. Kvalita těchto predikćı je měřena vybranými kritérii.

Kĺıčová slova: stochastické modely úrokových sazeb, spotová úroková sazba,
Wiener̊uv proces, PRIBOR, EURIBOR, Merton̊uv model, Vaš́ıčk̊uv model, Cox-
Ingersoll-Ross̊uv model, Dothan̊uv model

Abstract

The theme of this bachelor thesis is to introduce principles and usage of stochastic
models of interest rates. The thesis presents selected statistical and probabilistic
concepts used in the financial calculus to understand the meaning of these models.
In addition, four basic models of instantaneous spot interest rates are characte-
rized and the estimations of their parametres are calculated. The practical part
is focused on the application of these models to real data. Application of these
models lie in the use of models for monthly predictions of interbank interest rates
PRIBOR and EURIBOR. Confidence belts are displayed for the calculated point
predictions and the quality of these pridictions is measured by selected criteria.

Keywords: stochastic models of interest rates, spot interest rate, Wiener pro-
cess, PRIBOR, EURIBOR, Merton model, Vasicek model, Cox-Ingersoll-Ross
model, Dothan model
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2.5 Vlastnosti představených model̊u . . . . . . . . . . . . . . . . . . 16

3 Praktická část 17
3.1 Představeńı dat . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 17

3.1.1 PRIBOR . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 17
3.1.2 EURIBOR . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 18

3.2 Kalibrace model̊u . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 19
3.2.1 Kalibrace modelu Merton . . . . . . . . . . . . . . . . . . 20
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která v době predikce nejsou známa. . . . . . . . . . . . . . . . . i
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dat pro t = 200000 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 23

3.2.2 Vzorce pro odhad parametru sigma u jednotlivých model̊u, kde
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Úvod

V reálném světě je potřeba vše hodnotit, měřit nebo oceňovat. Úroková sazba
je jedńım z nástroj̊u, jak měřit hodnotu peněz v závislosti na čase. Běžně se
veřejnost dostává do styku s úrokovými sazbami u p̊ujček a úvěr̊u. V této práci se
pracuje převážně s referenčńımi hodnotami úrokových sazeb na mezibankovńım
trhu (např. PRIBOR - Prague InterBank Offered Rate). Tyto úrokové sazby
však nejsou obchodovány př́ımo, ale jsou odvozeny od cen bond̊u obchodovaných
na trhu mezibankovńıch depozit. Předpov́ıdáńı těchto sazeb je součást́ı praktické
části této práce.

Celá tato práce je členěna do tř́ı stěžejńıch kapitol, a sice teoretické části,
kapitoly představeńı vybraných model̊u a praktické části.

Prvńı kapitola je věnována obecné teorii, která je podkladem pro praktickou
část. Součást́ı této teoretické kapitoly jsou základńı pravděpodobnostńı pojmy,
vybrané pojmy finančńı matematiky, které pomáhaj́ı porozumět úrokovým
sazbám v širš́ıch souvislostech, a v závěru je nast́ıněna souvislost mezi
bezkupónovými dluhopisy (z angl. zero-coupon bond), úrokovými sazbami a jejich
stochastickými modely. Uvedena je pouze nezbytná teorie k porozuměńı těmto
stochastickým model̊um.

Druhá hlavńı kapitola této práce je věnována samotným stochastickým
model̊um. V této kapitole jsou představeny modely Merton, Vaš́ıček, CIR
a Dothan. Tyto modely jsou popsány a jsou uvedeny jejich základńı vlastnosti
a ukázkové simulace.

Praktická část se věnuje aplikaci uvedených model̊u na reálná data, kdy po
odhadu parametr̊u jsou modely použity k predikci úrokových sazeb. Ćılem je
porovnat vlastnosti vybraných model̊u při měśıčńı predikci úrokových sazeb.
Na závěr jsou porovnány dosažené výsledky a zmı́něny výhody a nevýhody
vybraných model̊u. V závěru jsou dále uvedeny náměty a možnosti pokračováńı
v této problematice.

Pro zpracováńı praktické části byl zvolen výpočetńı software MATLAB
společnosti MathWorks, který se zdá být vhodnou volbou při numerických
simulaćıch a jehož uživatelské rozhrańı je při práci př́ıvětivé, předevš́ım při psańı
deľśıch skript̊u. Alternativńımi programovaćımi jazyky by mohl být program
R, který je volně dostupný zdarma, nebo Mathematica společnosti Wolfram
Research.
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1 Teoretická část

Ćılem této kapitoly je představit použ́ıvané pojmy a zavést značeńı, které bude
dále použito v praktické části při modelováńı úrokových sazeb. Kapitola je dle ob-
sahu rozčleněna do tř́ı menš́ıch celk̊u. Nejprve jsou vybrány definice a vztahy z teo-
rie pravděpodobnosti a matematické statistiky, které jsou využ́ıvány při oceňováńı
derivát̊u cenných paṕır̊u. Právě tato teorie je bĺıže představena ve druhé části této
kapitoly. Následné propojeńı těchto oblast́ı matematickými formulemi vytvář́ı
základ moderńıch matematických postup̊u pro oceňováńı finančńıch derivát̊u v te-
orii známé pod pojmem finančńı kalkul (z angl. financial calculus), jehož součást́ı
je obecný jedno-faktorový model, který je představen v části třet́ı.

1.1 Základńı pravděpodobnostńı pojmy

Pro zpracováńı této části bylo čerpáno z několika učebńıch text̊u a skript, jmeno-
vitě z [4], [5], [6] a [8]. Tyto definice představuj́ı úvod pro zavedeńı pojmů, které
se dále využ́ıvaj́ı ve finančńı části této kapitoly.

Definice 1.1.1 Uvažujme neprázdnou množinu Ω, potom σ-algebra F se
nazývá neprázdný systém podmnožin množiny Ω, který splňuje

(i) A ∈ F ⇒ Ac ∈ F ,

(ii) An ∈ F , n = 1, 2, . . .⇒
⋃∞
n=1 An ∈ F .

Z definice plyne, že se jedná o neprázdnou část systému všech podmnožin
množiny Ω, který je nav́ıc uzavřen v̊uči spočetným množinovým operaćım.

Definice 1.1.2 Dvojice (Ω,F), kde F je σ-algebra podmnožin množiny Ω, se
nazývá měřitelný prostor.

Předpokládejme, že (Ω,F) je měřitelný prostor. Prvky množiny Ω budeme
nazývat elementárńı jevy a značit ω; prvky σ-algebry F budeme nazývat jevy
a značit velkými ṕısmeny ze začátku abecedy.

Definice 1.1.3 Pravděpodobnost P je definována jako mı́ra na F , tj. P je
množinová funkce na F s vlastnostmi:

(i) P(A) ≥ 0, A ∈ F ;

(ii) P(Ω) = 1,P(∅) = 0;

(iii) P(
⋃∞
n=1 An) =

∑∞
n=1 P(An), je-li {An} posloupnost po dvou disjunktńıch

jev̊u.

Trojice (Ω,F ,P) se nazývá pravděpodobnostńı prostor.

Z definice pravděpodobnosti vyplývá mnoho základńıch vlastnost́ı
pravděpodobnosti, nalézt je lze ve většině učebńıch text̊u pravděpodobnosti
a statistiky (např. [4] strana 8).
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1.1. ZÁKLADNÍ PRAVDĚPODOBNOSTNÍ POJMY

Definice 1.1.4 Filtrace F = {F0,F1, . . .Ft, . . . ,FT} je systém σ-algeber takový
že,

Ft ⊂ Ft+1, pro každé t ∈ {0, 1, . . . , T − 1}.

Filtrace F je při oceňováńı finančńıch derivát̊u použ́ıvána jako model toku
informaćı. S rostoućım časem se tedy zvětšuje množstv́ı informaćı, které jsou in-
vestorovi známy. V př́ıpadě finančńıho trhu lze tedy F chápat jako vývoj dostup-
nosti informaćı o cenách finančńıch produkt̊u. V našem př́ıpadě lze také filtraci
F chápat jako rodinu {Ft} rostoućıch σ-algeber na (Ω,F), Ft ⊂ F . Vlastnost, že
filtrace je rostoućı, koresponduje s faktem, že informace nejsou

”
zapomenuty“.

Definice 1.1.5 Necht’ (Ω,F ,P) je pravděpodobnostńı prostor a necht’ T ⊂ R. Ro-
dina reálných náhodných veličin {Xt, t ∈ T} definovaných na (Ω,F ,P) se nazývá
náhodný (stochastický) proces.

V př́ıpadě, že T je diskrétńı (standardně T = Z, nebo T = N0), mluv́ıme
o procesu s diskrétńım časem, nebo o časové řadě. Pokud T = [a, b], kde
−∞ ≤ a ≤ b ≤ ∞, mluv́ıme o procesu se spojitým časem [6].

V této práci budeme pracovat s oběma variantami, většinou při odvozováńı
budeme předpokládat spojité modely. Při konkrétńıch simulaćıch pak budeme
pracovat s diskrétńımi aproximacemi.

Pro modely úrokových měr je d̊uležitá skupina náhodných proces̊u, které se
nazývaj́ı martingaly. Přesnou definici martingalu a jeho vlastnosti lze nalézt v [8].
Zde pouze stručně uvedeme, že martingal je náhodný proces Xt, pro který plat́ı

E {Xt+1|F0,F1, . . . ,Ft} = Xt, ∀t. (1.1.1)

Martingal tedy reprezentuje takový náhodný proces, jehož středńı hodnota
podmı́něná filtraćı Ft je rovna jeho posledńı známé hodnotě, tedy hodnotě v čase
t. Hrubě řečeno, martingal je takový proces, který ř́ıká, že očekávaná hodnota
tohoto procesu v čase t + 1 je rovna hodnotě v čase t, pokud nám tato hodnota
je známa a je to posledńı známá hodnota.

Velmi d̊uležitým př́ıkladem martingalu je Wiener̊uv proces (někdy nazýván
Brown̊uv pohyb), jehož definice byla přejata z [8].

Definice 1.1.6 Wiener̊uv proces {W (t), t ≥ 0} je stochastický proces pro
který plat́ı:

(i) (W (t)−W (s)) je náhodná veličina ∼ N(0, t− s), t, s ≥ 0,

(ii) W (t1),W (t2)−W (t1), . . . ,W (tn)−W (tn−1), jsou nezávislé náhodné veličiny
pro 0 ≤ t1 ≤ t2 ≤ . . . ≤ tn <∞,

(iii) W má všechny trajektorie spojité, W (0) = 0.

3



1.1. ZÁKLADNÍ PRAVDĚPODOBNOSTNÍ POJMY

Obrázek 1.1.1: Realizace Wienerova procesu a detail jeho trajektorie.

Z definice Wienerova procesu je zřejmé, že se jedná o všude spojitý proces, ale
navzdory tomu neńı nikde diferencovatelný a vytvář́ı fraktálovou strukturu (ilu-
strováno na obrázku 1.1.1). Wiener̊uv proces nabude s pravděpodobnost́ı 1 všech
reálných hodnot nekonečně mnohokrát [1].

Fakt, že trajektorie Wienerova procesu je všude spojitá a neńı nikde diferen-
covatelná, p̊usob́ı problémy při poč́ıtáńı s diferenciály. Tyto problémy řeš́ı velmi
propracovaná teorie stochastického počtu (z angl. stochastic calculus) a nebudeme
ji zde detailně uvádět, podrobně ji lze nalézt např́ıklad v [5].

Stochastické modely, které jsou předmětem této práce, jsou popisovány sto-
chastickými diferenciálńımi rovnicemi. Pouze okrajově zde uvedeme základńı de-
finici stochastické diferenciálńı rovnice, jak ji uvád́ı [5].

Definice 1.1.7 Necht’ W (t) je Wiener̊uv proces, potom rovnice tvaru

dX(t) = µ(X(t), t)dt+ σ(X(t), t)dW (t),

kde funkce µ(X(t), t) a σ(x(t), t) jsou dány a X(t) je neznámý proces, se nazývá
Stochastická diferenciálńı rovnice (SDE) odvozená od Wienerova procesu.

Funkce µ(X(t), t) a σ(x(t), t) jsou v tomto pořad́ı nazývány drift a šum. Drift
i šum mohou být konstantńı, nebo závislé na čase, muśı být však integrovatelné.

Pro simulace úrokových sazeb v této práci nebude většinou potřeba znát ana-
lytické řešeńı stochastických diferenciálńıch rovnic. Určité typy stochastických
diferenciálńıch rovnic lze řešit pomoćı Itôova aparátu, který je podrobně popsán
ve většině publikaćı, jež představuj́ı stochastické modely pro úrokové sazby (např.
[1], [2], [5]).
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1.2. VZTAHY MEZI ÚROKOVÝMI SAZBAMI A BONDY

1.2 Vztahy mezi úrokovými sazbami a bondy

Tato podkapitola teoretické části se zaměřuje na základńı vztahy mezi úrokovými
sazbami, bondy a bankovńımi (spoř́ıćımi) účty na finančńım trhu, které vytvář́ı
základ finančńıho kalkulu. Zásadńım předpokladem, ze kterého se zde vycháźı, je
absence arbitráže na finančńım trhu. Tuto myšlenku představili ve svém článku
autoři Black and Scholes (1973), jak se uvád́ı v [2]. Absence arbitráže, jednoduše
řečeno, znamená nemožnost investovat nulu dnes a źıskat v budoucnu kladnou
částku s kladnou pravděpodobnost́ı. Následuj́ıćı vztahy a úvahy jsou zpracovány
dle knih [5], [2].

Definice 1.2.1 Necht’ B(t) znač́ı hodnotu bankovńıho účtu v čase t ≥ 0.
Předpokládejme dále, že B(0) = 1 a z̊ustatek na bankovńım účtě se vyv́ıj́ı dle
následuj́ıćı diferenciálńı rovnice:

dB(t) = r(t)B(t)dt, B(0) = 1,

kde r(t) je kladná funkce času.

Tato definice tedy ř́ıká, že investovaná jednotka v čase 0 přináš́ı výnos v čase
t daný vztahem

B(t) = e
∫ t
0 r(s)ds. (1.2.1)

Funkce r(t) v definici 1.2.1 a r(s) v rovnici 1.2.1, která určuje r̊ust z̊ustatku na
bankovńım účtu, bývá nazývána okamžitá spotová úroková mı́ra nebo jen krátce
dle anglického

”
short rate“. Ve speciálńım př́ıpadě, kdy r je v čase neměnná,

źıskáváme základńı rovnici pro spojité úročeńı s intenzitou úročeńı r ve tvaru

B(t) = ert. (1.2.2)

Bankovńı účet je pro nás d̊uležitý pro stanoveńı hodnoty peněz v r̊uzných
časových okamžićıch. Aby bylo možné určit hodnotu bankovńıho účtu v čase t,
který garantuje jednotku v čase T > t, je třeba zadefinovat diskontńı faktor.

Definice 1.2.2 Diskontńı (stochastický) faktor D(t, T ) mezi dvěma
časovými okamžiky t a T je hodnota v čase t, která je

”
ekvivalentńı“ jedné jed-

notce v čase T a je dána vztahem

D(t, T ) =
B(t)

B(T )
= e−

∫ T
t r(s)ds.

Takto nadefinovaný diskontńı faktor úzce souviśı s obligacemi (dluhopisy)
s nulovým kupónem, které budeme dále označovat jako

”
bezkupónové“ a jsou

definovány následovně:

Definice 1.2.3 Bezkupónový dluhopis se splatnost́ı v čase T je kontrakt,
který garantuje držiteli výplatu jedné jednotky právě v čase T . Hodnotu tohoto
kontraktu v čase t < T označ́ıme P (t, T ) a současně tedy plat́ı, že P (T, T ) = 1
pro všechna T.
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1.2. VZTAHY MEZI ÚROKOVÝMI SAZBAMI A BONDY

Zat́ımco diskontńı faktor D(t, T ) udává
”
ekvivalentńı množstv́ı“, které od-

pov́ıdá jednotce v čase T , tak bezkupónový dluhopis P (t, T ) je hodnota kontraktu.
V př́ıpadě, kdy mı́ra r je deterministicky určená, plat́ı mezi D(t, T ) a P (t, T ) rov-
nost. Rozd́ıl tedy nastává v př́ıpadě, kdy sazba r je náhodná, potom D(t, T )
je náhodná veličina, která záviśı na budoućıch hodnotách r, zat́ımco P (t, T ) je
hodnota kontraktu, která je pevně dána v čase t. Jak uvád́ı literatura [2], lze na
P (t, T ) nahĺıžet jako na odhad náhodné proměnné D(t, T ).

Definice 1.2.4 Spotová úroková mı́ra v čase t pro dluhopis s expiraćı
v čase T , kterou označ́ıme R(t, T ), je taková konstantńı úroková mı́ra, kterou
se investice ve výši P (t, T ) jednotek v čase t spojitě úroč́ı na výplatu jednotky
v čase T . Pro spotovou úrokovou mı́ru tedy plat́ı

R(t, T ) = − ln(P (t, T ))

T − t
. (1.2.3)

Z definice je zřejmé, že lze spotovou úrokovou mı́ru považovat za výnos do
splatnosti podkladového dluhopisu. Pro cenu tohoto dluhopisu potom tedy plat́ı

eR(t,T )·(T−t)P (t, T ) = 1, (1.2.4)

z této rovnice lze vyjádřit cenu kontraktu v čase t,

P (t, T ) = e−R(t,T )·(T−t). (1.2.5)

Tento vztah tedy plat́ı pro spotovou úrokovou mı́ru R(t, T ) tak, jako by byla
po celou dobu konstantńı. Tuto spotovou sazbu lze také chápat jako intenzitu
úročeńı.

Nyńı uvažujme dobře funguj́ıćı trh, kde nedocháźı k arbitráži a existuje stejné
riziko při investováńı do dluhopis̊u a při spořeńı na bankovńım účtu. Z těchto
předpoklad̊u nutně muśı platit jistý vztah mezi bondy a okamžitou spotovou
úrokovou mı́rou. S využit́ım vztahu 1.2.5 a definice 1.2.2 lze potom cenu bez-
kupónového bondu uvažovat ve tvaru

P (t, T ) = e−
∫ T
t r(s)ds. (1.2.6)

Investice množstv́ı P (t, T ) v čase t tedy přináš́ı 1 jednotku v čase T . Pokud je

sazba r náhodná, potom také
∫ T
t
r(s)ds je náhodný a jelikož cena P (t, T ) je známá

v čase t, pak, jak jsme zmı́nili u definice 1.2.2, tento vztah plat́ı pouze
”
ve středńı

hodnotě“ (viz rovnice 1.2.8).
Pro propojeńı ekonomického konceptu oceňováńı finančńıch derivát̊u

založeného na absenci arbitráže a existenci matematické pravděpodobnostńı
mı́ry byl zaveden pojem ekvivalentńı martingalová mı́ra, jehož definici lze nalézt
v [2]. Tato ekvivalentńı pravděpodobnostńı mı́ra Q (ekvivalentńı k P - skutečná
pravděpodobnost) nám, zjednodušeně řečeno, garantuje, že proces P (t, T )/B(t)
je na prostoru (Ω,F ,Q) martingal ([5] s. 326-327).
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1.3. OBECNÝ JEDNO-FAKTOROVÝ MODEL

Z vlastnosti martingalu 1.1.1 a plyne:

E

{
1

B(T )
|Ft
}

= E

{
P (T, T )

B(T )
| Ft
}

=
P (t, T )

B(t)
, (1.2.7)

kde Ft označuje informaci o ceně bondu dostupnou do času t.
Jak bylo zmı́něno výše, cenu bondu lze považovat za očekávanou (středńı)

hodnotu diskontńıho faktoru definovaného v definici 1.2.2. Pro cenu P (t, T ) potom
tedy plat́ı

P (t, T ) = E

{
B(t)

B(T )
| Ft
}

= E
{
e−

∫ T
t rsds | Ft

}
. (1.2.8)

Tento vztah ukazuje, že na bondy lze nahĺıžet jako deriváty spotových úrokových
sazeb, což je v této teoretické části kĺıčové.

Z rovnic 1.2.7 a 1.2.8 lze vyjádřit martingal, pro který plat́ı

P (t, T )

B(t)
= E

{
e−

∫ T
0 rsds | Ft

}
. (1.2.9)

Jak je uvedeno v [5] (s. 327), pro martingal 1.2.9 existuje proces
X(t) =

∫ t
0
σ(s, T )dW ∗(s), kde W ∗(S) je Brown̊uv pohyb nad mı́rou Q a plat́ı

d

(
P (t, T )

B(t)

)
=

(
P (t, T )

B(t)

)
dX(t) = σ(t, T )

(
P (t, T )

B(t)

)
dW ∗(t), (1.2.10)

a jelikož dB(t)/B(t) = r(t)dt, dostáváme vztah

dP (t, T )

P (t, T )
= r(t)dt+ σ(t, T )dW ∗(t). (1.2.11)

Toto je rovnice pro oceňováńı bond̊u a jejich općı. Zpětnou změnou
pravděpodobnostńı mı́ry, která je detailně popsána v [5], lze dospět k podobné
rovnici, která již plat́ı nad pravděpodobnostńım prostorem (Ω,F ,P) a splňuje
tvar:

dP (t, T )

P (t, T )
= (r(t)− σ(t, T )q(t))dt+ σ(t, T )dW (t), (1.2.12)

kde −q(t) je odměna za podstupováńı rizika nad bezrizikovou úrokovou mı́ru.
Nejčastěji býva q(t) = q konstantńı [2].

Posledńı rovnice ukazuje na jednoznačný vztah mezi cenami dluhopis̊u a dy-
namikou úrokových sazeb.

1.3 Obecný jedno-faktorový model

Tato práce se zabývá jedno-faktorovými modely spotových úrokových sazeb
(z angl. one-factor short-rate models), kde jedno-faktorový zde znamená, že
cena bondu je dána pouze jednou úrokovou sazbou, v př́ıpadě dvou (či v́ıce)
úrokových sazeb nebo faktor̊u, ze kterých se úroková sazba skládá, mluv́ıme o v́ıce-
faktorových modelech. O dvou-faktorových modelech podrobně pojednává [2].
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1.3. OBECNÝ JEDNO-FAKTOROVÝ MODEL

Z předchoźı kapitoly vycháźı stochastické modely úrokových sazeb, které jsou
dány obecnými stochastickými diferenciálńımi rovnicemi. Předpokládejme tedy,
že vybrané modely lze zapsat v následuj́ıćım tvaru:

dr(t) = a(t)dt+ b(t)dW (t), (1.3.1)

kde W (t) je Wiener̊uv proces a a(t) a b(t) jsou předem známé funkce.
Pro jedno-faktorové modely potom plat́ı, že a(t) = a(r(t)) a b(t) = b(r(t)) [3].

Přehled vybraných model̊u s konkrétńımi funkcemi a(r(t)) a b(r(t)) je zobrazen
na konci následuj́ıćı kapitoly v tabulce 2.5.1.
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2 Představeńı model̊u

V této kapitole jsou představeny některé základńı jedno-faktorové modely spo-
tových úrokových sazeb, které byly vybrány pro zpracováńı analytické části. Celá
tato kapitola je zpracována předevš́ım z [2], pokud neńı uvedeno jinak. Zejména
v př́ıpadě vztah̊u pro středńı hodnoty a rozptyly daných model̊u je čerpáno z této
literatury.

2.1 Merton̊uv model

Model byl představen Robertem C. Mertonem (1973) a z vybraných model̊u
se jedná o nejstarš́ı. Merton̊uv model je popsán následuj́ıćı stochastickou dife-
renciálńı rovnićı:

dr(t) = µdt+ σdW (t), r(0) = r0, (2.1.1)

kde r(t) znač́ı hodnotu úrokové sazby v čase t ≥ 0, W (t) je Wiener̊uv proces
v čase t ≥ 0, σ ≥ 0 a µ jsou konstantńı parametry a r0 je počátečńı hodnota
úrokové sazby. Řešeńı této diferenciálńı rovnice pro r(t), jak je uvedeno v [5], je
ve tvaru

r(t) = r0 + µt+ σW (t). (2.1.2)

Při zanedbáńı volatilńı složky σdW (t) je řešeńım lineárńı funkce

r(t) = r0 + µt. (2.1.3)

Tento model tedy předpokládá, že ve středńı hodnotě bude hodnota úrokové
sazby r̊ust (resp. klesat) od hodnoty r0 lineárně s koeficientem µ. Tuto vlastnost
sazby z dlouhodobého hlediska zjevně nesplňuj́ı, nicméně při předpověd́ıch na
obdob́ı kratš́ı než jeden rok mohou sazby vykazovat trendový r̊ust, či pokles.

Z rovnice 2.1.3 pak zřejmě vyplývá vztah pro obecný tvar středńı hodnoty.
Vztah pro podmı́něný rozptyl již plyne z rovnice 2.1.2. Pro 0 ≤ s ≤ t dostáváme
tedy

E {r(t)|Fs} = r(s) + µ(t− s), (2.1.4)

V ar {r(t)|Fs} = σ2(t− s). (2.1.5)

Pro simulováńı vývoje úrokových sazeb je potřeba spojité rovnice převést na
diskrétńı tvar. Jelikož v některých př́ıpadech neumı́me řešit SDE obecně analy-
ticky a naopak chceme źıskat předpis pro jednotlivé možné scénáře, je použito,
podobně jako je tomu v [9], Eulerovské metody diskretizace SDE. Po této diskre-
tizaci tedy z rovnice 2.1.1 źıskáváme

rt = rt−∆ + µ∆ + σ
√

∆εt, (2.1.6)

kde ∆ je délka simulačńıho kroku (rt − rt−∆), standardně 1 den a εt ∼ N(0, 1).
Pro ukázku bylo vygenerováno 10 simulaćı úrokových sazeb pomoćı Merto-

nova modelu, viz obrázek 2.1.1. Simulace byly provedeny s parametry uvedenými
v tabulce 2.1.1.
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2.1. MERTONŮV MODEL

Parametry pro simulaci

µ 0.03
r0 0.045
σ 0.05
∆ 1
t ∈ {0, 1, . . . , 50}

Tabulka 2.1.1: Hodnoty parametr̊u pro simulaci Mertonovým modelem
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Graf simulace Mertonovým modelem

t
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Obrázek 2.1.1: Ukázka simulace úrokových sazeb Mertonovým modelem s pevně
zadanými parametry
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2.2. VAŠÍČKŮV MODEL

2.2 Vaš́ıčk̊uv model

Model Oldřicha Vaš́ıčka z roku 1977 je v literatuře, která se zabývá dyna-
mikou úrokových sazeb, velmi často představován a lze ho chápat jako jeden
z nejzákladněǰśıch model̊u. Diferenciálńı rovnice, jež popisuje Vaš́ıčk̊uv model,
má tvar

dr(t) = θ(µ− r(t))dt+ σdW (t), r(0) = r0, (2.2.1)

kde r0 je počátečńı hodnota úrokové sazby a θ, µ a σ jsou kladné konstantńı pa-
rametry. Při zanedbáńı volatilńı složky σdW (t) lze pomoćı separace proměnných
diferenciálńı rovnici vyřešit

dr(t)
dt

µ− r(t)
= θ∫ dr(t)

dt

µ− r(t)
dt =

∫
θdt

− ln[µ− r(t)] = θt+ c1

r(t) = µ+ c2e
−θt

r(0) = r0 ⇒ c2 = r0 − µ
r(t) = (r0 − µ)e−θt + µ. (2.2.2)

Jak je uvedeno v [2], pro 0 ≤ s ≤ t plat́ı

E{r(t)|Fs} = e−θ(t−s)(r(s)− µ) + µ, (2.2.3)

kde E{r(t)|Fs} znač́ı podmı́něnou středńı hodnotu modelu. Jelikož model popi-
suje chováńı úrokové sazby jako náhodné veličiny, má také sv̊uj vlastńı zákon
rozděleńı. Jak uvád́ı výše zmı́něný zdroj literatury, Vaš́ıčk̊uv model se ř́ıd́ı
rozděleńım normálńım podmı́něným znalost́ı Fs se středńı hodnotou 2.2.3 a roz-
ptylem, který je dán vztahem

V ar {r(t)|Fs} =
σ2

2θ

[
1− e−2θ(t−s)] . (2.2.4)

Důsledkem vztahu 2.2.3 je, že Vaš́ıčk̊uv model patř́ı mezi mean reverting mo-
dely v tom smyslu, že očekávaná hodnota úrokové sazby se bĺıž́ı konstantńı hod-
notě pro t jdoućı do nekonečna. θ je potom parametrem rychlosti návratu k této
středńı hodnotě µ.

Velkou nevýhodou Vaš́ıčkova modelu je, že pro každé t může r(t) nabýt
záporné hodnoty s kladnou pravděpodobnost́ı. Záporné úrokové sazby se však
v praxi standardně neuvažuj́ı, a tak mohou být výsledky Vaš́ıčkova modelu z to-
hoto hlediska nevhodné. Naproti tomu se často použ́ıvá d́ıky jeho výhodným
analytickým vlastnostem (r(t) má normálńı rozděleńı)[2].

Pro numerické simulace použijeme opět diskretizaci. Tentokrát tedy z rovnice
2.2.1 źıskáme

rt = rt−∆ + θ(µ− rt−∆)∆ + σ
√

∆εt, t = 1, 2, . . . (2.2.5)

Do tohoto vzorce již lze po odhadu parametr̊u snadno dosadit.
Podobně jako u Mertonova modelu je podle parametr̊u v tabulce 2.2.1 na

grafu 2.2.1 zobrazeno 10 realizaćı Vaš́ıčkova modelu.
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2.2. VAŠÍČKŮV MODEL

Parametry pro simulaci

µ 0.005
θ 0.08
r0 0.025
σ 0.0015
∆ 1
t ∈ {0, 1, . . . , 50}

Tabulka 2.2.1: Hodnoty parametr̊u pro simulaci Vaš́ıčkovým modelem
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Obrázek 2.2.1: Ukázka simulace úrokových sazeb Vaš́ıčkovým modelem s pevně
zadanými parametry
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2.3. COX-INGERSOLL-ROSSŮV MODEL (CIR)

2.3 Cox-Ingersoll-Ross̊uv model (CIR)

Je zřejmé, že zápornost úrokových sazeb u Vaš́ıčkova modelu je významnou
slabinou. Přestože v praktických simulaćıch může být pravděpodobnost nabyt́ı
záporné hodnoty malá (např. predikce na krátkou dobu nebo v př́ıpadě malé
volatility r(t)), navrhli Cox, Ingersoll and Ross v roce 1985 model s

”
odmocni-

nou“ u náhodné složky ve Vaš́ıčkově modelu. Tato modifikace Vaš́ıčkova modelu
zaručuje kladnost úrokových sazeb.

Diferenciálńı rovnice popisuj́ıćı CIR model je ve tvaru

dr(t) = θ(µ− r(t))dt+ σ
√
rtdW (t), r(0) = r0, (2.3.1)

kde r0, θ, µ a σ jsou kladné konstanty. Aby r(t) bylo vždy kladné, muśı být nav́ıc
splněna podmı́nka

2θµ > σ2.

Jak uvád́ı literatura [2], úrokové sazby modelované modelem CIR nemaj́ı charak-
ter normálńıho rozděleńı, jak tomu bylo v předchoźıch př́ıpadech, nýbrž necent-
rovaného χ2 rozděleńı. Jednotlivé histogramy generovaných hodnot lze nalézt na
obrázku 2.5.1.

Středńı hodnota a rozptyl podmı́něné filtraćı Fs jsou dle [2] dány vztahy

E {r(t)|Fs} = r(s)e−θ(t−s) + µ
(
1− e−θ(t−s)

)
, (2.3.2)

V ar {r(t)|Fs} = r(s)
σ2

θ

(
e−θ(t−s) − e−2θ(t−s))+ µ

σ2

2θ

(
1− e−θ(t−s)

)2
. (2.3.3)

Snadno lze nahlédnout, že je tato středńı hodnota shodná se středńı hodno-
tou Vaš́ıčkova modelu, to bude zřejmě mı́t za následek velmi podobné výsledky
při praktických simulaćıch. Rozd́ılný rozptyl se však projevuje ve tvaru pás̊u
spolehlivosti u numerických simulaćıch. Předpis pro diskrétńı aproximaci CIR
modelu je ve tvaru

rt = rt−∆ + θ(µ− rt−∆)∆ + σ
√

∆rt−∆εt, t = 1, 2, . . . (2.3.4)

Simulaci úrokových sazeb modelem CIR se zadanými parametry z tabulky 2.3.1
lze vidět na obrázku 2.3.1.

Parametry pro simulaci

µ 0.02
θ 0.075
r0 0.035
σ 0.005
∆ 1
t ∈ {0, 1, . . . , 50}

Tabulka 2.3.1: Hodnoty parametr̊u pro simulaci modelem CIR
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2.4. DOTHANŮV MODEL
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Obrázek 2.3.1: Ukázka simulace úrokových sazeb CIR modelem s pevně
zadanými parametry

2.4 Dothan̊uv model

Dothan̊uv model (1978) je, jak se uvád́ı v [2], jediným v literatuře uváděným
modelem s logaritmicko-normálńım rozděleńım, který lze analyticky vyřešit do
explicitńıch vzorc̊u při oceňováńı bezkupónových dluhopis̊u. Předpis stochastické
diferenciálńı rovnice pro Dothan̊uv model je ve tvaru

dr(t) = µr(t)dt+ σr(t)dW (t), r(0) = r0, (2.4.1)

kde µ je reálný konstantńı parametr, σ je kladný konstantńı parametr modelu
a r0 je opět počátečńı hodnota úrokové sazby.

Řešeńım rovnice 2.4.1, jak uvád́ı [2], je

r(t) = r(s) exp

{(
µ− 1

2
σ2

)
(t− s) + σ (W (t)−W (s))

}
, (2.4.2)

pro s ≤ t, a proto má r(t) podmı́něné Fs logaritmicko-normálńı rozděleńı se
středńı hodnotou a rozptylem danými

E {r(t)|Fs} = r(s)eµ(t−s), (2.4.3)

V ar {r(t)|Fs} = r2(s)e2µ(t−s)
(
eσ

2(t−s) − 1
)
. (2.4.4)

Vlastnost, že r(t) má lognormálńı rozděleńı zp̊usobuje, že úrokové sazby genero-
vané t́ımto předpisem jsou vždy kladné.
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2.4. DOTHANŮV MODEL

Pro simulace je použito následuj́ıćıho diskrétńıho tvaru:

rt = rt−∆ + µrt−∆∆ + σrt−∆

√
∆εt. (2.4.5)

Podobně jako u předchoźıch model̊u je uvedena tabulka 2.4.1 s parametry
a graf s ukázkovými simulacemi.

Parametry pro simulaci

µ 0.003
r0 0.035
σ 0.03
∆ 1
t ∈ {0, 1, . . . , 50}

Tabulka 2.4.1: Hodnoty parametr̊u pro simulaci Dothanovým modelem
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Obrázek 2.4.1: Ukázka simulace úrokových sazeb Dothanovým modelem s pevně
zadanými parametry
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2.5. VLASTNOSTI PŘEDSTAVENÝCH MODELŮ

2.5 Vlastnosti představených model̊u

V této podkapitole stručně shrneme základńı vlastnosti představených model̊u.
Při tom se zaměř́ıme předevš́ım na kladnost generovaných sazeb, proces návratu
ke středńı hodnotě a pravděpodobnostńı rozděleńı generovaných úrokových sa-
zeb. Všechny tyto vlastnosti shrnuje následuj́ıćı tabulka 2.5.1. Podobnou tabulku
s daľśımi modely lze nalézt v [3].

Na závěr je zobrazen obrázek s histogramy 2.5.1, které znázorňuj́ı rozděleńı
vygenerovaných úrokových sazeb v čase t = 100. Pro vytvořeńı histogramů bylo
každým modelem vygenerováno 1000 r̊uzných scénář̊u. Následně je histogram
proložen křivkou hustoty pravděpodobnosti dle daného rozděleńı.

Model a(r(t)) b(r(t)) r ∼ r > 0 Mean-Reverting

Merton (M) - 1973 µ σ N X X
Vaš́ıček (V) - 1977 θ(µ− r(t)) σ N X X

CIR (C) - 1985 θ(µ− r(t)) σ
√
r(t) NCχ2 X X

Dothan (D) - 1978 µr(t) σr(t) LN X X

Tabulka 2.5.1: Souhrn vlastnost́ı představených model̊u
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Obrázek 2.5.1: Ukázka histogramů pro simulačně generované scénáře proložené
hustotou daného rozděleńı (Merton–normálńı, Vaš́ıček–normálńı,

CIR–ch́ı-kvadrát, Dothan–lognormálńı)
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3 Praktická část

3.1 Představeńı dat

V této kapitole jsou představena reálná volně dostupná data, na kterých lze tes-
tovat vlastnosti vybraných model̊u. Součást́ı praktické části práce je dále také
použit́ı model̊u k predikci vybraných dat. Z volně dostupných časových řad
úrokových sazeb byly pro praktickou část vybrány časové řady PRIBOR a EU-
RIBOR. Veškerá data použitá v této kapitole jsou součást́ı př́ılohy.

3.1.1 PRIBOR

PRIBOR (Prague Interbank Offered Rate) je referenčńı hodnota úrokových sazeb
na trhu mezibankovńıch depozit, kterou poč́ıtá (fixuje) kalkulačńı agent pro Czech
Forex Club z kotaćı referenčńıch bank pro prodej depozit (offer) podle algoritmu
uvedeného v § 6 Pravidel.1

Pro testováńı a predikce byla použita právě data PRIBOR, jejichž historie je
volně př́ıstupná online společně se sazbami PRIBID. Stručně lze ř́ıci, že se hod-
noty těchto sazeb poč́ıtaj́ı z ceny, za kterou je referenčńı banka ochotna koupit -
PRIBID (resp. prodat - PRIBOR) od jiné referenčńı banky mezibankovńı depo-
zitum. Vzhledem k

”
úrokovým marž́ım“ jsou sazby PRIBOR zpravidla vyšš́ı než

PRIBID. Přesná charakteristika sazeb je součást́ı dokumentu [13].
Data maj́ı charakter časových řad s denńımi2 intervaly. Každý den jsou

zveřejňovány hodnoty úrokových měr pro r̊uzná data splatnosti. Sazby PRIBOR
a PRIBID jsou poč́ıtány pro splatnosti: 1 den (O/N - OverNight), 1, 2 týdny, 1,
2, 3, 6, 9 měśıc̊u a 1 rok.

Výše těchto úrokových sazeb však neńı d̊uležitá pouze pro bankovńı a finančńı
instituce. Fixing úrokových sazeb ovlivňuje také např́ıklad úrokové sazby hypoték.
V praxi jsou tak často úrokové mı́ry variabilńıch hypoték př́ımo vázány na hod-
noty sazeb PRIBOR (např. měśıčńıch).

Pro ověřeńı vlastnost́ı model̊u úrokových sazeb byla použita data za po-
sledńıch 8 let, od roku 2005 do roku 2012 včetně. Pro ilustraci jsou na obrázku
3.1.1 zobrazena data od roku 2000.

1Takto je vymezen pojem PRIBOR v úředńım sděleńı České národńı banky o vydáńı třet́ı
verze Pravidel pro referenčńı banky a výpočet (fixing) referenčńıch úrokových sazeb (PRIBID
a PRIBOR) viz [13].

2Denńım intervalem je myšlen 1 obchodńı den, kalendářńı rok je potom tvořen přibližně
250 obchodńımi dny.
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3.1. PŘEDSTAVENÍ DAT
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Obrázek 3.1.1: Historie vybraných úrokových měr PRIBOR 2000-2012

CZEONIA

Pouze pro úplnost zmı́ńıme, že daľśı časovou řadou úrokových sazeb, jenž
vyhlašuje ČNB jsou sazby CZEONIA. Prakticky se jedná o jiný výpočet denńıch
(O/N) sazeb na českém bankovńım trhu. Jak se uvád́ı v [10], CZEONIA (CZEch
OverNight Index Average) je vážený pr̊uměr úrokových sazeb všech nezajǐstěných
O/N depozit uložených referenčńımi bankami na mezibankovńım trhu. Váhami
jsou potom objemy depozit uložených r̊uznými referenčńımi bankami. Seznam
referenčńıch bank na českém trhu lze nalézt na [12].

Výše sazeb CZEONIA se obvykle pohybuje mezi sazbami PRIBOR a PRI-
BID pro jednodenńı splatnost, z tohoto d̊uvodu s těmito sazbami nebudeme dále
pracovat.

3.1.2 EURIBOR

Zkratka je odvozena z anglického Euro Interbank Offered Rate. Obdobně, jako
v předchoźım př́ıpadě, se jedná o referenčńı hodnoty úrokových sazeb vytvářených
na trhu mezibankovńıch depozit. Mezi banky, které se pod́ılej́ı na tvorbě sazeb
EURIBOR, patř́ı banky s největš́ımi objemy obchod̊u v eurozóně. Seznam těchto
bank lze nalézt na webu EURIBOR – European Banking Federation [16], kde lze
také nalézt kompletńı historii úrokových sazeb EURIBOR. Sazby EURIBOR jsou
vyhlašovány každý obchodńı den podobně jako PRIBOR, avšak ve splatnostech
od 7 dńı po 1 rok. Pro vzájemné srovnáńı českých a celoevropských denńıch sazeb
by bylo potřeba využ́ıt sazeb EONIA (Euro OverNight Index Average), na straně
evropské a již dř́ıve zmı́něných sazeb CZEONIA na straně české.
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3.2. KALIBRACE MODELŮ

Podobně jako na českém trhu jsou i evropské sazby ovlivňovány dlouho-
dobými postoji centrálńıch bank k úrokové politice. Odkazuje-li se na evropské
úrokové sazby, obvykle se odkazuje na tzv.

”
ECB refi rate“. Jedná se o kĺıčovou

sazbu ECB (Main refinancing operations), kterou si lze představit jako ekviva-
lent české 2T repo sazby. Historický vývoj

”
refi“ sazby lze nalézt na webových

stránkách ECB konkrétně [17]. Historie dat EURIBOR a EONIA je volně do-
stupná na webovém portálu Euribor-ebf [15]. Veškerá použitá data jsou součást́ı
př́ıloh. Na obrázku 3.1.2 jsou pro ilustraci zobrazena data od roku 1999.
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Obrázek 3.1.2: Historie vybraných úrokových měr EURIBOR 2000-2012

Existuje celá řada daľśıch úrokových sazeb, na kterých by se vybrané modely
mohly testovat. Vzhledem k velmi podobné dynamice časových řad bude testováńı
provedeno pouze na uvedených

”
českých“ a

”
evropských“ sazbách, které mohou

být pro českého investora nejsměrodatněǰśı. Mezi daľśı významné úrokové sazby
patř́ı také sazby LIBOR (London InterBank Offered Rate), jež se vyhlašuj́ı celkem
ve 150 r̊uzných variantách, a sice v 15 r̊uzných splatnostech pro 10 r̊uzných měn3.

3.2 Kalibrace model̊u

Aby bylo možné aplikovat modely na reálná data, je potřeba odhadnout neznámé
parametry tak, aby dynamika modelu

”
co nejpřesněji“ vystihovala dynamiku

daných dat. Předpokládejme tedy, že máme k dispozici n + 1 ekvidistantńıch
pozorováńı úrokových sazeb rt, t ∈ {0, 1, . . . , n}, a tedy rt− rt−∆ = ∆ = 1. Tento
předpoklad tedy neńı v rozporu s vybranými časovými řadami a krokem diskrétńı
simulace tak bude jeden obchodńı den. Hodnoceńı kvality jednotlivých model̊u
proběhne vybranými extrapolačńımi kritérii, které jsou podrobněji popsány v ka-
pitole 3.3.

3http://www.bbalibor.com/
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3.2. KALIBRACE MODELŮ

Parametry lze odhadovat r̊uznými metodami. Mezi nejčastěji použ́ıvané patř́ı
metoda maximálńı věrohodnosti, metoda nejmenš́ıch čtverc̊u nebo metoda mo-
ment̊u. Pro kalibraci model̊u v této práci je zvoleno kritérium ve smyslu metody
nejmenš́ıch čtverc̊u, tj. hledáme takové parametry daného modelu, se kterými se
model dopust́ı nejmenš́ı chyby měřené součtem kvadrát̊u odchylek. Vyjdeme-li
z obecně definovaného modelu v diskrétńım tvaru

rt − rt−∆ = µ(rt−∆, t−∆)∆t+ σ(rt−∆, t−∆)
√

∆εt, (3.2.1)

kde z úmluvy ∆ = 1. Funkci σ(rt−∆, t−∆) zde chápeme ve tvaru σ(rt−∆)·σ(t−∆),
přičemž σ(t − ∆) = σ(t − 1) je ve všech modelech konstantńı. Minimalizovat
chceme odchylky zp̊usobené volatilńı složkou, tedy

(µ̂) = arg min
µ

n∑
t=1

rt − rt−1 − µ(rt−1, t− 1)

σ(rt−1)︸ ︷︷ ︸
r′t


2

= arg min
µ

n∑
t=1

(σ(t− 1)εt)
2.

(3.2.2)
Parametr σ, který je ve všech představených modelech reálné č́ıslo, bu-

deme v praxi odhadovat jako výběrovou směrodatnou odchylku z vektoru
r = (r′1, r

′
2, . . . , r

′
n). Konkrétńı vzorce pro odhady parametr̊u σ jsou uvedeny

v podkapitole
”
Testováńı odhad̊u“ 3.2.5.

3.2.1 Kalibrace modelu Merton

Pro numerickou práci s modelem se využ́ıvá diskrétńı rovnice 2.1.6:

rt = rt−∆ + µ∆ + σ
√

∆εt.

Dle úmluvy ∆ voĺıme 1 a vyjádř́ıme volatilńı složku

rt − rt−1 − µ = σεt. (3.2.3)

Pro minimalizaci čtverc̊u odchylek využijeme symetrie εt ∼N(0,1), č́ımž
dostáváme

(µ̂) = arg min
µ

n∑
t=1

(rt − rt−1 − µ)2. (3.2.4)

Rovnici zderivujeme dle neznámého parametru µ

∂(µ̂)

∂µ
= −2

n∑
t=1

(rt − rt−1 − µ).

Polož́ıme-li derivaci rovnu nule

0 =
n∑
t=1

(rt − rt−1 − µ),

snadno dostáváme odhad parametru µ

µ̂ =

∑n
t=1 rt −

∑n
t=1 rt−1

n
=
rn − r0

n
. (3.2.5)

20



3.2. KALIBRACE MODELŮ

3.2.2 Kalibrace modelu Vaš́ıček

Při kalibraci modelu vyjdeme z diskrétńı rovnice 2.2.5 Vaš́ıčkova modelu:

rt = rt−∆ + θ(µ− rt−∆)∆ + σ
√

∆εt.

Po úpravě dostáváme
rt − (1− θ)rt−1 − µθ = σεt. (3.2.6)

Stejně jako v předchoźım př́ıpadě budeme minimalizovat čtverce odchylek, tedy
hledáme takové parametry θ a µ, aby chyba byla co nejmenš́ı

(µ̂, θ̂) = arg min
µ,θ

n∑
t=1

(rt − (1− θ)rt−1 − µθ)2. (3.2.7)

Pro zjednodušeńı provedeme v rovnici 3.2.7 jednoduchou substituci a źıskáme

(α̂, β̂) = arg min
α,β

n∑
t=1

(rt − αrt−1 − β)2. (3.2.8)

Zderivujeme podle α a β a parciálńı derivace polož́ıme rovny nule

∂

∂α
(α̂, β̂) = −2

n∑
t=1

((rt − αrt−1 − β)(rt−1)) = 0, (3.2.9)

∂

∂β
(α̂, β̂) = −2

n∑
t=1

(rt − αrt−1 − β) = 0. (3.2.10)

Roznásobeńım argument̊u obou sumaćı źıskáváme rovnice

n∑
t=1

(rtrt−1)− α
n∑
t=1

r2
t−1 − β

n∑
t=1

rt−1 = 0, (3.2.11)

n∑
t=1

rt − α
n∑
t=1

rt−1 − nβ = 0. (3.2.12)

Několika jednoduchými úpravami, které zde přeskoč́ıme, lze dopoč́ıtat odhady pro
α a β ve tvaru

α̂ =
n
∑n

t=1 (rtrt−1)−
∑n

t=1 rt−1 ·
∑n

t=1 rt

n
∑n

t=1 (rt−1)2 − (
∑n

t=1 rt−1)
2 , (3.2.13)

β̂ =

∑n
t=1 rt − α̂

∑n
t=1 rt−1

n
. (3.2.14)

Z těchto odhad̊u již lze snadno zpětnou substitućı, která byla provedena v rovnici
3.2.7, źıskat odhady p̊uvodńıch parametr̊u µ a θ. Pouze pro přehlednost využijeme
zápisu pomoćı již odhadnutého α

θ̂ = 1− α̂, (3.2.15)

µ̂ =
β

1− α̂
=

∑n
t=1 rt − α̂

∑n
t=1 rt−1

n(1− α̂)
. (3.2.16)
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3.2. KALIBRACE MODELŮ

3.2.3 Kalibrace modelu CIR

Stejně jako v předchoźıch př́ıpadech vycháźıme z p̊uvodńı rovnice 2.3.4:

rt = rt−∆ + θ(µ− rt−∆)∆ + σ
√

∆rt−∆εt.

Předchoźı rovnici uprav́ıme tak, abychom mohli minimalizovat kvadrát odchylek

rt − rt−1√
rt−1

=
µθ
√
rt−1

− θ√rt−1 + σεt. (3.2.17)

Minimalizovat budeme tedy výraz

(µ̂, θ̂) = arg min
µ,θ

n∑
t=1

(
rt − rt−1√

rt−1

− µθ
√
rt−1

+ θ
√
rt−1

)2

. (3.2.18)

Parciálńı derivace polož́ıme rovny nule

n∑
t=1

[(
rt − rt−1√

rt−1

− µθ
√
rt−1

+ θ
√
rt−1

)(
θ
√
rt−1

)]
= 0, (3.2.19)

n∑
t=1

[(
rt − rt−1√

rt−1

− µθ
√
rt−1

+ θ
√
rt−1

)(
√
rt−1 −

µ
√
rt−1

)]
= 0. (3.2.20)

Argumenty obou sum roznásob́ıme a sč́ıtance rozeṕı̌seme na samostatné sumy,
č́ımž dostáváme

n∑
t=1

rt − rt−1

rt−1

− µθ
n∑
t=1

1

rt−1

+ nθ = 0,

(rn − r0)− nµθ + θ
n∑
t=1

rt−1 − µ
n∑
t=1

rt − rt−1

rt−1

+ µ2θ
n∑
t=1

1

rt−1

− nµθ = 0.

Pokud z obou předchoźıch rovnic vyjádř́ıme θ, dostáváme jednu rovnici pro
neznámou µ ve tvaru

θ =
(rn − r0)− µ

∑n
t=1

rt−rt−1

rt−1

2µn−
∑n

t=1 rt−1 − µ2
∑n

t=1
1

rt−1

=

∑n
t=1

rt−rt−1

rt−1

µ
∑n

t=1
1

rt−1
− n

. (3.2.21)

Odhad µ̂ lze již źıskat základńımi úpravami, zde je uveden ve tvaru

µ̂ =
n
∑n

t=1 rt −
∑n

t=1 rt−1 ·
∑n

t=1
rt
rt−1

n2 − n
∑n

t=1
rt
rt−1

+ (rn − r0)
∑n

t=1
1

rt−1

, (3.2.22)

pokud tento vztah dosad́ıme za µ do pravé strany výrazu 3.2.21 lze źıskat odhad
parametru θ a to ve tvaru

θ̂ =
n2 − n

∑n
t=1

rt
rt−1

+ (rn − r0)
∑n

t=1
1

rt−1

n2 −
∑n

t=1
1

rt−1
·
∑n

t=1 rt−1

. (3.2.23)
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3.2. KALIBRACE MODELŮ

3.2.4 Kalibrace modelu Dothan

Stejně jako v předchoźıch př́ıpadech vyjdeme z diskrétńı aproximace 2.4.5

rt = rt−∆ + µrt−∆∆ + σrt−∆

√
∆εt,

kterou uprav́ıme vyjádřeńım volatilńı složky

rt − rt−1

rt−1

− µ = σεt. (3.2.24)

Odhad neznámé µ źıskáme minimalizaćı výrazu

µ̂ = arg min
µ

n∑
t=1

(
rt − rt−1

rt−1

− µ
)2

. (3.2.25)

Derivováńım a jednoduchými úpravami dostáváme odhad parametru µ ve tvaru

µ̂ =

∑n
t=1

rt−rt−1

rt−1

n
=

∑n
t=1

rt
rt−1
− n

n
. (3.2.26)

3.2.5 Testováńı odhad̊u

Tato závěrečná podkapitola shrnuje předevš́ım výstupy programů, jež empiricky
testuj́ı odhadováńı parametr̊u vybraných model̊u pomoćı spočtených odhad̊u na
simulačně generovaných datech. Pro každý model byla nasimulována jedna tra-
jektorie pro t = 100, přičemž odhad parametru proběhl v každé iteraci a následně
je zobrazen vývoj tohoto odhadu. Grafy, které zobrazuj́ı vývoj těchto odhad̊u,
jsou zobrazeny na obrázku 3.2.1.

Součást́ı testováńı je odhad parametru z jedné trajektorie pro velmi velké t.
Výsledek jedné realizace tohoto programu je zobrazen v tabulce 3.2.1.

Aplikace spočtených odhad̊u

Parametr Simulačńı Odhadnutý
Merton - µ 0.000100 0.000118
Merton - σ 0.050000 0.050055
Vaš́ıček - µ 0.020000 0.019968
Vaš́ıček - θ 0.075000 0.075068
Vaš́ıček - σ 0.001000 0.001024

CIR - µ 0.020000 0.020016
CIR - θ 0.075000 0.074509
CIR - σ 0.005000 0.004983

Dothan - µ 0.000050 0.000041
Dothan - σ 0.010000 0.009997

Tabulka 3.2.1: Výsledek programu pro odhadováńı parametr̊u ze simulovaných
dat pro t = 200000

Jak bylo zmı́něno v úvodu této kapitoly, σ̂ bude vždy poč́ıtán výběrovou
směrodatnou odchylkou tak, aby byl tento odhad ekvivalentńı s výběrovou
směrodatnou odchylkou z vektoru σεt pro všechna t. Odhady všech parametr̊u
σ jsou uvedeny v tabulce 3.2.2.
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3.2. KALIBRACE MODELŮ

Model Vzorec
Merton σ̂ = s (rt − rt−1 − µ) = s (rt − rt−1), pro t ∈ {1, 2 . . . , n}
Vaš́ıček σ̂ = s (rt − α̂rt−1 − β) = s(rt − α̂rt−1), pro t ∈ {1, 2, . . . , n}

CIR σ̂ = s
(
rt−rt−1√
rt−1
− µθ√

rt−1
+ θ
√
rt−1

)
, pro t ∈ {1, 2, . . . , n}

Dothan σ̂ = s
(
rt−rt−1

rt−1
− µ

)
= s

(
rt−rt−1

rt−1

)
, pro t ∈ {1, 2 . . . , n}

Tabulka 3.2.2: Vzorce pro odhad parametru sigma u jednotlivých model̊u, kde
funkce s znač́ı výběrovou směrodatnou odchylku
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Obrázek 3.2.1: Ukázka vývoje odhadu parametr̊u u jednotlivých model̊u na
simulačńıch datech
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3.3. KRITÉRIA KVALITY MODELŮ

3.3 Kritéria kvality model̊u

Jelikož ćılem praktických simulaćıch je predikovat referenčńı hodnoty úrokových
sazeb, byla pro posuzováńı kvality modelu použita extrapolačńı kritéria, a sice
pr̊uměrná kvadratická chyba MSE (Mean Squared Error) a pr̊uměrná absolutńı
chyba MAE (Mean Absolute Error). Daľśı kritéria a podrobněǰśı informace lze
nalézt v [7].

Pro zmı́něná kritéria potom plat́ı

MSE =
1

h

n+h∑
t=n+1

(rt − r̂t)2, MAE =
1

h

n+h∑
t=n+1

|rt − r̂t|, (3.3.1)

kde pro kalibraci model̊u použijeme data pro t = 0, 1, 2, . . . , n a pro ověřeńı
predikčńıch schopnost́ı modelu použijeme data pro t = n+ 1, n+ 2, . . . , n+ h.

3.4 Model konstantńı hodnoty

Pro komparaci kvality použitých model̊u slouž́ı takzvané naivńı modely. Existuje
řada r̊uzných naivńıch model̊u. S ohledem na to, že se úrokové sazby nevyznačuj́ı
dlouhodobým r̊ustem, či poklesem, byl zvolen model konstantńı hodnoty. Tento
model, jednoduše řečeno, vycháźı z předpokladu, že nejlepš́ı odhad budoućıch
hodnot je stejný jako hodnota současná. Matematicky zapsáno tedy

rt = rt−1 + εt, (3.4.1)

kde εt ∼ N(0, 1).

3.5 Výsledky modelováńı

Pro zpracováńı výsledk̊u modelováńı slouž́ı výstupy programů, které byly napsány
v programovém prostřed́ı MATLAB. Zdrojové kódy těchto programů jsou součást́ı
př́ıloh na CD. V této kapitole jsou představeny hlavńı poznatky a závěry, které
tyto programy přinesly.

3.5.1 Měśıčńı predikce PRIBOR

Jedńım z možných využit́ı stochastických model̊u úrokových sazeb je jejich využit́ı
pro predikci těchto sazeb. V této subsekci jsou shrnuty výsledky empirických mo-
delováńı měśıčńıch předpověd́ı na PRIBOR. Aby bylo možné predikovat úrokové
sazby

”
co nejpřesněji“ ve smyslu námi zvolených kritéríı, je potřeba zvolit časovou

řadu k predikci, vybrat nejvhodněǰśı model a k tomu odpov́ıdaj́ıćı historii časové
řady (tu budeme značit k – počet vybraných měśıc̊u), na které bude model
zkalibrován. K tomu poslouž́ı právě programy napsané v prostřed́ı MATLAB.
Na základě odhadnutých parametr̊u pak budou nasimulovány měśıčńı predikce
a spočtena chybová kritéria. Celkem bude provedeno 12 predikćı na datech z roku
2012, o kterých předpokládáme, že do okamžiku predikce nebyla známa.
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3.5. VÝSLEDKY MODELOVÁNÍ

Výběr časové řady PRIBOR

Nejprve je třeba zjistit obecnou chybovost model̊u na jednotlivých časových
řadách. Za t́ımto účelem byl napsán program Program01.m, jehož zjednodušený
pseudokód lze zapsat následuj́ıćım algoritmem:

1: NactiDataPribor 2005-2011

2: for casovaRadaPribor(i) do
3: counter=1;

4: for dataProKalibraci(k) = 1m:1m:24m do
5: for predpoved = 1:60 do
6: PredikujVsemiModely();

7: MAEModel(counter) = SpoctiMAE(); % Spočte chybu v dané předpovědi
8: MSEModel(counter) = SpoctiMSE();

9: counter=counter+1; % Poč́ıtá do hodnoty 24*60 = 1440
10: end for
11: end for
12: VypisSoucet(MAEModel); % MAEModel uchovava chyby z kazde z 60*24 iteraci
13: VypisSoucet(MSEModel);

14: end for

Výpisem tohoto programu jsou tedy chyby měřené oběma kritérii pro každý model
a každou řadu. Výstup tohoto programu lze vidět v tabulce 3.5.1.

Naměřené chyby pro časové řady

Řada Naivńı Merton Vaš́ıček CIR Dothan
PRIBOR MAE MSE MAE MSE MAE MSE MAE MSE MAE MSE

1 den 289.0 168.1 324.7 196.2 391.1 230.8 406.3 239.2 378.8 238.4
7 dńı 79.6 24.4 101.2 25.6 87.7 25.0 86.4 25.0 97.2 25.3
14 dńı 74.6 22.2 95.3 22.7 83.4 23.1 81.5 23.0 91.1 22.5
1 měśıc 83.2 20.0 98.3 20.3 89.3 21.1 87.6 21.2 92.9 19.9
2 měśıce 86.5 20.9 96.1 20.9 90.4 21.6 89.3 21.6 91.0 20.5
3 měśıce 93.7 21.2 96.0 21.3 95.5 21.9 94.8 21.9 91.6 21.1
6 měśıc̊u 87.5 19.9 93.9 20.6 90.5 20.5 89.3 20.4 90.7 20.4
9 měśıc̊u 89.3 21.1 98.0 22.2 93.3 22.0 92.2 21.8 95.0 22.0

1 rok 89.7 21.6 101.0 23.0 94.6 22.3 93.5 22.1 98.0 22.8

Tabulka 3.5.1: Součet pr̊uměrných chyb ze všech 1440 simulaćı. Měřeno na
datech 2007-2011 pro měśıčńı předpovědi a r̊uzné volby k

Z tabulky je patrné, že obecně největš́ı chybovosti se všechny modely dopoušt́ı
na časové řadě PRIBOR1d, která má patrně největš́ı volatilitu (viz obrázek 3.1.1).
Naopak nejnižš́ı hodnoty chybových kritéríı lze vidět u časových řad se splatnost́ı
7 a 14 dńı. U zbylých řad nejsou z tohoto hlediska zřejmě velké rozd́ıly.

Přestože v tabulce nabývá nejnižš́ıch chyb převážně naivńı model, lze predi-
kovat vybranými stochastickými modely lépe ve smyslu optimalizačńıho kritéria
MSE. Stochastické modely maj́ı totiž chyby r̊uzné v závislosti na tom, na jaké
historii dat byly parametry odhadnuty. Naivńı model je v̊uči tomuto postupu
nezávislý, protože predikuje vždy z posledńı známé hodnoty. K výběru op-
timálńıho modelu a počtu měśıc̊u k, které ke kalibraci využijeme, byl napsán
program Program02.m.

S ohledem na výsledky v tabulce 3.5.1 budou závěrečné predikce provedeny
na časových řadách PRIBOR1d, PRIBOR14d, jako zástupci časové řady s největš́ı
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a nejnižš́ı chybovost́ı a PRIBOR3m jako časová řada, kde nejlepš́ıch výsledk̊u
dosahuje Dothan̊uv model.

Volba optimálńıho modelu a k

Pomoćı programu Program02.m byly pro predikce zobrazeny chyby v závislosti
na počtu měśıc̊u k historických dat, zvolených ke kalibraci modelu. Pro ilustraci
viz obrázek 3.5.1. T́ım lze pro každou řadu źıskat nejvhodněǰśı model a optimálńı
k dat časové řady pro kalibraci tohoto modelu na měśıčńı predikci. Protože modely
byly kalibrovány ve smyslu minimalizace součtu kvadrát̊u odchylek, uvedeme dále
tabulku s nejvhodněǰśım modelem a k (ve smyslu MSE) pro predikci dané časové
řady.

Nejvhodněǰśı volba modelu a historie k dle programu - Program02

Řada Optimum MSE Řada Optimum MSE
PRIBOR Model k Model Naivńı PRIBOR Model k Model Naivńı

1 den C 4 0.0973 0.1167 7 dńı D 7 0.0160 0.0169
14 dńı D 7 0.0141 0.0154 1 měśıc D 7 0.0123 0.0139

2 měśıce D 7 0.0126 0.0145 3 měśıce D 6 0.0128 0.0148
6 měśıc̊u D 7 0.0128 0.0136 9 měśıc̊u C 8 0.0136 0.0147

1 rok C 8 0.0141 0.0150 - - - - -

Tabulka 3.5.2: Nejoptimálněǰśı volba modelu vzhledem k MSE, kde k znač́ı
počet měśıc̊u hist. dat pro kalibraci modelu a pro názvy model̊u jsou použity

zkratky M -Merton, V -Vaš́ıček, C -CIR, D-Dothan
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Obrázek 3.5.1: PRIBOR3m: závislost kritéríı na počtu měśıc̊u k, kde pro názvy
model̊u jsou použity zkratky M -Merton, V -Vaš́ıček, C -CIR, D-Dothan

a N -Naivńı

Ve všech př́ıpadech tedy vyb́ıráme takový počet měśıc̊u k, pro který pr̊uměrná
chyba MSE nabývá nejnižš́ı hodnoty. Po zhlédnut́ı výsledk̊u v tabulce 3.5.2 lze
soudit, že většinu časových řad úrokových sazeb nejlépe simuluje Dothan̊uv model
s kalibraćı na 7 měśıćıch historických pozorováńı. Pouze denńı úrokové sazby
predikuje nejlépe CIR model s historíı k = 4. Dále se v tabulce vyskytuje ještě
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dvakrát model CIR(k = 8). Z výsledk̊u také vyplývá, že každý model dosahuje
pro určité k lepš́ıch výsledk̊u nežli naivńı model.

Výsledky predikćı

Jak bylo uvedeno výše, pro daľśı práci vybereme jako zástupce časové řady PRI-
BOR1d, PRIBOR14d, a PRIBOR3m, pro které provedeme podrobné simulace
včetně pás̊u spolehlivosti na datech z roku 2012, která dosud nebyla použita. Pro
tyto simulace vybereme právě modely z tabulky 3.5.2. Celkem bude tedy nasimu-
lováno 36 detailńıch predikćı. Výsledky těchto predikćı jsou shrnuty v následuj́ıćı
tabulce 3.5.3.

Výsledky programu Program03.m
data

∑
MSEnaivni skóre MSE

∑
MSEmodel

1d 0.258 5:7 0.159
14d 0.064 5:7 0.054
3m 0.066 6:6 0.049

data
∑

MAEnaivni skóre MAE
∑

MAEmodel

1d 1.264 5:7 1.061
14d 0.479 7:5 0.443
3m 0.572 6:6 0.505

Tabulka 3.5.3: Výsledky simulaćı na datech PRIBOR 2012, kde skóre znač́ı
počty lepš́ıch predikćı pro naivńı model a vybraný stochastický model.∑

daného kritéria znač́ı součet chyb ve všech 12 predikćı.

Grafy výsledk̊u simulaćı úrokových sazeb vznikly pomoćı programu
Program03.m. Každá predikce vznikla vždy pr̊uběhem 10 000 simulaćı
a následným vytvořeńım pás̊u spolehlivosti. Pásy spolehlivosti byly vytvořeny
pro hodnoty 90 %, 70 %, 50 % a 30 %. Součást́ı grafu je také bodový odhad,
jako pr̊uměr všech simulaćı v jednotlivých časech t. Všechny grafy jsou součást́ı
př́ılohy. Pro ilustraci zde zobraźıme jednu konkrétńı předpověd’.
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Obrázek 3.5.2: Ukázka predikce PRIBOR3m 2012 Dothanovým modelem
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3.5.2 Měśıčńı predikce EURIBOR

Stejným zp̊usobem jako v předchoźı subsekci se pokuśıme vybrat vhodné modely
pro časové řady úrokových sazeb. V tomto př́ıpadě se jedná o časové řady EURI-
BOR. K dispozici máme 15 časových řad pro r̊uzné doby splatnosti. Vı́ce o těchto
datech bylo uvedeno v sekci 3.1.

Výběr časové řady

Opět pomoćı programu Program01.m spočteme chyby stejným zp̊usobem jako
u časových řad PRIBOR. Na základě těchto výsledk̊u vybereme opět tři časové
řady, se kterými budeme podrobněji pracovat.

Naměřené chyby všech simulaćı
∑1440

i=1 Xi

Řada Naivńı Merton Vaš́ıček CIR Dothan
PRIBOR MAE MSE MAE MSE MAE MSE MAE MSE MAE MSE
1 týden 138.4 47.5 156.9 47.4 148.5 49.3 142.8 48.0 144.7 45.5
2 týdny 127.7 42.2 142.8 41.6 138.0 44.1 132.5 42.5 131.2 39.4
3 týdny 123.4 41.1 137.4 40.1 131.8 42.0 127.4 41.3 125.5 37.6
1 měśıc 116.0 38.2 133.1 39.6 123.6 38.7 119.2 37.9 119.5 37.0
2 měśıce 108.1 33.1 119.6 32.2 111.9 33.6 108.2 33.2 104.7 29.3
3 měśıce 111.4 35.4 120.6 34.4 112.6 35.2 109.9 35.3 107.0 31.4
4 měśıce 108.7 34.4 117.5 33.4 109.1 34.1 106.5 34.2 104.2 30.4
5 měśıce 108.7 33.9 117.6 32.9 109.7 33.8 106.4 33.5 104.5 30.0
6 měśıce 108.9 33.7 117.5 32.8 110.2 33.8 107.0 33.4 104.8 30.0
7 měśıce 108.9 33.6 118.4 32.7 111.1 33.8 107.8 33.5 105.8 29.9
8 měśıce 109.5 33.6 119.5 32.8 112.2 33.9 109.5 33.8 107.0 30.0
9 měśıce 110.7 34.0 121.2 33.2 113.7 34.3 110.6 34.0 108.8 30.5
10 měśıce 112.3 34.2 123.4 33.5 115.9 34.7 113.3 34.6 111.1 30.9
11 měśıce 113.3 34.6 125.0 34.0 117.6 35.1 115.0 35.0 113.1 31.4

1 rok 115.1 35.1 126.9 34.7 119.2 35.6 116.7 35.6 115.3 32.1

Tabulka 3.5.4: Součet pr̊uměrných chyb z 1440 simulaćı. Měřeno na datech
2007-2011 Euribor.

Z výsledk̊u v tabulce lze soudit, že vybrané stochastické modely predikuj́ı
data EURIBOR sice s větš́ı chybou než data PRIBOR, ale maj́ı mnohem lepš́ı
výsledky v porovnáńı s naivńım modelem. Podobně jako v předchoźım př́ıpadě
zde Dothan̊uv model zjevně dosahuje nejlepš́ıch výsledk̊u. Mı́rně vyšš́ı hodnoty
lze vidět u prvńıch tř́ı časových řad se splatnost́ı 1-3 týdny a u posledńı

”
ročńı“

časové řady. Zbylé časové řady se lǐśı jen velmi málo. Pro podrobné simulace
budou tedy vybrány časové řady EURIBOR2t, EURIBOR6m a EURIBOR1r.

Volba optimálńıho modelu a k

Pomoćı výstup̊u programu Program02.m lze zobrazit výsledky do analogické ta-
bulky jako u dat PRIBOR. Dva vybrané grafy závislosti chyb MSE a MAE lze
vidět na obrázku 3.5.3. Podobné obrázky lze źıskat pro všechny časové řady a jsou
velmi podobné, čemuž nasvědčuj́ı výsledky v tabulce 3.5.5.
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Nejvhodněǰśı volba modelu a historie k dle programu - Program02

Řada Optimum MSE Řada Optimum MSE
EURIBOR Model k Model Naivńı EURIBOR Model k Model Naivńı

1 týden V 1 0.0241 0.0330 2 týdny V 1 0.0206 0.0293
3 týdny D 3 0.0219 0.0285 1 měśıc D 3 0.0216 0.0266
2 měśıce D 1 0.0121 0.0230 3 měśıce D 1 0.0131 0.0246
4 měśıce D 1 0.0117 0.0239 5 měśıc̊u D 1 0.0111 0.0235
6 měśıc̊u D 1 0.0113 0.0234 7 měśıc̊u D 1 0.0113 0.0234
8 měśıc̊u D 1 0.0115 0.0233 9 měśıc̊u D 1 0.0117 0.0236
10 měśıc̊u D 1 0.0120 0.0238 11 měśıc̊u D 1 0.0124 0.0240

1 rok D 1 0.0129 0.0244 - - - - -

Tabulka 3.5.5: Nejoptimálněǰśı volba ve smyslu MSE, kde k znač́ı počet měśıc̊u
hist. dat pro kalibraci modelu a pro názvy model̊u jsou použity zkratky

M -Merton, V -Vaš́ıček, C -CIR, D-Dothan
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Obrázek 3.5.3: EURIBOR6m: závislost kritéríı na počtu měśıc̊u k, kde pro
názvy model̊u jsou použity zkratky M -Merton, V -Vaš́ıček, C -CIR, D-Dothan

a N -Naivńı
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3.5. VÝSLEDKY MODELOVÁNÍ

Výsledky predikćı

S ohledem na předchoźı výsledky budou provedeny podrobné predikce, jak již
bylo zmı́něno, pro časové řady EURIBOR2t, EURIBOR6m a EURIBOR1r. Ana-
logicky k sazbám PRIBOR byla vypracována tabulka s výsledky 3.5.6.

Výsledky programu Program03.m
data

∑
MSEnaivni skóre MSE

∑
MSEmodel

2t 0.062 5:7 0.060
6m 0.081 2:10 0.039
1r 0.087 2:10 0.042

data
∑

MAEnaivni skóre MAE
∑

MAEmodel

2t 0.410 5:7 0.401
6m 0.704 2:10 0.391
1r 0.756 3:9 0.399

Tabulka 3.5.6: Výsledky simulaćı na datech EURIBOR 2012, kde skóre znač́ı
počty lepš́ıch predikćı pro naivńı model a vybraný stochastický model.∑

daného kritéria znač́ı součet chyb ve všech 12 predikćıch.

Ukázkový graf jedné konkrétńı predikce lze vidět na obrázku
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Obrázek 3.5.4: Ukázka predikce EURIBOR6m 2012 Dothanovým modelem

3.5.3 Shrnut́ı výsledk̊u

Z výsledk̊u modelováńı vyplývá, že vybrané modely mohou predikovat úrokové
sazby PRIBOR a EURIBOR, přičemž př́ılǐs volatilńı O/N sazby jako PRIBOR1d
nejsou pro tyto predikce vhodné, nebot’ se u nich modely dopoušt́ı př́ılǐs velkých
chyb a pásy spolehlivosti jsou již brzy velmi široké, to lze pozorovat na obrázku
v př́ıloze A.1.1. Dále z výsledk̊u vyplývá, že z vybraných časových řad lze
každou vybranými modely predikovat na obdob́ı jednoho měśıce tak, aby výsledné
predikce dosáhly lepš́ıch výsledk̊u než naivńı model. Lepš́ım výsledkem je zde
mı́něno, že model dosahuje nižš́ı hodnoty kritéria MSE. Během těchto predikćı
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3.5. VÝSLEDKY MODELOVÁNÍ

bylo zkoušeno predikovat úrokové sazby
”
očǐstěné“ o skoky zp̊usobené základńımi

úrokovými sazbami, které vyhlašuj́ı centrálńı banky, konkrétně diskontńı sazba
ČNB a analogicky deposit facility ECB. Tato transformace dat ovšem nevedla
k lepš́ım empirickým výsledk̊um.

Porovnáńım hodnot v tabulkách 3.5.1 a 3.5.4 je zřejmé, že vybraná kritéria
nabývaj́ı vyšš́ıch hodnot u dat EURIBOR. To znamená, že při predikci těchto
dat, se modely dopouštěly obecně vyšš́ı chybovosti a to včetně naivńıho modelu.
Př́ıčinou tohoto chováńı by mohla být vyšš́ı volatilita

”
evropských“ sazeb v po-

rovnáńı s ekvivalentńımi českými řadami.
Pomoćı programu Program02.m lze zjistit, že zat́ımco vybrané modely

překonávaj́ı naivńı model z hlediska MSE (pro které byly kalibrovány) velmi často,
jen zř́ıdkakdy překonávaj́ı naivńı model ve smyslu pr̊uměrné absolutńı odchylky
(MAE). Tento jev lze vidět např́ıklad také v tabulce 3.5.3, kdy stochastický model
předpověděl lépe 7 z 12 predikćı řady PRIBOR14d ve smyslu MSE, ale jen 5 z 12
ve smyslu MAE. Toto lze chápat tak, že stochastický model překonává naivńı mo-
del jen velmi slabě. Naproti tomu předpovědi pro časové řady EURIBOR zvládaj́ı
stochastické modely výrazně lépe než naivńı model, což lze pozorovat v tabulce
3.5.6, kde např́ıklad predikce EURIBOR6m dopadla po všech stránkách velmi
dobře.

Z hlediska dynamiky lze po zhlédnut́ı všech výsledk̊u ř́ıci, že modely CIR
a Vaš́ıček dosahuj́ı velmi podobných výsledk̊u a

”
zápornost“ Vaš́ıčkova modelu

neńı takovou nevýhodou, jak se dalo očekávat, nebot’ v praxi k tomuto jevu ne-
docháźı často. Nicméně pásy spolehlivosti jsou v tomto ohledu praktičtěǰśı právě
u modelu CIR, kde nenabudou záporných hodnot. Na druhé straně stoj́ı modely
Dothan a Merton, které maj́ı také podobné výsledky, avšak v tomto př́ıpadě jsou
výsledky Dothanova modelu téměř vždy lepš́ı než v př́ıpadě Mertonova modelu
(viz např. tabulka 3.5.4 nebo obrázek 3.5.3 ).
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Závěr

Ćılem této práce bylo představit, charakterizovat a následně použ́ıt stochastické
modely úrokových sazeb. Při zpracováńı byly vybrány čtyři modely, které lze
po prostudováńı př́ıslušné literatury považovat za základńı. Jmenovitě se jedná
o modely Merton, Vaš́ıček, Cox-Ingersoll-Ross a Dothan. Všechny tyto modely
spadaj́ı do kategorie jedno-faktorových short-rate model̊u. Z ukázkových simulaćı
jsou patrné některé základńı vlastnosti model̊u. Tyto simulace a souhrn vlastnost́ı
jsou provedeny v kapitole 2.

Modely byly popsány ve své spojité verzi tak, jak bývaj́ı běžně v literatuře
představovány. V simulaćıch a praktické práci se pak tyto spojité modely apro-
ximovaly diskrétńımi aproximacemi. Parametry těchto model̊u proto byly odha-
dovány př́ımo z diskrétńıch vzorc̊u, a aby byla zajǐstěna shodnost postup̊u, byly
všechny modely kalibrovány ve smyslu minimalizace součtu kvadrát̊u odchylek,
tedy obdobou metody nejmenš́ıch čtverc̊u.

Praktická část této práce se věnuje aplikaci zmı́něných model̊u na reálná data.
Pro tuto část byla vybrána historická data úrokových sazeb PRIBOR a EU-
RIBOR, která jsou v dostatečně dlouhé historii volně dostupná na webových
stránkách. Aby bylo možné otestovat chováńı těchto model̊u při aplikaci na reálná
data, byla za d́ılč́ı ćıl zvolena měśıčńı predikce těchto sazeb. Podrobné výsledky
těchto predikćı jsou popsány v subsekci 3.5.3 – Shrnut́ı výsledk̊u.

Závěrem lze tedy konstatovat, že tyto základńı stochastické modely úrokových
sazeb se s dostatečnou výpočetńı technikou daj́ı v praxi použ́ıt k predikci spo-
tových úrokových sazeb, avšak výsledky jsou přesvědčivé pouze v porovnáńı s na-
ivńım modelem konstantńı hodnoty. Bylo by zaj́ımavé, jak by tyto modely v tomto
př́ıpadě obstály oproti klasickým regresńım model̊um, nicméně dávaj́ı velmi realis-
tické trajektorie, čehož lze využ́ıt při oceňováńı finančńıch derivát̊u a modelováńı
cen bond̊u.
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[6] Prášková Z., Lachout P.: Základy náhodných proces̊u, Karolinum, Praha,
2001
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A Př́ılohy

A.1 Grafy predikćı PRIBOR 2012
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Obrázek A.1.1: Graf měśıčńıch predikćı modelem CIR pro data PRIBOR1d
2012, která v době predikce nejsou známa.
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Obrázek A.1.2: Graf měśıčńıch predikćı modelem Dothan pro data PRIBOR14d
2012, která v době predikce nejsou známa.
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A.2. GRAFY PREDIKCÍ EURIBOR 2012
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Obrázek A.1.3: Graf měśıčńıch predikćı modelem Dothan pro data PRIBOR3m
2012, která v době predikce nejsou známa.
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Obrázek A.2.1: Graf měśıčńıch predikćı modelem Vaš́ıček pro data EURIBOR1d
2012, která v době predikce nejsou známa.
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A.2. GRAFY PREDIKCÍ EURIBOR 2012
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Obrázek A.2.2: Graf měśıčńıch predikćı modelem Dothan pro data
EURIBOR6m 2012, která v době predikce nejsou známa.
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Obrázek A.2.3: Graf měśıčńıch predikćı modelem Dothan pro data PRIBOR1r
2012, která v době predikce nejsou známa.
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