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ABSTRAKT

Prace predstavuje moderni teorii portfolia, jeji historicky vyvoj, zabyva se prostorem riziko-
vynos a vztahem investort k riziku. Detailné je odvozen zakladni Markowitziv model
optimalni volby portfolia. Pribéh odvozovani je prubézné ilustrovan na modelovém piikladu.
Dale tato prace rozebird modifikace zdkladniho modelu a popisuje vybrané alternativni
modely a jejich vztah k zakladnimu modelu. V praktické ¢asti jsou Markowitziiv model,
Konno & Yamazaki model a Youngiv minimaxovy model aplikovany na soubor vybranych
aktiv z amerického akciového trhu. Kazdy model generuje mnozinu efektivnich portfolii pro
tf1 odliSnd jednoletd obdobi; jedna se o roky 2010, 2011 a 2012. Dosazené vysledky jsou
diskutovany a analyzovany s ohledem na konkrétni obdobi.

Klicova slova: teorie portfolia, Markowitziiv model, Konno a Yamazaki, Young,
minimaxovy model



ABSTRACT

This thesis starts with presenting Modern portfolio theory and its historical development.
Then it deals with risk-return space and investors’ risk aversion. Markowitz’s optimal
portfolio selection model is derived in detail with illustration on basic example. In addition,
some of Markowitz’s model modifications are mentioned and chosen alternative models are
introduced and described with an emphasis on the relation to Markowitz’s model. In the next
part of this work Markowitz’s model, Konno & Yamazaki model and Young’s minimax
model are applied to the selected set of assets from the U.S. stock market. Each model
generates efficient frontier for three different one-year periods; it concerns years 2010, 2011
and 2012. There is a discussion and comparative analysis of the obtained results at the end of
this thesis.

Key words: Modern portfolio theory, Markowitz’s optimal portfolio selection model, Konno
and Yamazaki, Young, minimax model



OBSAH

UIVOU.....ooooosseveeseseeessssssssssesssssssssssssssessssssssss s ssss s sss S5 88 RS8R RS RSRRS R SS R R SRS 1
1 TeOrie POItIOLia.... ... s s e s R s 2
1.1 Predstaveni moderni teorie portfolia ... 2
1.2 HISTOTICKY VYVO0] vttt sssssssss st ssssssssssssssssssssssssssssssssssassssssssssssnssssssssssssssasssasssanssanes 3
1.3 AKBIVA.c s 4
1.3.1 Hmotna a nehmotna aKEiVa ... ssssssesssenes 5
1.3.2  FiNANCI @RUIVA ...t ssss s sss s s ssssssssssssssssssans 5

1.4  Pouziti teorie portfolia a motivy vedouci k jeho sestavovani.............coovoncneernneennrenne. 6
1.5  ZpUsSObY SPravy POTOLHa. .......cccomiieieerreeseesisnesesssesssseessssssssssesssssesssssssssssesssssssssssssssssssessssssssssans 7

2  Modely optimalni VOIDY POTtfOlIa. ...ttt sssess s sssssess s sanas 7
2.1 ProStOr TIZIKO-VYIIOS ......oocieeeieceecseesseesssssssessssesssssssssesssssssssssssessssessssssssssssssssssssessssessssssssssssanes 7
2.1.1 Princip dominance aKEtiVv ... s ssssssssssssssssssssans 8
2.1.2 INVestoriv VZtah K FiZIKU........csssssssssssssssssssssssssssssssessssssssssssssssssesess 9

2.2  Zakladni Markowitziv Model, 1952.......... s ssssssssssssssssssssssssssssssssesens 11
2.2.1 Sestaveni optimalizacniho problému ... 11
2.2.2 Metoda Lagrangeovych multipliKAtOI T ........ooccceeereenmeeereessnseesssnsesssesssssessssesessns 17
2.2.3 Optimalizace nevazana na poZadovanou VYNOSNOSE .........ccoueeeesssnesssessseeens 18
2.24 Nalezeni optimalniho portfolia sloZzeného z n rizikovych aktiv ............cce.e. 19
2.2.5  Grafické znazornéni v prostoru riziKo-vynos............n. 22

2.3  Obmény zaKkladniho MOAElU............. s b ssseeens 24
2.3.1  Podminky nezapornosti vah a dalsi linearni omezeni...........ccccooeonennreneeerecnecnnn. 24
2.3.2 Investice do bezrizikového aktiva, model CML ... 24

2.4 AIternativii MOAELY......... ettt es bbb s st 28
241 ROY, 1952 ... ss st s s s bR 28
2.4.2 Konno & YamazakKi, 1991 ...ttt esss s s sesssssssssessssessnens 32
2.4.3 YOUNG, TO08.......r s 33
2.4.4  Maximalizace stredniho UZIitKU ... sssssssssssssssssans 34

3  Aplikace modelll NA reAINA data........cccoeenrennreseeeses s ssssssssssssssssesssesssans 35
3.1 VSTUPI QA oottt bbb s b b bbb bt 35
3.2 RESENT MOUMEI .....oovoveeeeeeeceeeeeeoesssssssessssssesessss s ssssssssssssssssssesss s sssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssseen 37
3.3 DISKUZE VYSIEAKI ......ccoreeurerrerressesssessseessssssssssssssssssssssessssssssssssssssssssesssssssssssssssssssssssssssssssssssssssasees 38
/- PP 44



SEZNAM OBRAZKU

Obrazek 1: Rzné typy Korelace mezi dVEMa aKEIVY .....oooeennrenmeemreseessssssssinssessesssssssssssssssssssssssssssssssessans 3
Obrazek 2: ProStor MZIKO-VINOS ..iecereereeseeseessessesssesssssssseessesssssss s sssssssss s ssssssssssssss s ssss s sssssesassssssas 8
Obrazek 3: DOmMINANCE aKLIV .. sssssssssssssssssseses 8
Obrazek 4: AVerze VUCH TZIKU ... ssssssssssssssssseses 9
ODbrazek 5: UZItKOVA fUNKCE ..couveeeceeceeeceseesseerseesees s sensssss s seesssessssssseessesssssssssssssssssssssssssesssesssessssssssesssessaees 10
Obrazek 6: Vrstevnice uzitkové funkce (indiferencni KFivKy) ..oooceneeeeeneeeseesseesseessesssensnees 10
Obrazek 7: MnoZina pripustnych POrtfolil ... ssesss s sesans 13
Obrazek 8: Ukazka moznych kombinaci dvou aktiv v zavislosti na Korelaci .....oonenennernnesneennenns 13
Obrazek 9: Markowitzovo optimalni POrtfolio ... 14
Obrazek 10: Funkce rizika pro data z PFKIAAU 2.1 ... eeereereereereerseesssesnssessessessssssssssssesssssssessssssessnes 16
Obrazek 11: Funkce rizika pro data z Prikladu 2.1 a omezujici podminky .......ccccoeereereeeneeenneeseennens 16
Obrazek 12: Vrstevnice funkce rizika pro data z Prikladu 2.1 a omezujici podminky ........cccoceveeenee 17
Obrazek 13: MnoZzina hranicnich POrtfolil..... s 23
Obrazek 14: Eficientni NIaniCe ... sesssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssans 24
Obrazek 15: Capital MarKet LINE .....oeeeeeerreeseesseesseeeseesseesesssesssesssesssesssessssssssssssssssessssssssesssesssesssssssesssessanes 27
Obrazek 16: Sharpeho Mira POIrtfolia ... e ssesssesssessssssssssssesssees 28
Obrazek 17: ROYUV MOAE] POTIOLia.....iuueeeeerierieereceseeeseeseessesssessssssssesssesssessssssssssssssssssssssssssssassssssssssssssssssssnes 30
Obrazek 18: MarKOWItZ VS. ROV ...iieieneeinneeseessecssessssesssssss st sssssssasssssssssssssssssssassssssssssssassssssssssssssssssssees 31
Obrazek 19: Markowitz vs. ROY — detail ...ttt sssessssssssssssesssss s sassssnens 32
Obrazek 20: Maximalizace Stredniho UZItKU ... sseesssssessens 35
Obrazek 21: PoruSovani normality VSTUPNICH dat.....oeeeneernmeereesseesseerseeesesssessseesssesseesseesseesssesssesssessees 37
Obrazek 22: Mnoziny hranicnich portfolif...... e sssees s sssssess 38
Obrazek 23: Pribéh investice a denNni VYNOSNIOSt. ... eerreenreenneeseesseesseessssssssssssssssssssssssssssssssssssssssessssssees 40
Obrazek 24: Porovnani dennich vynosnosti s normalnim rozde€lenim ... 41
Obrazek 25: PoZadovana vs. SKULECNA VYNIOSNIOST ..c..euurereseeseersersseesseesseessessesssssssssssesssesssessssssssssssessssssanes 42

I1



SEZNAM TABULEK

Tabulka 1: VYSIEAKY — 2010 ssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssassssssanes 38
Tabulka 2: VYSIEAKY — 2011 ....ceieeeeereerreesseesseesseeeseessessessseessesssessseessessssssssssssssssessssssssesssesssesssssssssssssssssssssssssessseess 39
Tabulka 3: VYSIEAKY — 201 2.....oceeeereerreesseesseesseeeseesessessssessesssessseessessssssssssssssssessssssssesssesssesssessssssssssssassssssssesssesss 39
Tabulka 4: SOUNINNE VYSIEAKY = 20710 ...cuieeeriereereeseereceseeseesssesee e sssessssssesssssss s sssssessssssssssssssssssssssssssssanes 41
Tabulka 5: SOUNINNE VYSIEAKY = 2011 ... ssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssanes 41
Tabulka 6: SOUNINNE VYSIEAKY = 2012 ...ucrrercrssiseinssnssssssssssss s sssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssanes 42

II1



Uvop

Je tomu jiz vice nez pil stoleti, co jeden student ekonomie Chicagské univerzity hledal téma
pro svoji dizertacni praci. Jeho konzultant mu doporucil vénovat se analyze akciového trhu.
Harry Markowitz tuto radu pfijal a na zéklad€¢ svoji prace vytvofil teorii, kterd se stala
zakladem finan¢éni ekonomie, znamenala revoluci v investovani a zafala byt vyuZzivana
investory po celém svété. Markowitzova teorie vybéru portfolia se stala jednim z pilifa
finan¢ni teorie, prinesla prostor pro dalsi rozvoj této problematiky v prib&hu dvacatého stoleti
a zustava tak aktualni i v modernim finan¢nim svété stoleti jednadvacatého.

Tato prace se snazi ptiblizit vyvoj moderni teorie portfolia, od jejich kofent az po nékteré
moderné&j$i ptistupy. Klade si za cil pfedstavit rizné ptistupy k nalezeni optimalniho portfolia
a poukézat na to, co maji spolecného a ¢im se lisi, nastinit mozné vyhody a nevyhody, které
z téchto odliSnosti mohou plynout a aplikovat modely na realnych datech.

Prace zacina pfedstavenim teorie investi¢ni hodnoty, teorie, kterd vladla akciovému trhu pred
Harrym Markowitzem a tedy i teorie, kterd Markowitze v pocatku jeho prace ovliviiovala.
V tvodu také budou zminény riizné typy aktiv, motivace k sestavovani portfolia a metody
jeho spravy. Poté si predstavime prostor riziko-vynos a investortiv vztah k riziku popsany
uzitkovou funkci na tomto prostoru. V ndsledujici ¢asti je predstaven Markowitziiv model
optimalni volby portfolia a nékteré jeho obmény. Dal§i tsek se vénuje vybranym
alternativnim modeliim. Roytv model portfolia byl publikovan ve stejné dobé¢ jako model
Markowitzliv a pfinasi na danou problematiku novy uhel pohledu. Pfesto lze najit mnohé
analogie, na kter¢ se tato prace pokousi poukazat. Cilem je i predstavit nékteré¢ modernéjsi
modely, jako naptiklad model vytvofeny Hiroshi Konnem a Hiroaki Yamazakim, nebo
Youngiv minimaxovy model. Oba tyto piistupy pfinaseji odliSny zpusob méfeni rizika.
Seznam alternativnich modelli potom uzavird piistup maximalizace uzitku individudlniho
investora. V nasledujici kapitole jsou nékteré z vyse uvedenych modeld aplikovany na realna
data. Zavér se poté veénuje diskuzi vysledki, které jednotlivé modely piinesly, jejich
porovnani a zhodnoceni.

Spolecnost, lisici se individualnim chapanim rizika se bude, a méla by se, liSit tim, co je brano
jako optimalni. Tak, jako situace tisice trosecnikii na podobnych ostrovech, s podobnymi
znalostmi, technologiemi a zdroji, kterd vyusti v tisic mozna podobnych, ale pfi blizSim
pohledu vzdy zcela individualnich a jedine¢nych feSeni, bude i1 kazdé portfolio jedinecné a
bude zcela odpovidat individualnim preferencim konkrétniho investora.



1 TEORIE PORTFOLIA

Slovo portfolio pochazi zitalStiny a znamena plivodné desky na spisy nebo listiny.
V ekonomii ¢i finanéni matematice pojem portfolio odkazuje na libovolny soubor finan¢nich
aktiv jako napfiiklad akcii, dluhopisti nebo i penéz v hotovosti. Portfolio mize byt v majetku
individualniho investora nebo spravovano investi¢nimi fondy, bankami a jinymi finan¢nimi
institucemi. Jinak Ize fici, ze portfolio je soubor investic, ktery investor vytvaii se zamérem
maximalizace zisku pfi soucasné snaze o minimalizaci rizika diverzifikaci portfolia mezi vétsi
pocet aktiv. Konstrukce portfolia je tak hledanim optimalniho kompromisu mezi touhou po co
nejvyss$im vynosu a snahou minimalizovat mozna rizika. [1],[4]

1.1 PREDSTAVENi MODERNI TEORIE PORTFOLIA

Moderni teorie portfolia (modern portfolio theory, MPT) je teorie pokousejici se nalézt
minimalni vysi rizika pfi daném vynosu, nebo ekvivalentné maximalizovat zisk pro danou
uroven rizika prostiednictvim optimalni volby podila jednotlivych aktiv. Teorie portfolia je
Siroce vyuzivana ve finan¢ni praxi a panové Harry Markowitz, Merton Miller a William
Sharpe, ktefi stali u jejiho zrodu, byli v roce 1990 ocenéni Cenou Svédské narodni banky za
rozvoj ekonomické védy na pamatku Alfreda Nobela, bézn¢ oznaCovanou jen jako Nobelova
cena za ekonomii. Ocenéni byli za ,,priikopnickou praci v oblasti ekonomie, financi a financi
korporaci®. [3]

MPT je matematicka formulace pojmu diverzifikace v investovani s cilem vybrat takovou
kombinaci aktiv, kterd mé niZsi riziko nez jednotliva aktiva individualng. Toto je mozné diky
tomu, Ze rizna aktiva mohou reagovat na zmény trhu opacné — jedno rustem ceny a druhé
naopak poklesem. Podstatné ovSem je, ze diverzifikace snizuje riziko nejen v piipadé, kdy
mezi vyvojem cen aktiv existuje zaporna korelace, ale i v ptipadé, kdy je korelace kladna. [3]

Vice matematicky feCeno MPT chape vynos aktiva jako normalné rozdélenou nahodnou
proménnou, definuje riziko jako smérodatnou odchylku z této proménné a modeluje portfolio
jako vazenou kombinaci aktiv tak, zZe kone¢nd vynosnost portfolia je vdzenou kombinaci
vynosti jednotlivych aktiv. Kombinaci riznych aktiv, jejichz vynosy nejsou absolutné
korelované, dokaze MPT za splnéni jistych ptredpokladt redukovat vysledny rozptyl
vynosnosti portfolia a tak sniZzovat riziko plynouci z investovani.

Ozna¢me si hodnotu korelaéniho koeficientu p. Korela¢ni koeficient ma nékteré casto
vyuzivané vlastnosti:

e —1<p<1

e Je-li hodnota p blizka 1, pak se miry zisku aktiv chovaji velmi podobné v tom smyslu,
ze pokud roste jedna z nich, pak roste i druha a naopak (¢im je hodnota p blize 1, tim
je tato zavislost vétsi, pticemz p = 1 signalizuje dokonce deterministickou linearni
zavislost mezi dvéma aktivy s kladnou smérnici.

e Je-li hodnota p blizka —1, pak se miry zisku aktiv chovaji opacné v tom smyslu, Ze
pokud roste jedna z nich, pak druha klesa a naopak (¢im je hodnota p blize —1, tim je
tato zavislost vétsi, pficemz p = —1 signalizuje dokonce deterministickou linearni
zavislost mezi dvéma aktivy se zdpornou smérnici.
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e Je-li hodnota p blizko 0, pak se miry zisku aktiv chovaji navzajem nezavisle.

[1]

llustrujme si nékteré piiklady nésledujicimi diagramy. Na 0se x jsou obchodni dny na burze a
na ose y denni vynos aktiva v procentech.

OBRAZEK 1: RUZNE TYPY KORELACE MEZI DVEMA AKTIVY
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Zdroj: viastni zpracovani

1.2 HISTORICKY VYVO]

Markowitzova analyza se snazi maximalizovat zisk pii dané urovni rizika, anebo naopak
minimalizovat riziko pti dané urovni ziskovosti. Pfed Harry Markowitzem byly investice sice
spojeny s vynosem, nikoliv ale s rizikem. John Burr Williams ve své stézejnim dile The
Theory of Investment Value (1938), ktera ovlivnila Markowitze v jeho budouci praci, stanovil
tzv. investi¢ni hodnotu (investment value). Tato investi¢ni hodnota byla definovana jako
soucasna hodnota budoucich dividend nebo budoucich kupont a jistin. Jeji prakticky vyznam
spocival v tom, Ze pro kazdého investora méla predstavovat néco jako kritickou hodnotu, nad
niz nemuze jit pii nakupu ¢i drzeni, aniz by zvysil hrozbu finan¢ni ztraty. Pokud nékdo koupi
aktivum za cenu niZ$i nez je investi¢ni hodnota, nemél by nikdy ztratit a to dokonce ani tehdy,
pokud by jeho cena v budoucnu klesla, protoze pofad muze aktivum drzet kvili budoucim
piijmim z dividend a kupont, jejichz hodnota je vétsi, nez byla cena, za kterou aktivum
poridil. Ale pokud by investor nakoupil za cenu, ktera prevySuje investi¢ni hodnotu, pak jeho
jedina Sance, jak se vyvarovat ztraty v piipadé poklesu trzni hodnoty, je prodat aktivum
nékomu, kdo musi pfijmout ztratu ve formé nedostate¢ného piijmu. [2]

Nyni se zaméfme na praci J. B. Williamse. Pro cenné papiry Williams urcil soucasnou
hodnotu budoucich dividend:
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kde V, je investi¢ni hodnota na pocatku, d, dividenda v roce t a i irokova mira pozadovana
investorem. Williams tak nasel soucasnou hodnotu dividend, ale nikoliv ziskd, protoze zisky
nevyplacené jako dividendy by mély byt uspé$né reinvestovany tak, Ze budou produkovat
budouci dividendy. V pfipadé, Ze se tak nestane, dojde Kk penézni ztraté; zisk je prostiedkem
k zajisténi dividend. [2]

Podle Williamse je tedy hodnota aktiva piesné rovna sou¢asné hodnoté budoucich dividend.
Tvrdil, Ze soucasné zisky, finanéni kondice a ekonomicky vyhled pouze asistuje kupujicim a
prodavajicim odhadovat budouci dividendy, a také Ze firmy by mély urcité procento ziska
reinvestovat zpét do firmy pro udrzeni konkurenceschopnosti a tedy i schopnosti vyplacet
dostate¢né vysoké dividendy. [2]

Ackoliv Markowitz uznavé vliv Williamse na jeho pocatecni pohled na bézna aktiva,
uvédomoval si, ze investor musi byt né¢jak kompenzovan za podstupovani rizika. Fakt, ze by
mélo existovat pfimé propojeni mezi rizikovosti aktiva a jeho mirou ziskovosti, se zda byt
pomérné intuitivni. Jak jiz bylo feCeno, zajima nas zabezpeCeni co nejvyssiho mozného
vynosu na dané trovni rizikovosti, nebo dosazeni minimalni urovné rizika na urcité hladiné
vynosnosti. Takovyto koncept postaveny na bazi riziko-vynos pifesné spliiuje mnozina
efektivnich portfolii v Markowitzové smyslu. Harry Markowitz publikoval svoji teorii
v odborném casopise Journal of Finance ve ¢lanku s nazvem Portfolio Selection v roce 1952
a ve stejnojmenné knize z roku 1959 a stal se tak zakladatelem moderni teorie portfolia, ktera
znamenala dulezity pokrok v matematickém modelovani financi. Tato piivodni Markowitzova
verze se pak stala zdkladem pro dals§i rozvoj a modifikace zédkladniho modelu v prubéhu
nasledujicich let. [2],[3]

1.3 AKTIVA
JelikoZz portfolio je slozeno z aktiv, uvedeme stru¢ny piehled zakladnich typi aktiv a zminime
jejich mozné vyuziti z hlediska tvorby portfolii.

Aktivum muze byt cokoliv, co je pfedmétem vlastnictvi jako naptiklad cenné papiry,
nemovitosti nebo movity majetek. Aktiva ¢lenime nasledovné:

e Hmotna aktiva (movity majetek, nemovitosti, komodity...).
e Nehmotna aktiva (know-how, software...).

vvvvvv

V jedné z nasledujicich podkapitol rozebrany podrobné;ji.

[19]



1.3.1 HMOTNA A NEHMOTNA AKTIVA

Teorie portfolia se hmotnymi a nehmotnymi aktivy pfili§ nezabyvad. Problémem je
nehomogenita téchto aktiv. Mohou se velmi lisit naptiklad podobou, zpracovanim ¢i lokaci a
nejsou tedy vhodna pro obchodovani ,,ve velkém™ na burzach. Tento typ majetku je vSak
Casto vyuzivan se spekulacnimi ucely (oc¢ekdvany rust ceny bytl ¢i starozitnosti, ocekdvané
vynosy z prondjmu apod.) nebo za Ucelem zajiSténi (ochrana pted inflaci, zastava za Gvér
apod.). Zvlastni postaveni vSak hraji komodity. Komodity pfedstavuji zbozi obchodované na
trhu bez rozdilt v kvalité. Jde o homogenni produkty, které 1ze obchodovat za jednotnou cenu
na globalnich trzich. Jedna se zejména o trhy s rliznymi surovinami (ropa, zlato, stiibro,
uran...), ¢i zemédélskymi produkty (kukufice, pSenice, kava...). [3], [19]

1.3.2 FINANCNI AKTIVA
Financ¢ni aktiva maji v teorii portfolia dominantni postaveni. Finan¢ni aktiva délime na:

a) Hotovost a depozita

e Hotovost — udrzovat vétsi mnozstvi hotovostnich penéz v portfoliu neni obvyklé a
vzhledem K inflaci také neefektivni.

o Depozita — n€kdy je dulezit¢é mit dostatek dostupnych finanénich prostiedkii na
béznych nebo terminovanych uctech pro zajisténi likvidity portfolia (napi. v nékterych
podilovych fondech apod.).

b) Majetkové cenné papiry

e Akcie — jde 0 cenny papir, kterym emitent (vydava akcie) umoznuje akcionafi (kupuje
akcie) podilet se na fizeni a také zisku spole¢nosti (vétsinou formou dividend).
RozliSujeme akcie:
= Kmenové — standartni akcie emitované pro ziskani nebo zvySeni zékladniho

kapitalu firmy.
= Prioritni — zajist'uji akcionafi pfednostni vyplatu dividend.
= Urokové — pfinaseji majiteli pevny trok.

e Ucast — jedna se o cenny papir, ktery majiteli pfinasi pravo podilet se na vytvofeném
zisku. Oproti akcii zde chybi pravo podilet se na fizeni firmy. Tyto cenné papiry
emituji vétsSinou firmy, které podle zdkona nemohou emitovat akcie.

e Podilové listy — tyto cenné papiry zajiStuji majiteli podil v instituci kolektivniho
investovani (podilové fondy apod.).

c) Dluhové cenné papiry

e Smeénka — listina, kterd obsahuje zdkonem vymezené nalezitosti a jejimu majiteli z ni
vyplyva pravo na proplaceni penézni pohledavky.

e Obligace (dluhopis, bond) — cenny papir, jehoz vystavovatel se zavazuje vyplatit
mayjiteli dluhopisu dluznou nominélni ¢astku a vyplacet vynosy tohoto cenného papiru
k pevné stanovenému datu napt. formou kuponi. Obligace mohou byt vydavany
statem, podnikem, bankou nebo orgdnem statni spravy.

e Zastavni (hypotecni) list — obligace, u které je splaceni zavazkl zabezpeceno
hypotecné jisténymi pohledavkami.

e Depozitni certifikaty — jedna se o kratkodobé obchodovatelné cenné papiry, které
vydavaji banky vyménou za terminované vklady.
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e Pokladni¢ni poukazky — cenné papiry slouzici ke kryti deficitu statniho rozpoctu. Ve
srovnani s jinymi cennymi papiry maji nejvetsi likviditu. Kalkulace zisku spojeného
s koupi poukazky je témér bez rizika, nebot’ splatnost je garantovana statem a kratka
doba splatnosti redukuje vliv inflace a zmén urokovych sazeb. Vzhledem K vyse
uvedenému jsou pokladni¢ni poukazky vhodné k odhadim bezrizikové urokové miry.
d) Narokové cenné papiry
e Pojistnd smlouva — smlouva uzaviena mezi subjekty, kdy jeden subjekt je opravnén
pozadovat plnéni od jiného subjektu za predpokladu, ze nastane smlouvou blize
specifikovana udalost.
e Terminované kontrakty — jedna se zejména o smlouvy nasledujicich typt:
= Forwardy — jde o individualné sjednané terminované obchody na budouci nakup ¢i
prodej zbozi. Portfolia jsou Casto vdzana terminovanymi smlouvami, které chrani
portfolio pied neptedvidatelnymi udélostmi, jako jsou napf. zmény meénového

kurzu apod.
= Futures — vysoce standardizované forwardy, coz umoznuje jejich obchodovani na
burze.

= Swapy — predstavuji dohodu o budouci sméné plateb (napt. vyména pevnych
urokovych sazeb za proménlivé apod.).

= Opce — terminovana transakce, pfi niz ziskava drzitel opce pravo (ale nikoli
povinnost) provést ve sjednaném terminu piislusny obchod, naopak eminent opce
se pasivné podfizuje rozhodnuti drzitele opce.

[1],[19]

1.4 POUZITI TEORIE PORTFOLIA A MOTIVY VEDOUCI K JEHO SESTAVOVAN{
Teorie portfolia je Casto vyuzivana v ramci instituci kolektivniho investovani. Portfolia téchto
spoleCnosti jsou tvofena koupenymi cennymi papiry a depozity bankovnich nebo
nebankovnich instituci. Dalsi vyuziti je pifi fizeni aktiv a pasiv obchodnich bank. Jde o
portfolia aktiv, pasiv, portfolia ménova anebo komoditni. Pochopitelné casté je také
konstruovani portfolia individualnimi investory. [19]

Motivy vedouci k sestavovani portfolia mohou byt rizné. MiiZe jit o motiv ziskani kapitalu,
kdy ekonomicky subjekt potiebuje ziskat urcity kapitdl. Motiv spekulacni spociva
Vv o¢ekavani ur€itych zmén na trhu. Tzv. spekulanti ocekavaji napiiklad pokles urokové miry,
depreciaci ur¢it¢ mény nebo zménu ceny konkrétnich akcii. Pro portfolia sestavena
se spekulacnim motivem je charakteristickd Sance na vysoky vynos, ktera je ale vykoupena
velkou rizikovosti. Dal$im motivem je motiv arbitraze. Investofi zvani arbitrazeii se snaZzi
dosdhnout ziskii vyuzivdnim rozdili na jednotlivych finanénich trzich. V soucasné dobé
vlivem neustalé modernizace vypocetni a komunikac¢ni techniky je tento zptisob dosahovani
vynos svého portfolia. Snazi se za pomoci forwardi, futures, swapt, opci ¢i jejich kombinaci
co nejvice redukovat riziko poklesu ceny financ¢nich aktiv a pokouseji se efektivné fidit
rizikovost portfolia. [1],[19]



1.5 ZPUSOBY SPRAVY PORTFOLIA
V zé4sad¢ existuji dva hlavni ptistupy ke spravé portfolia:

1) Aktivni sprava portfolia — po celou dobu existence portfolia investor hleda na trhu nové
investi¢ni prilezitosti a slozeni portfolia tak podle potteby prubézné upravuje.

2) Pasivni sprava portfolia — investor uréitym zptisobem sestavi portfolio a potom po celou
dobu trvani investice (tato doba je piredem urcena) portfolio neupravuje. Vyhodou je
minimalizace nakladi v podobé makléiskych poplatkii. Nevyhodou mize byt, ze timto
ptistupem obvykle nelze dosahnout extrémné vysokych vynosl. Vynosnost lze ale zvysit
Vv ptipad¢ reinvestice kuponovych plateb formou bankovnich ¢i terminovanych vkladi.

Ke spravé portfolia mize existovat i odlisny piistup, kdy cilem investora je ziskat kontrolni
podil v ur¢ité firmé, jejiz akcie jsou volné obchodovatelné. [19]

V této praci budeme pro testovani modeld vyuzivat pasivni ptistup ke sprave portfolia.

2 MODELY OPTIMALNI VOLBY PORTFOLIA

V této kapitole se zaméfime na prostor riziko-vynos, Markowitztiv model volby optimalniho
portfolia a na n¢které z alternativnich modelq.

2.1 PROSTOR RIZIKO-VYNOS

Tento dvoudimenzionalni prostor ptedstavuje vhodné grafické schéma pro hledani
kompromisu mezi dostate¢né malym rizikem a zarovenl uspokojivé velkou mirou zisku.
Vyjdeme-li z Markowitzova pfistupu k teorii portfolia, pak predpokladame, ze vynos z i -té¢ho
aktiva za dobu trvani portfolia je popsan normalné rozd€lenou nahodnou veli¢inou R;.
Ozna¢me si o¢ekavany vynos aktiva (vynosnost aktiva) r; = E(R;), tedy jako stfedni hodnotu
nahodné veli¢iny R;. Déle si oznacime riziko zmény vynosu aktiva (rizikovost aktiva) jako
0; = +/d?(R;). Rizikovost aktiva je tedy brana jako smérodatna odchylka nahodné veli¢iny
R;; riziko tak ziejmé& neni chapano jen ve smyslu niz§iho, ¢i dokonce zaporného vynosu
(ztraty), ale téz ve smyslu vynosu vyssiho, nez je ofekavand vynosnost r;. Je také vhodné
piipomenout, Ze maji-li slozky ndhodného vektoru R = (Ry, R, ..., R,)T normalni rozdélen,
pak nahodny vektor R ma n —rozmérné normalni rozdéleni a zaroven plati, ze kazda linearni
kombinace téchto slozek ma také normalni rozdéleni. [4], [7]

V praxi stfedni hodnotu ani smérodatnou odchylku aktiva nezname, pro odhad se pouzivaji
historické hodnoty a znich odvozené vybérové statistiky: aritmeticky pramér a vybérova
smérodatna odchylka (metoda ex-post). Dal§i moznosti je odhad pomoci oc¢ekavanych hodnot
(metoda ex-ante). V dal§im prub&hu této prace budeme vyuzivat metody ex-post. Vynosnost a
rizikovost aktiva lze potom znazornit jako jediny bod v prostoru riziko-vynos. Pfiklad si
muzeme uvést na Obrdzku 2. [4]



OBRAZEK 2: PROSTOR RIZIKO-VYNOS
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2.1.1 PRINCIP DOMINANCE AKTIV

Necht” aktivum R; je charakterizovano vynosnosti r; a rizikovosti ; a podobné aktivum R;
veli¢inami 7; a g;. O aktivu R; fekneme, ze dominuje aktivu R;, pokud plati

r 21 A 0; < 0j

a alesponi jedna z téchto nerovnosti je ostrd. ZjednoduSené aktivum R; dosahuje pii menSim

A4

riziku vys8i vynosnosti nez aktivum R;. Obecné tedy pro aktivum R; tak miZeme urcit dvé
odli$né oblasti. Situace je ilustrovana na Obrdzku 3: [1],[4]

OBRAZEK 3: DOMINANCE

vynos
A

R; dominuje R;

R; dominuje R;

>

0 riziko

AKTIV

Zdroj: viastni zpracovani

Na Obrazku 2 tedy naptiklad Aktivum 2 jednozna¢né dominuje Aktivu 3.



2.1.2 INVESTORUV VZTAH K RIZIKU

Preference investora zalezi na jeho individudlnich postojich. Jeho vztah k riziku je mozné
vyjadiit napiiklad pomoci indiferenénich kiivek Neumann-Morgensternovy uzitkové funkce
na prostoru riziko-vynos. Indiferen¢ni kiivky spojuji ty body v roviné riziko-vynos, které
investor povazuje ze svého pohledu na investovani za shodn¢ piijatelné (indiferentni). Existuji
ruzné uzitkové funkce a volba zavisi na konkrétnim investorovi. V této praci uvazujme
uzitkovou funkci danou predpisem:

= (64
=T 20' . (21)

S uzitkovou funkci ve tvaru (2.1) pracuje napiiklad program MATLAB. Oznaceni r
predstavuje vynos, o riziko a C index averze K riziku, ktery vyjadiuje individudlni vztah
investora vii¢i riziku. Cim vys§i je hodnota tohoto indexu, tim vice je investor averzni
k riziku. Averze K riziku mize byt nulova a jsou znamy i piipady rizika vyhledavajicich
investortl, coz se projevi zapornym indexem averze k riziku. Na Obrdzku 4 muzeme vidét
indiferenéni kiivky pro rizné velikosti averze a velikost uzitku U = 4 a Obrdzek 5 zobrazuje
uzitkovou funkci U pro C = 4 v¢etné vrstevnic, které pfedstavuji jednotlivé indiferenéni
ktivky. Obrazek 6 nam potom poskytuje bliz§i pohled na tyto kiivky. Optimalni portfolio
daného investora se nachazi v misté, kde se mnozina vSech pfipustnych portfolii dotyka
nejvysSe polozené indiferencni kiivky, tedy té, kterda pfinasi investorovi nejvétsi mnozstvi
uzitku. [1],[6]

OBRAZEK 4: AVERZE VUCI RIZIKU

Indiferenéni kfivky uZitkové funkce [U = 4]
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Zdroj: viastni zpracovani



OBRAZEK 5: UZITKOVA FUNKCE

Zdroj: viastni zpracovant
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OBRAZEK 6: VRSTEVNICE UZITKOVE FUNKCE (INDIFERENCNI KRIVKY)
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2.2 ZAKLADNI MARKOWITZUV MODEL, 1952

Nyni odvodime zadkladni model optimélni volby portfolia poprvé formulovany Harry
Markowitzem v roce 1952, ktery je také znamy jako mean-variance model. Nejdtive uvedeme
nékolik zna¢né zjednodusujicich predpokladii tohoto modelu:

e Rizikovost portfolia je zaloZzena na rozptylu vynosnosti z daného portfolia.

e Investofi jsou averzni k riziku a preferuji vyssi vynosy pired niz§imi a mensi riziko
pred vetsim.

e Uzitkové funkce investort jsou rostouci a konkavni kvili averzi k riziku a preferenci
spotieby.

e Investofi jsou racionalni a vyuZivaji stejnych informaci.

e Investofi bud’ maximalizuji vynos pro danou hodnotu rizika anebo minimalizuji riziko
pro pozadovanou vynosnost.

e Viichni investofi investuji ve stejném case a pro jedno stejné dlouhé obdobi na
idealnim trhu bez transakcnich nakladt, bez arbitraZze a s neomezenou moznosti
investovani.

[3].[5]

2.2.1 SESTAVENI OPTIMALIZACNIHO PROBLEMU
Uvazujme investici do n aktiv. Pro kazdé z nich zname jeho vynosnost 7; a rizikovost ;. Dale
oznaéme o;; = cov(R;, R;) kovarianci aktiva R; a aktiva R;.

Poznamka: Kovariance cov(Ri,R]-) je stfedni hodnota soucinu odchylek obou nahodnych

veli¢in od jejich stfednich hodnot. Zapisujeme cov(R;, R;) = E ((Rl- —E(R)) (Rj - E(RJ))>

Definice 2.1 Variancni matice V ndhodného vektoru R = (Ry, R, ...,R,)T je ctvercova
matice velikosti n X n sloZend z kovarianci mezi jeho slozkami o;; = cov(Ri,Rj) Lj=12,.n"

Variancni matice je symetrickad pozitivné definitini, s rozptyly slozek na diagondle. [7]

07 012 O1n
2
0-21 0-2 T O-Zn
cee 2
L 01 On 2 oy |

Poznamka: Plati, ze Oj; = COV(Ri,Ri) = O'iz a Oij = COV(RL', Rj) = COV(Rj,Ri) = 0Ojj- [7]

Poznamka: Realnou symetrickou matici A nazveme pozitivn¢ definitni, pokud pro v§echny
nenulové vektory b plati bT Ab > 0. [3]
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Jelikoz je pro nas kovariance mezi libovolnou dvojici aktiv R; a R; znamou hodnotou
(respektive jsme schopni nalézt jeji odhad z historickych dat), mizeme hledané portfolio
charakterizovat pomoci vektoru zndmych stfednich hodnot aktiv charakterizujicich
ocekavanou vynosnost r = (1q,75, ..., 7,,)T a varian¢ni matice V.

Definice 2.2 Necht ndhodny vektor R = (Ry,R,,...,R,)T charakterizuje vynosnosti n
riiznych aktiv. Portfoliem slozZenym z téchto n aktiv je kazda linedrni kombinace wiR, +
WoR, + -+ wy R, , kde w; predstavuje relativni podil i — tého aktiva v portfoliu. Plati

*ow; =1 a pokud je zakdzan prodej na krdtko, pak také w; € [0;1] pro vSechna i =
1,2,...,n. [4]

Poznamka: Prodej aktiv na kratko (sell short, prazdny prodej) je typ obchodu, kdy investor
prodava aktivum, které v okamziku prodeje nevlastni. Investor si aktivum od vlastnika zaptj¢i
za dany poplatek na dobu trvani investice. [4]

Poznamka: Vahu w; i —tého aktiva v portfoliu interpretujeme jako podil W; /W, kde W; je
Castka investovana do i —tého aktiva a W je celkova investovana Castka. Z Definice 2.2 také
vyplyva, ze )iy W; = W. Portfolio ve smyslu Definice 2.2 s touto interpretaci vah neplati jen
pro Markowitziiv model, ale plati obecné pro vSechny déale uvedené modely.

Definice 2.3 Necht existuje redlny vektor vah w = (wy, wy, ..., w,)T takovy, Ze ¥ w; =
=wl1=1, kde 1 je vektor samych jednicek délky n. Ocekdvanou vynosnost (vynos)
portfolia definujeme jako stiedni hodnotu tohoto portfolia:

n n
E(w;Ry + wyR, + -+ wy,R,) = Z w; E(R)) = z w;r; = wir=rw)

i=1 i=1

a rizikovost (riziko) portfolia je dana velikosti jeho smerodatné odchylky:

\/02(W1R1 +wyR, + -+ WyR,) = \/Z?:l Z;‘zlwiwjaij =VvwlVw =

i=4/o2(w) = oa(w).
[5]

Poznamka: Pro dvé ndhodné proménné R; a R; obecné plati az(wiRi +WjRj) =

wia?(R;)) + wio?(R;) + 2 wyw; cov(R, R)) = wia? + wlof + 2 wywjoy;. [10]

Vsechna portfolia v souladu s Definici 2.2 a Definici 2.3 ozna¢ime jako pfipustna. Mnozina
vSech piipustnych portfolii G ma charakteristicky ,,destnikovy tvar® (umbrella shape). [1]
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OBRAZEK 7: MNOZINA PRIPUSTNYCH PORTFOLI{

(T4, 04)

VYNos

(r3,03)

riziko
Zdroj: [10]

Vyklenuti kfivky je uréené hodnotou korela¢niho koeficientu p mezi dvéma aktivy. Plati, Ze
¢im je hodnota koeficientu blize —1, tim je vyklenuti vyrazné&jsi. Situaci pro rizné hodnoty p
je ilustrovana na Obrdzku §.

OBRAZEK 8: UKAZKA MOZNYCH KOMBINACI DVOU AKTIV V ZAVISLOSTI NA KORELACI

4

- (Tz, 0-2)
vynos

riziko
Zdroj: [10]

Za splnéni piedpokladii uvedenych v uvodu této kapitoly plati, Ze pro investora s averzi viici
riziku existuje v ramci mnoziny ptipustnych portfolii praveé jedno Markowitzovo optimalni
portfolio piinasejici konkrétnimu investorovi nejveétsi mnozstvi uzitku. [4]
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OBRAZEK 9: MARKOWITZOVO OPTIMALNI PORTFOLIO

Indiferenéni

ktivky (T41 04)

VYNos

ropt —_
(r3,03)

(r1,01)

Oopt riziko
Zdroj: [10], viastni zpracovani

Podle predpokladi davaji vSichni investofi piednost portfoliu s vy$§im vynosem a s niz$im
rizikem. V souladu s tim definujeme:

Definice 2.4 Portfolio s vahami w* je eficientni (efektivni) vzhledem ke stiedni hodnoté a
rozptylu (tzv. mean-variance efficient), jestlize neexistuji jiné vihy w spliujici podminku
ow; =1, pro které je

r(w) =r(w*) Ao(w) < o(w”)
a alespon jedna z nerovnosti je ostrd. [5]
Portfolia, ktera vyhovuji Definici 2.4, budeme nazyvat eficientni (efektivni) portfolia.
Priklad 2.1 Specialn¢ pro portfolio tvofené pouze ze dvou aktiv plati:

r(w) = EW Ry + waRy) = w1 E(Ry) + wLE(Ry) = wyry + wpry, (2.2)

a?(w) = a2(W Ry + WuRy) = wio? + w2of + 2 wyw, 0, (2.3)

Uvazujme portfolio slozené z Aktiva 1 s vahou w; = 0,3 a z Aktiva 2 s vahou w, = 0,7.
Vynosnost Aktiva 1 je r; = 0,12 a jeho rizikovost o; = 0,10. U Aktiva 2 je vynosnost
r, = 0,16 a rizikovost g, = 0,14. Jaka je stfedni mira zisku a riziko tohoto portfolia, je-li
korelaéni koeficient mezi aktivy roven p;, = —0.8? Je takové portfolio diverzifikované? [1]

Reseni: Dosazenim do (2.2) a (2.3) dostavame:
(W) = wyr, + wor, = 0,3-0,12 + 0,7 - 0,16 = 0,148, tj. 14,8 %,

a?(W) = w2e2 + w202 + 2 wyw,00, = W2aZ + W207 + 2 wiw,0,0,p15 =
=0,32.0,10> +0,72-0,14>+2-0,3-0,7-0,10- 0,14 - (—0,8) = 0,0058.
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Dale vyjadiime rizikovost portfolia pomoci smérodatné odchylky:

a(w) = /a2(w) =/0,0058 = 0,0762, tj. 7,62 %.

Jelikoz o(w) < gy, a(w) < g, a vynosnostr(w) € [ry,13], 1ze Fici, Ze portfolio je dobte
diverzifikované. Obecné ovSem nelze tvrdit, ze takto volené portfolio je efektivni, protoze
vahy byly zvoleny nahodné a nikoliv tak, aby minimalizovaly riziko. Na to, jak nalézt vahy
w* minimalizujici riziko, se zamétime v nésledujici Casti této prace.

Poznamka: Pii vypoctu jsme vyuzili vlastnosti p;, = %, tedy 0,5, = 010,012 [1]

Nyni se podivejme na portfolio tvofené obecné z n aktiv. Nasim cilem je nalézt vahy w*,
které odpovidaji Definici 2.4. Ukazme si metodu feSeni, kdy budeme hledat extrém funkce
vazany na omezeni. Problém lze tedy zapsat takto:

mvin a?(w) (2.4)
za podminek

r(w) =1, (2.5)

wil=1, (2.6)

kde 7, je poZzadovana (ocekdvand) vynosnost portfolia.

Jinymi slovy minimalizuji rizikovost portfolia vyjadienou kvadratickym funkcionalem o2 (w)
nalezenim optimélnich vah w* pro danou tUroven vynosnosti za podminky, Ze vSe je
investovano. Abychom zajistili existenci feSeni, je tieba vznést nékolik ptfedpokladii na
vstupni data:

(1)  Varia¢ni matice V je regularni (coz mj. znamena, ze zadné aktivum neni bezrizikové a
ze zadné aktivum nelze vyjadrit jako linedrni kombinace ostatnich).
(i)  Vynosnosti nejsou pro vSechna aktiva stejné, tedy existuje alespon jedna dvojice i, j
takova, ze 1; # 1;.
(iii) Vyraz1Tv-1lr = 0.

Pii splnéni téchto podminek lze pro véazany extrém funkce o%(w) = wlVw odvodit fadu
zajimavych vlastnosti. [2],[5]

Vratme se nyni k Prikladu 2.1 a ukazme si, jak bude vypadat minimalizovana funkce v tomto
ptipad¢. JelikoZz vektor w se zde skladd pouze ze dvou slozek w; a w,, mame mozZnost
znazornit funkci a2(w) ve tiidimenzionalnim prostoru:
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OBRAZEK 10: FUNKCE RIZIKA PRO DATA Z PRIKLADU 2.1

Riziko=w"vw

e ; o
s =
e

Zdroj: viastni zpracovani

Nyni se ze dvou ruznych thla pohledu podivejme, jak bude situace vypadat po pfidani
omezujicich podminek r(w) =7, (zelend) a wl1 =1 (magenta). Pozadovana vynosnost
r, = 0,13:

OBRAZEK 11: FUNKCE RIZIKA PRO DATA Z PRIKLADU 2.1 A OMEZUJiCf PODMINKY

Funkce nzika & Omezuici podminky

< T [}
5 R 04

o> “o8 08 *2

Funkce rizika & Omezujici podminky

Riziko

Zdroj: viastni zpracovani
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Pro piehlednost jesté¢ pridame dvoudimenziondlni pohled, kde funkci popisujici riziko
reprezentuji vrstevnice. Na obrazku je navic Cervené vyznacen bod vazaného minima této
funkce:

OBRAZEK 12: VRSTEVNICE FUNKCE RIZIKA PRO DATA Z PRIKLADU 2.1 A OMEZUJiCci PODMINKY

Vrstewnice & Omezujici podminky

04 /
M/%//////%/j //,

= Vrstewnice

e 1

T
.8 i,

# Minimum | | ! i
- 08 06 4 92 0 02 04 06 0.8 1

Zdroj: viastni zpracovani

2.2.2 METODA LAGRANGEOVYCH MULTIPLIKATORU

K hledani vazaného extrému funkce lze vyuzit mnoha numerickych metod. My tento problém
ovSem chceme vyfesit analyticky. Pro analytické feSeni je moZzné vyuzit naptiklad metodu
Lagrangeovych multiplikatorti. Pfi uziti této metody jsou omezeni brana Vv ivahu feSenim
nevazaného optimaliza¢niho problému pro nasledujici funkei, kterou nazyvdme Lagrangian:

LOW,A) = (W1, oy Wi, Agy e Ang)
= fWy, e, W) + 2191 (We, e, W) + -+ Ay gy (We, ..o, W), (2.7)

kde f je funkce, kterou optimalizujeme, funkce g, ..., gy popisuji omezeni ve tvaru g; = 0
pro vSechnai = 1,...,M a 44, ..., 4y jsou Lagrangeovy multiplikatory.

Lagrangian je konstruovan tak, ze jeho kritické body jsou téz kritické body optimalizované
funkce f a jsou zaroven splnéna omezeni g; = - = gy = 0. To vyplyva z nutné podminky
na kriticky bod Lagrangianu, kterd je dana jako:

a¢
ow,
wxz[s}zo (28)
| 9¢ |
lOWnJ
a
@ _ (2.9)
all - gl -
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o _ o,

Je patrné, ze vektor w spliujici (2.7), (2.8) a (2.9) je kritickym bodem funkce f. [9]

Poznamka: Kriticky bod funkce redlnych proménnych je libovolna hodnota naleZici
defini¢énimu oboru, kde funkce bud’ neni diferencovatelnd, nebo je jeji derivace rovna 0. [3]

Poznamka: Pii splnéni podminek (2.8) a (2.9) lze ukézat, Zze pokud je matice druhych
parcialnich derivaci Lagrangianu £( w, 1) vzhledem k w konstantni a pozitivné definitni, pak
jsou nalezené vahy w* bodem ostrého lokalniho minima funkce f za podminek g; = 0 pro
vSechna i = 1, ..., M. Pro potfeby této prace je postacujici podminka v této podobé zcela

vvvvvv

praci zabyvat nebudeme; vice informaci lze najit napiiklad v [11].

2.2.3 OPTIMALIZACE NEVAZANA NA POZADOVANOU VYNOSNOST
Oznacme si wy vahy, které minimalizuji rozptyl bez ohledu na jeho pozadovanou vynosnost
(tedy minimalizujeme (2.4) pouze za podminky (2.6)). [5]

Sestavime Lagrangian této optimalizacni tlohy:
L(w, 1) = wivw + 1(1 —w'1). (2.10)

Uréime parcialni derivace a polozime je rovny nule:

V, f(w,A) =2Vw — 11 = 0, (2.11)
a2(w, )
1 _wl1=0. (2.12)
oa w 0
Z (2.11) vyjadiime w:
2Vw = 11,
A
w=2 (v-11). (2.13)
Dosadime (2.13) do (2.12):
Y T
1-(507'D) 1=0,
2
17v-11 =—
A’
2
A=
17v-11 (2.14)

Poznamka: Pro libovolné dva realné vektory a,b délky n plati a’b = b"a = ¢, kde
¢ =a;by +ayb, + -+ a, b, je skalar.
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Nyni vyraz (2.14) dosadime do (2.11):

wa(W,/l)=2VW—m1=0, (215)
V tuto chvili stac¢i z vyrazu (2.15) vyjadiit w:
vl
MU R (2.16)

Jelikoz matice V je z definice symetricka, pozitivné definitni, nachazi se v bodé¢ wy minimum
(tedy minimélni riziko portfolia bez ohledu na pozadovanou vynosnost) a 1« := r(wy) je
odpovidajici vynosnost takto zvoleného portfolia.

2.2.4 NALEZENI OPTIMALNIHO PORTFOLIA SLOZENEHO Z n RIZIKOVYCH AKTIV

Nyni vyuzijeme metody Lagrangeovych multiplikatoru, abychom nalezli analytické
feSeni problému vazané minimalizace funkce o?(w) = wi'Vw (2.4) pii pozadované
vynosnosti (W) = 1, (2.5) a za podminky w’ 1 = 1 (2.6). Sestavime Lagrangian:

(W, 21, 45) = wiVvw + A, (r, —wir) + ,(1 —w'1). (2.17)

Opét ur¢ime podminky prvniho fadu:

VW ‘E(W,/’ll,lz) =2Vw — /’111' - 121 = O, (218)
af(wJ11!AZ)_ T =0
o, T WTrEY (2.19)
de(w i A) .
o =1-w=0 (2.20)

Z vyrazu (2.18) vyjadiime w:
2Vw = /111" + 121,

2 2
w= %(V‘lr) + ?Z(V‘ll).

(2.21)
Dosadime (2.21) do (2.19) a vyjadiime 7;,:
A A
= ?1 @Tv1r) + ?2 @Tv-11). (2.22)
Stejné tak dosadime do (2.20) a vyjadiime 1:
A A
1= ?1 ATv-1r) + 72 (1Tv-11). (2.23)
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Nyni ukaZme, Ze za ptedpokladu nenulovosti (ii1) plati:
v 11 =0TV 1) =17 HTr =17V 1r. (2.24)

Poznamka: Pro libovolnou symetrickou matici A plati A = AT . Dale plati, ze A™1 je
symetricka matice pravé tehdy, kdyz A je symetricka matice. [3]

S vyuzitim vlastnosti (2.24) miZzeme piepsat (2.22) a (2.23) jako:

11/2 rp
;12 /2]~ 1 ’ (2.25)

kde

[B A] [TV r r’v- 11] -

A clT vy 1Ty (2.26)

Nyni je tieba ukazat, ze soustava (2.25) ma feSeni. Tedy Ze matice M je regularni, coz plati
pravé tehdy, kdyz se jeji determinant D = BC — A? # 0.

Tvrzeni 2.1 Matice V je pozitivné definitni = D = BC — A* > 0.
Duikaz: UvaZzujme vektor

Ar — B1. (2.27)

Tento vektor je nulovy pouze v piipadé:

0=Ar—Bl=7r"Vv11r—rTv-1ri. (2.28)

Toto je ovSsem vylouceno, jelikoz jediné feSeni této rovnice je r =1 a to je ve sporu
s ptedpokladem (i1). Tedy za ptedpokladu (ii) Ize tvrdit, Ze Ar — B1 # 0.

Matice V je z definice pozitivné definitni, tudiz také V=1 je pozitivng definitni a plati:

0 < (Ar—B1)Tv-1(Ar — B1) (2.29)
= A%2r"Vlr — ABr"v-11 — BA1"V-r + B?217v 11 (2.30)
= B2C — A’B = B(BC — A?). (2.31)

Z faktu, ze B = r"V~1r > 0, ktery pfimo plyne z pozitivni definitnosti matice V, uz rovnou
vyplyva, ze D = BC — A% > 0.[9]
|

S vyuzitim Tvrzeni 2.1 miizeme nyni nalézt matici M ~1 a piepsat rovnici (2.25) takto:
[/11/2] [ ] [ ] (2.32)
2,72 "Dl-4 B

¢ _BA] je matice adjungovana k matici M.

kde |
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Z rovnice (2.32) snadno ziskame Lagrangeovy multiplikatory A4, 1,:

1 2Crp—A
1 = D )
B — Ar,
A, = 2
z D

Pro ziskani hledanych vah w dosadime nalezené multiplikatory do rovnice (2.21):

Cr, — A B — Ar,
=) +——2 ().
w VTt —/— T
Nyni upravme:
. _A(Cr,—A)( Vvir N C(B—An) [ v 11
YETTD 17V-1r D 17v-11)

Oznadime si:

A(Cr, — A
C(B — Ar,
OS]
. vir
Wi ey

Zavedeného znaceni vyuZzijeme a piepiSeme (2.36) jako

* * *
W= [yWy + Wy

(2.33)

(2.34)

(2.35)

(2.36)

(2.37)

(2.38)

(2.39)

(2.40)

Vidime tedy, Ze za splnéni pfedpokladu (i),(ii) a (iii) existuje vzdy jediny vektor vah w*, ktery

minimalizuje rozptyl vynosnosti (rizikovost) portfolia pro zvolenou hodnotu 7,.

Z vzorce (2.40) je také dobie patrné, ze vSechna eficientni portfolia Ize vyjadrit jako linearni
kombinaci dvou eficientnich portfolii s vahami wy, a wy, pficemz z predchoziho vime, Ze
portfolio s vahami wy je portfolio s nejmensim moznym rizikem pro dana aktiva bez ohledu
na pozadovanou vynosnost. V jakém poméru jsou tato dvé portfolia, vyjadiuji koeficienty
U1 4 [z, Které jsou linedrné zavislé na pozadované vynosnosti r,. VySe uvedené ma svoji

ekonomickou interpretaci znamou jako Tobinova véta o separaci (two fund separation
theorem). Lze téZz ukazat, Ze nelze nalézt portfolio, které by bylo absolutné nezavislé na

portfoliu s minimalnim rizikem. [5],[9]
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Tvrzeni 2.2 Pro u, a u, plati vztah p, + p, = 1.
Duikaz: Postaci dosadit vztahy (2.37) a (2.38) a dostavame:

A(Cr, — A) N C(B —An,) _ ACr, — A* +BC — ACr, _ )
D D BC — A?

Uyt U =
|

Pro dv¢ eficientni portfolia dand poZadovanymi vynosnostmi 7;, a 5 S vahami w*a w* plati,
7e i kazda jejich linearni kombinace aw™ + (1 — a)w* je eficientni pro pozadovanou
vynosnost ar, + (1 — a)rsaa € [0;1]. [5]

2.2.5 GRAFICKE ZNAZORNENI V PROSTORU RIZIKO-VYNOS
Nyni se zamétfime na to, jak znazornit eficientni portfolio (respektive mnozinu eficientnich

portfolii) v prostoru riziko-vynos. Z (2.36) je ziejmé, ze ziskané vahy w* := w*(rp) jsou
linearni funkci parametru r,,, takze odpovidajici rozptyl portfolia o%(w*) = o (W* (rp)) je

kvadratickou funkci 7,,. Lze ukazat, ze plati:

a2(w) (r,—A4/C)°
¢~ pjer b (2:41)

Z tohoto si miizeme povSimnout, ze vztah mezi poZadovanou vynosnosti 75, a rizikovosti
o(w*) := 0, lze vyjadfit v prostoru riziko-vynos jako hyperbolu. Na ni lezici portfolia
nazyvame hrani¢ni portfolia (frontier portfolios). Z podstaty véci vyplyva, ze se budeme
zabyvat pouze tou vétvi hyperboly, kterd spliiuje g, = 0. Ta ma nasledujici vlastnosti:

Sted [0,4/C] (2.42)
Vrchol [V1/c.a/¢| (2.43)
Ohnisko [V1/c+D/c? ,a/c] (2.44)
Asymptoty r, =+D/Ca, +A/C. (2.49)

Z vlastnosti (2.43) je patrné, ze pro portfolio s minimalnim rizikem a s vahami w* = wy, je
jeho vynosnost r(wy) = A/C = r,+ arizikovost a(wy) = /1/C. [8], [9]
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OBRAZEK 13: MNOZINA HRANICNICH PORTFOLI{

MnoZina hrani€nich portfoli
QAT prreeessees s

= Hranicni portfolia

042 % Pottfolio minmalizujici riziko

¥ Negficientni portfolio ' :
Eficientn! portalia : : Aktivum 1

% Portolo 2 Piladu 21 | '

Riziko
Zdroj: vlastni zpracovaini

Na Obrazku 13 vidime, jak vypada mnozina hrani¢nich portfolii v prostoru riziko-vynos pro
aktiva z Prikladu 2.1. Na konci Kapitoly 2.2.1 jsme hledali vahy minimalizujici rizikovost
portfolia pro pozadovanou vynosnost 1, = 0,13. Portfolio s t¢mito vahami je na Obrdzku 13
vyznaceno Cervené. Z obrazku je ale také ziejmé, Ze existuje jiné hrani¢ni portfolio, které je
stejné rizikové, ale pfinadsi investorovi vys$i vynos. To je na obrdzku vyznaceno zelenou
barvou. Investor se dle pfedpokladt ptikloni k tomuto portfoliu s vy$sim vynosem.

Obecné tedy plati, Zze je mozné, aby dvé portfolia s rozdilnou vynosnosti méla stejnou
rizikovost. Jedno z nich ale vzdy nabizi vétSi vynosnost nez to druhé. To nam umoziuje
rozdé€lit mnozinu hrani¢nich portfolii na dvé podmnoziny. Portfolia, pro které plati

Ty < Tpr, (2.46)
oznac¢ime v souladu s Definici 2.4 jako neeficientni. Naopak portfolia, pro které plati

Ty > Ty, (2.47)

ozna¢ime jako eficientni hrani¢ni portfolia (efficient frontier portfolios). Mnozinu vSech
takovych portfolii spole¢né s portfoliem s minimalnim rizikem nazyvame eficientni hranice
(mean-variance efficient frontier). [5],[9]
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OBRAZEK 14: EFICIENTN{ HRANICE

Eficientni hranice

016 - s

0.145 / ........
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/ — Mnoina eficientnich hraniénich portfoli |

| | i
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Rizik

ynos

Zdroj: viastni zpracovani

Na Obrazku 13 je Cernou barvou oznaceno puvodni portfolio z Prikladu 2.1 s vahami
w; = 0,3 aw, = 0,7. Pfesto, Ze vahy byly vybrany ndhodné&, vidime, ze takto zkonstruované
portfolio lezi v hrani¢ni mnozing. Jak je to mozné?

Reseni spociva ve faktu, Ze jsme toto modelové portfolio sestavovali pouze ze dvou aktiv. Jak
je patrné naptiklad z Obrazku 8, pro dvé aktiva skute¢né vSechny mozné kombinace téchto
aktiv lezi v hraniéni mnozin€. Je to zpisobeno tim, Ze pro kazdou pfipustnou hodnotu vahy
w; existuje pravé jedna hodnota vahy w, takova, aby platilo w'1 = w; + w, = 1. Na druhou
stranu skutecnost, ze vyse uvedené portfolio lezi i v mnozing eficientnich hrani¢nich portfolii,
je zcela ndhodné. Pokud bychom naptiklad zvolili vahy opac¢né, tedy w; = 0,7 aw, = 0,3,
potom by vynosnost r(w) = 0,132, rizikovost o(w) ~ 0,0443 a portfolio by eficientni
nebylo.

2.3 OBMENY ZAKLADNIHO MODELU
Nyni si uvedeme nékteré z moznych modifikaci zakladniho Markowitzova modelu.

2.3.1 PODMINKY NEZAPORNOSTI VAH A DALSI LINEARNi OMEZENi

vvvvvv

vysledki se neméni. Vahy je pro rizné¢ podminky tézZ mozno odvodit analyticky nebo pouzit
néktery vhodny software a ziskat vahy numericky. [5]

2.3.2 INVESTICE DO BEZRIZIKOVEHO AKTIVA, MODEL CML

Uvazujme nyni moznost investice do bezrizikového aktiva (napf. typu statni pokladni¢ni
poukazky) s vynosnosti 7 a rizikovosti o =0 a zarovel i moZnost neomezencho
vyptjCovani za bezrizikovou urokovou miru 7¢. Tim se vySe odvozeny Markowitziiv model
stane vice realisticky a bliz$i soucasnému trhu, kde mé investor Sanci investovat do né¢kterého
z bezrizikovych aktiv nebo ulozit své penize naptiklad na spofici ucet. V tomto piipadé

24



celkova ¢astka investovana do n aktiv, kterd nejsou bezrizikova, jiz naddle nemusi spliiovat
podminku Y, w; = 1.V piipadé, ze

n
Z w, <1, (2.48)
i=1

fikame, ze jsme ,pod rozpoctem* (under budget) a investujeme zbylou castku do
bezrizikového aktiva. V opaéném piipadé, tedy kdyz

n
Z w > 1, (2.49)
i=1

jsme takzvané ,nad rozpoctem* (over budget) a pajéujeme si potiebnou c¢astku za
bezrizikovou trokovou miru a tu investujeme mezi rizikova aktiva. [5], [9]

Za téchto okolnosti je tfeba reformulovat, co je chapano jako optimalni portfolio. Investor jiz
neni omezen nutnosti investovat vSechny svoje dostupné prostiedky do n rizikovych aktiv.
Ukolem je tedy najit portfolio s minimalnim rizikem, které bere v potaz pouze pozadovanou
vynosnost. S vyuzitim faktu, ze vaha bezrizikového aktiva v portfoliu bude wy =1 —

Y.i=1 w;, dostavame optimalizaéni problém ve tvaru

mino?(w) = minw’Vw (2.50)
w w
za podminky
wir + wery =15 + wl(r — 1) =, (2.51)
Lagrangian je v tomto pfipadeé:
tw, ) =wlvw — 1 (rf -1, +wl(r— rfl)). (2.52)
Najdeme parcialni derivace a poloZime je rovny nule:
VptWw, 1) =2Vw — A(r —1;1) = 0, (2.53)
24(w, 1 2.54
—(OA )=rf—rp+wT(r—rfl)=0. (2:54)
Z rovnice (2.53) si vyjadiime w:
(2.55)

w=2vir 1)
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Dosadime (2.55) do (2.54) a vyjadiime A:

_ 2(ry — 17)
(r—r1) Vi@ —r1) (2.56)

Poznamka: Pii odvozovani (2.56) jsme vyuzili symetrie varia¢ni matice V a toho, Zze pro
libovolnou n x n matici 4 a libovolny vektor b délky n plati (Ab)T = bT AT,

Necht’
T . _
H=(r—rl) Vi(r-r11) (2.57)
a po dosazeni (2.56) do (2.55) a po zavedeni znaceni (2.57) dostavame:
* Tp B rf -1 _
W = (—H YV (r —171). (258)
Vyraz H > 0, coz ptimo vyplyva z pozitivni definitnosti matice V1.
Pro portfolio s nejmensim rizikem pro pozadovanou vynosnost 7, je pak dano:
o2(wp) =wi Vw;i
T
™ ~ T\ /- ™ ~ T\ /-
= <(T) V-i(r— rf1)> v <(T) Vi(r— rf1)>
T, — TF\ 2
= (2 — D) (r—m1) vivvi(r— 1)
_ (T T\ T,
= ( H ) (r—rfl) |4 1(r—rf1)
2
_ (m —17)

Poznamka: Pii odvozovani (2.59) jsme vyuzili stejnych vlastnosti jako pfi odvozovani
(2.56) a znaceni zavedeného ve (2.57).

Vyraz (2.59) mizeme vyjadfit jako:

|rp _rfl_

o(Wp) = —\/ﬁ (2.60)
Vztah mezi poZadovanou vynosnosti 7, a rizikovosti o(wg) Ize v tomto pfipadé v prostoru
riziko-vynos vyjadiit jako dvé polopiimky se sklonem ++vH vychazejici z bodu (O, rf). Horni
vétev bude v souladu s Definici 2.4 mnozinou eficientnich portfolii, tuto polopfimku

nazyvame CML (Capital Market Line); dolni vétev potom obsahuje portfolia neeficientni.
Situace je graficky znazornéna na Obrdzku 15 na datech z Prikladu 2.1. Bezrizikova mira
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byla pro dobrou ilustraci zvolena 7y = 0,125. Tato mira je pochopitelné velice nadsazen tak,
aby vhodné korespondovala s daty z ptikladu; ve skutecnosti se bezrizikova urokova mira
odvozena od statnich pokladni¢nich poukizek emitovanych CNB v soucasnosti pohybuje
v mnohem nizs8ich hodnotéach (okolo jednoho procenta p.a. i méné). [9], [12]

OBRAZEK 15: CAPITAL MARKET LINE
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Zdroj: viastni zpracovani

Nyni ukazme zajimavy geometricky vztah mezi hrani¢nimi portfolii obsahujici pouze rizikova
aktiva a hrani¢nimi portfolii, které obsahuji bezrizikové aktivum. Dale budeme ptedpokladat
1p <1, =A/C. Tento ptedpoklad méd svoji financni interpretaci, kdy uvaZujeme, ze
vynosnost bezrizikového aktiva je mensi nez vynosnost nejméné rizikového portfolia
slozeného z n rizikovych aktiv. Tedy nez vynosnost portfolia S vahami wy a rizikovosti
o(wy) = \/1/—C ). Toto vychadzi zna$i intuitivni piedstavy, ze investor by mél byt za
podstupovani rizika kompenzovan vyssi vynosnosti. V piipadé, Ze je tento piredpoklad splnén,
CML se stava teCnou eficientni Casti hyperboly hrani¢nich portfolii (2.41). To ma velmi
dalezity dusledek; vSechna eficientni portfolia sestavena z n rizikovych aktiv a jednoho
bezrizikového aktiva mohou byt vyjadiena jako linearni kombinace samotného bezrizikového
aktiva a te¢ného hrani¢niho portfolia obsahujici pouze rizikova aktiva. Toto oznacujeme jako
one fund theorem. Te¢né portfolio je téz nékdy oznaCovano jako tzv. ,trzni portfolio™ a na
Obrdzku 15 je oznaceno modrou barvou. [5], [9]

Lze ukézat, Ze za splnéni predpokladu r < A/C je vynosnost 17 te¢ného portfolia

4 DJc?
e Ty —4/C (2.61)

a jeho rizikovost o potom
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VA

T @y — A/C) (2.62)

Obecny analyticky ptedpis CML je tedy mozné zapsat:

rwr) = =L o(wy) +77. (2.63)
5], [0 '
Definice 2.5 Za predpokladu konstantni vynosnosti bezrizikového aktiva ¢ za dané obdobi,
pomeér Tpo;rf nazyvame Sharpeho mira portfolia (Sharpe Ratio). [5]

V Citateli vyrazu nalezneme rozdil poZzadované (ocekdvané) vynosnosti ry, portfolia a
vynosnosti bezrizikového aktiva ry. Ve jmenovateli potom rizikovost portfolia pro danou
pozadovanou vynosnost r, vyjadienou pomoci smérodatné odchylky op,. Tuto miru je
naptiklad mozno vyuzit, pokud chceme zjistit, zda navyseni vynosnosti portfolia neni
vykoupeno piili§ velkym nartistem rizika. Cim vys§i je Sharpeho mira portfolia, tim lepsi je
pomér mezi vynosnosti a rizikovosti portfolia. [3]

Lze ukézat, ze tecné portfolio davd maximdlni moznou Sharpeho miru portfolia. Situaci
ilustrujeme na Obrazku 16 opét na datech z Prikladu 2.1. [5]

OBRAZEK 16: SHARPEHO MIRA PORTFOLIA

Sharpeho mira portfolia
04— R

035—-

03—

055 /

Sharpeho mira portfolia
=
= jry
= =
I

— Sharpeho mira portfolia

! ! ! ! ! ! *  Portfolio minimalizujicf riziko

01 i i i i i i % Tetné portfolio

T2 0.125 013 0135 0.14 0.145 015 0.155 0.16
Vynos

..........

Zdroj: viastni zpracovani

2.4 ALTERNATIVNI MODELY
V této Casti prace strucné rozebereme nekteré z alternativnich modelt.

2.4.1 Roy, 1952
Soucasné s Harrym Markowitzem se zahrnutim rizika do finan¢niho rozhodovani zabyval
také A. D. Roy, ktery n¢kdy byva oznacovan jako ,,zapomenuty otec teorie portfolia®. Sviij
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princip ,,zabezpeceni piedev§im® (the Principle of Safety First) predstavil ve své praci Safety
First and the Holding of Assets vroce 1952. Zakladni myslenkou je minimalizace horni
hranice pravdépodobnosti ztratové situace za piredpokladu, ze informace dostupné

o pravdépodobnostnim rozdéleni chovani vynosnosti aktiv jsou omezeny na znalost momenti
prvniho a druhého fadu. [5], [13]

Ve finan¢nim svété vzdy musime poéitat s jistym rizikem neuspéchu, at’ uz v podob¢ ztraty
nebo nedostate¢ného vynosu. Roytiv princip ,,zabezpeceni pfedev§im* vychazi z predstavy, Ze
toto riziko vnima vétSina investorti a Ze se toto riziko snazi co nejvice snizit pii dané hrani¢ni
vynosnosti 1, Tato hodnota predstavuje minimalni vynosnost, kterou je investor jesté ochoten
akceptovat, pfi vynosnosti nizsi nez 1y, jiz hovoiime o neuspéchu.

Analogicky k Markowitzovu modelu portfolia predpokladame, Ze vynosnosti jednotlivych
aktiv v portfoliu jsou popsany nahodnymi veli¢inami R;, i = 1,2, ...n. Portfolio chapeme
podle Definice 2.2 a celkova vynosnost portfolia se fidi nahodnou veli¢inou R. V souladu
S Definici 2.3 oznatme vyraz E(R) :=r(w) jako vynosnost portfolia, rizikovost portfolia

opét chapeme jako smérodatnou odchylku vynosnosti, tedy /o2 (R) := o(w), a dale oznatme
e(w) :=r(w) —n,. [13]

K odhadu stfedni hodnoty a smérodatné odchylky, které ve skute¢nosti pfesné nezname, opét
pouzijeme historické hodnoty a z nich odvozené vybérové statistiky. Navic predpoklddame,
7e pro dané hodnoty r(w) a o(w) existuje funkéni vztah takovy, Ze f (r(w) ,a(w)) =0.
[13]

Z dostupnych informaci neni mozné urcit presnou pravdépodobnost toho, ze vysledna
vynosnost portfolia bude niz$i nez hrani¢ni vynosnost 13,; neni tedy mozno piesn¢ urcit
pravdépodobnost neuspéchu. Je ale mozné urcit horni hranici této pravdépodobnosti. K tomu
vyuzijeme Cebysevovu nerovnost:

2
P(IR —r(w) | = e(w)) < :2 8:3 (2.64)

Jelikoz z pohledu investora je negativni pouze situace, kdy je aktualni vynos niz8i nez stfedni
hodnota r(w), mizeme provést nasledujici upravy:

a?(w
P(r(w)—R = e(w)) =P(r(w) —R=r(w) —1,) = P(R< 1) < széw))' (2.65)
Nyni je tedy nutné minimalizovat vyraz a2(w)/s?(w), coZ je tloha ekvivalentni k
s(w r(w) — 7
max(—) — Q (2.66)

wow) W ow)

Opét samoziejmé plati podminka na soucet vah Y-, w; = 1. V piipadé, Ze vynosnost
portfolia R ma normalni rozdéleni se stfedni hodnotou (w) a rozptylem o2 (w), tedy pokud
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R~N (r(w) ,O'Z(W)), pak feSeni ulohy (2.66) s podminkou na soucet vah piimo povede
k minimalizaci pravdépodobnosti neuspechu jako takového. [3],[13]

Dusledek vyse uvedeného lze snadno reprezentovat graficky. Funkci f(r(w),as(w)) = 0 je
mozno znazornit jako hyperbolickou ktivku v prostoru riziko-vynos, jak vidime na Obrazku
17. Pokud se chceme vyvarovat vynosu niz§imu nez 1,, zaneseme bod R, (0,7,). Poté
z tohoto bodu zkonstruujeme polopiimku s kladnym sklonem tak, Ze bude te¢nou kiivky
f(r(w),a(w)) = 0vbodé Ry (a7, ). Analyticky predpis této poloptimky bude tedy:

T (2.67)

r(w) = u o(w) + 1.

T

VySe uvedenym postupem jsme vtecném bodé nalezli portfolio, jehoz horni mez
pravdépodobnosti neuspéchu je nejmensi mozna. Tato horni mez je rovna prevracené hodnoté
kvadratu gradientu polopiimky R, Ry, tedy vyrazu

of

S S 2.68
(rr —1p)% ( )

OBRAZEK 17: ROY(JV MODEL PORTFOLIA
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pravdépodobnost neuspechu. Tedy naptiklad pro vynosnost r; je pravdépodobnost, ze
vynosnost portfolia bude niZsi nez tato hodnota (a investor bude hovofit o neuspéchu), mensi,
nez je pro vynosnost 1. Pro vektor optimalnich vah w* ztejmé plati r(w*) = rraoc(w*) =
or. [13]
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Poznamka: Z predchoziho jsou patrné nékteré zjevné podobnosti Royova modelu s CML a
Sharpeho mirou portfolia. Pro hrani¢ni vynosnost 1, =71 <71,- = A/C piechizi
maximalizacni problém (2.66) pfimo v maximalizaci Sharpeho miry portfolia a optimalni
portfolio podle Royova modelu je tedy shodné stecnym portfoliem modelu CML
s vynosnosti (2.61) a rizikovosti (2.62). Polopfimka R,R7, jak je patrné z jejiho predpisu
(2.67), je pak ptimo shodna s CML. Mnozina optimalnich portfolii podle Royova modelu
leZici na ¢asti vhodné funkce f (r(w), U(W)) = 0 je tedy vlastné mnozinou te¢nych portfolii
modelu CML pro rizné bezrizikové urokové miry 75 takové€, ze jsou rovny rizn€ volenym
hrani¢nim vynosnostem 73, a piislusna ¢ast funkce f potom splyva s mnozinou eficientnich
portfolii v Markowitzové smyslu. Situace je ilustrovana na Obrdzku 18 pro data z Prikladu
2.1. Na Obrazku 19 je potom detail rozdilu mezi obéma mnozinami, ktery je dan tim, ze
nepiedpoklddame investory, kteti by byli ochotni smifit se se zapornou vynosnosti 73, a krajni
tené portfolio pro 7, = 1 = 0 neni (a ani nemiZe byt) totoZné s portfoliem s minimalnim
rizikem, které je krajnim bodem Markowitzovy eficientni mnoziny. Na obrazku je téz
vyznaCena poloptimka R,Ry pro r, = 0, ktera splyva s CML pro rr = 0. V piipad€, ze
1, > 1, = A/C, jiz srovnini s CML ztraci smysl. Nicméné pro Royovo optimélni portfolio
stale plati, ze je shodné s Markowitzovo eficientnim portfoliem, které dadva maximalni
Sharpeho miru pro 7y = 13,.

OBRAZEK 18: MARKOWITZ VS. ROY

Markowitz

1% I \ \ I \
0.02 0.04 0.06 0.08 0.1 012 0.14
Riziko

002 0.04 0.06 0.08 01 012 014

Zdroj: viastni zpracovani
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OBRAZEK 19: MARKOWITZ VS. ROY - DETAIL
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Zdroj: viastni zpracovani

2.4.2 KONNO & YAMAZAKI, 1991

V roce 1991 Konno a Yamazaki navrhli novy model vyuzivajici stiedni absolutni odchylku
(mean absolute deviation, MAD) jako miru rizika k pfekonani nékterych nevyhod
Markowitzova mean-variance modelu, ktery jako miru rizika vyuziva smérodatné odchylky.
[14]

Konno a Yamazaki predstavili funkci rizika zalozenou na absolutni odchylce:
n n

Tvrzeni 2.3 Necht ndhodny vektor R = (Ry, Ry, ...,R,)T md n — rozmérné normdlni
rozdeleni. Potom

w(w) = E(

w(w) = %a(w). (2.70)
[14]

Toto tvrzeni zde ponechame bez dikazu, ktery Ize nalézt v [14]. Plyne z néj ovSem zajimavy
fakt; pokud se vynosnosti jednotlivych aktiv v portfoliu fidi normalnim rozdélenim, miry
rizika zalozené na absolutni odchylce a na smérodatné odchylce jsou Vv podstaté stejné a
minimalizace w(w) je ekvivalentni k minimalizaci o(w).

Dale ptredpokladame znalost historickych dat za obdobi t (¢t = 1,2,...,T); stiedni hodnotu
vynosnosti 1; = E(R;) aktiva odhadneme aritmetickym prumérem a stfedni absolutni
odchylku primérnou absolutni odchylkou. Ozna¢me si 1;; realizaci ndhodné veliiny R;
v ¢ase t a a;; = 1;; — ;. VySe uvedené nam umozni piepsat funkci (2.69) jako
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T

=33

n
Z W;Qit
i=1

(2.71)
t=1
a optimaliza¢ni ulohu pak zapiSeme:
min o (w) 2.71)
za podminek
n
r(w) = 2 Wity = 1y, (2.73)
i=1

n
Z wi =1, (2.74)
=1

kde 7, je ocekavana vynosnost portfolia. Pfipadné Ize pfidat podminky nezépornosti vah a
dalsi linearni omezeni. Lze ukazat, ze vySe uvedena uloha muze byt snadno pfevedena na
ulohu linearniho programovani, ktera je efektivné fesitelna simplexovou metodou. [14], [15]

Nyni uved'me nekteré vyhody tohoto modelu oproti Markowitzovu pfistupu:

e Neni nutné odhadovat varia¢ni matici V. Diky tomu je velmi snadné upravit model,
kdyz jsou pfidana nova data.

e Reseni linearni tlohy je mnohem jednodussi neZ fedeni kvadratické ulohy.

e Optimalni feSeni mize obsahovat nejvice 2T + 2 aktiv bez ohledu na velikost n
(podrobnosti naptiklad v [15]), kdezto optimalni feSeni ulohy podle Markowitze mize
obsahovat az n aktiv. Tento rozdil mize byt markantni pfedevs§im pro velmi velka n.
Dalsi vyhodou tedy je, ze 1ze vyuzit T jako kontrolni proménnou pro omezeni poctu
aktiv v portfoliu.

[14]

2.4.3 YOUNG, 1998

Younguv takzvany minimaxovy model (the Minimax Model) z roku 1998 je zaloZzen na
principech teorie her. Plati zasada, Ze kazda hra mize mit dva nebo vice hract, z nichz kazdy
ma svij cil a je obezndmen s moznymi strategiemi svych soupeit. Pokud se vSichni hraci
chovaji raciondln¢ (snazi se maximalizovat sviij uzitek), potom teorie her tvrdi, ze kazda
situace muze byt rozhodnuta dvéma zplsoby; hraci se snazi maximalizovat své ocekavané
minimalni vynosy (maximinové kritérium) nebo se naopak snazi minimalizovat maximalni
ocekavanou ztratu (minimaxové kritérium). Tato dvé kritéria jsou vzajemné dudlni. Vice
informaci o teorii her je mozno nalézt napiiklad v [17].

Young zvolil minimalni vynos jakozto miru rizika. Takovato mira rizika je velmi odli$na od
diive zminovanych (smérodatnd odchylka, stfedni absolutni odchylka...). Specificka je
zejména tim, ze muze byt (a také v naprosté vétSiné piipadi bude) zaporna. Hovofit o

33



minimalnim vynosu je potom tedy totéz, jako hovofit o maximalni ztraté. Young definoval
optimalni portfolio jako to, které minimalizuje maximalni ztratu za obdobi, za podminky
pozadované ocekdvané vynosnosti portfolia 7,,. Analyza opét vychazi z historickych dat za
obdobi t (t = 1,2, ...,T). [16]

Uvazujme opét investici do n aktiv. Oznacme si r; prumérny vynos z i —tého aktiva za
obdobi, r;; vynos i —tého aktiva v Case t, dale pak r(w) o¢ekavany vynos portfolia, r:(w) =
Y1 W;T;: vynosnost portfolia v ¢ase t @ M,.(w) = min, r;(w). Ackoliv tato formulace zjevné
vede na maximinové kritérium, v literatufe je Youngilv model oznaovan jako minimaxovy
model. [16]

Minimaxovy model se pokousi dosahnout maximalni hodnoty M, tak, Ze portfolio dosahne
poZzadované vynosnosti 7, a vSe je investovano. Optimalizani Glohu je tedy mozno zapsat
nasledovné:

max minr;(w) = max M, (w) (2.75)
w t w

za podminek

n
r(w) = Z Wiy =Ty, (2.76)
i=1

n
Z w; =1, (2.77)
i=1

[16]

Ulohu je pochopitelné mozno rozsifit o doplitujici podminky na vahy apod. Podle Younga
dava tento model lepsi vysledky nez jiné modely portfolia v pfipadé, kdyz data nejsou
normalné rozdélena (piedevSsim s ohledem na Sikmost), a podobné vysledky, pokud data
normalné rozd¢lena jsou. Vyhodou je opét moznost pievést tlohu na tlohu linearniho
programovani fesitelnou simplexovym algoritmem. [18]

2.4.4 MAXIMALIZACE STREDNIHO UZITKU
Konkurenci pro vySe uvedené modely mize byt piistup zaloZzeny na kritériu maximalizace
sttedniho uzitku z vynosnosti portfolia. Takovy model ma obecné tvar

max E(U(w)), (2.79)

kde U(w) je uzitkova funkce zvolena investorem a plati podminka na soucet vah. Vyhoda této
metody spociva v jeji Siroké vyuzitelnosti. Optimalni portfolio v tomto pfipadé ptimo zavisi
na volbé uzitkové funkce, kterd je pro kazdého investora individuélni a pro jeji volbu neni
mozné dat obecny navod. [5]

Plati, ze pfi vhodné volbé uzitkové funkce (napt. ve tvaru U(w) = r(w) — gaz(w) (2.1) a
pokud chapeme vynosnost a rizikovost ve smyslu Definice 2.3 (tedy podle Markowitze),
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potom mnozina portfolii maximalizujicich uZitek, kterd je feSenim maximaliza¢ni Ulohy
(2.79) pro ruzné hodnoty averze k riziku, je shodna s mnozinou eficientnich hrani¢nich
portfolii v Markowitzové smyslu. Na Obrdzku 20 je tato mnoZzina znazornéna (data z Prikladu
2.1) spolu s indiferen¢nimi kiivkami, na kterych lezi dvé rizna optimalni portfolia pro dva
rizné investory s odlisnou averzi k riziku.

OBRAZEK 20: MAXIMALIZACE STREDNIHO UZITKU
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Zdroj: viastni zpracovani

3  APLIKACE MODELU NA REALNA DATA

V této kapitole aplikujeme nékteré z vySe uvedenych modeld na realnd data a zhodnotime
vysledky. K testovani byly vybrany nasledujici modely:

(i)  Markowitztiv model, 1952.
(i)  Model Konno & Yamazaki, 1991.
(ili)  Youngtv model, 1998.

Tyto modely byly zvoleny zejména proto, ze se liSi zplisobem chépani rizika. Zatimco
Markowitz chape riziko jako smérodatnou odchylku vynosnosti portfolia, pro Konna a
Yamazakiho se jedna o stiedni absolutni odchylku vynosnosti a u Youngova modelu je
rizikovosti portfolia mySlena maximalni ztrata portfolia za obdobi.

Veskeré naprogramované zdrojové kody a vstupni data v ramci této kapitoly lze nalézt
Vv elektronické priloze K této praci. Zpracovani dat bylo provedeno tabulkovym procesorem
MS EXCEL a v programovém prostiedi MATLAB.

3.1 VSTUPNI DATA
Pro ucely testovani modelt byla vybrana aktiva obchodovana na americkém akciovém trhu

(ptedevsim na NYSE). Akcie byly vybrany napfi¢ odvétvimi, aby co nejlépe provétily
vlastnosti jednotlivych modell a jejich reakce na zmény trhu. Cilem tedy nebylo nalézt co
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nejvynosnéj$i €1 nejméné rizikové akcie, ale nalézt akcie vhodné reprezentujici rtzné
segmenty trhu (hardware, software, finan¢ni sektor, stravovani apod.), které by mély alespon
Casteéné aproximovat chovani trhu jako celku ve zvolenych obdobich. Uplny seznam
vybranych spole¢nosti a korporaci je uveden v Priloze B.

Portfolio z vybranych akcii bylo sestaveno postupné pro roky 2010, 2011 a 2012. Pro kazdé
obdobi byla vynosnost a rizikovost kazdého aktiva odhadovana metodou ex post. Zakladem
odhadt byly Casové fady dennich zavérenych cen akcii o€isSténych o dividendy a piipadné
akciové splity za dané obdobi. Obdobi vzdy tvofilo poslednich pét let pred sestavovanim
portfolia, tedy naptiklad pro rok 2010 byla volena ¢asova fada v obdobi 2005 az 2009 atd.
Vsechna data pochazeji z [20]. Tyto casové ftady zavéreCnych cen byly nasledné
transformovany na Casové tady roCnich vynosnosti jednotlivych aktiv. Vynosnost aktiva i
v Case t v souladu s pfedchozim znacenim ozna¢ime 1;;. Transformace probéhla nasledovné:
cena, — cena;_q (3.1)

T"t =
: cena,_,;

kde rozdil mezi casem t at — 1 je jeden rok. Nasledné byly ro¢ni vynosnosti jesté prevedeny
na procenta. Z takto transformovanych ¢asovych fad byla odhadnuta vynosnost a rizikovost
kazdého aktiva. Vynosnost byla pro vSechny tfi modely odhadnuta shodné aritmetickym
pramérem. Pro Markowitziv model jsme k odhadu rizikovosti vyuzili vybérovou
smérodatnou odchylku a rizikovost aktiv pro Konno & Yamazaki model jsme odhadli
prumérnou absolutni odchylkou. Dale bylo nutné provést odhad variaéni matice V .
Kovariance mezi libovolnou dvojici aktiv byla odhadnuta vybérovou kovarianci. Lze ukazat,
ze vySe uvedené vybérové statistiky jsou nestranné, konzistentni odhady hledanych
pravdépodobnostnich veli¢in. Vice o teorii odhadu napt. v [22]. U Youngova modelu byla
rizikovost i —tého aktiva odhadnuta jako min, 7;;.

Dle teorie by se vysledky, které vybrané modely davaji, mély lisit tim vice, ¢im véEtsi
odchylky od normalniho rozdéleni vykazuje vynosnost aktiv. Diskutujme tedy nyni normalitu
vstupnich dat. Lze fici, Ze vynosnosti aktiv vykazuji nejcastéji tyto problémy narusujici
normalitu:

e Té&zké konce — pravdépodobnost extrémnich hodnot je vys$§i neZ u normalniho
rozdeleni, kde plati tzv. pravidlo 3 SIGMA.

e Sikmost — statistika zaloZena na tfetim centralnim momentu, ktera popisuje symetrii
rozdéleni. Normalni rozdéleni je symetrické (nulova Sikmost), zatimco vynosnost
aktiv byva casto asymetrickd (vychylend na jednu ¢i druhou stranu od stfedni
hodnoty).

e Spicatost — statistika zaloZzena na &tvrtém centralnim momentu, ktera porovnava dané
rozdéleni s normalnim rozdélenim. Rozdéleni aktiv byva casto Spicatejsi nez normalni
rozdéleni. Vysokd SpiCatost napovida, ze velké mnozstvi dat lezi v blizkém okoli
sttedni hodnoty.

e Dva vrcholy — rozdéleni nékterych aktiv miva dva vrcholy, na rozdil od
jednovrcholového normélniho rozd¢leni.
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[22]

Poznamka: Pravidlo 3 SIGMA ftika, Zze pro nahodnou veli¢inu fidici se normalnim
rozdélenim se stfedni hodnotou pu a smérodatnou odchylkou o plati, ze vice nez 99,7 %
hodnot leZi v intervalu (u — 30; 4 + 30). [3]

[lustrujme si vySe uvedené problémy na Obrazku 21. Pro porovndni je Cervenou barvou
vyznacena kiivka hustoty normalniho rozdé€leni s odhadnutymi parametry y a o.

OBRAZEK 21: PORUSOVANI NORMALITY VSTUPN{CH DAT
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Cetnost
Cetnost
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=
=
Cetnost

0
-100 50 0 50 100 150 B -150 -100 -50 0 50 100 150 200
Roéni vynosnost [%] Roéni wynosnost [%]

Zdroj: viastni zpracovani

Velkd vétSina vybranych aktiv se normalnim rozdélenim nefidila. Normalita dat byla
testovana pomoci Lillieforsova testu, ktery je zalozen na porovnavani distribu¢nich funkci,
dale potom pomoci Jarque — Bera testu, jehoz testovaci statistika vyuziva Sikmosti a Spicatosti
testovaného souboru v porovnani se Sikmosti a §picatosti normalniho rozdéleni, a také pomoci
x? testu dobré shody. VSechny testy byly vzhledem k dostate¢né velkému objemu dat
testovany na hladin€é vyznamnosti &« = 1 %. Dalsi podrobnosti o vySe uvedenych testech
normality 1ze nalézt v [22].

3.2 RESENi MODELU

VSechny tfi modely byly feSeny v programu MATLAB pomoci funkce fmincon, ktera je
vhodna pro ulohy vazané optimalizace. Optimalizace probéhla za podminky zakazaného
prodeje na kratko (tedy w; € [0; 1]) a za podminky, Ze v§e je investovano (}j=, w; = 1).
Pozadovand vynosnost 7;, byla u vSech modeli zvolena jako ocekavand vynosnost te¢ného
portfolia CML (bezrizikova tirokova mira byla odhadnuta vynosnosti U. S. Treasury Bonds
S jednoletou splatnosti; tyto vynosnosti jsou dostupné na webovych strankach [21]). Pro
Markowitzliv model se tedy pfimo jedna o te¢né portfolio, které maximalizuje Sharpeho miru.
Vstupni data nebyla predem ocisténa od dominovanych aktiv ¢i aktiv se zapornou vynosnosti.
Na Obrdazku 22 vidime mnoziny hrani¢nich portfolii pro vSechny tfi zvolené modely
s vyznaCenym eficientnim portfoliem s poZadovanou vynosnosti 7;, pro rok 2010.
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OBRAZEK 22: MNOZINY HRANICNICH PORTFOLI{
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Zdroj: viastni zpracovani

3.3 DISKUZE VYSLEDKU

Zaméime se nejdiive na jedno konkrétni portfolio s pozadovanou vynosnosti 7, a ozna¢me si

jeho skuteénou vynosnost 1. Vysledky rozeberme v nasledujicich tabulkach. Testy normality
denni vynosnosti v priabéhu jednotlivych let vtomto piipadé probihaly na hladiné

vyznamnosti @ = 5 %.

TABULKA 1: VYSLEDKY - 2010

Rok 2010 Markowitz Konno & Yamazaki Young
PoZadovana ro¢ni vynosnost 7, 23,03 % 23,03 % 23,03 %
Skute¢na vynosnost 7 30,83 % 30,66 % 31,39 %
Rozdil g — 1, 7,80 % 7,64 % 8.37%
Ocekavana rizikovost portfolia 13,55 % 11.18 % —7.80 %
Lilliefors test ANO ANO NE
P-hodnota 0,1026 0,0540 0,0119
Jarque — Bera test NE NE NE
P-hodnota 0,0029 0,0015 0,0026
x? test dobré shody NE NE NE
P-hodnota 0,0012 0,0035 0,0149

Zdroj: viastni zpracovani

Po roce 2009 byl na svétovych finan¢nich trzich rok 2010 jiz druhym ristovym rokem v fad¢.
Odehraval se predevsim ve znameni ozivovani trhl z disledkii svétové finan¢ni krize roku
2008. Toto je patrné i na modelovém portfoliu, které ve vSech tfech pripadech vykazalo vyssi
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vynosnost, nez jakd byla ocCekavana. Nejvyssi vynosnost (ale také nejvétsi odchylku od
pozadované vynosnosti) piinesl Youngiv model. Na opacné strané skoncil Konno &
Yamazaki model. Dle vysledkt testd normality lze fici, Ze denni vynosnost portfolia se
V tomto obdobi nefidila normélnim rozdélenim (problémem byla predev§im vétsi Spicatost
oproti normalnimu rozdéleni).

TABULKA 2: VYSLEDKY - 2011

Rok 2011 Markowitz Konno & Yamazaki Young
PoZadovana ro¢ni vynosnost 7, 19,01 % 19,01 % 19,01 %
Skute¢na vynosnost 7 20,64 % 20,25 % 15,32 %
Rozdil r; — 1, 1,63 % 1,24 % —-3,69 %
Ocekavana rizikovost portfolia 6,20 % 5,01 % —1,03 %
Lilliefors test NE NE NE
P-hodnota 0,0013 0,0010 0,0010
Jarque — Bera test NE NE NE
P-hodnota 0,0015 0,0017 0,0010
x? test dobré shody NE NE NE
P-hodnota 0,0001 0,0010 0,0001

Zdroj: viastni zpracovani

V roce 2011 se ve Spojenych statech Casto fesil problém statniho dluhu, ktery se v té dobé
pfibliZil stu procent DPH. Dal$im zavaznym problémem byla krize v Eurozoné, kterd vlivem
globalizace a provazanosti svétovych ekonomik ovlivnila 1 finan¢ni trh ve Spojenych statech.
Modelové portfolio piesto vykazovalo rist, i kdyz niz$i nez v roce 2010. Nejhtife si v roce
2011 vedl Younglv model portfolia, ktery se dostal témet o Ctyfi procenta pod pozadovanou
vynosnost. Markowitziiv i Konno & Yamazaki model zakoncily rok s vynosnosti nad dvacet
procent a velmi blizko pozadované vynosnosti. Denni vynosnost portfolia se ani v tomto
pfipad¢ nefidila normdalnim rozdélenim, problémem byla opét jeji Spicatost a tendence

k tézkym konctm.

TABULKA 3: VYSLEDKY - 2012

Rok 2012 Markowitz Konno & Yamazaki Young
Pozadovana ro¢ni vynosnost 7, 25,14 % 25,14 % 25,14 %
Skute¢na vynosnost 7 531 % 5.98 % 10,38 %
Rozdil ; — 7, —19,83 % —-19,16 % —14,75 %
Ocekavana rizikovost portfolia 14,35 % 11,87 % —-7,57 %
Lilliefors test NE NE ANO
P-hodnota 0,0010 0,0284 0,2097
Jarque — Bera test NE NE NE
P-hodnota 0,0010 0,0010 0,0032
x? test dobré shody NE NE ANO
P-hodnota 0,0175 0,0473 0,8181

Zdroj: viastni zpracovani
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Rok 2012 byl ovlivnén pokracujici krizi Eurozony a fiskalni krizi ve Spojenych statech, coz
vedlo k vétsimu kolisani cen. Modelové portfolio zaznamenalo vyrazné niZz$i vynosnost, nez
bylo ofekavano. Vétsi rozdil oproti zbylym dvéma modelim piinesl Youngtiv model. Jeho
vynosnost byla az o pét procent vyssi a také denni vynosnost portfolia vykazovala oproti
Markowitzovu a Konno & Yamazaki modelu vétSi miru shody s normalnim rozdélenim
(zejména p-hodnota y? testu dobré shody byla velmi vysoka).

Obrazek 23 graficky znazornuje pribéh investice Konno & Yamazaki modelu a denni
vynosnost v roce 2011. Cern4 use¢ka na hornim obrazku pfedstavuje linearni spojnici mezi
pocateCni nulovou vynosnosti a pozadovanou vynosnosti 7,. Cervena ¢ara na dolnim obrazku
znaci primérnou denni vynosnost v daném obdobi.

OBRAZEK 23: PRUBEH INVESTICE A DENN{ VYNOSNOST

Vijvoj investice - Konno a Yamazaki

Zisksztrata portfolia [%6]

QObehodni dny na burze
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Obchodni dny na burze

Zdroj: viastni zpracovani

Obrazek 24 ukazuje porovnani denni vynosnosti s normalnim rozdélenim v roce 2012 pro
vSechny tf1 modely. Z obrazku je dobie patrné, Ze denni vynosnosti Youngova modelu nejlépe
kopiruji tvar hustoty normalniho rozdéleni s pfislusnou odhadnutou stfedni hodnotou u a
smérodatnou odchylkou o.
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OBRAZEK 24: POROVNAN[ DENNiCH VYNOSNOSTi S NORMALNIM ROZDELENIM
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Zdroj: vilasti zpracovani
Dalsi grafy k vySe uvedenym tabulkdam lze nalézt v elektronické piiloze této prace.

Nyni se jiz nezamétime na jediné portfolio, ale pokusime se shrnout vysledky celé mnoziny
hrani¢nich portfolii.

TABULKA 4: SOUHRNNE VYSLEDKY - 2010

Rok 2010 Markowitz Konno & Yamazaki Young
Primémy rozdil 7, — 7, 7,61 % 7.98 % 8,19 %
Maximalni kladny rozdil

aximaini Kiadny rozdai 50,56 % 50,56 A 50,56 %
s —Ty
Naximalnt 24 > rordil
) Ezﬂ:na N1 zaporny rozdi —37,90 % —37,90 % —37,90 %
S 14

Zdroj: viastni zpracovani

Uspésny rok 2010 piinesl u vsech modelt kladny primémy rozdil mezi 7, a T,. Sveé
konkurenty lehce ptedc¢il Younglv model, u néhoz se tento primérny rozdil dostal pies osm
procent.

TABULKA 5: SOUHRNNE VYSLEDKY - 2011

Rok 2011 Markowitz Konno & Yamazaki Young
Pramémy rozdil 7, — 7, —25,09 % —24,66 % —33,76 %
Maximalni kladny rozdil

aximalni kladny rozdi 12,42 % 14,46 % 26,81 %
s — Tp
Noaximaln 24 > rondil
r a_Xlrma nl zaporny rozdi —124,62 % —124,62 % —124,62 %
S 14

Zdroj: viastni zpracovani
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Co se tyce primérného rozdilu r; — 7, se v roce 2011 jiz ani jednomu z modeld nepovedlo
dostat se do kladnych ¢isel. Zatimco Markowitziiv a Konno & Yamazaki model vykazovaly
podobna ¢isla, u Youngova modelu, ackoliv nabizel nejvys$si mozny kladny rozdil vynosnosti,
byl tento rozdil v priméru vyrazné horsi nez u jeho konkurentt.

TABULKA 6: SOUHRNNE VYSLEDKY - 2012

Rok 2012 Markowitz Konno & Yamazaki Young
Primérny rozdil r; — n, —35,61 % —34,95 % —34,40 %
Maximalni kladny rozdil

axtmaini &adhy Tozdt 18,20 % 19,87 % 18,88 %

s — T,

Maximalni zaporny rozdil

—119,36 % —119,36 % —119,36 %
s — T

Zdroj: viastni zpracovaini

V roce 2012 vSechny tfi modely davaji velmi podobné hodnoty. Lze fici, Ze Markowitzliv
model v tomto roce mirn¢ zaostava, ale rozdily nepfesahuji dvé procenta. V pruméru byl
nejlepsi Youngiiv model, mezi timto a Konno & Yamazaki modelem byl vSak v tomto
ukazateli jen velmi maly rozdil.

Ukézka grafického zpracovani vyse uvedenych tabulek je znazornéna na Obrazku 24. Jedna
se o Markowitztiv model a rok 2011. Dalsi grafy lze opét nalézt v elektronické ptiloze.

OBRAZEK 25: POZADOVANA VS. SKUTECNA VYNOSNOST

PoZadovana versus skutetnd vynosnast porifolia - Markawiz

=5}
=

.
=

[}
S

=

(=)
S

Skute&na vynosnost [%]

A=
=

PoZadovana vwnosnost [%]

Rozdil skutefné a poZadované wnosnosti - Markowitz

1 P s

-

Rozdil vynosnosti [%]

PoZadovana wnosnost [%]

Zdroj: viastni zpracovani
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Provedena analyza vysledkii nepfinesla jednozna¢né rozhodnuti, zda je n¢ktery z modelt lepsi
nez ostatni. Obecné Ize tici, Ze i ptes odchylky vstupnich dat od normality Markowitziiv a
Konno & Yamazaki model pfinasely velmi podobné vysledky. Youngliv minimaxovy model
naproti tomu ptindsel Casto odlisné vysledky, které¢ ovSem ne vzdy byly jednoznaéné lepsi nez
u zbylych dvou modelt. Pro testované modely nebyla provedena citlivostni analyza, ktera by
mohla byt podnétem pro dalsi rozséhlejsi diskuzi.

Podivejme se znovu na Obrazek 25. Na ném je dobie patrné, Ze skutecnd vynosnost po
uré¢itou dobu fluktuuje okolo pozadované vynosnosti, ale od jisté (dostate¢né vysoké)
pozadované vynosnosti 7, dojde K propadu a sdéle rostoucim 7, je tato degrese témét
linearni. Tendence k takovémuto chovani byla pozorovatelna ve vSech deviti zkoumanych
piipadech. Je to zplsobeno tim, Ze pro velka 7, je portfolio malo diverzifikovan¢é a pro
T
Velka pozadovana vynosnost je tedy vykoupena vysokym rizikem, které plyne z nedostatecné

diverzifikace portfolia.

= max; 1; je dokonce tvofeno pouze jedinym aktivem s maximalni o¢ekavanou vynosnosti.

Porovname-li 7, v roce 2011 (uvedena v Tabulce 2) s Obrdazkem 25, zjistime, ze pro tuto
pozadovanou vynosnost se skute¢nd vynosnost stale nachazi ve fazi, kdy ptiblizné kopiruje
vynosnost pozadovanou. Situace byla podobna i v ostatnich ptipadech (viz. elektronicka
dokumentace). Lze dokonce fici, ze ve vétSiné piipadu by se zdalo byt z pohledu investora
vhodnéjsi volit vyssi r,. Jak jiz bylo feceno, poZzadovand vynosnost byla vypoctena jako
vynosnost tecného portfolia CML a maximalizuje tedy Sharpeho miru. Obecné lze fici, ze
takto zvolené portfolio je dobfe diverzifikované a zdd se byt vhodné ptedevSim pro
konzervativngjsi investory, ktefi preferuji vyssi miru zajisténi pred extrémné vysokou
vynosnosti (tedy ti, ktefi maji vy$si averzi k riziku). Portfolia volena timto zplisobem pfinesla
kKladny vynos vkazdém zdeviti sledovanych ptipadi a ve vice nez poloviné piipada
piekrocila svoji pozadovanou vynosnost.
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ZAVER

Tématem této prace bylo pracovat s klasickymi a alternativnimi pfistupy optimalni volby
portfolia. Zakladem pro spravné pochopeni problematiky teorie portfolia je dilezité seznamit
se s jeji historii a také kdy, kde a na jakém pozadi byla teorie vytvorena. Prvni kapitola proto
tuto teorii predstavila tak, jak ji vidime dnes, a seznamila nas se zakladnimi milniky jejiho
historického vyvoje. Jelikoz portfolio je tvofeno z aktiv, uvedli jsme jejich struény pichled a
popis zejména se zaméfenim na jejich mozné vyuziti v teorii portfolia. V zavéru prvni
kapitoly jsme diskutovali mozné motivy K sestaveni portfolia a také jsme piedstavili dva
zakladni ptistupy k jeho sprave.

Druha kapitola se jiz pfimo zabyvala konkrétnimi modely optimalni volby portfolia.
Zékladnim pilifem prvni ¢asti této kapitoly bylo detailni analytické odvozeni zakladniho
Markowitzova modelu. Pied samotnym odvozenim bylo nezbytné definovat prostor riziko-
vynos, na kterém se moderni teorie portfolia pohybuje, seznamit se se vztahem investorQ
Kk riziku a matematicky definovat pojem portfolio a jeho vynosnost a rizikovost. Samotné
odvozeni bylo provedeno s dirazem na nékteré zajimavé vlastnosti Markowitzova modelu a
celé bylo provazeno elementarnim dvouaktivovym piikladem, ktery umoznoval praktickou
ukazku a elegantni grafickou ilustraci vhodné vybranych krok odvozeni. Dale jsme se
Vv druh¢ kapitole zaobirali nékterymi modifikacemi zakladniho Markowitzova modelu. Druha
Cast této kapitoly se zaméfila na predstaveni vybranych alternativnich modeli. Ukolem
nebylo se svybranymi modely pouze seznamit, ale také uvést jejich ptipadny vztah
k Markowitzovu modelu a diskutovany byly také jejich mozné vyhody ¢i nevyhody.

Ve tieti kapitole této prace jsme k Markowitzovu modelu vybrali dalsi dva alternativni
modely tak, aby se liSily zejména chapanim rizika a davaly tak hypoteticky co nejvice
ruznorodé vysledky, a byla provedena fiktivni investice do vybrané mnoziny akcii
z amerického trhu. Cilem bylo vybrat takova aktiva, ktera by pokryvala co nejsirsi ¢ast trhu.
Postupné jsme rozebrali charakteristiku vstupnich dat, metody feSeni vybranych modelt a
v zavéru jsme uvedli a analyzovali dosazené vysledky. Analyza vysledkl sice nepfinesla
jednozna¢nou odpoveéd’ v podobé nejlepsiho modelu, ale pfinesla zajimava fakta a srovnani
model v souvislosti s normalitou dat a také potencionalné oteviela dvefe dalsimu rozboru a
citlivostni analyze vybranych modelt.

Tato prace se nesnazi byt komplexnim seznamem modelt optimalni volby portfolia ani
ptiruckou jak a do jakych aktiv investovat. Snazi se piedstavit a v souvislostech srovnat
vybrané modely a ukazat Ctenaii, jak pracuji na redlnych datech. Celé prace byla vypracovana
se ziejmym ddrazem na nazornost a piehlednost. Zaroven byla doplnéna o Cetna obrazova
znézornéni a grafy.
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Amazon.com, Inc. — Online retail

McDonald’s Corp. — Sit’ rychlého obcerstveni

Broadcom Corp. — Elektronika, Polovodi¢ové technologie
Cheesecake Factory, Inc. — Retézec restauraci

. Western Digital Corp. — Hardware

. JP Morgan Chase & Co. — Bankovnictvi

. Franklin Resources, Inc. — Podilové a penzijni fondy

. AAR Corp. — Letectvi a obrana

. SPDR Gold Shares — Zlato

. Ford Motor Co. — Automobily

. AT&T, Inc. — Telekomunikace

. The Walt Disney Comp. — Masova média

. British American Tobacco p.l.c. — Tabakovy prumysl

. Whole Food Market, Inc. — Potraviny

. US Steel Corp. — Ocelarny

. Walter Energy, Inc. — Tézba uhli, energetika

. Cabot Oil & Gas Comp. — Tézba ropy a zemniho plynu
. Guess, Inc. — Obleceni

. The Coca-Cola Comp. — Napoje

. Johnson & Johnson — Kosmetika, Zdravotnické vybaveni



