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Abstrakt

Cilem této bakalarské prace je shrnout zakladni teorii Lebesgueovy a Hausdorffovy
miry a vysveétlit ji pouzitim jednotného a srozumitelného znaceni, popsat vlastnosti
Lebesgueovy i Hausdorffovy miry a ukédzat mnoziny, které jsou z pohledu méteni
komplikované. Tato prace se dale zabyva Hausdorffovou dimenzi a hlubsi analyzou
nékolika druhu Cantorovych mnozin (od Cantorova diskontinua k zobecnénym Can-
torovym mnozinam). Na zavér je definovdna Minkowského dimenze, kterd je na
piikladech Cantorovych mnozin také porovnana s dimenzi Hausdorffovou.

Klicova slova: Lebesgueova mira, Hausdorffova mira, Hausdorffova dimenze, Can-
torovo diskontinuum, zobecnénd Cantorova mnozina, Minkowského dimenze

Abstract

The main goal of this bachelor thesis is to explain the basic theory of Lebesgue and
Hausdorff measure using unified and simple symbols and notation, to describe some
properties of these measures and also to show examples of sets, which are not easy to
measure. This thesis also discusses the Hausdorff dimension and thoroughly analyzes
some types of Cantor sets (not only Cantor ternary set, but also generalized Cantor
sets). At the end of this thesis, the Minkowski dimension is defined and compared
to the Hausdorff dimension on some Cantor set examples.

Keywords: Lebesgue measure, Hausdorft measure, Hausdorff dimension, Cantor
ternary set, general Cantor set, Minkowski dimension
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Pouzité znaceni

[a, b] - uzavieny interval

(a,b) - otevieny interval

[a,b] X [c,d] - kartézsky soucin intervali

l,(A) - elementarni objem n-rozmérné mnoziny A
¢(a,b) - délka intervalu

A, X, {a,b,c} - mnozina

N - mnozina pfirozenych ¢isel

Q - mnozina racionalnich ¢isel

R - mnozina realnych ¢isel

R* - mnozina realnych ¢isel véetné prvku +o0o a —oo
f(z) - funkce f proménné x

o0

() - prunik nekone¢né mnoha prvku

i=1

o0

J - sjednoceni nekoneéné mnoha prvku
i=1

(0, ayas...a,)19 - ¢islo v desitkové soustavé

o

> - soucet (suma) nekone¢né mnoha prvku

i=1

A — B - zobrazeni z mnoziny A do mnoziny B

2% - mnozina vsech podmnozin mnoziny X (potenéni mnozina)
B\ A - doplnék mnoziny A do mnoziny B

A - uzdvér mnoziny A

(ax) - posloupnost redlnych ¢isel

7(ay) - prerovnani posloupnosti (ay)

A(A) - Lebesgueova mira mnoziny A



H*(A) - Hausdorffova mira rozméru s mnoziny A

dimg(A) - Hausdorffova dimenze mnoziny A

P,(&,) - rozdéleni mnoziny N podle Cantorovy mnoziny a jejiho bodu &,
|la — b|| - eukleidovska metrika vyjadiujici vzdalenost bodu a,b € R"

dimy;(A) - Minkowského dimenze mnoziny A



Uvod

Podstatnym néstrojem matematiky pro uchopeni libovolné kvantity je mira mnoziny.
Jeji zavedeni je pouze dusledkem prirozeného pozadavku umét néjak kvantitativné
popsat (v idedlnim piipadé) libovolnou mnozinu a tim presné vymezit takové pojmy
jako délka, obsah a objem. Na miru, jakozto néjakou funkci, kterd mnoziné priradi
realné ¢islo, budeme také klast nékolik dulezitych pozadavku, aby se s méritelnymi
mnozinami dobte zachazelo, ¢ili aby bylo mozné je vibec zméfit a aby se takovéa
mira dala néjak ,,rozumné* spocitat.

Problematikou métfeni mnozin se zabyvalo mnoho matematiku, napt. francouzsky
profesor Henri Lebesgue (1875 - 1941), némecky matematik Felix Hausdorff (1868 -
1942), ale napiiklad i Bernhard Riemann (1826 — 1866) nebo rakousky matematik
narozeny v Déciné Johann Radon (1887 — 1956).

V nasledujici praci jsem se pokusil shrnout zéklady Lebesgueovy a Hausdorffovy
miry (ty jsou véetné obecné teorie miry velmi podrobné shrnuty v [6] a [8], po-
psat jejich vlastnosti a také ukazat nékteré mnoziny, které jsou z pohledu méreni
komplikované, témi se zabyval mimo jinych Vojtéch Jarnik v [5]. Text pokracuje
definovanim Hausdorffovy dimenze (zavedena a analyzovéna v [3]) a jejimi odhady
pro nékteré obecnéjsi typy Cantorovych mnozin (viz také [2]). Zavérecnd kapitola se
vénuje Minkowského dimenzi a jejimu vypoctu na piikladech Cantorovych mnozin.



1 Lebesgueova mira

1.1 Zakladni pojmy
Pro zavedeni miry (a specidlné Lebesgueovy miry) je nejprve nutné definovat nékolik

dulezitych pojmu, jako délka intervalu, elementérni objem (viz [8]) atd.

Definice 1.1 (Spocetna a nespocetnd mnozina)

Spocetna mnozina je takova nekoneénd mnozina, jejiz mohutnost je stejnd jako mo-
hutnost mnoziny prirozenych ¢isel. Jinymi slovy umime najit takové zobrazeni, které
na sebe vzajemné jednoznacné zobrazi prvky nasi testované mnoziny a mnoziny
prirozenych ¢isel. Napf. mnozina sudych prirozenych ¢isel je spocetna, umime najit
zobrazeni

s=2-n,

kde s je sudé cislo a n ¢islo ptirozené. Na druhou stranu u nespocetnych mnozin
takové zobrazeni nalézt neumime, jejich mohutnost je vétsi nez mohutnost mnoziny
prirozenych ¢isel. Piikladem nespocetné mnoziny je mnozina realnych c¢isel.

Definice 1.2 (Vnitini bod mnoziny, uzavienost, otevienost, uzaver)
Necht X C R a X; C X. Potom:

e Bod B je vnitrnim bodem mnoziny X, pokud do ni nélezi i s néjakym svym
(libovolné malym) okolim.

e X, je otevrend, pokud vSechny jeji body jsou wvnitrnimi body.

e X je uzavrend v X, pokud jejim doplikem X \ X; do mnoziny X je oteviend
mnozina.

e uzdvérem mnozZiny X; nazveme mnozinu X; = (\{M : M jsou uzaviené v X,
X, C M}.

Navic pokud X; je oteviend, pak R\ X; je uzavien4.

Definice 1.3 (Funkce intervalu (aditivni)) Zobrazeni m, které ptiradi libo-
volnému intervalu néjakou hodnotu z R se nazyva aditivni funkce intervalu, pokud
pro kazdou trojici realnych cisel a, b, ¢ plati

a<b<c=m((a,c)) =m((a,b))+ m((bc)).

Pro konstrukci Lebesgueovy miry je velmi dulezitym prikladem takové aditivni
funkce délka intervalu, kterd se definuje:

(((a,b)) =b—a.
Obecné kazda funkce intervalu vznika z néjaké funkce F' : R — R predpisem

m((a,b)) = F(b) — F(a).



Definice 1.4 (Elementarni objem) Mame n-rozmérny interval [ = I} x Iy x...x I,
(kartézsky soucin jednorozmérnych intervalu). Jeho elementdrni objem £,(I) je mu
pritazen predpisem £, (1) = £(1y) - £(13) - ... - £(1,).

Zavedeni elementarniho objemu je zcela prirozené vzhledem k tomu, ze praveé
takové veli¢iny jako objem, obsah a délka chceme pomoci Lebesgueovy miry mérit.

Definice 1.5 (Potenéni mnozina) Mnozina obsahujici vSechny podmnoziny li-
bovolné mnoziny X (véetné samotné mnoziny X) se nazyva potencéni mnozina.
Znacéime ji symbolem 2%,

Definice 1.6 (Mnozinova funkce) Méjme mnozinu X a G C 2X. Potom jakakoli
funkce

f:G— R,

(kde R* = R U {400, —o0}) je mnozinova funkce, ¢ili napt. funkce vhodnd k libo-
volnému méreni dané mnoziny.

Napi. G bud mnozZinou viech rovnobéznosténtu a néjakd funkce f kazdému z nich
pritadi jeho povrch, objem nebo tfeba pocet hran.

Definice 1.7 (c-algebra) Mame mnozinu X a jeji potenéni mnozinu 2*. Pozadu-
jeme-li, aby sjednoceni spocetného poc¢tu podmnozin pattilo také do potenéni mnozi-
ny (jinymi slovy - sjednoceni spoc¢etné mnoha podmnozin X je také podmnozinou
X), zavadime mnoZinovy systém ¥ C 2% nebo také o-algebru, ktery pozadavkiim
vyhovuje a plati pro néj axiomy:

1.0ex
2. Aex=X\Aex

3. AjEZ,jzl,Q,...:UAjGZ
J

Dvojice (X, ) se nazyva méftitelny prostor, mnoziny A ze ¥ jsou X-méfitelné,
zkracené: métitelné.

Priklad: Jako mnozinu X vezméme vsechna jednociferna prirozena cisla. o-algebru
na mnoziné X pak tvori napriklad systém mnozin

{®7 {1’ 27 3}7 {47 57 6}7 {77 8’ 9}7 {17 27 37 47 57 6}7 {17 27 37 77 87 9}7
{4,5,6,7,8,9},{1,2,3,4,5,6,7,8,9} }.
Snadno ovérime, ze doplnék i sjednoceni kazdé z téchto mnozin nalezi to téhoz

systému a vidime, ze prazdnd mnozina je v ném také, takze vSechny axiomy o-
algebry jsou splnény.

Definice 1.8 (Mira) Bud (X, X) méfitelny prostor a mnoziny A; C 2%. Mnozino-
vé funkce p : 3 — [0, 00| se nazyva mira, pokud



L u(@) =0,

2. n(UA;) =>"pn(4;), kde A; jsou po dvou disjunktni.
J J

Jednoduchym prtikladem miry je aritmetickdc mira, je to funkce, ktera pritazuje

mnoziné pocet jejich prvku. Zapsdno symbolicky:

H(A) = [A]V p(4) = .

Symbolem |A| rozumime velikost (pocet prvku) mnoziny A. Ma-li mnozina A ne-
konetné mnoho prvku, oznac¢ime jeji aritmetickou miru symbolem oc. Tato mira
ziejmé splnuje obé vlastnosti miry — prazdnd mnozina neobsahuje zadny prvek a
sjednoceni disjunktnich mnozin je vlastné souctem poctu jejich prvku, tedy i arit-
metické miry se scitaji.

Definice 1.9 (Vnéjsi mira) Mame mnozinu X a mnoziny A, B C 2. Funkce
7, kterd zobrazuje potencéni mnozinu 2% na interval [0,00] a splituje nasledujici
pozadavky, je vnéjsi mirou na mnoziné X.

L. ~v(0) =0,
2. AC B=~(A) <~(B),

o0

3. 9( 1Aj) < iv(flj)-

j=

1.2 Konstrukce Lebesgueovy miry

Lebesgueova mira byla zavedena francouzskym matematikem Henri Lebesguem (1875
- 1941) a predstavuje standardni néstroj, kterym je néjaké podmnoziné euklidovského
prostoru pritazena délka, plosny obsah nebo objem.

Lebesgueovu miru néjaké mnoziny M muzeme oznacCovat vice zpusoby, napf.
(M) nebo meas M, ale pokud chceme zduraznit, ze mame na mysli pfimo Lebes-
gueovu miru, nahrazujeme zapis (M) zépisem A(M). Vsechny mnoziny, kterym se
dé priradit Lebesgueova mira, se oznacuji jako lebesgueovsky meritelné.

V nésledujicim textu tykajicim se konstrukce Lebesgueovy miry je ¢erpano prede-
véim z [5], [6] a [8].

Konstrukce 1.10 (Lebesgueova mira) V R" uvazujme nésledujici mnozinu A;:
Ai = [al,bl] X [a2,b2] X ... X [an,bn].

Elementarni objem ¢,,(A;) této mnoziny definujeme
Pro libovolnou podmnozinu M C R" definujeme jeji vnéjsi miru

X(M) = inf( 3 (a(Ar)), kde M C Udi=A

AieA =1



a neprazdnd mnozina A je spocetny systém mnozin A; (tj. pocet téchto mnozin je
konecény nebo nejvyse spocetné nekoneény), ktery pokryvd mnozinu M (mnozinu A
Ize interpretovat jako systém n-rozmérnych krychli pokryvajicich mnozinu M).
Zapis igf( > L (Ay)) Tik4, ze ze vsech moznych spocetnych systému A pokryvaji-
AieA
cich mnozinu M vybirame pokryti s nejmensim elementarnim objemem.

Definice 1.11 Rekneme, ze mnozina M je lebesqueovsky méfitelnd, pokud pro libo-
volnou podmnozinu S C R" plati:

N (S) = A*(M N S) + N (S\ M) (1)

Takové mnoziny tvori o-algebru a Lebesgueova mira
A(M) = X(M). (2)

Rovnost (1) se nazyva Carathéodoryova podminka a tvrzeni (2) plyne z Ca-
rathéodoryovy véty o méritelnosti mnozin splnujicich (1). Dukaz této véty spociva
v ovéreni vlastnosti o-algebry a miry pro mnoziny spliujici (1), je ale pomérné
rozsahly a cely je k nalezeni v [8].

Ani Lebesgueovou mirou se ale nedaji zméfit vsechny mnoziny. Do problému
se muzeme dostat u nespocetnych mnozin s nulovou mirou (spiSe se jedna jen o
prekvapivy vysledek, protoze jde stale o méfitelné mnoziny), ale muzeme také nara-
zit na ptipady, kdy danou mnozinu viubec nezmétime. Vice informaci o téchto jevech
je v kapitole o specidlnich mnozinach.

1.3 Vlastnosti Lebesgueovy miry

Definice 1.12 Lebesgueova mira prazdné mnoziny A(f)) = 0.

Lemma 1.13 Lebesgueova mira (otevieného i uzavieného) intervalu je rovna jeho
délce. Na uzavrenosti intervalu nezalezi, protoZe bod md nulovou miru.

DUKAZ

Libovolny interval I na redlné ose je pokrytim sebe samého. Elementdarnim objemem
(i Lebesgueovou mirou) tohoto intervalu je jeho délka ¢(I). Bod muzeme chapat jako
néjaky interval nulové délky [a, a]. Potom

l[a,a]) =a—a=0,

tj. bod ma skutecné nulovou miru.



Lemma 1.14 Je-li mnozina X kartézkym soucinem intervali X = 11 X Iy X ... X I,,
potom X je lebesgueovsky méritelnd a plati: N(X) = €,(X) = (1) - £(L3) - ... - £(I},).

DUKAZ
Tvrzeni plyne piimo z Konstrukce 1.10.

Nasledujici dvé tvrzeni budou uvedena bez dukazu.

Tvrzeni 1.15 Pokud je mnozina X sjednocenim spocetne mnoha disjunktnich, le-
besgueovsky méritelngch mnozin X = |J X;, pak je sama lebesgueovsky méritelnd

=1
a plat?

AX) = A,

Tvrzeni 1.16 Méime mnoziny X a Y, pricemz X C Y. Potom, jsou-li X a'Y
lebesqueovsky meéritelné, je méritelny i doplnék mnoziny X (Y \ X) do mnoziny Y.

Lemma 1.17 Pro vsechny lebesqueovsky méritelné mnoZiny X plati:
A(X) > 0.

DUKAZ

Tato vlastnost vyplyva primo z konstrukce Lebesgueovy miry, kdy pokryvame mére-
nou mnozinu systémem mnozin o nezaporném elementarnim objemu. Hodnota Le-
besgueovy miry je rovna souctu téchto objemu, tj. nezdpornych ¢isel, a proto zfejmé
nemuze byt zaporna.

O

Tvrzeni 1.18 Necht X aY jsou lebesqueovsky méritelné mnozZiny. Je-li X podmmnoZi-
nou Y, potom

AX) < A(Y).

DUKAZ
X je lebesgueovsky méritelna, dle Tvrzeni 1.15 je tedy méritelny i jeji doplnék do
mnoziny Y. Nyni pro spor predpokladejme, ze

XCY A AX)>AY). (3)

Mnozina X a jeji doplnék do mnoziny Y (Y \ X)) jsou navzdjem disjunktni — soucet
jejich mér je dle Tvrzeni 1.15 roven A(Y). Z predpokladu (3) je ale ziejmé, ze A(Y'\ X)
by muselo byt zaporné cislo, a to je spor s Lemmatem 1.17.

O



Plati, Ze mira spocetné mnoziny, tim padem i jakékoli mnoziny obsahujici konecny
pocet prvku, je nulova. Nejlépe si to lze predstavit na podmnozinach R - mnozina
A konecné nebo spocetné mnoha bodi neobsahuje zadny interval nenulové délky. Z
Tvrzeni 1.15 vyplyva, ze Lebesgueova mira takové mnoziny je sou¢tem meér bodi,
které ji tvori. Podle Lemmatu 1.13 jde o soucet spocetné (nebo dokonce koneéné)
mnoha nul.

AX) = 3 0=

Nespocetné mnoziny mohou mit nenulovou miru, existuji ovsem také nespocetné
mnoziny miry nula. Mimo mnozin, na kterych muzeme miru definovat a které
oznacujeme jako métitelné, existuji také mnoziny, na kterych miru definovat neumime
- tyto mnoziny se nazyvaji nemétitelné.

1.4 Specialni mnoziny

Konstrukce 1.19 (Cantorovo diskontinuum / Cantorova mnozina) Méjme
interval, ktery je podmnozinou realné osy (zde budeme uvazovat interval [0, 1]). Z
néj odebereme prostiedni tietinu, tedy otevieny interval (3, 3) Ze zbylych inter-
valu opét odebereme prostredni tretiny — celkem se ze zbytku tedy odeberou %.
Konkrétné odebereme intervaly (1 2) a (%, %). Mnozinu, kterd vznikne, pokud ta-
kovych odebrani provedeme nekoneéné mnoho, nazveme Cantorovim diskontiuem /

Cantorovou mnozinou a budeme znacit C.

Zékladni otéazkou tedy je, zda vubec Cantorova mnozina obsahuje néjaké body a
pokud ano, tak jakou ma mohutnost.

Tvrzeni 1.20 C je nespocetnd mnozina.

DUKAZ

Tento dukaz vychézi z [9]. Uvédomme si, ze v konstrukci C' odebirdme intervaly
v diskrétnich krocich. Nekoneénym odebiranim otevienych intervalu tedy zustane
neodebrano spocetné mnoho bodu, které jsou poc¢dtkem, nebo koncem (ndmi ode-
braného) intervalu (napf. %, é,

%, %, ...) Tyto body uz nemohou byt odebrany v zadném néasledujicim kroku, ne-
bot dalsf odebirané intervaly jsou vZdy prostiedni tfetinou téch, které zbyly. Z toho
plyne, ze mnozina C' je nejen neprazdnad, ale dokonce je alespon spocetnd — ovsem za
predpokladu, ze by v C' zbyly jen hrani¢ni body odebranych intervali. Odebirdanim
se ale také nezbavime nespocetné mnoha bodu, které tzv. stridaji svoji pozici: to
znamend, ze v n-tém kroku lezi nalevo od odebrané ttetiny, v (n + 1)-nim kroku lezi
napravo od odebirané tretiny, v (n + 2)-tém kroku lezi opét nalevo — jinymi slovy
dochézi tak k neustalému stiidani stran bez jakékoli moinosti odebrani téchto bodu.

Vyjadiime-li si tyto body jako soucet geometrické rady Z $=,a, €{0,1,2},n €N,

pak ani v jednom z nekone¢né mnoha séitancu se nebude v citateli vyskytovat ¢islo
1. Je tomu tak z téchto duvodu: body odebrané v prvnim kroku (nélezi intervalu



(3, %), viz vySe) miZeme zapsat ve tvaru:

1 (05} as Qp, . .
st tototanac{0l2i=2. mneN, (4)

pricemz alespon jedno z ¢isel a; je ruzné od 0, alespon jedno z ¢isel a; je ruzné od
2 (tyto pozadavky budeme kldst i v nésledujicich krocich) a soucet ¢isel za % muze
byt maximalné soucet geometrické rady

1.1

3n—1 7 3k

‘m\w

v k-tém kroku odebirani.

2 2 2 _
§+2_7+8_1+"'_

1 -«
- = =, obecné
- =3

Vsechny po prvnim kroku odebrané body tedy nalezi intervalu (%, %) Po druhém
kroku jsou odebrany intervaly (1, 2), (2,9) a (Z, 2). Body z téchto intervalii mtizeme

9°9/0\97 9 979
zapsat ve tvaru:

g + % + ..+ g+ an €10,1,2} (body z intervalu (%, %),

wl=
+

oA g4 an €40,1,2} (body odebrané uz v piedchozim kroku)
24+i+..+2 4.0, €{0,1,2} (body z intervalu (I, 3).

Tuto dvahu je mozné aplikovat v kazdém kroku odebirani intervalu. Vyjadiime-
li si bod intervalu [0,1] jako soucet fady (4) a vyskytuje-li se ve kterémkoli ze
s¢itancu ¢itatel 1, jde o bod, ktery mnoziné C' nenélezi (s vyjimkou mezi odebiranych
intervali). V C' ale zustava mnozina vsech bodu, které (vyjadrené jako soucet (4))

sCitanec 3% neobsahuji. Jde o body, které muzeme zapsat ve tvaru

;g—g,ane{O,Q} = 2-;;—2,%6 {0,1}.

Ke kazdému takovému bodu muzeme jednoznacné priradit bod z intervalu [0, 1]

predpisem
o

Z%,an € {0,1}. (5)

=1

(Zjednodusené: je to jako kdybychom v nekoneéném séiténi ve vSech jmenovatelich
prepsali trojku na dvojku). Predpis (5) nepredpokladd, ze se nékdy jednicky a nuly
zacnou periodicky opakovat, ¢i od ptislusného desetinného mista budou nasledovat
jen samé nuly. Zapis (5) tak neni ni¢im jinym, nez zcela libovolnym redlnym ¢islem z
intervalu [0, 1] pfevedenym do dvojkové soustavy. Napr. (0,75)10 = 5+ 5 = (0,11)s.
Nalezli jsme tedy jednoznacné zobrazeni mnoziny C' na interval [0,1] Mnozina C'
a interval [0,1] tedy zfejmé maji stejnou mohutnost. Jakykoliv interval nenulové
délky z mnoziny realnych ¢isel je nespocetnda mnozina. Z toho plyne, ze mnozina C'
je nespocetna.

[l
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Tvrzeni 1.21 Lebesgueova mira Cantorova diskontinua A(C) = 0.

DUKAZ

Vime, ze délka intervalu [0,1] = 1 a tedy i A([0,1]) = 1. Pro urceni Lebesgueovy
miry mnoziny C' musime zjistit, jakd je Lebesgueova mira odebranych intervalu. V
prvnim kroku odebirame prostiedni tfetinu, tedy interval délky % Ve druhém kroku,
jak uz bylo feceno, odebereme %. Vzdy odebirame prostiedni tretiny ze zbylych inter-
valu. Pocet zbylych intervalu je v kazdém kroku dvojnasobny (odebranim vzniknou
z jednoho intervalu dva mensi), délka odebiraného intervalu je v kazdém dalsim
kroku tretinova oproti predchozimu. Délka odebranych intervalu tedy odpovida
nasledujicimu souctu:

oo
1,2, 4 8 N 2 s R ‘ 2
ststegta = Zo .71, COZ je geometrickd fada s kvocientem 3.
n=
Po upraveé:
o _2n 1, 2n o (2 1
Y =3 2 m=3 EX@— Tz =L
n=0 n=0 n=0 3

Délka (a tedy i Lebesgueova mira) odebranych intervalu je stejné jako mira intervalu
[0,1] a je rovna jedné. To ale znamend, ze Lebesgueova mira mnoziny, kterd zbyla
jeAXC)=1—-1=0.

O

Konstrukce 1.22 (Neméritelnd mnozina) Konstrukce lebesgueovsky nemétitelné
mnoziny vychdzi z [5] (véta 31). Zdkladni myslenka je takova: méme dvé redlnd cisla
x,y. Tato ¢isla jsou v relaci, pokud x —y € Q. VSechna realna ¢isla se tim rozdéluji
na disjunktni mnoziny tak, ze x a y patii do stejné mnoziny pravé tehdy, plati-li
r —y € Q. Podle aziomu vybéru (predpokldadéme, ze umime vybrat jakoukoli, byt
velmi specifickou mnozinu) existuje takovd mnozina V' C [0,1] C R, kterd z kazdé
mnoziny ur¢ené vyse zminénou relaci obsahuje pravé jedno ¢islo a navic je disjunktni
se svym posunutim o libovolné ¢islo ¢ € Q. To znamena, ze pro kazdé x realné na-
lezneme ve V' pravé jedno y tak, ze x —y € Q a posuneme-li mnozinu V o ¢ (ke
vSem prvkum mnoziny V' pfi¢teme ¢, oznac¢me tuto posunutou mnozinu V,, pak

Vv, =0 (6)

Predpokladejme, ze V' je métitelna, tedy A(V') = a > 0. Lebesgueova mira se pii
posouvan{ méfeného intervalu nemeéni, tj. A(V) = A(V;). Sjednotme nyni vSechna
mozna posunuti V;, mnoziny V' (znovu pfipomenme, ze posouvame o libovolné ra-

ciondlni ¢islo ¢). Timto sjednocenim |JV,, ¢ € Q ziskdme celou mnozinu R, protoze

q
mame-li z € R, existuje y € V takové, ze v —y = q,q € Q.

To ale znamend, ze © = y + ¢, tedy x € “V posunuto o ¢” := V,. Z toho a ze (6)
plyne:

+oo=AR)=AUV) =X ANV)=a+a+a+..

q q€Q

11



o
Ziejmeé > 0 = 0, tedy je patrné, ze a > 0.
i=1
Posouvejme nyni mnozinu V' o racionalni ¢isla z kone¢ného intervalu [a, b]. Mnozinu

V' posunutou o raciondlnf ¢islo k € [a, b] ozna¢me Vj. Nyni polozme

U= U Vi
k€la,b]

Lebesgueova mira mnoziny U je tedy A(U) = > A (Vi) =a+a+... = 400, nebot
k€la,b]
uz vime, ze a > 0.

Mnozina U ovsem celd lezi v intervalu [0 — 1,1 4 b] - vzhledem k tomu ze do
V' vybirdme z intervalu [0,1] a posouvanim o k € [a, b] se dostaneme maximéalné do
intervalu [0 — a, 1 4 b]. Lebesgueova mira A([0 —a,14+b]) =1+b—(—a) =a+b+ 1.
Mnozina U je podmnozinou intervalu [0 — a,1 + 0], a tedy A(U) < a+ b+ 1, ale
zéroven uz bylo vyse feceno, ze \(U) = +00, coz je spor. Z toho plyne, Ze mnozina
V' je nemétitelna. Tato konstrukce mnoziny V' se nazyva Vitaliho konstrukce.
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2 Hausdorffova mira

2.1 Konstrukce Hausdorffovy miry

V této casti zavedeme Hausdorffovu miru, pojem, ktery je definovén v [3], odkud
text druhé kapitoly rovnéz cerpa.

Definice 2.1 (Spocetné pokryti) Bud A C R" mnoZina tvofend mnoZzinami
A;, 1 € N. Takové mnoziné tikame spocetné pokryti mnoziny X C R™ pravée tehdy,
kdyz plati

8

X CUA.

=1

Definice 2.2 (eukleidovskd metrika) Necht a,b € R™. Zobrazeni a x b — R
takové, ze a x b — \/(al —b1)?+ ... + (an — b,)? nazveme eukleidovskou metrikou
na R”" a znacéime jej d (a,b).

Definice 2.3 (diametr (primér) mnoziny) Necht X c R”. Cislo diam X, vy-
jadrujici vzdalenost dvou navzajem nejvzdalenéjsich prvku mnoziny X, kde

diam X = sup d(z,y),
z,yeX

nazveme diametrem mnoziny X.

Pro priblizeni vyznamu predchozi definice si uvedeme nékteré priklady. Diame-
trem redlného otevieného intervalu je jeho délka, ale v prostoru R? je diametrem
koule jeji prumer.

Definice 2.4 (¢ -pokryti)

Bud ¢ kladné, realné ¢islo (specidlné velmi blizké nule). Mnoziny A;, které tvord
pokryti A, jsou mnoziny o priméru diam A;. Rekneme, ze pokryti A mnoziny X je
e - pokryti, pokud plati

diam A; < ¢
pro vSechny mnoziny A; € A.
Definice 2.5 Necht X C R". Potom pro € > 0 a s > 0 bud
H(X) = inf {3 (diam(4,))* : X C UA,, diam(A4,) < &},
i=1

¢islu s tikdme rozmeér, A; € A, A je tedy € - pokryti mnoziny X.

Vzhledem k tomu, Zze mnozinu X chceme popsat co nejpfesnéji, je prirozené
pozadovat velmi mala €, kdy se pokryvajicimi mnozinami co nejvice piiblizime po-

pisované mnoziné X . Specidlné pozadujeme e — 0*. Potom definujeme Hausdorffovu
miru:

13



Definice 2.6 (Hausdorffova mira rozméru s)

H5(X) = lim H(X).

e—0t

Zobrazeni H®, X — H*(X) se nazyva Hausdorffova mira (rozméru s).

Z definice vyplyvéd, ze vyslednd hodnota H*(X) bude lezet v intervalu [0, 4+o00].

Navic se da ukazat, ze v nékterych ptipadech splyva Hausdorffova mira s mirou
Lebesgueovou, a proto ji také muzeme pokladat za jakési zobecnéni pojmu objem.

Definovali jsme tedy zobrazeni, kterému tikame Hausdorffova mira. Nejprve je
ovSem nutné ovérit, ze jde skuteéné o miru — ukazeme, ze Hausdorffova mira spliuje
vlastnosti vnéjsi miry a vyuzitim Carathéodoryovy podminky (1) ziskdme miru na o-
algebrach prostoru R™. Tato ivaha je naznacena v [7], strana 398, poznamka 51.37.
Technika dukazu je prevzata a upravena z [10] (to plati i pro podkapitolu 2.2).

Tvrzeni 2.7 Hausdorffova s-rozmérnd mira prdzdné mnoziny H*(0) = 0 pro li-
bovolné s.

DUKAZ
Prazdnou mnozinu muzeme pokryt jedinou mnozinou, naptiklad otevienou kouli o
pruméru e. Tedy

0 < H:D) =inf( >, (diam A;)*.
AjeA

V sumé se nachézi pouze jeden clen (pokryvame jen jednou mnozinou) a diam
Aj = ¢. Plati:

0 < H2(0) = inf e,
Pro e — 0" pak plati

e* — 0%, a tedy H5(0) = 0.

Tvrzeni 2.8 Necht X C Y. Potom H*(X) < H*(Y).

DUKAZ
Protoze X C Y, je zfejmeé kazdé e-pokryti mnoziny Y také pokrytim X. Vybereme-li
infimum ze vSech pokryti, plati

HI(X) < HY).
Tedy i pro ¢ — 07 ziskdvdme

He(X) < HAY).
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Tvrzeni 2.9 Necht (M;) je koneénd nebo spoéetnd posloupnost disjunktnich mnoZin.
Potom

MU M) < i’fl Ho(M).

DUKAZ
Predpokladejme, ze vyraz Z H2(M;) < oo pro néjaké e-pokryti posloupnosti mnozin

M;. 7, definice infima vyplyva ze kazdou mnozinu M; z dané posloupnosti mnozin
lze pokryt mnozinami A; ; takovymi, ze plati

HE(M) < (L (diom A)°) < H(M) + 5(e).

kde 3 je kladnou funkei e, kterd spliuje ¢ — 07 = 5 — 0%. Mnoziny A, ;,i,j € N
tvoii e-pokryti sjednoceni | J M;, tedy plati

o0

(Z(diam Aij)))-

j=1

’HS(UM) =

\\Mg

Zvolime-li nyni funkci 3 ve tvaru S(e) = 5 (obecné staci zvolit jakoukoli funkci,
kterd pro e — 07 jde k nule zprava a plati, ze Y_ () = 1 (to vyuzijeme v dalsim
i=1

kroku dukazu), tedy napt. f(e) = (”;—1)8, n > 2, n € N), plati nasledujici nerovnosti:

(3 (diam(A; ;)*))

+ZHS i)

Mg

’HS(LZJM)

1

i=1 j=
(H2(M:) + 5)

Tyto nerovnosti jsou splnény pro jakékoli kladné € a z toho vyplyva, ze limitnim
prechodem dostaneme

Mg

<

I
—

%

M M) < i’fl Ho(M).
U

7 ptedchozich tii tvrzeni vyplyva, ze definované zobrazeni splnuje vlastnosti vnéjsi
miry, tj. na mnozinach o-algebry (spliujicich (1) z prvni kapitoly) je Hausdorffova
mira skutecné mira.
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2.2 Vlastnosti Hausdorffovy miry

Tvrzeni 2.10 Bud X C R" koneénd mnoZina. Potom hodnota 0-rozmérné miry
HO(X) je rovna poctu bodi tvoricich mnoZinu X .

DUKAZ

Necht mnoziny A; tvoii e-pokryti mnoziny X. Zrejmé pro kazdou mnozinu tvorici

pokryti plati (diam A;)° = 1, potom tedy > (diam A;)° je potet mnozin v pokryti.
i

Je-li X tvorena k body, potom
k
HI(X) <> =k
i=1

Pro libovolné e > 0 plati € = 1, a tedy i pro ¢ — 0*. Tj. plati
HO(X) = k.

Tvrzeni 2.11 Necht X je koneénd podmnozina R™ a s > 0. Potom
H*(X) = 0.

DUKAZ

Koneénou mnozinu pokryjeme sférami o prumeéru € a stiedy v bodech tvoticich X.
Plati:

k
HAX) < > e,
i=1
k je konecné prirozené ¢islo. Pro e — 01 potom
H*(X) = 0.
[l

Tvrzeni 2.12 V prostoru redlngjch ¢éisel (RY) splyvd jednorozmérnd Hausdorffova
mira H' s mirou Lebesgueovou.

DUKAZ
Zvolme interval I v oboru realnych ¢isel s kone¢nou délkou ¢(7), kde

¢(I) =sup I —inf I. Ozna¢me sup [ := b,inf [ := a.
Tento interval I = (a,b) lze rozdélit pomoci bodu x; ve smyslu
a=To <z <..<x,=0>0
Déle muzeme Ve > 0 zavést takové déleni intervalu, ze

Vie0,1,...,(n—1):x; — ;41 < €.
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Prikladem takového déleni muze byt rozdéleni na n stejné dlouhych intervala
Ve>0 dneN: ((I)=n-2% kde =2 <e.

Interval I je tedy pokryt spocetnym systémem n stejné dlouhych intervalu [z;, z;11],
pricemz € — 07 = n — oo. Plati:

HY(I) = lim inf i(diam[xi,xiﬂ])l = lim inf (n-=%) =b—a = A(]).

n—00 i=1 n—00

Dle tohoto dikazu, na jednorozmérném intervalu, skutecné odpovida Hausdorffova
mira mife Lebesgueoveé.

O
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3 Zobecnéné Cantorovy mnoziny

3.1 Cantorovo diskontinuum, Hausdorffova dimenze

V této kapitole poprvé blize nahlédneme na vlastnosti Cantorovych mnozin. Déle si
ukazeme, ze pojem Cantorova mnozina je mnohem obecnéjsi, nez predstava Canto-
rova diskontinua, vznikajictho nekoneénym odebiranim prostiednich tietin zbylych
intervalu. Kazda Cantorova mnozina je charakterizovana mezerami, tj. intervaly,
které byly v urc¢itém kroku konstrukce odebrany.

Zvolime-li tedy posloupnost kladnych cisel takovou, ze suma pres vSechny jeji
prvky je konecné ¢islo, muzeme zkonstruovat Cantorovu mnozinu odebirdanim in-
tervalu délky odpovidajici pro dany krok danym prvkam posloupnosti (viz [2]).
Ukéaze se, ze pokud prvky posloupnosti takto ptirazené ptislusné Cantorové mnoziné
prerovname, muzeme ziskat jinou Cantorovu mnozinu. Pokud ovSem dvé posloup-
nosti odpovidaji stejné Cantorové mnoziné, potom jedna je urcité prerovnanim
druhé. Dalsi otazkou také bude, jak se méni Hausdorffova mira a dimenze, zménime-li
Cantorovu mnozinu prerovnanim posloupnosti odebranych intervalta. Touto proble-
matikou se §iroce zaobird ¢lanek [2].

Pred podrobnéjsim zkoumanim otazek tykajicich se téchto zobecnénych Can-
torovych mnozin se jesté zamétime na nékteré vlastnosti Cantorova diskontinua z
prvni kapitoly a definujeme nékolik dulezitych pojmu (bude cerpano z [3]).

Definice 3.1 (Hustd mnozina) Necht X C R a X; C X. Potom nazveme mnozinu
X4 hustou v X, je-li jejim uzavérem celd mnozina X.

Piikladem husté mnoziny je mnozina racionalnich cisel Q, ktera je hustd v R.
Opacénym piipadem je vSak Cantorovo diskontinuum - jde o uzavienou mnozinu,
protoze jeho dopliikem do intervalu [0, 1] je sjednoceni odebranych otevienych inter-
valu (tj. otevienych podmnozin R). Uzavérem Cantorova diskontinua je opét Can-
torovo diskontinuum, jde tedy o mnoZinu, kterda neni hustd vzhledem k intervalu
[0, 1].

Nyni prejdeme od Cantorova diskontinua k definici Hausdorffovy dimenze. Pro
pfipomenuti uvedme napted znovu definici Hausdorffovy miry, tentokrat pouze na
mnoziné R.

Definice 3.2 (Hausdorffova mira v R) Necht X C R, ¢islo s > 0. Potom pro
e > 0 bud

HI(X) = inf{i(diam (A;)° : X CUZ A, diam (A;) < e} (7)

Limitnim prechodem vyrazu (7) pro e — 07 definujeme Hausdorffovu miru rozmeéru
s mnoziny X:

H(X) = lim H3(X).

e—0t

Zde je vhodné poznamenat, ze H*(X) je pro rostouci s klesajici, protoze pro
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0 < diam(4;) <e <1
plati
51 < S9 = (diam(A4;))" > (diam(A4;))*.
Definice 3.3 (Hausdorffova dimenze)
Cislo
dimy(X) = sup{s : H*(X) > 0}

nazveme Hausdorffovou dimenzi mnoziny X.

Poznamka 3.4 Pojem Hausdorffovy dimenze lze zobecnit pii uvazeni nasledujici
definice Hausdorffovy miry. Pokud f; je neklesajici, zprava spojita funkce takova ze
frn(0) =0, je Hausdorffova f,-mira definovéna vztahem

Hin(X) = 111]% inf{i fr(diam(4;)) : X C UA,;, diam(4;) < e}.
E— i=1

Definice 3.5 (s-mnozina) Necht 0 < s < 1. Potom se mnozina X C R nazyvé
s-mnozina, jestlize jeji Hausdorffova mira rozméru s je kladna a zaroven konecna.
Tedy plati

0 < H¥(X) < oo.

Pokud f; je jako v poznamce 3.4, potom Hausdorffova f,— mira opét spliuje
vztah

0 < HM"X) < oo,
ale Hausdorffovu miru nekonstruujeme pomoci souc¢tu (diam(A4;))®, sc¢itame

frn(diam(A4;)).

Nyni prozkoumame, jakych hodnot nabyva Hausdorffova mira v zavislosti na
rozméru s a tim si ukdzeme vyznam Hausdorffovy dimenze. Je vhodné predem po-
znamenat, ze vSechny zkoumané Cantorovy mnoziny jsou sice podmnozinou R, ale
protoze jsme Hausdorffovu miru definovali obecné na podmnozinach R" (viz definici
2.3), lze formulovat nédsledujici lemma a vétu obecnéji.

Lemma 3.6 Necht r,s € R,r > s, mnoZina X C R". Potom
HI(X) <e - HX).

DUKAZ
Necht mnoZiny A; tvofi spocetné pokryti mnoziny X. Pak

HI(X) = inf(} diam(A4;)") = inf (> diam(A4;)® - diam(A;)"*) < inf(e"*-
> diam(A;)*) < e - HE(X),
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pricemz €" ¢ je konstanta, kterou lze ze sumy vytknout. U

Véta 3.7 Budte r > s > t kladnd redind ¢isla a necht mnozina X C R™. Potom
plati nasledugici vztahy:

H(X)>0=H'(X)=0

Ho(X) > 0 = HYX) = oo.

DUKAZ
Vyuzitim Lemmatu 3.6 ziskdme vztahy

H(X) < & - H2(X)

HE(X) > KX

Uvazujeme-li € — 0T , potom nutné
H(X)=0 a HY(X)=occ.
0

Pozorovani 3.8 Podle predchozi véty tedy Hausdorffova mira mnoziny X nabyva
hodnot 0 nebo oo, az na ptipad s. Pravé cislo s z predpokladu Véty 3.7 neni ni¢im
jinym, nez Hausdorffovou dimenzi mnoziny X - je to totiz nejvétsi rozmér Hausdor-
ffovy miry, pro ktery je jesté nenulova. Hausdorffova mira je tedy

e H*(X) = oo pro s < dimg(X)
e 1°(X) =0 pros > dimg(X)
e 1°(X) = konstanta pro s = dimg(X).
Nyni se jesté jednou vratme ke Cantorovu diskontinuu z prvni kapitoly:
Tvrzeni 3.9 Hausdorffova dimenze Cantorova diskontinua C' je nenulovd, koneénd
a plat?
dimpy (C) = log, 2.

DUKAZ
Cantorovo diskontinuum muzeme po n-tém kroku odebirani intervalii pokryt inter-
valy délky ¢ = 3%, jichz bude pfesné 2". Plati:

H(C) = inf(3(57)7) = 2" - 3w

Po nekoneéném odebirani prejdeme k limité

H(C) = lim 2" - 5.

n—oo
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Hledame takové maximalni s, aby platilo

nanOlO 2" o = lim (&)" > 0.

Vyraz v limité je typu z™. Pro x € (0,1) plati, ze lim z™ = 0. Pokud ov§em z = 1,
n—oo

je uz limita nenulova. Hledame tedy takové s, aby platilo

Po tpravé vyrazu ziskavame Hausdorffovu dimenzi Cantorova diskontinua.

2=23°
log; 2 = s = dimy (C).

3.2 Konstrukce zobecnénych Cantorovych mnozin

Nyni jiz opustime klasickou predstavu Cantorovy mnoziny jako Cantorova diskonti-
nua s odebiranymi tfetinami intervali. Provedeme konstrukci obecnéjsich mnozin a
pokusime se mezi nimi nalézt néjaky vztah.

Definice 3.10 Bud (a), k € N posloupnost kladnych redlnych &isel takova, ze

doap =K < 0.
k

Potom tekneme, ze (ay) je posloupnost generujici danou Cantorovu mnozinu na in-
tervalu [0, K] délky K a to tak, Ze z intervalu [0, K] odebirame v k-tém kroku 2¢~1
intervalu délky agr—1, agk-141, ..., agx_; (viz konstrukce 3.11).

Nyni mame k dispozici posloupnost (ay), kde ), a, = K a interval [, = [0, K].
Zavedeme oznaceni délky intervalu ¢(I) = diam([).

Konstrukce 3.11 Nejprve odebereme z [y otevieny interval délky a;, z ¢ehoz
ziskdme po prvnim kroku dva uzaviené intervaly I; a I oddélené mezerou délky a;.
Po druhém kroku uz zbyde 22 uzavienych intervall a tii mezery - puvodni o délce
ay a dvé nové o délkach ay a as.

Po k-tém kroku uz tedy zistavd 2F uzavienych intervalti (oznaéime je IF,i =
0,1,...,28F — 1). Opét z kazdého intervalu odebereme otevieny interval délky od-
povidajici dalsimu prvku a; posloupnosti (a). Piesngji: z intervalu IF odebereme
otevieny interval délky ag ;.

Interval I se tedy rozlozi ve dva mensf intervaly a mezeru mezi nimi, plati:
O(IF) = O(I5TY) + agr g + C(I5HY).
A déale muzeme zapsat

O = O(I5) + age o + L(1513).
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Stejnym zpusobem muzeme rozepsat i interval I ffo a dalsi.
Tento postup nam tiké, ze délku libovolného zbylého intervalu muzeme zapsat jako
soucet mezer, které v ném vzniknou, neboli jako soucet délek “v budoucnu”odebra-
nych intervalu. To znamena, ze pozice, odkud interval odebirame, neni libovolna.

Po prvnim kroku vypada situace takto:
oo 2" -1 0o 2n—1

U(Iy) = > azyy a L) =3 X am
=1 =0

n n=1;=2n—-1

Obecngji: Vk € Ny a Vi € NN [0,2% — 1],k € N plat{

oo (i+1)2n7F—1

E(]f) = > Qgn4

n=k |=i2n—k
Oznacime-li (ax) = a a dale
A
C = U Iz’?
i=0
potom
~ k
C.= () C7,
k=0

kde mnozina C, je Cantorova mnozina vytvorena podle generujici posloupnosti
a = (ax). Mnozina C, je stejné jako klasické Cantorovo diskontinuum tvofena pouze
body, protoze mira odebranych intervalu je rovna K.

Definice 3.12 (prerovnani posloupnosti) Bud 7 : N — N vzijemné jedno-
znacné zobrazeni. Pak posloupnost (ar)) nazveme prerovndnim posloupnosti (ax)
a oznacime jej m(ay).

Je patrné, ze piipadné prerovnani piifazené posloupnosti (a) muze vyrazné
zménit vyslednou mnozinu C,, protoze vznikajici mezery se objevuji na jinych
mistech, tj. v daném kroku jsou odebrany intervaly jinych délek nez pted prerovnanim
posloupnosti.

Definice 3.13 (zobecnéna Cantorova mnozina) Necht (ay) je posloupnost jako
v Definici 3.10. Potom mnozinu vytvorenou podle Konstrukce 3.11 a znacenou C|,
nazveme zobecnénou Cantorovou mnozinou prirazenou posloupnosti (ay).

Definice 3.14 Necht C, je zobecnénd Cantorova mnoZina pfifazend posloupnosti
(ax). Potom mezera m,, je odebrany interval délky ay, tj. plati

Umy,) = ax.
Jsou-li m; a mg dvé mezery, pak

my < mo & Vg €Emy aVay € my: a1 < Ta.
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Definice 3.15 (rozdéleni mnoziny N podle Cantorovy mnoziny) Necht C, je
jako v Definici 3.13. Pak fekneme, zZe rozdéleni mnoziny N na pravé dve disjunktni
podmnoziny P, () takové, ze pro vSechny mezery plati:

N=PUQ A PNnQ=10

Vp € P aVqe€ Q: mg, <myg,

je rozdélenim mnozZiny N podle Cantorovy mnoziny (Cantorova mnozina se tak
rozdéli na dvé podmnoziny mezer).

Lemma 3.16 Kazdy bod v C, definuje rozdéleni a naopak, kazdé rozdéleni N podle
Cantorovy mnoziny C, definuje jediny bod v C,.

DUKAZ
Zvolime libovolny bod z € C, a uré¢ime mnozinu P (z definice 3.15) jako P = {p:
Mg, C [0, 2]}

V piipadé, ze mame dano rozdéleni (P, Q), definujeme:
k:=sup{c € R : ¢ je pravy okraj libovolné mezery my,,p € P},
A :=inf{d € R : d je levy okraj libovolné mezery m,,,q € Q}.

Ziejmé k < A, protoze Vp € P a Vg € Q: mq, < My,

Pokud by platila ostra nerovnost x < A, znamenalo by to existenci neodebrané me-
zery, tedy intervalu [k, \] C C,, coz je spor, nebot C, neobsahuje interval kladné
délky.

To znamena, ze k < A, ale uz neplati, ze Kk < \.

Tedy nutné x = A a je to zaroven bod definovany rozdélenim. Jeho polohu vypocteme
jednoduse sectenim délek vsech mezer definovanych mnozinou P:

ER=A= > limg,)

keP

O

Ve zbytku této podkapitoly si ukdzeme jistou ekvivalenci (préavé vzhledem k
uvedenym rozdélenim, viz [13]) mezi Cantorovymi mnozinami pfifazenymi ruznym
posloupnostem.

Méjme tedy C, a Cj, Cantorovy mnoziny piirazené posloupnostem (ay) a (bg). Z
konstrukce mnozin C, a C, vyplyva: pokud pro zvolenda k,l € N, k # [ plati:

May, < My,
potom také

my, < My,.
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Tato vlastnost zfejmé plyne pravé z konstrukce, kde nékteré indexy symbolizuji
odebirani v urcité ¢asti intervalu. Naptiklad as i by jsou délky intervalu, ktery je
vzdy odebran "vlevo”. Lisi se pravé jen svoji délkou. Dané mezery m,, a my, sice
nebudou mit stejnou délku, ale urcité budou mensi (ve smyslu Definice 3.14) nez
Mg, , Tespektive my, ).

Potom muzeme definovat zobrazeni ¢, které bodu &, € C, pritradi bod &, €
Cy urceny stejnym rozdélenim mnoziny vzhledem k &, (tvaru P,(§,) = {p € N :
Mq, C [0,&]}). Symbol P, (&,) tedy vyjadiuje rozdéleni mnoziny N podle Cantorovy
mnoziny C, tak, aby bod &, jim byl definovan. Plati:

plla) = 2. Lm) =&,

kePa(&a)
pricemz zaroven

&= > Limy,)

kePy (&)

Zjednodusené feceno, pouzijeme-li rozdéleni N podle C,, ziskdme mnozinu me-
zer mg, délek ai. Zobrazeni ¢ pouZije presné ty indexy £k urcené rozdélenim podle
Cq, ale secte délky mezer my, - témi je urcen bod §&,. Zarovenn muzeme zkonstruo-
vat rozdéleni mnoziny N podle €, definujici tutéz mnozinu indexi k a mezer my,,
abychom jejich sou¢tem opét jednoznacné urcili bod &,. Vidime tedy, ze zobecnéné
Cantorovy mnoziny jsou jistym (netrividlnim) zpusobem ekvivalentni.

3.3 Cantorovy mnoziny podle geometrickych posloupnosti

V této podkapitole se budeme kratce zabyvat Cantorovymi mnozinami pfifazenymi
posloupnostem s alespon geometrickym poklesem a urcéime jejich Hausdorffovu di-
menzi. Tyto mnoziny jsou zkoumény predevsim v ¢lanku [2].

Definice 3.17 Necht ¢ € (0,1). Potom posloupnost (a;) takovou, ze Vk € N :
0 < a;, < ¢* nazveme posloupnosti s minimdlné geometrickym poklesem.

Nésledujici tvrzeni si uvedeme bez dukazu, viz [2].

Tvrzeni 3.18 Kazdd posloupnost (ay), pro niz plati

lim Qp — 0

k—o0
muze bijt rozloZena na disjunktni sjednoceni nejuijse spocetné mnoha podposloupnosti
s minimdlné geometrickym poklesem.

Definice 3.19 (Cantorova mnozina pfrifazend posloupnosti s minimélné
geometrickym poklesem) Necht (a;) je posloupnost s minimalné geometrickym
poklesem. Potom Cantorovu mnozinu C, prifazenou posloupnosti (ax) nazveme zo-
becnénou Cantorovou mnozinou prirazenou posloupnosti s minimdlné geometrickym
poklesem
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P1i dikazu dalstho tvrzeni vyuzijeme nésledujiciho lemmatu, viz [4], strana 114.

Lemma 3.20 (opa¢na Holderova nerovnost) Necht (a;) a (by) jsou posloupnosti
kladnijch redlngjch ¢isel (mizou bijt i konecéné, stejné délky). Ddle necht s < 1Ar < 0
jsou takovad cisla, pro néz platz’% + % = 1. Potom

M8

(axbi) > ( i ap)Vs - ( f: bV,

k=1

Tvrzeni 3.21 Necht C, je Cantorova mnoZina prirazend posloupnosti s minimdlné
geometrickym poklesem (ay). Potom dimg(C,) = 0.

DUKAZ
Necht e > 0, 0 < s < 1. Nyni piedpoklddejme, Ze z intervalu [0, ax] jsme ode-
brali n otevienych intervali a ze Y. ¢ < e. Intervaly, které po odebirani zbyly lze

i=n+1
zapsat jako sjednoceni uzavienych intervalu I;,7 = 1,2, ...,n + 1. Zaroven plati:

n+1 00 0o )
dALl= 3 a< > ¢ <e
i=1 i=n+1 i=n+1

To ovsem znamend, ze |J I; je e-pokrytim C,. Pouzijeme li opacnou Hélderovu ne-

rovnost (Lemma 3.20), kde polozime (ay) = |I;| a Vk € N : by = 1, plati pro kazdé
s € (0,1):

n+1 n+1 n+1 1 1
D171 2 () (3 17
i=1 i=1 i=1

Po tpravé (umocnénim na s):

n+1 n+1 n+1

_—1
SRS AN

n+1 n+1 1
(;Ui 1) = lelfz-ls S(n+1)7

n+1 o0 )
DL < (3 o) - (1)1

i=n-+1
Ziskavame:

n+1 ') ) ntl
;|L‘|S <X 1) - (n+ 1) = (qqu)s “(n+1)'"* — 0 pro n — oo.

i=n+1
n+1
Z toho ale vyplyvé, ze lim Y |L;|* = 0. Pak ovsem dimgy(C,) < s (viz Pozo-

rovani 3.8). Protoze predchozi vztahy plati pro libovolné malé kladné s, je ziejmé,
ze dimpy (C,) = 0.

O
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Tvrzeni 3.22 Necht (ay) je libovolnd posloupnost takovd, Ze

VEeN: (ax) >0 a ) ap < 0.
k=1
Potom ezistuje prerovndni posloupnosti (ay) (ve smyslu definice 3.12) w(ay), k némuz
prirazend posloupnost Cr(q,) md Hausdorffovu dimenzi dimp(Crq,) = 0.

DUKAZ (NAZNAK)

Posloupnost (ay) rozlozime do nejvyse spocetné mnoha podposloupnosti s minimélné
geometrickym poklesem (viz Tvrzeni 3.18). Potom sjednocenim Cantorovych mnozin
pritazenych vSem témto podposloupnostem definujeme novou Cantorovu mnozinu
Cr(ay)- Mdme spocetné mnoho Cantorovych mnozin, muzeme je tedy pokryt sjed-
nocenim spocetné mnoha spocetnych pokryti, ktera urcovala nulovou Hausdorffovu
dimenzi Cantorovych mnozin ptifazenych posloupnostem s minimalné geometrickym
poklesem, z nichz je sloZzena mnozina Cr(,,). Délky odebranych intervali jsou shodné
s puvodni posloupnosti (ax), protoze jsme Cr(,) tvofili z jejich podposloupnosti.
Nalezli jsme tedy prerovnéni posloupnosti (ay), jemuz prifazend Cantorova mnozina
Cr(ay,) mé nulovou Hausdorffovu dimenzi.

O

3.4 p-Cantorovy mnoziny

Poslednim piikladem zobecnénych Cantorovych mnozin v tomto textu budou p-
Cantorovy mnoziny. Nejprve je definujeme, a potom se zaméiime na zkoumani jejich
Hausdorffovy dimenze. Tato podkapitola je zjednodusenim rozboru p-Cantorovych
mnozin z ¢ldnku [2], ktery se jimi zabyvé velmi Siroce.

Definice 3.23 (p-Cantorova mnozina) Bud (a;) posloupnost tvaru a; = 7,
kde £ € N a p > 1. Cantorovu mnozinu piifazenou této posloupnosti nazveme p-
Cantorovou mnozinou.

Nyni uvedeme zavéreéné tvrzeni této kapitoly, pomoci néjz je mozné provést
horni odhad Hausdorffovy dimenze p-Cantorovych mnozin.

Tvrzeni 3.24 Necht C, je p-Cantorova mnoZina prirazend posloupnosti aj, = k%, p >
1. Potom
lelH(Oa) S

D =

DUKAZ

Toto tvrzeni dokdZeme podobné jako Tvrzeni 3.21. Nechf ¢ > 0, 0 < s < 1.
Nyni predpokladejme, ze z intervalu [0, ax] jsme odebrali n otevienych inter-
valu a ze ) Zip < e. Intervaly, které po odebirani zbyly lze zapsat jako sjednoceni

i=n+1
uzavienych intervalu [;,i = 1,2, ...,n + 1. Zaroven plati:

n+1 00 0o
Y= > a= Y 5<¢
i=1 i=n-+1 i=n+1
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To ovsem znamena, ze | J I; je e-pokrytim C,.
i

Stejnym pouzitim opacné Holderovy nerovnosti jako v dukazu Tvrzeni 3.21 ziskdme
vztah:

n+1 0o 0o
DAL <X L) e+ D)= (X ) (n+ 1)
i=1 i=n+1 i=n+1

(0.9]
Uzitim integralniho kritéria pro konvergenci rady > llp lze dosahnout tohoto od-

i=n-+1
hadu:

s s nl =P\ 1-s 1 \s (n+1)t—s
;|1¢| <)+ )7 =(0G5) Caee)-

1—s
Potom ale Vs > % (potfebujeme omezit vyraz (Zj(i),l) ) je konecéna i nésledujici
limita.
n+1 1
lim LIP < (—=)% < o0.
JI AEEE

To ovSem znamena, ze Hausdorffova mira rozmeéru s: HE(C,) < 00 < s > }D. Z toho

(pouzitim Pozorovani 3.8) vyplyva, ze dimy(C,) < 117.

O
Hausdorffova dimenze p-Cantorovych mnozin je tedy omezena konstantou zavislou
na parametru p, jimz je uréena posloupnost (ay) = k—lp, k niz je mnozina C, pfitazena.
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4 Minkowského dimenze

4.1 Horni a dolni odhad Minkowského dimenze

Doposud jsme se zabyvali urcovanim, ptipadné odhadovanim Hausdorffovy dimenze
Cantorovych mnozin. V nasledujici kapitole zavedeme obecné na podmnozinach R"
pojem Minkowského dimenze, pozdéji s ni budeme pracovat na intervalech z R. Pred
samotnou definici je opét nezbytné zavést nékolik pojmu.

Definice 4.1 (vzdalenost bodu od mnoziny) Necht X C R" je neprazdnd
mnozina. Cislo d(a, X) := in)f(d(a, x) vyjadiuje vzddlenost bodu a od mnoziny X.
Te

Definice 4.2 (e-pokryvajici mnozina) Bud'te X neprazdnd, omezend podmnozina
R™ a ¢ > 0. Mnozinu

A, ={aeR":d(a,X) <e}, kde X C A,

nazveme &e-pokryvajici mnozinou mnoziny X.

Definice 4.3 Mnozinu B*(0,7) = {z € R" : d(0,z) < r} nazyvame n-dimenziondlni
kouli se sttedem v pocatku a polomérem r.

Nésledujici dvaha je motivaci (Cerpajici z poc¢atku clanku [11]) k zavedeni Min-
kowského dimenze mnoziny X C R". Mnozina A. je neprazdnou podmnozinou R"
a ma nenulovou Lebesgueovu miru A(A.). Uvazujme nyni podprostor R® prostoru
R™ 0 < s < n. Predpokladejme, ze mnozina X je jednotkovou kouli prostoru R?,
ozna¢me X := B*(0,1). Abychom zduraznili, ze B*(0,1) lezi v R", uzijeme zdpisu
X :=B*(0,1) x {0}"*. Pokryvame-li tuto mnozinu mnozinou A., plati Ve € (0, 1)

B*(0,1) x B"5(0,¢) C A. C B*(0,2) x B"*(0,£)"*,

B*(0,2) je koule o poloméru 2 v prostoru R* a B"~%(0, ) vyjadiuje e-kouli v prostoru
R"™*, tedy zjednodusené feceno v dimenzich, ve kterych nemé pokryvana mnozina
X = B*(0,1) zadny objem (jako napf. ¢tverec nezasahuje svym obsahem do tieti
dimenze prostoru R?).

Lebesgueovu miru mnoziny B"*(0, ¢) lze vyjadrit jako €"*. Polozime-li
)\(BS(O, ].)) = C1 a )\(BS(O, 2)) = Co,
muzeme zapsat nasledujici nerovnost odhadujici objem mnoziny A.:

c1-e" < ANAL) g™ (8)
Zduraznéme, ze nejdulezitéjsim parametrem vystupujicim v nerovnosti (8) je
¢islo s, nebot X C R*. Upravou vztahu (8) lze ziskat vyjadieni jisté formy dimenze
s pokryvané mnoziny, zavislé pouze na znalosti nékolika parametru.
_ logu(As)))_

s = lim (n |
oge

e—0

28



Definice 4.4 (Minkowského dimenze) Necht X je omezend podmnozina R" a
A. je jeji e-pokryvajici mnozinou. Cislo
dimj;(X) := limsup (n - —1og§;\é,;15))>
e—0

nazveme hornim odhadem Minkowského dimenze a ¢islo

dim,(X) := lim inf <n _ M)

et log e
nazveme dolnim odhadem Minkowského dimenze. Plati-li rovnost
di—mM(X) = dim,, (X),
definujeme cislo
dim; (X) := dimp(X) = dim,,(X),

které nazveme Minkowského dimenzi mnoZiny X.

4.2 Minkowského dimenze Cantorovych mnozin

V tomto odstavci budeme urcovat Minkowského dimenzi Cantorovych mnozin. Nej-
prve se zamétime na klasické Cantorovo diskontiuum a zjistime, ze jeho Minkovského
dimenze je stejnd jako dimenze Hausdorffova (viz [3], strana 43), zde vsak pouzijeme
ponékud jiné techniky vypoctu.

Tvrzeni 4.5 Minkovského dimenze Cantorova diskontinua
dimy/(C) = dimgy (C) = logs 2.

DUKAZ

V k-tém kroku odebiran{ intervali pokryjeme zatim nedokonéenou mnozinu C' 2% in-
tervaly, kazdy o délce 3% Objemem e-pokryvajici mnoziny je tedy délka vSech téchto
intervali 2% - 3% Nyni budeme hledat horni odhad Minkowského dimenze mnoziny

C

dimy;(C') = limsup <n - M»

I
e—0 oes

piicemz libovolné malé € > 0 nahradime hodnotou 37* (tj. délkou jednotlivych
odebiranych intervala v k-tém kroku) a polozime n = 1, protoze se pohybujeme v
prostoru R!. Pro vypocet Minkowského dimenze mnoziny C' tedy plati:

T oz (2F /3F
dimy (C) = lim sup (1 — M) — lim sup (1 _ a2/t >>.

1 log 3—F
e—0 oge k—o00 o8

Po upravach

. k-log 2 log 2 og 2—lo, o
hmsup(l—Tﬁ;B):(l—(—l)- g3>:1+—1g120g13g3=1+}0§§

log 3
k—o0 o8

— 1 =log; 2.
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Protoze na k vypocet limity nazavisi, mohli bychom stejné postupovat i pti urcovani
dolniho odhadu Minkovského dimenze mnoziny C. To ale znamen4, ze

dimy;(C) = dim,, (C) = dimy(C) = logy 2 = dim(C).
O

Nyni se budeme vénovat Cantorovym mnozindm pfifazenym posloupnostem s mi-
nimalné geometrickym poklesem ze tieti kapitoly (Definice 3.19). Nejprve si bez
dukazu uvedme jedno dulezité tvrzeni, viz [3], (3.17).

Tvrzeni 4.6 Mezi Hausdorffovou a Minkowského dimenzi mnoziny X € R™ existuje
vztah

dimy (X) < dim,,(X) < dimy (X).

Meéjme tedy (ax) posloupnost s minimalné geometrickym poklesem, kterd gene-
ruje Cantorovu mnozinu C,. Vime, ze dimy(C,) = 0, ¢ehoz vyuzijeme v dukazu
nasledujiciho tvrzeni.

Tvrzeni 4.7 Minkowského dimenze Cantorovy mnoziny C, pritazené posloupnosti
s minimdlné geometrickym poklesem je nula, tedy dimy,(C,) = 0.

DUKAZ
Mnozinu C, lze po odebrani k intervalu pokryt sjednocenim intervalu, které jesté
oo

maji byt odebrany, o celkové délce > a;, pticemz Vk € N : 0 < (ap) < ¢F,
i=k+1
€ (0,1). Ptitom zvolime ¢ = ¢*. Tedy

e—0 k—o00

Po tuprave:

oo(gktlygk+24 k41 5
lim sup <1—1g(q kAN )) = lim sup (1_ log (¢ (1++¢°+...)

kel R
k—o00 oed k—o00 oed

_ log
dimy,(C) = limsup (1 — %) = limsup | 1 — fogkgl )

log g*+14+log( ——
lim sup 1— 84 k-;;gi(1Q)) — lim sup (1 _ (k+1D)- logkql—ggqlog(l q)
k—o0 00
lim sup (1 — @ + %) —0
k—o0

Tedy dimy;(C,) = 0. Obdobné bychom mohli postupovat pii vypoctu dim,,(C,),
ale to neni nutné. Pfi znalosti horntho odhadu Minkowského dimenze dimy;(C,) = 0
a Hausdorffovy dimenze dimy(C,) = 0 pouzijeme Tvrzeni 4.7, ze kterého vyplyva,
ze také dim,,(C,) = 0. To ovSem znamend, ze Minkowského dimenze Cantorovych
mnozin prifazenych posloupnosti s minimélné geometrickym poklesem je nula.

O

30



Na zavér této kapitoly se jesté vratime k p—Cantorovym mnozindm (Definice
3.23), u nichz jsme provedli horni odhad Hausdorffovy dimenze hodnotou %. Apli-
kaci Tvrzeni 3.7 bohuzel nedojdeme k Zadnému rozumnému odhadu Minkowského
dimenze téchto mnozin. Lze tedy pouze predpokladat, ze hodnota Minkowského di-
menze p-Cantorovych mnozin bude lezet mezi hodnotou jejich Hausdorffovy dimenze
a jednickou, protoze jde o podmnoziny realné (jednorozmérné) osy. To se potvrdi i
piimym vypoctem, stejnym jako v obou predchéazejicich dikazech. Dosadime-li do
vztahu

dimy/(C) = limsup <1 — —1°g(>‘(’45))>

1
e—0 o8&

oo
hodnoty e = 7 a A(A.) = > =, muzeme pouzitim integrdlnfho kritéria pro
i=k+1

oo
konvergenci fady > Zip a upravami zalozenymi na vlastnostech logaritmu dospét
i=kt1

k zavéreénému vztahu

: El-p 1 _
lll,j;itjp<1—m'm) =1
Podle definice p-Cantorovych mnozin je p > 1, jde tedy pro k rostouci do nekonecna

1—
zlomek = k nule.
log k

Provedli jsme tedy pouze hruby horni odhad Minkowského dimenze. Pti vypoctu
dolniho odhadu bychom postupovali stejné, s dosazenim stejného vysledku. Neni
ovsem zaruceno, ze pii presnéjsim odhadovani by se horni a dolni odhady Min-
kowského dimenze p-Cantorovych mnozin rovnaly. Presné urceni Minkowského di-
menze p-Cantorovych mnozin tedy na zavér ponechame otevienym problémem, mo-
tivujicim k jejich dalsimu zkoumani.
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5 Zavér

V této préci jsme si dali za kol ukézat odlisné pristupy k méreni mnozin, zejména na
piikladech Cantorova diskontinua a zobecnénych Cantorovych mnozin. Nejprve jsme
se zabyvali Lebesgueovou mirou a na piikladu Cantorova diskontinua predvedli, ze i
nespocetné mnoziny mohou mit nulovou miru. Na zavér prvni kapitoly jsme uvedli
také priklad mnoziny, jejiz Lebesgueovu miru nelze urcit.

V nasledujicich dvou kapitolach jsme se zamérili na Hausdorffovu miru i di-
menzi. Po definici ruznych typu zobecnénych Cantorovych mnozin jsme se také v
nekterych pripadech pokusili provést alespon horni odhad jejich Hausdorffovy di-
menze. V zavéru prace jsme definovali Minkowského dimenzi a pokusili se opét
aplikovat jeji vypocet na ptiklady Cantorovych mnozin.

Hausdorffova mira a dimenze evidentné nejsou jedinymi néstroji k popisu “ob-
jemu”mnozin. Napf. [3] nabizi ve formé “packing measure”a “packing dimension”
jakysi protipél k Hausdorffové mife, nebot popisovand mnozina neni pokryvéna
zvnéjsku. Narozdil od Minkowského dimenze je vsak “packing”dimenze vystavena
na pojmu miry (stejnym zpusobem jako dimenze Hausdorffova). Zkouméni dalsich
alternativnich mér a dimenzi ovSsem presahuje ramec této prace a je tak zajimavym
podnétem k dalsimu studiu, stejné jako vyuziti nékterych matematickych softwa-
rovych nastroju k alespon pribliznému vypoctu ruznych typu mér a dimenzi mére-
nych mnozin.
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