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Abstrakt

Tato bakalarské prace se zabyva nékterymi itera¢nimi metodami pro hledéni feseni stacionarni
difuzni a advekéné-difizni diferencialni rovnice. Predev§im je popsana efektivni explicitni
metoda zalozend na prevodu puvodni rovnice na soustavu dvou PDR hyperbolického typu.
Jejimi vyhodami jsou rychld konvergence k ustalenému stavu, ¢asovy krok velikosti O(h) a
vypocet tokovych funkei se stejnou presnosti jako Feseni. Navic umoznuje jednotny piistup k
advekci a difazi pfi feSeni advekéné-difizni rovnice a lze ji zobecnit pro feSeni Navierovych-
Stokesovych rovnic. V zavéru prace prezentujeme vysledky numerickych experimentu, jejichz
hlavnim cilem bylo provéreni vlastnosti této metody. Déle jsme testovali rozsiteni metody pro
feSeni rovnic s proménnym difiznim koeficientem s pouzitim vhodného predpodminéni.

Klicova slova: diftizni rovnice, advekéné-difizni rovnice, hyperbolicky systém, distribuce
rezidui, ¢asovy krok O(h)

Abstract

This bachelor thesis deals with several iterative methods for computing the steady state so-
lution of the diffusion and advection-diffusion equation. In particular, we describe an efficient
explicit method based on solving an equivalent first-order hyperbolic system instead of the
original equation. Its advantages are fast convergence toward the steady state, O(h) time step
and computation of the solution gradients with the same order of accuracy as the solution.
Moreover, it allows a unified approach to advection and diffusion in the case of advection-
diffusion equation and it can be generalized for computing the solution of Navier-Stokes
equations. At the end of the thesis we present numerical results, the main purpose of which
was to verify its properties. We also tested an extension of the method for solving equations
with variable diffusion coefficient using suitable preconditioning.

Keywords: diffusion equation, advection-diffusion equation, hyperbolic system, residual dis-
tribution, O(h) time step
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Uvod

Tato bakalarskd prace se vénuje nékolika vybranym iteracnim numerickym metoddm pro
feSeni stacionarni diftizni a advekéné-diftzni diferencidlni rovnice v jedné prostorové dimenzi.
Toto feSeni 1ze interpretovat jako ustélené feSeni ptislusné evoluéni rovnice. Zminéné rovnice
obvykle neni vhodné fesit explicitnimi metodami, nebot ty v disledku nutnosti aproximace
druhé prostorové derivace umoziuji ¢asovy krok pouze o velikosti O(h?), coz je znacné ome-
zujici. V této praci pfedstavujeme explicitni metodu, kterd umoziuje ¢asovy krok velikosti
O(h). Tato metoda navic pii feSeni advekéné-difizni rovnice nevyzaduje specidlni piistup
k advekénimu a k difiznimu ¢lenu. Advekce a difize jsou sjednoceny pievedenim rovnice
na soustavu PDR hyperbolického typu, kterou pak muzeme feSit napiiklad metodou typu
upwind. Dalsi vyhodou tohoto pristupu je moznost jeho zobecnéni pro feseni Navierovych-
Stokesovych rovnic.

V prvni kapitole uvedeme tvar jednotlivych rovnic. Ve druhé kapitole stru¢né zminime dvé
jednoduché metody konecnych diferenci pro feSeni parabolickych rovnic, explicitni a impli-
citni. Stézejni ¢asti préce je tieti kapitola, v niz popiseme jiz zminénou metodu zalozenou na
prevodu difizni ¢i advekéné-difizni rovnice na soustavu dvou PDR prvniho fadu. Diskretizaci
této soustavy provedeme metodou distribuce rezidui. Hlavnim cilem prace bude provérit vlast-
nosti této metody a piipadné navrhnout zlepSeni pro dosazeni co nejrychlejsi konvergence k
ustalenému stavu. V zavéru prace uvedeme vysledky numerickych experimentu realizovanych
v programu MATLAB.



Kapitola 1

Zakladni pojmy

1.1 Formulace problémiu

S diftizni a advekéné-difizni rovnici, jejichz FeSent se tato prace vénuje, se muzeme éasto setkat
napiiklad pfi popisu nékterych matematickych modela v hydrodynamice. V nasledujicich od-
stavcich uvedeme matematicky popis dvou zakladnich fyzikalnich jevu z této oblasti: advekce,
diftize a jejich kombinace. Budeme uvazovat jednoduchy model tekutiny v tenké trubici, v niz
je pritomna néjaka dalsi latka s koncentraci popsanou funkei w.

1.1.1 Advekéni rovnice

Advekén{ (nebo také transportnf) rovnici pro nezndmou funkei v = u(z,t): R x Rf — R
rozumime parcialni diferencidlni rovnici

ug + cug = 0, (1.1)

kterd popisuje unaseni latky o koncentraci u tekutinou proudici trubici konstantni rychlosti
c. Pokud je ¢ > 0, jde o proudéni smérem zleva doprava, pro ¢ < 0 zprava doleva.
Resenim této rovnice je funkce

u(z,t) = g(x — ct), (1.2)

kde g je libovolna diferencovatelna funkce. Toto feSeni se nazyva prava, resp. leva postupna
vlna a odpovidé tomu, ze pocatecni profil g(x) se s rostoucim ¢asem nezménény posouvé do-

prava, resp. doleva rychlosti c. Hodnota feSeni tak na kazdé piimce s pfedpisem z — ¢t = k,
k € R, zustava konstantni. Témto primkam fikame chrakteristické pfimky neboli charakte-
ristiky.

V piipadé, Ze rychlost proudéni je v ruznych mistech trubice ruzné, tedy zavisi na z, plati
dle zédkona zachovani
ut + (c(z)u)y =0, (1.3)
kde charakteristiky jiz nejsou piimky, ale kfivky, a feSeni podél nich jiz neni konstantni.
Miuzeme se ale setkat i s tvarem
ut + c(z)ugy =0, (1.4)

ktery neni konzervativni, ale v nékterych piipadech pfirozenéjsi. Charakteristiky jsou opét
kiivky, ale feSeni se podél nich nemeéni.



1.1. FORMULACE PROBLEMU

1.1.2 Diftizni rovnice

Pokud tekutina v trubici neproudi (rychlost ¢ je nulovd), koncentrace u(x,t) piitomné latky
ve skutec¢nosti nezlistava konstantni, ale méni se s ¢asem v dusledku diftize molekul. Molekuly
se pohybuji z mist s vyssi koncentraci do mist s nizsi koncentraci a jejich tok je pfimo imérny
gradientu koncentrace. Takovou situaci popisuje diftizni rovnice

Up — QUgy = 0, (1.5)

kde a > 0 je diftzni koeficient. Kromé difize v tekutiné popisuje tato rovnice také napiiklad
Siteni tepla v tenké tyci.

1.1.3 Advekéné-difuzni rovnice

Zahrneme-li do modelu vliv obou popsanych jevi, proudéni i diftze, je funkce u feSenim tzv.
advekéné-diftizni rovnice
Ut + Cuy — Ay = 0. (1.6)

1.1.4 Zakon zachovani

Vsechny uvedené rovnice vychézi z tzv. bilan¢énich zdkonu neboli zékonu zachovani, vy-
jadfujicich rovnovdahu mezi stavovymi a tokovymi veli¢inami a jejich zménami. Stavovou
veli¢inou je v tomto piipadé koncentrace u, tokovou funkci ozna¢me ¢(z,t). Zvolime libo-
volny pevny tsek trubice a < x < b a ¢asovy interval (t1,ts). Podle zdkona zachovéni je
zména celkového mnozstvi dané veli¢iny ve sledovaném tseku (a,b) mezi ¢asy t; a to rovna
celkovému toku pres hranice intervalu x = a a « = b. Tok pies hranici povazujeme za kladny,
jde-li o tok zleva doprava. Zakon zapiSeme v integralnim tvaru

b b to
/u(m,tg)dx - /u(x,tl)dx = /((p(a,t) — (b, t))dt. (1.7)

Pokud ma funkce u spojitou parcialni derivaci vzhledem k ¢ a tok ¢ spojitou parcialni derivaci
vzhledem k z, muzeme po jednoduchych dpravach vztah (1.7) zapsat ve tvaru

to b

//(ut(a:, t) 4+ @u(z, 1)) dedt = 0. (1.8)

t1 a

Vzhledem k tomu, Ze intervaly (a,b) a (t1,t2) byly voleny zcela libovolné, musi byt integrand
identicky roven nule. Dostdvame vztah

ur(z,t) + oz (z,t) =0, (1.9)

ktery vyjadiuje jednorozmérny zdkon zachovani v diferencidlnim (lokdlnim) tvaru. Jednotlivé
rovnice pak ziskdme vhodnou volbou toku ¢, ktery odpovida fyzikdlni podstaté daného jevu.
Pro advekéni rovnici je ¢ = cu, pro difuzni rovnici ¢ = —au, a pro advekéné-difizni rovnici
© = CU — Qly.



1.2. SOUSTAVA PDR HYPERBOLICKEHO TYPU

1.2 Soustava PDR hyperbolického typu
Soustava parcialnich diferencidlnich rovnic prvniho fadu
w + Au, =0, (1.10)

kde u = u(z,t): R x Rf — R" a A € R™", je hyperbolického typu, pokud matice A m4
redln4 vlastni éisla a je diagonalizovatelnd, tedy plati A = RAR ™! kde A = diag(A1, A2, ..., A\n)
a R je matice pravych vlastnich vektoru.

Diky diagonalizovatelnosti matice A je mozné takovyto systém pirevést na n na sobé
nezavislych advekénich rovnic, jejichz feseni je jiz snadné. Dosazenim za A v (1.10) dostaneme

u; + RAR 'u, =0 (1.11)

a po vyndasobeni celé rovnice matici R™! zleva
R 'w + AR 'u, =0. (1.12)
Nyni miizeme zavést substituci w = R™'u a ziskdme soustavu n rovnic s diagonalni matici A
w; + Aw, = 0. (1.13)

Po vyfeseni jednotlivych rovnic pro w piejdeme zpét k puvodnim proménnym pomoci trans-
formace u = Rw.



Kapitola 2

Metody pro reseni parabolickych
rovnic

Nasim cilem je nalézt numerické feSeni pocatecné-okrajové ulohy pro advekéné-difizni rovnici
v ustdleném stavu. Asi nejjednodussi volbou je pouziti nékteré z metod koneénych diferenci,
které jsou zalozené na aproximaci parcidlnich derivaci pomoci pomérnych diferenci. Pii feseni
takovych tloh pro rovnice parabolického typu témito metodami postupujeme jako pii feSeni
pocatecni tlohy v proménné t, tedy pocitdme hodnoty ptiblizného feseni postupné po jednot-
livych ¢asovych vrstvach. V piipadé vypoctu ustileného feseni zastavime vypocet ve chvili,
kdy se od sebe dvé po sobé jdouci pfiblizna feSeni lisi méné, nez je néjaka zadand tolerance.
Tyto metody lze bez podstatnych rozdilu aplikovat na obecnou parabolickou rovnici,
popisme si je tedy na nejjednodussi z nich.
Uvazujme pocatecné-okrajovou tlohu pro nehomogenni difizni rovnici v jedné prostorové
proménné
U — augzy = f(x), x € (0,L), t>0, a>0,
u(z,0) = a(x), z e (0,L), (2.1)
u(0,t) = ugp(t), u(L,t) =ur(t), t>0,

kterd popisuje diftizi v tenké trubici délky L, na jejichz koncich jsou udrzovany hodnoty
koncentrace u dané funkcemi ug(t) a ur(t), s pocatecnim rozlozenim koncentrace @(z) a hus-
totou rozlozeni zdroju f(z). Predpokldadejme, ze funkce u(x),ug(t) a ur(t) spliuji podminky
kompatibility

@(0) = up(0), @(L)=wur(0) (2.2)

a ze uloha (2.1) mé pravé jedno klasické feseni.
Na intervalu (0, L) zvolime rovnomérnou sit uzla z;,j = 0,1,...,.J, s krokem h > 0 a pro
t > 0sit uzlut,,n =0,1,...,s pevnym krokem 7 > 0. Hodnotu pfesného feeni v uzlu (z;, t,)

oznacime zkricen¢ u} a jeji aproximaci U;'. Na nulté casové vrstvé polozime U jQ = U(z;)
pro j = 0,1,...,J a pro splnéni okrajovych podminek klademe vzdy Ug‘“ = up(tn+1) a
U;L+1 == UL(tn+1).



2.1. EXPLICITNI METODA

2.1 Explicitni metoda

Nejjednodussi diferenéni metodou, kterou muzeme pouzit, je explicitni Eulerova metoda, kde
prvni derivaci podle ¢asové proménné aproximujeme jednostrannou pomeérnou diferenci
ut Tty

u(zj, ty) = %J (2.3)

Druhou derivaci podle prostorové proménné nahradime druhou pomérnou diferenci

n _ n n
ui_y —2uy +ui,

Uz (T, Tn) = e (2.4)
Timto zpusobem ziskdme z puvodni diftizni rovnice diferen¢ni rovnici
urtt-ur UM, -2Ur+UR
d I =t T T e =12, — 1, (2.5)

T h?
kde f; = f(z;). Ta aproximuje puvodni diferencidlni rovnici s diskretiza¢ni chybou velikosti
O(7 + h?), metoda je tedy prvniho fddu v proménné ¢ a druhého fadu v proménné z. Jedno-
duchymi dpravami (2.5) dostavame explicitni formuli pro vypoéet piiblizného Feseni na nové
¢asové vrstve t,41
U;“Ll =rUj + (1 =2r)Uj + Ul +7f; (2.6)

pro j=1,...,J — 1, kde jsme oznacili r = 5.

Doplnime-li schéma o okrajové podminky Uj = wuo(tn) a U} = ur(t,), muzeme je celé
zapsat maticové jako

- 4l - (1 =927 r o --- 0 rUr
1 1
U;”rl r 1-2r r - 0 Uy
' _ . ) . 0 : n
Uzt, : : Uj_y
Lol L o 0 12 | LUG
rug(ty) + 7f1 ]
Tfa
+ s (2.7)
Tfr-2
| rur(tn) + 7 -1 |

zkracené
Ut — HU®™ 4 F0, (2.8)
Nevyhodami této metody jsou nizky fad presnosti v ¢ a jeji podminénd stabilita, ktera je
nevyhodou explicitnich metod obecné. Podminkou stability metody je

1
z ¢ehoz plyne omezeni délky ¢asového kroku vztahem
h2
0 < —. 2.10
<7< % ( )

Vidime tedy, 7ze délka ¢asového kroku je v tomto pifpadé O(h?), coz je znaéné omezujici,
zejména pii vypoctu na velkych ¢asovych intervalech. S touto vlastnosti se setkame u fady
explicitnich metod pro parabolické rovnice.



2.2. IMPLICITNI METODA

2.2 Implicitni metoda

Omezeni délky ¢asového kroku (2.10) u explicitni metody lze odstranit napiiklad zavedenim
implicitni metody. Postup jejiho odvozeni je analogicky jako u explicitni metody s tim rozdilem,
ze druhou prostorovou derivaci aproximujeme na ¢asové vrstveé t,1. Ziskdme tak diferen¢ni

schéma +1 +1 +1 +1
urtt —gn gt —ountt 4 pn
i R sz L j=12,.,J -1, (2.11)
=

jehoz diskretizaéni chyba je opét velikosti O(7 + h?). Jednoduchou tipravou (2.11) dostaneme
implicitni vztah pro vypocet feseni na nové casové vrstve

UM + (14 2n) U — e UM = U 47§ (2.12)
pro j=1,...,J — 1, jsme opét oznacili r = 7.
S pouzitim okrajovych podminek Ug”rl = ug(tns+1) a U}LH = up(tp+1) 1ze soustavu opét
zapsat maticoveé ) )
14+2r —r 0o - 0 R
-r  1+2r —r ... 0 U;Hrl
. . . 0 : _
: : Un+1
; ' e
0 0 —r 1+42r L UjSy
ur 1 [ ruo(tesr) +7f1 ]
Uy T f2
e |- (2.13)
Uj o Tfi-2
LU ] L orun(os) +7f5-1
zkracené
HUH) = gt L F0), (2.14)
V kazdém kroku této metody musime tedy Tesit soustavu linedrnich algebraickych rovnic pro
neznamé U{"H, ey Uf}fll, kterd je jednoznaé¢né fesitelnd, nebotf matice H je ostie diagonalné

dominantni. Vypocet se tim vSak ponékud komplikuje.
Implicitni metoda je stabilni bez ohledu na volbu parametru r, délky krokta h a 7 muzeme
tedy volit nezdvisle na sobé. Vice o explicitni a implicitni metodé 1ze nalézt napiiklad v [5].

dalsich metod, z nichz nékteré muzeme také najit v [5].



Kapitola 3

Prevod parabolickych rovnic na
systém prvniho radu

V této kapitole popiSeme explicitni metodu pro vypocet FeSeni stacionarni difizni a advekéné-
diftizni rovnice, jejiz hlavni vyhodou je, ze na rozdil od fady explicitnich metod pro parabolické
rovnice umoziiuje ¢asovy krok délky O(h) namisto O(h?) a zaruéuje tak rychlejsf konvergenci
k ustdlenému stavu.

Je zalozena na pirevodu diftizni, resp. advekéné-difuzni rovnice, ktera je 2. fadu, na hyper-
bolicky systém rovnic 1. fadu zavedenim tokovych funkci jako novych nezndmych. To pfindsi
dalsi velkou vyhodu, kterou je vypocet tokovych funkci se stejnou presnosti jako feSeni sa-
motného.

Metoda bude odvozena na zékladé diskretizace pomoci metody distribuce rezidui. Uved me
si nejprve obecné tuto metodu.

3.1 Metoda distribuce rezidui

Uvazujme zakon zachovani v jedné prostorové dimenzi

u+ ¢z = f, (3.1)
pro ktery nas zajima feSeni v ustdleném stavu. Na intervalu, na némz hledame feseni, zvolime
sit uzlu z;,5 = 0,1,...,J, které mohou byt v intervalu libovolné rozlozeny. Tyto uzly délf
dany interval na J — 1 podintervala (zj,2j41),j = 0,1,...,J — 1. ReSeni uvazujeme na

jednotlivych podintervalech linearni.
Prvnim krokem metody distribuce rezidui je vypocet rezidua ¢;, /; pro kazdy podinterval
(j,2j+1). Jeho hodnota je rovna integralu ze stacionarni ¢asti rovnice

n fiv1+ f;

Tjt1
Gjr1/2 = —/ (pz — f)dz =~ —(pj+1 — ¢j) 5

J

(Tj+1 — x5), (3.2)

kde pro vypocet integralu ze zdrojového ¢lenu bylo pouzito lichobéznikové pravidlo. Hodnota
rezidua vyjadfuje chybu, s jakou je v daném podintervalu splnéna stacionarni rovnice. Pokud
je tato chyba nenulova, musime zménit hodnoty feSeni v uzlech tak, abychom ji zmensili.

V této chvili prichézi na fadu druhy krok metody — distribuce. Reziduum ¢; /5 rozdélime

na dvé casti ¢j_+1/2 a ¢;r+1/2, které budou priddny do uzli z; a xj41, v poméru daném
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koeficienty 3 i1y & ]—':1/2

Qsj_+1/2 /3 +1/2¢]+1/2a ¢;_+1/2 = /3;‘:1/2¢j+1/2a (33)

kde pro koeficienty plati
Bivip T B 12 = (3.4)

Pro uzel x; pak dostaneme semidiskrétni rovnici

du,; 1 _ 1
(th = fj(¢j—1/z + ¢j+1/2) - ﬁj(ﬁj—1/z¢j—l/2 +5; +1/2¢J+1/2) (3.5)

kde hj = (xj41 — xj—1)/2. Tuto rovnici integrujeme, dokud nedosdhneme ustédleného stavu.

+ . ’ . ’
thovou roli hraje samoziejmé volba koeficientu BJ +1/2 2B ktera je zavisld na me-

todé a souvisi s fyzikalnimi vlastnostmi daného modelu.

3.2 Prevod na hyperbolicky systém

Nyni popiseme samotnou metodu, jejiz odvozeni a analyzu lze nalézt v [3] a [4]. Soustfed me
se nejprve opét pouze na diftzni rovnici.
3.2.1 Difazni rovnice

Uvazujeme stale tlohu (2.1) pro difizni rovnici v jedné prostorové proménné. Pro ustéleny
stav (u; = 0) plati

—QUgy = f. (3.6)
Zavedeme-li novou funkcei p jako
p(x,t) = ugp(z,t), (3.7)
dostaneme soustavu rovnic pro u a p
e = ), (3.8)
Uy = P.

Jde o tzv. smiSenou formulaci tilohy. Druhou rovnici vyndsobime vyrazem —1/7,, kde T, > 0
je parametr zvany relaxacni ¢as, a na levou stranu obou rovnic formalné pfidame ¢asové
derivace uy, resp. py
u —apy = f
’ (3.9)

1 — p
bt — g Uz = —-

Systém (3.9) je asymptoticky ekvivalentni s difizni rovnici pro 7, — 0 a v ustéleném stavu,
kdy u; = py = 0, je s ni ekvivalentni dokonce pro libovolné 7.
Soustavu muzeme zapsat v maticovém tvaru

q+Agqy = g, (3.10)

(i) (4 7] (5] ew

kde



3.2. PREVOD NA HYPERBOLICKY SYSTEM

Vlastni ¢isla matice A (A2 = £4/a/T}) jsou redlna a ruzna, systém (3.9) je tedy hyper-
bolicky a misto diftzni rovnice jsme ziskali systém advekénich rovnic, popisujicich dvojici
vln §iticich se stejnou rychlosti opaénym smérem. Matice A je diagonalizovatelna, tedy plati
A =RAR !, kde

S RS T G P o) e

Poznamenejme, ze v ptipadé nulovych zdroju f nezavisi ustalené feSeni na hodnoté koefici-
entu a, ale ¢asovy prubéh pfiblizného feSeni ano. Numericky muzeme tuto zavislost odstranit
vhodnou volbou ¢asového kroku. U schémat pro feSeni diftzni rovnice (napiiklad u schémat
z kapitoly 2) staci volit 7 ~ é V tomto piipadé dosdhneme nezédvislosti na a, pokud celd
prava strana systému

Ut =  QPg,
3.13
pe = (uz—p)/T). (3.13)

bude tmérnd a. To zajistime volbou T} ~ %, konkrétné

L2
T, = ==, (3.14)

a

kde L, je délkovy parametr.

Diskretizace

Diskretizaci provedeme metodou distribuce rezidui popsanou vyse. Pro jednoduchost budeme
uvazovat ekvidistantni sit uzlu s krokem h = x4 —x; proj = 0,...,J — 1. Hodnoty pfesnych
fegen{ u a p v uzlu x; oznaéime zkrécené q; = [uj, p;]T a jejich aproximace Q; = [U;, P;]7.
Analogické znaceni zavedeme i pro pravou stranu g. V kazdém uzlu uchovavdame hodnoty
Qj,j = 0,1,...,J, pficemz mame k dispozici dvé okrajové podminky pro u. Nasim cilem
je tedy vypocitat aproximaci ustaleného feSeni {U;} ve vSech vnitinich uzlech sité a {P;}
ve vSech uzlech. Pocet nezndmych je stejny jako pocet rezidui, coz znamend, Ze vSechna
rezidua mohou byt v ustaleném stavu beze zbytku vynulovdna. Z toho vyplyva existence
jednoznaéného feSeni.
Hodnota rezidua pro podinterval (z;,z;41) je

Tj+1
Q12 = / (—Aq, +g)dx, (3.15)

J

coz muzeme aproximovat jako

Git1+G;

Dipio~ —A(Qj1 — Q) + %h- (3.16)
Poté uréi’me ko.(?ﬁ/cientyo distribuce, matice Bj_+1 2@ B;rl J2r @ rozdélime reziduum do uzla x;

a j41 nasledujicim zptusobem

- _ 5 +  _pt
(I)j+1/2 - j+1/2q)j+1/2’ (I)j+1/2 - Bj+1/2q)j+1/2v (3.17)
pricemz plati
10
- + _ _

Bj+1/2+Bj+1/2_I7 I—[O 1]. (3.18)

10



3.2. PREVOD NA HYPERBOLICKY SYSTEM

Toto provedeme pro vSechny podintervaly a ziskdme semidiskrétni formuli
dQ; 1

dt h(
kterou integrujeme, dokud nedosdhneme ustdleného stavu. Schéma muzeme snadno pouzit i
pro neuniformni sité, staci jen misto h pouzit h; definované jako h; = (z;41 — xj-1)/2.
Nyni uréime konkrétni tvar distribu¢nich matic B 12 @ BJ 1/ Jak jiz bylo feceno vyse,
tyto matice musi odrazet fyzikalni vlastnosti modelu tery nami reSend rovnice popisuje.
V naSem ptipadé se jednd o hyperbolicky systém popisujici dvé viny §itici se stejnou rychlosti
opacnym smérem, bude tedy vhodné vyuzit upwinding.
Distribuéni matice lze volit napiiklad takto (viz [3])

1 7
B¢ _ly —A B¢ I+ —A 3.20
77927 9 R (3.20)

kde ¢asovy krok 7 nahradil ¢asovy parametr 7, ktery nemusi byt roven skuteénému ¢asovému
kroku, nebot pfesny éasovy vyvoj feSeni hyperbolického systému nés nezajima. Nejjednodussi
volbou parametru 7 je

1
Ol 1t hap) = E(B;r—lﬂq)j—lﬂ + B 19Pj41/2); (3.19)

h
\Va/T,’

coz vychazi z CFL podminky stability pro advekéni rovnici s rychlosti /a/T,. Dosadime-li
(3.21) do (3.20) a vyuzijeme-li faktu, ze matice A je diagonalizovatelnd, ziskdme distribucni
matice ve tvaru

_ 1 1 \/a/Tr 0 —1 0 0 1
— 7]:_ = .22
BJ+1/2 5 a/TTR { 0 —alT, ] R R [ 01 ] R, (3.22)
1 1 \/

JI+ =R [ o/Ty 0 ] R '=R [ (1] 8 ] R (323

(I/Tr 0 -\ a/Tr
Vsimnéme si, ze ¢ast feSeni se zapornou rychlosti je prenesena doleva a ¢ast s kladnou rych-
losti doprava.

(3.21)

7_':

+
B]+1/2

Pouzijeme-li nyni aproximaci ¢asové derivace pomoci jednostranné diference

dQ; Q" -Qf

3.24
dt T ( )
ziskdme explicitni schéma pro vypocet hodnot Q;,j =1,...,J — 1, na nové casové vrstve
1 —
Q;'H_ Qn ( - 1/2(I>j 1/2 + BJ_H/Q J+1/2)- (3'25)

Pokud déle definujeme matice

Va/T, 0] g1 .o 0 0 .

A = 2
R[ 0 0 } R, R[ 0 —/a/T, R, (3.26)
A, a dosadime do (3.25) konkrétni tvar rezidui

pro které plati At = B++1/2A A~ =B~

P12 a Pjiq/9, muzeme psat
n n n Tl T -
Q" = Q- *A+(Q 1) =y AT(Qi — Q) +

G —1 + G _ G + G +1
+ j j j j
Bg+1/2 B + TBj+1/2 5 )

j+1/2

(3.27)

11



3.2. PREVOD NA HYPERBOLICKY SYSTEM

coz ve skute¢nosti neni nic jiného nez metoda typu upwind prvniho fddu pro hyperbolicky
systém (3.9). Poznamenejme, ze v ustdleném stavu, kdy Q?H = Qf fesen{ nezdvisf na veli-
kosti casového kroku 7.

V ustéleném stavu toto schéma odpovida metodé zvané ,box-scheme*, o které vime, ze je
druhého tédu (vice o této metodé nalezneme napiiklad v [7]).

Okrajové podminky

V piipadé ilohy (2.1) s Dirichletovymi okrajovymi podminkami méame v krajnich uzlech xg
a xy definovany okrajové podminky pro u a je tfeba stanovit hodnoty p v téchto bodech.
Vyuzijeme toho, ze systém je hyperbolicky se dvéma vlnami §ificimi se po charakteristikdch
doleva a doprava a obéma krajnimi uzly prochdzi vzdy jedna charakteristika. S vyuzitim
diagonalizovatelnosti matice A prevedeme systém (3.10) na systém

W, + AW, =R 'F, kde W= [ Zl } (3.28)
2

a A = diag(\/a/Ty, —/a/T,). Systém (3.28) je tedy dvojici nezavislych nehomogennich ad-
vekénich rovnic pro proménné wy a wsy, kde wy se §i{ rychlosti y/a/T, doprava a wy stejnou
rychlosti doleva, pficemz nezustavaji konstantni.

Hodnotu p v bodé xg, resp. xr,, uréime pomoci hodnot w; a wsg na predchozi ¢asové vrstvé
v bodé 23, resp. 71, kde se se s ni charakteristika protne, jak je naznaceno na obrazku (3.1).
Ptiblizné hodnoty wy a wsy v téchto prusecicich uréime linedrni interpolaci hodnot v sousednich

Obrazek 3.1: Charakteristiky prochazejici krajnimi uzly v ¢asové vrstveé t, 1.

uzlech. Jejich nové hodnoty v krajnich uzlech vypocteme jednim krokem Eulerovy metody.
Hodnotu p pak ziskdme pomoci zpétné transformace Q = RW.

Analogicky bychom postupovali v piipadé Neumannovych okrajovych podminek, kdy
bychom méli v bodech xg a z; definovany hodnoty p.

12



3.2. PREVOD NA HYPERBOLICKY SYSTEM

Casovy krok délky O(h)

Jak jiz bylo zminéno, schéma (3.19) s volbou distribu¢nich matic (3.22) a (3.23) neni nic
jiného nez metoda typu upwind, pro niz je z literatury znadma CFL podminka

max |)\Z|% <1, (3.29)

kde A; jsou vlastni ¢isla matice A. V naSem piipadé plati

T, hL,
< hy L =220 (3.30)
a a

Casovy krok je tedy timérny h namisto obvyklého h2, coz je velkd vyhoda oproti schématiim
tradi¢né pouzivanym pro parabolické rovnice. Je ovSem dilezité si uvédomit, ze to plati pouze
pokud L, = O(1). Poznamenejme také, ze tato vlastnost vyplyva z charakteru hyperbolického
systému a nenfi tedy specidlni vlastnosti diskretizace metodou distribuce rezidui. Toto omezeni
casového kroku bychom ziskali i pro diskretizaci metodou koneénych diferenci ¢i koneénych
objemt. Casovy krok velikosti O(h) zaroveii napovidd, ze pocet krokii v case potfebny k
dosazeni ustdleného stavu bude rust linedrné se zmensujicim se krokem h. To se pokusime
ukazat pozdéji.

Z Fourierovy analyzy vyplyva (viz [3]), ze pro 7 =

h
a/Ty

h 1
L= (1 + = Wh) (3.31)

je pozadavek L, = O(1) splnén
pro

a optimalni hodnota L, je ddna

h 1
LT:4(1+ . Wh). (3.32)

, (3.33)
kters splituje (3.31) pro h < 2.

Diskretizacni chyba

V nasledujicim odstavci uvedeme odvozeni diskretizacni chyby, potazmo fadu metody, jak jej
muzeme najit v [3]. Pro tuto chvili budeme uvazovat nulovou pravou stranu difizni rovnice
f = 0. Pokud bychom navic uvazovali q po ¢astech linearni, pro pfesnou hodnotu rezidua by

platilo
gj+1+8
Dji1/2 =—Alqj41 —q;) + %h (3.34)
Dosadime-li tento tvar rezidui a tvar distribu¢nich matic z (3.20) do (3.19), dostaneme
dqj 1 1 T h
o (21 LA A(as — g Dl .
dt h |:<2 +2h > < (@; —qj 1)+2(g]+g] 1)>+
1 T h
L= oA ) —A —ay) + 5 (g1 &) || (3.35)

13



3.2. PREVOD NA HYPERBOLICKY SYSTEM

kde v tomto pifpadé g; = [0, —p;/T;]T. Po rozndsoben{ a nékolika tipravéch ziskame

du,; Ta a Fa
(th = on2T. (wj—1 — 2uj + ujp1) + (Qh — 4hT> (Pj+1 — Pj-1) (3.36)
T T
dpj 1 Ta
A s NP, 1o ) -
dt o, M+t T ) T g (it = 20 Py
1
—E(pjﬂ +2p; +pj-1). (3.37)
T

Nyni vyuzijeme Taylorova rozvoje funkci u a p v okoli bodu z; a miZzeme psat

du; 7
TL = apet g (us —p)e+ O(R?), (3.38)
dp; Ta 9
ar (Ua: p)/TT + 2T, (pm):r + O(h ) (3.39)
nebo téz maticové q -
aq; _ [ _ T 2
= [1 2A@I} r + O(h?), (3.40)
kde
r= [apza (u:r - p)/Tr]T (3.41)

je vektor rezidua. Vzhledem k tomu, zZe tento vektor se v ustédleném stavu vynuluje, ziskdvame
presnost druhého fadu.
Diskretiza¢ni chybu muzeme analyzovat také jinym zpusobem. Predpoklddejme, ze hladka

feSeni u a p jsou presnymi feSenimi diskrétnich rovnic v ustaleném stavu, tedy % = % =
Potom spliuji nasledujici
TQ
0 = ap:+ 7(“9: - p)a: + O(hZ)a (3'42)
2T,
TQ
0 = (uz—p)/Tr + 5 (Px)a + O(h2)- (3.43)
2T,
o _ h _ AL,
Pro nasi volbu 7 = N -~ dostaneme
ah
0 = apy + o (up — p)s + O(R?), (3.44)
2L,
a ah 9
0 = f%(uz -p)+ TLT(p:E)x + O(h%), (3.45)
odkud je pro L, = O(1) zFejmé, ze numerické feseni konverguje k feseni soustavy
e =0 (3.46)
.Uz = T

pro h — 0. Vyjadfenim p, z (3.44) a dosazenim do (3.45) a vyjadienim (uy — p) z (3.45) a
dosazenim do (3.44) ziskdme

ah?
0 = aps — T(px):c + O(h2)7 (347)
2
0 = (4= p)— (s = p)a +O(R), (3.45)

14



3.2. PREVOD NA HYPERBOLICKY SYSTEM

z ¢ehoz je vidét, ze priblizné feSeni je aproximaci druhého fadu.

Pii pouziti nékterych piistuptu pro smiSenou formulaci (3.8) ovSem nedostaneme stejny
Fad presnosti pro obé neznamé funkce u, p. Napiiklad pfi pouziti metody koneénych prvku je v
dusledku nutnosti splnéni tzv. LBB podminky jedna ¢ast feSeni stanovena s presnosti nizsiho
fadu. Neni-li LBB podminka splnéna, matice soustavy ziskané z metody koneénych prvku
je singuldrni. Provedeme-li vSak jeji regularizaci, muzeme dosdahnout vysledku s presnosti
stejného Fadu pro obé ¢asti feseni. Pravé takova regularizace je obsazena v metodé popsané
v této kapitole.

Pocet kroku

Pokusme se nyni odvodit zavislost poc¢tu krokt v ¢ase potiebného k dosazeni ustaleného stavu
na velikosti h. Zacneme tvahou uvedenou v [1]. Pfedpoklddejme, ze mame néjakou iteracéni
metodu zapsanou ve tvaru

U™ =HU™ Y 4 F, (3.49)
kde U™ = [UP, ..., U] je vektor pfiblizného fesenf na n-té casové vrstvé a H € R™*™. Pro
presné TeSeni U* musi platit

U* = HU" + F. (3.50)

Odecteme-li (3.50) od (3.49), ziskame rekurentni vztah pro chybu na n-té ¢asové vrstvé
EM™ = HE™™Y), (3.51)

z ¢ehoz plyne
EM™ = H"E(®, (3.52)

Matici H mtzeme rozlozit na sou¢in H = TJT ™!, kde J je Jordantiv kanonicky tvar matice
H a T je reguldrni matice. Pro spektralni normu chyby E(™ plati

[E 2 < [[H[|2 B2 < T2 [[37||2 T2 [[EP]l2 = #(T) 132 [[EP]]2,  (3.53)

kde x(T) = ||T||2/|T~!||2 je ¢islo podminénosti matice T. Pokud je matice J diagonélni,
plati [|J™||2 = ||J||5 a jeji spektralni norma je rovna spektralnimu polomeéru p(H) matice H.
V takovém piipadé tedy plati

[E™[]2 < w(T)p(H)"||[E©]]2. (3.54)

Reknéme, 7e fesenf povazujeme za ustdlené, pokud ||[E®)|| < €||[E© ]|, kde € > 0 je pfedem
dano. Nagim cilem je tedy nalézt takovy pocet kroku k, pro ktery je toto splnéno. Vime, Ze

IE®2 < w(T)p(H)*|[E]2, (3.55)

takze pozadujeme, aby
w(T)p(H)* ~ . (3.56)
Pro hledany pocet krokt k tedy plati

_ log(e) — log(s(T))
los(p(H))

(3.57)
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3.2. PREVOD NA HYPERBOLICKY SYSTEM

Pokud je navic matice H symetricka, jeji vlastni vektory, které tvoti sloupce matice T, jsou
ortogonalni a x(T) = 1. Vztah (3.57) se tedy zjednodusi na

log(e)

® oglo(iT)) (3.58)

Na zédkladé uvedené tvahy stanovme nejprve pocet Casovych kroku potiebny pro dosazeni
ustaleného stavu pfi vypoctu feSeni stacionarni diftizni rovnice explicitni metodou z oddilu
2.1. Uvazujme diftizni koeficient @ = 1. Vlastni ¢isla matice pfechodu mezi ¢asovymi vrstvami
H maji v tomto piipadé tvar

2T

)\p:1+ﬁ(cos(p7rh)—1), p=1...,J—1. (3.59)

Zvolime-li ¢asovy krok jako 7 = h;, zjednodusi se vztah pro vlastni ¢isla na

Ap = cos(pmh). (3.60)

Funkce cos(pmh) proménné p mé periodu % = 2J, jeji hodnoty tedy prop = 1,...,J — 1

klesaji. Navic plati |A\1| = |Aj—1|. Proto muzeme fici, Zze pro spektralni polomér matice H
plati

p(H) = |\1| = | cos(mh)| = cos(mh), (3.61)

kde posledni rovnost plati pro h < % Budeme pozadovat piesnost € = Ch?,C € R. Pro pocet
kroku k tedy plati

- log(e) _ log(Ch?) _ log(C) + 21og(h) (3.62)
log(p(H))  log(cos(mh)) log(cos(mh)) ’
Pro mald h muzeme pouzit aproximaci kosinu pomoci Taylorova rozvoje v okoli nuly
2h2
cos(mh) =1 — 4+ O(h™) (3.63)
a dostaneme log(C) + 2log(h)
og + 2log
k=~ | —72 (3.64)
Og(l — 3 )
Stejné tak muzeme vyuzit aproximaci logaritmu pomoci Taylorova rozvoje
2h2 2h2
log(1 — ”2 ) = —W2 +O(hY) (3.65)
a ziskame log(C) + 2log(h)
og + 2log
k=~ —573 : (3.66)
T2
Miuzeme tedy fici, ze pocet kroku
k = O(log(h)/h?). (3.67)

Nyni se pokusme stejnym zpusobem stanovit poc¢et krokt k pro nasi metodu typu upwind.
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3.2. PREVOD NA HYPERBOLICKY SYSTEM

Pro jednoduchost uvazujme skaldrni advekéni rovnici s rychlosti ¢ > 0 a okrajovou podminkou
na levém okraji
u+cuy, =f, x€(0,L), t>0, c>0,
u(z,0) = a(x), x€(0,L), (3.68)
uw(0,t) = up(t), t>0.
Po diskretizaci a jednoduchych dpravach ziskdme schéma pro vypocet feSeni na nové casové
vrstve

UJ+1:UJ _F(UJ _UJ—1)+§(f]—1+f])7 j:277‘] (369)
a pro j = 1 plati
cT T
Uptt = Uy — 5, U1 —wo(ta)) + 5 (fo + f). (3.70)
Celé schéma miuzeme zapsat maticové jako
[1-r 0 0 - 0 ] [ 5(fo+ f1) +ruo(tn) ]
rol-r 0 -0 5(f1+ f2)
urt — | o . . .0 | U™y : , o (3.71)
: : 5(fr—2+ fr-1)
0 o0 17| L S(fri+ fr)
zkracené
Ut = gU™ + F0), (3.72)

kde jsme oznacili r = -

Matice H je trojuhelnikova, jeji vlastni ¢isla tedy najdeme na diagondle. VSechna jsou
rovna 1 — r, proto i spektralni polomér p(H) = 1 — r. Volime-li ¢asovy krok 7 = %, bude
spektralni polomér roven nule, coz by mohlo zdanlivé napovidat, ze ustdleného stavu do-
séhneme okamzité béhem jediného kroku. Ve skutecnosti je k tomu ovsem potieba J kroki.
Problémem je, ze matice H v tomto ptipadé neni diagonalizovatelna, normu matice J proto
nemuzeme ztotoznit se spektrdalnim polomérem p(H), ¢imz se situace komplikuje. Dalsim
problémem je urceni ¢isla podminénosti «(T) matice T, které zde neni rovno jedné. Zkusime
tedy zvolit jiny postup.

Za ustéalené teSeni, kterého chceme dosahnout, budeme nyni povazovat presné feseni u v
takovém case T, ze u(x,T) se od presného ustdleného feseni lis{i méné, nez je néjaka dand
tolerance. Tu volime vyrazné mensi, nez je chyba aproximace prostorové proménné. Odchylku
muzeme mérit pomoci velikosti rezidua. Upozornéme, ze ¢as T je zavisly na modelu, coz ovsem

neovliviiuje nasi ivahu. Pro poc¢et kroku N potiebny k dosazeni tohoto ustdleného stavu plati

T
N=_, (3.73)
-
neboli pro nasi volbu 7 = %
cT
N=—. 3.74
h (3.74)
V tomto piipadé tedy muzeme tici, ze pocet kroku
N =O(1/h), (3.75)

coz znamena, ze roste linearné se zmensujicim se krokem h. Zmensime-li tedy A na polovinu,
k dosazeni ustaleného stavu bude potieba dvojnasobek iteraci. Naproti tomu pro explicitni
metodu z oddilu 2.1 by platilo N = O(1/h?).
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3.2. PREVOD NA HYPERBOLICKY SYSTEM

3.2.2 Advekéné-difizni rovnice

V tomto oddile nazna¢ime rozsiteni vyse uvedené metody pro reseni advekéné-difizni rovnice
Up + Cly — AUgy = f, (3.76)

kde ¢ > 0 je rychlost proudéni a a > 0 je difizni koeficient. K jejimu feseni se obvykle
pouziva kombinace dvou ruznych schémat — pro advekéni a pro difizni rovnici. Tento postup
ale neni idedlni, nebotf v nékterych pifpadech mize vést k fadé problémt. Tém se muZeme
vyhnout, pokud pouzijeme metodu prevodu na hyperbolicky systém, kterou jsme popsali
vyse pro difizni rovnici. Tato metoda si i v tomto pripadé zachova své vlastnosti — rychlou
konvergenci k ustdlenému stavu s ¢asovym krokem délky O(h) a vypocet Feseni i tokovych
funkei se stejnou presnosti. Navic nabizi stejnou presnost vypoc¢tu pro vsechna Reynoldsova
¢isla. Nésledujici popis metody a jeji podrobnéjsi analyzu nalezneme v [4].
Piiddnim advekéniho élenu cu, do hyperbolického systému (3.9) ziskdme systém

Ut + Clug — APx i f’ » (377)

1
bt — Uz = —7

ktery je opét v ustaleném stavu ekvivalentni s puvodni rovnici (3.76) pro libovolné T,.. Systém
(3.77) muzeme opét zapsat maticové jako

q+Aq; =g, (3.78)
kde
U c  —a f
= 5 A_: 5 = . 379
4 [p] {—i 0} 5 [—%’] (3:79)

Tento systém je stejné jako (3.9) hyperbolicky, nebot matice A m4 redlnd vlastni ¢isla

c 4a c 4a
M==|1—4/14+ — A= [14+4/1+ —= .
1=5 [ + C2TJ , 2= [ + + C2TT] (3.80)

a linedrné nezdavislé vlastni vektory. Matice pravych vlastnich vektoru je

R = [ AT =l } : (3.81)

1 1

Parametr T, v tomto pripadé definujeme jako podil délkového parametru L, a charakte-
ristické rychlosti systému (vlastniho ¢isla matice A), abychom sjednotili relaxaéni a charak-
teristickou ¢asovou Skalu a tim urychlili konvergenci k ustélenému stavu. Definujeme tedy

L, L,
T, === (3.82)

A 4a |’
2 g1\ 1+

kde As je zvoleno pro zachovani kladné rychlosti v limitnich p¥ipadech, kdy a — 0 nebo ¢ — 0.
Vytesime-li tuto rovnici pro 7., dostaneme

L,
T, = —" . )
T (3.83)
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3.2. PREVOD NA HYPERBOLICKY SYSTEM

V pripadé, ze ¢ — 0 je toto presné T, které jsme definovali diive pii feSeni difizni rovnice
(viz (3.14)). Dosadime-li (3.83) do vyrazu v (3.80), dostaneme vyjadfeni vlastnich ¢isel jako

c
Reyp,’

1
A = Ao = 1 .84
1 2 C<+R€LT)7 (3.84)

kde jsme zavedli tzv. Reynoldsovo ¢islo

L
Rep, = &0, (3.85)
a

Reynoldsovo ¢islo je bezrozmérny parametr, ktery udavd pomér rychlosti ¢isté advekce a

rychlosti difiize
cL, c c

Rep, =r = & _
a a/Lr ‘Cd|

Hodnota parametru L, pro difizni rovnici byla volena tak, aby optimalizovala konkrétni
numerické schéma z hlediska tlumeni a propagace chyby. Pro advekéné-difuzni rovnici lze jeho
optimalni hodnotu stanovit na diferencidlni irovni tak, aby tuhost systému byla minimélni a
ustaleného stavu bylo dosazeno co nejrychleji. Touto hodnotou je

(3.86)

1 Re, 2
L= — + 1, 3.87
21 | /14 Re2 +1 \/ V14 ReZ +1 (3.87)
kde .
Re, = M, (3.88)

a

k jejimuz nalezeni bylo stejné jako v piipadé diftzni rovnice vyuzito Fourierovy analyzy (viz

[4])-

Diskretizace

Pro diskretizaci pouzijeme opét metodu distribuce rezidui. Stéle uvazujeme ekvidistantni sit
uzli s krokem h = x;41 —x; pro j = 0,...,J — 1, v kazdém uzlu uchovavdme hodnoty
Q,; = [Uj,P])T,5 = 0,...,J a v obou krajnich uzlech mdme okrajovou podminku pro .
Hodnota rezidua pro (xj,x;j11) je

Tjt1
Qit10 = / (—Aq, +g)dr ~
zj

~ —A(Qj — Q) + (WG + winGj)h, (3.89)

kde w;, w;41 jsou védhy pouzité kvadratury, které splnuji w; +wj;q1 = 1. Reziduum rozdélime
do krajnich uzli pomoci distribuénich matic

. ]
- 1 (1 B lTi\) 0 —1
s = SR ; ) R, (3.90)
L 2
| (1 o |
Blip=3R ( Ml‘) R, (3.91)
’ 2 0 (1 + %)
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3.2. PREVOD NA HYPERBOLICKY SYSTEM

které zajistuji pienos ¢asti feseni s kladnou rychlosti smérem doprava a ¢dsti se zapornou
rychlosti smérem doleva neboli upwinding. Dostédvame semidiskrétni formuli

dQ; 1 _

kterou integrujeme v case, dokud nedosdhneme ustaleného stavu.
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Kapitola 4

Numerické experimenty

V této kapitole uvddime vysledky numerickych experimentu, které byly realizovédny v pro-
gramu MATLAB. Hlavnim cilem bylo provéfit vlastnosti metody uvedené v kapitole 3, kon-
krétné zavislost rychlosti konvergence na volbé parametru L,., pocet iteraci nutny k dosazeni
ustaleného stavu vzhledem k velikosti h a fdd metody. VSechny experimenty se tykaly pouze
pripadu diftzni rovnice.

Daéle jsme se pokusili rozsitit tuto metodu pro diftizni rovnici s nekonstantnim difiznim
koeficientem a(x).

4.1 Oveéreni vlastnosti metody

Vysledky uvedené v této ¢asti byly ziskany pro tlohu

U — Ugy = T2 sin(nz), x € (0,1), t>0
u(z,0) = z(x — 1), z € (0,1), (4.1)
u(0,t) =0, u(l,t) =0, t>0,

jejimz pfesnym fedenim je funkce u(z,t) = sin(wz). Casovy krok jsme volili vzhledem k pod-
mince (3.30) jako 7 = 0.99 % = 0.99 hL,. Reseni povazujeme za ustdlené, pokud jsou rezidua
v uzlech dostatecné zredukovéna. Jako zastavovaci podminku jsme tedy pouzili

[l < 20720 A el < 1070 e, (4.2)

kde rqgk), resp. rz(,k), je vektor rezidui v jednotlivych uzlech pro proménnou u, resp. p, v k-tém
iteracnim kroku.
V tabulkach 4.1, 4.2 a 4.3 uvadime informace o poc¢tu iteraci, L; normé chyby u a p a

fadu chyb pro sité s krokem h = 1/8,1/16,...,1/256 pro tii ruzné volby parametru L,.. Prvni

volbou je optimalni hodnota
h 1
L.=—-11
! ( * sin ”;”)

odvozend Nishikawou v [3]. Druhou volbou je aproximace této hodnoty

a nakonec volime L, = 1.
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4.1. OVERENI VLASTNOSTI METODY

R4d chyby s muzeme odhadnout vztahem

~ 108 ([[En, [[/][Eny|)
log(h1/ha)

kde hq, ho jsou dva ruzné diskretizacni kroky a Ej,, Ep, jsou piislusné vektory chyby. V nasem
pripadé pouzivame vzdy hq, hy takovd, ze hq/hy = 2, Tadd chyby tedy odhadujeme jako

(4.3)

. og(IIEn, II/1[En, ) (4.4)
log(2)
J | pocet iteraci chyba v tad chyba p tad
8 158 | 3.67 -10~2 5.60 1072
16 352 19.21 1072 1.99 | 9.28 -1073 2.59
32 546 | 2.27 -1072  2.02 | 1.90 -1073 2.29
64 681 | 5.60 -10~* 2.02 | 4.34 -10~* 2.13
128 1057 | 1.39 -10~% 2.01 | 1.04 -10~% 2.06
256 2185 | 3.46 -107° 2.01 | 2.56 -107° 2.02

S -5

Tabulka 4.1: Vysledky pro L, = % <1 + 1 )

J | pocet iteraci chyba v trad chyba p  tad
8 158 | 3.74 -10~2 5.53 1072

16 367 | 9.41 1073 1.99 | 9.23 .1073 2.58
32 545 | 2.32 -1073  2.02 | 1.90 -1073 2.28
64 680 | 5.73 1074 2.02 | 4.34 -107* 2.13
128 861 | 1.42 -10~* 2.01 | 1.04 -10~* 2.06
256 2110 | 3.54 -107° 2.00 | 2.56 -107° 2.02

Tabulka 4.2: Vysledky pro L, = % +

NS

J | pocet iteraci chyba v tad chyba p tad
8 448 | 1.20 -10~* 4.20 -1072
16 650 | 3.21 1072 1.90 | 8.38 -107% 2.33
32 1202 | 8.25 -1073 1.96 | 1.84 -1073 2.19
64 2479 | 2.09 -1073 1.98 | 4.31 -107* 2.10
128 5227 | 5.25 -107* 1.99 | 1.04 -10~* 2.05
256 10728 | 1.32 -107% 1.99 | 2.55 -107° 2.03

Tabulka 4.3: Vysledky pro L, = 1.

Z vysledku je vidét, ze prvni dvé volby L, jsou z hlediska rychlosti konvergence k ustalenému
stavu srovnatelné, kdezto pro L, = 1 je konvergence vyrazné pomalejsi. Odhad fadu chyby
je ve vSech pripadech pfiblizné 2 pro w i p, coz nasvédcuje tomu, ze obé nezndmé funkce jsou
skuteéné vypocteny s presnosti druhého radu. Pocet iteraci v ¢ase roste zhruba linedrné se
zmensSujicim se krokem h.
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4.2. NEZAVISLOST NA POCATECNI PODMINCE

Na obrazku 4.1 vidime grafy znazornujici vyvoj velikosti L1 normy vektori rezidua pro
u a p (vlevo) a vektoru chyby u a p (vpravo) v prubéhu itera¢niho procesu. Konkrétné jsme

zde volili L, = % 1+ sinth a J = 256. Vsimnéme si, ze velikost normy chyby w i p klesa
2

10 T T T T 10
lir I,
lirl,

lIE,I,
lIE, I,

100

10° -

Il
o
o

lEl,

10° ¢

100

10 L L L L 5 L L L L
0 500 1000 1500 2000 2500 0 500 1000 1500 2000 2500
iter iter
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Obrézek 4.1: Vyvoj normy rezidui a chyb s poctem iteraci.

pomeérné rychle na malé hodnoty a poté se jiz méni velmi pomalu. Prakticky tedy neni nutné
volit tak pfisnou zastavovaci podminku, stejné presnosti je mozné dosdhnout za nizsi pocet
iteraci. My jsme témito experimenty ovSem ovérili zavislost poctu kroku na velikosti h podle
vztahu (3.75).

Navrzena itera¢ni metoda neméd charakter hladice. Diky tomu, Ze jsme pouzili diskretizaci
typu upwind a diky vhodné volbé L, jsou soucasné eliminovany vsechny frekvenéni slozky
chyby (v piipadé hladice jsou eliminovany pouze slozky s vy$simi frekvencemi). Dusledky
tohoto faktu lze také vypozorovat na prubéhu velikosti rezidua v zavislosti na poctu iteraci.

4.2 Nezavislost na pocatecni podmince

Jelikoz ustalené FeSeni nezdvisi na poc¢ateéni podmince, i numericka feSeni pro rizné poc¢atecni
podminky by se pii stejné volbé vsech parametri méla lisit pouze v poctu iteraci potiebnych
k jejich nalezeni. Dilezitou vlastnosti feseni difizni rovnice je také to, ze je pro kazdé t > 0
hladké i v pripadé, ze pocateéni podminka hladka neni nebo dokonce obsahuje nespojitosti.
Uvazujme opét tlohu (4.1), ovSem nyni s nespojitou poc¢ate¢ni podminkou

“(”“”O)‘{o o we (0 hyuE). (45)

Vysledky pro tuto tlohu uvadime v tabulce 4.4. Srovnejme je s vysledky v tabulce 4.1.
Kromé nezavislosti na poc¢ateéni podmince jsme ovérili, ze metoda pro nespojitou pocateéni
podminku neselze a zachova si své vlastnosti — pfesnost druhého fadu pro obé nezndmé funkce
u a p a zhruba linedrni rast poctu iteraci.
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4.3. PROMENNY DIFUZNI KOEFICIENT

J | pocet iteraci chyba v  fad chyba p  tad

8 180 | 3.67 -1072 5.60 -10~2
16 432 19.21 1073 1.99 | 9.28 -1073 2.59
32 699 | 2.27 -1073 2.02 | 1.90 -10~% 2.29
64 840 | 5.60 -10~* 2.02 | 4.34 -107* 2.13
128 897 | 1.39 -10~* 2.01 | 1.04 -10~* 2.06
256 1670 | 3.46 -107° 2.01 | 2.56 -107° 2.03

s 5

Tabulka 4.4: Vysledky pro nespojitou poc¢atetni podminku s L, = % (1 + L. >

4.3 Proménny diftizni koeficient

Nagim dalsim cilem bylo rozsifeni dané metody pro feSeni diftizni rovnice s proménnym
diftiznim koeficientem v nekonzervativnim tvaru

ut — a(x)ugy = f, Yz e (0,L):a(x)>0. (4.6)

Stejnym postupem jako v oddile 3.2.1 ziskdme soustavu

e = (47)
Tr(z) "% T, (x)
neboli
A(r)q, =g, (4.8)

jejiz reseni budeme hledat jako ustdlené feSeni soustavy

a + A(z)d: = g, (4.9)
kde
q:[;‘], A(x):[_il(x) _“()(”3)], g:[_;}()x)] (4.10)

Vlastni ¢isla matice A(z) maji nyni tvar A\; o = £+/a(x)/T;(x), jsou redlnd a ruznd, systém
(4.9) je tedy hyperbolicky. Také opét plati A(x) = RA(z)R ™!, kde

we[ ] e[ ] w

[ V@) 0
M@= | VT | (4.12)

Jsou-li hodnoty a(z) pro ruznd z velmi rozdilné, zejména pokud a(x) — 0 pro nékterd x,
muze byt systém (4.9) tzv. stiff-systémem. To by v tomto pfipadé znamenalo, ze v nékterych
mistech je rychlost proudéni relativné velkd, z ¢ehoz vyplyva nutnost volby malého ¢asového
kroku, a v nékterych mistech témér nulova, takze ustaleného stavu dosdhneme az za velmi
dlouhou dobu. Tomu miuzeme pfedejit vhodnym pfedpodminénim

q: + P(z) [A(z)q, — g] = 0. (4.13)
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4.3. PROMENNY DIFUZNI KOEFICIENT

Piedpodmirniova¢ P(z) volime jako
P(x) = max[p(A ()] |A|" (4.14)
(viz [6]), kde p(A(z)) je spektralni polomér matice A(x) a

a(x) /T (x) 0

Al=R 0 T@)/T@)

R (4.15)
Experimenty byly provedeny na tloze

u — a(x)ugy = f, x€(0,1), t>0,
w(z,0) =z(x —1), z€(0,1), (4.16)
u(0,t) =0, u(l,t) =0, t>0,

kde jsme funkci a(z) volili tak, aby nebyla na daném intervalu symetrickd a jeji prubéh nebyl
blizky konstantni funkci, konkrétné

a(z) = 10e~ (15779 4 1, (4.17)

Jeji graf vidime na obrazku 4.2. Pravou stranu f(x) rovnice jsme stanovili tak, aby presnym

Obrazek 4.2: Graf funkce a(x).

fesenim ulohy byla opét funkce u(x,t) = sin(7x).

V tabulce 4.5 uvddime vysledky numerickych experimentii pro tuto tlohu bez pouziti
predpodminéni, v tabulce 4.6 jiz s predpodminénim. Pro vSechny experimenty jsme volili pa-
rametr L, podle vztahu (3.32). Casovy krok jsme v pipadé bez piedpodminéni volili v souladu

s podminkou (3.29) jako

h
7=0.99——, (4.18)

max
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4.3. PROMENNY DIFUZNI KOEFICIENT

kde

Amaer = Max

z€(0,1)

a(z)
T, (x)

(4.19)

je nejvétsi hodnota kladného vlastniho ¢isla matice A na intervalu (0,1). Oc¢ekévali bychom,
ze volba casového kroku podle vztahu (4.18) bude vhodnd i pii pouziti predpodminéni, ale
ukazuje se, ze v takovém pripadé je algoritmus nestabilni. Proto volime piisnéjsi omezeni

c¢asového kroku

h
T 0.9)\maz.
J | pocet iteraci | chyba u fad | chyba p rad
8 477 1 2.67 1071 9.01 -10 1
16 878 | 5.35 -1072 2.32 | 1.58 -107! 2.51
32 1894 | 1.35-1072 1.99 | 3.86 -1072 2.03
64 3797 | 3.39 -1073  2.00 | 9.50 -10~%  2.02
128 7604 | 8.47 -107* 2.00 | 2.36 -1073 2.01
256 15229 | 2.12 -10~* 2.00 | 5.88 -10~* 2.00

Tabulka 4.5: Vysledky bez pouziti predpodminéni.

J | pocet iteraci | chyba u rad | chyba p rad

8 150 | 2.67 -107! 9.00 -10~!
16 240 | 5.36 -1072 2.32 | 1.58 -107' 2.51
32 361 | 1.35-1072 1.99 | 3.86 -1072 2.03
64 577 | 3.39 -1073  1.99 | 9.50 -10~3 2.02
128 1015 | 8.48 -10* 2.00 | 2.36 -1073  2.01
256 1861 | 2.12 -10=% 2.00 | 5.88 -10~* 2.00

Tabulka 4.6: Vysledky s pfedpodminénim.

(4.20)

7 vysledku v tabulkéch je vidét, Ze se nam uvedenym piredpodminénim skuteéné podafilo
vyrazné urychlit konvergenci k ustalenému stavu.
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Z.aver

Tato prace se zabyvala nékterymi numerickymi metodami pro feSeni stacionarni diftizni a ad-
vekéné-difizni diferencidlni rovnice. Zminili jsme jednoduchou explicitni a implicitni metodu
koneénych diferenci pro feSeni téchto rovnic a jejich hlavni nevyhody. Déale jsme podrobnéji
popsali explicitni metodu zaloZenou na pievodu diftizni ¢ advekéné-diftizni rovnice na sou-
stavu dvou PDR prvniho fadu a blize se vénovali nékterym jejim vlastnostem. Mezi hlavni
prednosti této metody patii moznost jednotného piistupu k advekci a difizi pii feSeni ad-
vekéné-difazni rovnice, vypocet feSeni i tokovych funkci s presnosti druhého fadu a casovy
krok velikosti O(h).

Tuto metodu jsme implementovali v prostiedi MATLAB a na modelové loze pro difizni
rovnici jsme testovali jeji vlastnosti. Ovérili jsme, ze dostavame vysledek s presnosti druhého
Ffadu pro samotné feSeni i tokovou fukei a ze pocet iteraci potiebny k dosazeni ustdleného stavu
roste linedrné se zmensujicim se diskretiza¢nim krokem h. Déle jsme také testovali vliv volby
parametru L, na rychlost konvergence, nezavislost ziskaného feSeni na pocateéni podmince
a funkénost metody pro nespojitou pocateéni podminku. Jednoduchou tpravou jsme rozsitili
metodu i pro feSeni rovnic s proménnym difiznim koeficientem v nekonzervativnim tvaru
a nalezli jsme vhodné predpodminéni, jehoz pomoci je mozné vyrazné urychlit konvergenci
k ustalenému stavu.

Zajimavymi naméty k budouci praci jsou napiiklad aplikace vhodné metody typu mul-
tigrid pro dalsi urychleni konvergence ¢i vyuziti metod jako je GMRES, rozsifeni{ metody pro
feSeni nelinearnich rovnic a otestovani kombinace explicitni metody pro parabolickou rov-
nici s metodou pro soustavu 1. fadu. Samoziejmosti je rozsiteni metod do vice prostorovych
dimenzi.
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