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Abstrakt

Tato bakalářská práce se zabývá některými iteračńımi metodami pro hledáńı řešeńı stacionárńı
difúzńı a advekčně-difúzńı diferenciálńı rovnice. Předevš́ım je popsána efektivńı explicitńı
metoda založená na převodu p̊uvodńı rovnice na soustavu dvou PDR hyperbolického typu.
Jej́ımi výhodami jsou rychlá konvergence k ustálenému stavu, časový krok velikosti O(h) a
výpočet tokových funkćı se stejnou přesnost́ı jako řešeńı. Nav́ıc umožňuje jednotný př́ıstup k
advekci a difúzi při řešeńı advekčně-difúzńı rovnice a lze ji zobecnit pro řešeńı Navierových-
Stokesových rovnic. V závěru práce prezentujeme výsledky numerických experiment̊u, jejichž
hlavńım ćılem bylo prověřeńı vlastnost́ı této metody. Dále jsme testovali rozš́ı̌reńı metody pro
řešeńı rovnic s proměnným difúzńım koeficientem s použit́ım vhodného předpodmı́něńı.

Kĺıčová slova: difúzńı rovnice, advekčně-difúzńı rovnice, hyperbolický systém, distribuce
rezidúı, časový krok O(h)

Abstract

This bachelor thesis deals with several iterative methods for computing the steady state so-
lution of the diffusion and advection-diffusion equation. In particular, we describe an efficient
explicit method based on solving an equivalent first-order hyperbolic system instead of the
original equation. Its advantages are fast convergence toward the steady state, O(h) time step
and computation of the solution gradients with the same order of accuracy as the solution.
Moreover, it allows a unified approach to advection and diffusion in the case of advection-
diffusion equation and it can be generalized for computing the solution of Navier-Stokes
equations. At the end of the thesis we present numerical results, the main purpose of which
was to verify its properties. We also tested an extension of the method for solving equations
with variable diffusion coefficient using suitable preconditioning.

Keywords: diffusion equation, advection-diffusion equation, hyperbolic system, residual dis-
tribution, O(h) time step
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Úvod

Tato bakalářská práce se věnuje několika vybraným iteračńım numerickým metodám pro
řešeńı stacionárńı difúzńı a advekčně-difúzńı diferenciálńı rovnice v jedné prostorové dimenzi.
Toto řešeńı lze interpretovat jako ustálené řešeńı př́ıslušné evolučńı rovnice. Zmı́něné rovnice
obvykle neńı vhodné řešit explicitńımi metodami, nebot’ ty v d̊usledku nutnosti aproximace
druhé prostorové derivace umožňuj́ı časový krok pouze o velikosti O(h2), což je značně ome-
zuj́ıćı. V této práci představujeme explicitńı metodu, která umožňuje časový krok velikosti
O(h). Tato metoda nav́ıc při řešeńı advekčně-difúzńı rovnice nevyžaduje speciálńı př́ıstup
k advekčńımu a k difúzńımu členu. Advekce a difúze jsou sjednoceny převedeńım rovnice
na soustavu PDR hyperbolického typu, kterou pak můžeme řešit např́ıklad metodou typu
upwind. Daľśı výhodou tohoto př́ıstupu je možnost jeho zobecněńı pro řešeńı Navierových-
Stokesových rovnic.

V prvńı kapitole uvedeme tvar jednotlivých rovnic. Ve druhé kapitole stručně zmı́ńıme dvě
jednoduché metody konečných diferenćı pro řešeńı parabolických rovnic, explicitńı a impli-
citńı. Stěžejńı část́ı práce je třet́ı kapitola, v ńıž poṕı̌seme již zmı́něnou metodu založenou na
převodu difúzńı či advekčně-difúzńı rovnice na soustavu dvou PDR prvńıho řádu. Diskretizaci
této soustavy provedeme metodou distribuce rezidúı. Hlavńım ćılem práce bude prověřit vlast-
nosti této metody a př́ıpadně navrhnout zlepšeńı pro dosažeńı co nejrychleǰśı konvergence k
ustálenému stavu. V závěru práce uvedeme výsledky numerických experiment̊u realizovaných
v programu MATLAB.
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Kapitola 1

Základńı pojmy

1.1 Formulace problémů

S difúzńı a advekčně-difúzńı rovnićı, jejichž řešeńı se tato práce věnuje, se můžeme často setkat
např́ıklad při popisu některých matematických model̊u v hydrodynamice. V následuj́ıćıch od-
stavćıch uvedeme matematický popis dvou základńıch fyzikálńıch jev̊u z této oblasti: advekce,
difúze a jejich kombinace. Budeme uvažovat jednoduchý model tekutiny v tenké trubici, v ńıž
je př́ıtomna nějaká daľśı látka s koncentraćı popsanou funkćı u.

1.1.1 Advekčńı rovnice

Advekčńı (nebo také transportńı) rovnićı pro neznámou funkci u = u(x, t): R × R+
0 → R

rozumı́me parciálńı diferenciálńı rovnici

ut + cux = 0, (1.1)

která popisuje unášeńı látky o koncentraci u tekutinou proud́ıćı trubićı konstantńı rychlost́ı
c. Pokud je c > 0, jde o prouděńı směrem zleva doprava, pro c < 0 zprava doleva.

Řešeńım této rovnice je funkce

u(x, t) = g(x− ct), (1.2)

kde g je libovolná diferencovatelná funkce. Toto řešeńı se nazývá pravá, resp. levá postupná
vlna a odpov́ıdá tomu, že počátečńı profil g(x) se s rostoućım časem nezměněný posouvá do-
prava, resp. doleva rychlost́ı c. Hodnota řešeńı tak na každé př́ımce s předpisem x − ct = k,
k ∈ R, z̊ustává konstantńı. Těmto př́ımkám ř́ıkáme chrakteristické př́ımky neboli charakte-
ristiky.

V př́ıpadě, že rychlost prouděńı je v r̊uzných mı́stech trubice r̊uzná, tedy záviśı na x, plat́ı
dle zákona zachováńı

ut + (c(x)u)x = 0, (1.3)

kde charakteristiky již nejsou př́ımky, ale křivky, a řešeńı podél nich již neńı konstantńı.
Můžeme se ale setkat i s tvarem

ut + c(x)ux = 0, (1.4)

který neńı konzervativńı, ale v některých př́ıpadech přirozeněǰśı. Charakteristiky jsou opět
křivky, ale řešeńı se podél nich neměńı.
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1.1. FORMULACE PROBLÉMŮ

1.1.2 Difúzńı rovnice

Pokud tekutina v trubici neproud́ı (rychlost c je nulová), koncentrace u(x, t) př́ıtomné látky
ve skutečnosti nez̊ustává konstantńı, ale měńı se s časem v d̊usledku difúze molekul. Molekuly
se pohybuj́ı z mı́st s vyšš́ı koncentraćı do mı́st s nižš́ı koncentraćı a jejich tok je př́ımo úměrný
gradientu koncentrace. Takovou situaci popisuje difúzńı rovnice

ut − auxx = 0, (1.5)

kde a > 0 je difúzńı koeficient. Kromě difúze v tekutině popisuje tato rovnice také např́ıklad
š́ı̌reńı tepla v tenké tyči.

1.1.3 Advekčně-difúzńı rovnice

Zahrneme-li do modelu vliv obou popsaných jev̊u, prouděńı i difúze, je funkce u řešeńım tzv.
advekčně-difúzńı rovnice

ut + cux − auxx = 0. (1.6)

1.1.4 Zákon zachováńı

Všechny uvedené rovnice vycháźı z tzv. bilančńıch zákon̊u neboli zákon̊u zachováńı, vy-
jadřuj́ıćıch rovnováhu mezi stavovými a tokovými veličinami a jejich změnami. Stavovou
veličinou je v tomto př́ıpadě koncentrace u, tokovou funkci označme ϕ(x, t). Zvoĺıme libo-
volný pevný úsek trubice a ≤ x ≤ b a časový interval 〈t1, t2〉. Podle zákona zachováńı je
změna celkového množstv́ı dané veličiny ve sledovaném úseku 〈a, b〉 mezi časy t1 a t2 rovna
celkovému toku přes hranice intervalu x = a a x = b. Tok přes hranici považujeme za kladný,
jde-li o tok zleva doprava. Zákon zaṕı̌seme v integrálńım tvaru

b∫
a

u(x, t2) dx−
b∫
a

u(x, t1) dx =

t2∫
t1

(ϕ(a, t)− ϕ(b, t)) dt. (1.7)

Pokud má funkce u spojitou parciálńı derivaci vzhledem k t a tok ϕ spojitou parciálńı derivaci
vzhledem k x, můžeme po jednoduchých úpravách vztah (1.7) zapsat ve tvaru

t2∫
t1

b∫
a

(ut(x, t) + ϕx(x, t)) dx dt = 0. (1.8)

Vzhledem k tomu, že intervaly 〈a, b〉 a 〈t1, t2〉 byly voleny zcela libovolně, muśı být integrand
identicky roven nule. Dostáváme vztah

ut(x, t) + ϕx(x, t) = 0, (1.9)

který vyjadřuje jednorozměrný zákon zachováńı v diferenciálńım (lokálńım) tvaru. Jednotlivé
rovnice pak źıskáme vhodnou volbou toku ϕ, který odpov́ıdá fyzikálńı podstatě daného jevu.
Pro advekčńı rovnici je ϕ = cu, pro difúzńı rovnici ϕ = −aux a pro advekčně-difúzńı rovnici
ϕ = cu− aux.
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1.2. SOUSTAVA PDR HYPERBOLICKÉHO TYPU

1.2 Soustava PDR hyperbolického typu

Soustava parciálńıch diferenciálńıch rovnic prvńıho řádu

ut + Aux = 0, (1.10)

kde u = u(x, t): R ×R+
0 → Rn a A ∈ Rn×n, je hyperbolického typu, pokud matice A má

reálná vlastńı č́ısla a je diagonalizovatelná, tedy plat́ı A = RΛR−1, kde Λ = diag(λ1, λ2, . . . , λn)
a R je matice pravých vlastńıch vektor̊u.

Dı́ky diagonalizovatelnosti matice A je možné takovýto systém převést na n na sobě
nezávislých advekčńıch rovnic, jejichž řešeńı je již snadné. Dosazeńım za A v (1.10) dostaneme

ut + RΛR−1ux = 0 (1.11)

a po vynásobeńı celé rovnice matićı R−1 zleva

R−1ut + ΛR−1ux = 0. (1.12)

Nyńı můžeme zavést substituci w = R−1u a źıskáme soustavu n rovnic s diagonálńı matićı Λ

wt + Λwx = 0. (1.13)

Po vyřešeńı jednotlivých rovnic pro w přejdeme zpět k p̊uvodńım proměnným pomoćı trans-
formace u = Rw.

4



Kapitola 2

Metody pro řešeńı parabolických
rovnic

Naš́ım ćılem je nalézt numerické řešeńı počátečně-okrajové úlohy pro advekčně-difúzńı rovnici
v ustáleném stavu. Asi nejjednodušš́ı volbou je použit́ı některé z metod konečných diferenćı,
které jsou založené na aproximaci parciálńıch derivaćı pomoćı poměrných diferenćı. Při řešeńı
takových úloh pro rovnice parabolického typu těmito metodami postupujeme jako při řešeńı
počátečńı úlohy v proměnné t, tedy poč́ıtáme hodnoty přibližného řešeńı postupně po jednot-
livých časových vrstvách. V př́ıpadě výpočtu ustáleného řešeńı zastav́ıme výpočet ve chv́ıli,
kdy se od sebe dvě po sobě jdoućı přibližná řešeńı lǐśı méně, než je nějaká zadaná tolerance.

Tyto metody lze bez podstatných rozd́ıl̊u aplikovat na obecnou parabolickou rovnici,
popǐsme si je tedy na nejjednodušš́ı z nich.

Uvažujme počátečně-okrajovou úlohu pro nehomogenńı difúzńı rovnici v jedné prostorové
proměnné

ut − auxx = f(x), x ∈ (0, L), t ≥ 0, a > 0,
u(x, 0) = ũ(x), x ∈ 〈0, L〉,
u(0, t) = u0(t), u(L, t) = uL(t), t ≥ 0,

(2.1)

která popisuje difúzi v tenké trubici délky L, na jej́ıchž konćıch jsou udržovány hodnoty
koncentrace u dané funkcemi u0(t) a uL(t), s počátečńım rozložeńım koncentrace ũ(x) a hus-
totou rozložeńı zdroj̊u f(x). Předpokládejme, že funkce ũ(x), u0(t) a uL(t) splňuj́ı podmı́nky
kompatibility

ũ(0) = u0(0), ũ(L) = uL(0) (2.2)

a že úloha (2.1) má právě jedno klasické řešeńı.
Na intervalu 〈0, L〉 zvoĺıme rovnoměrnou śıt’ uzl̊u xj , j = 0, 1, . . . , J, s krokem h > 0 a pro

t ≥ 0 śıt’ uzl̊u tn, n = 0, 1, . . . , s pevným krokem τ > 0. Hodnotu přesného řešeńı v uzlu (xj , tn)
označ́ıme zkráceně unj a jej́ı aproximaci Unj . Na nulté časové vrstvě polož́ıme U0

j = ũ(xj)

pro j = 0, 1, . . . , J a pro splněńı okrajových podmı́nek klademe vždy Un+1
0 = u0(tn+1) a

Un+1
J = uL(tn+1).
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2.1. EXPLICITNÍ METODA

2.1 Explicitńı metoda

Nejjednodušš́ı diferenčńı metodou, kterou můžeme použ́ıt, je explicitńı Eulerova metoda, kde
prvńı derivaci podle časové proměnné aproximujeme jednostrannou poměrnou diferenćı

ut(xj , tn) ≈
un+1
j − unj

τ
. (2.3)

Druhou derivaci podle prostorové proměnné nahrad́ıme druhou poměrnou diferenćı

uxx(xj , tn) ≈
unj−1 − 2unj + unj+1

h2
. (2.4)

T́ımto zp̊usobem źıskáme z p̊uvodńı difúzńı rovnice diferenčńı rovnici

Un+1
j − Unj

τ
− a

Unj−1 − 2Unj + Unj+1

h2
= fj , j = 1, 2, . . . , J − 1, (2.5)

kde fj = f(xj). Ta aproximuje p̊uvodńı diferenciálńı rovnici s diskretizačńı chybou velikosti
O(τ + h2), metoda je tedy prvńıho řádu v proměnné t a druhého řádu v proměnné x. Jedno-
duchými úpravami (2.5) dostáváme explicitńı formuli pro výpočet přibližného řešeńı na nové
časové vrstvě tn+1

Un+1
j = rUnj−1 + (1− 2r)Unj + rUnj+1 + τfj (2.6)

pro j = 1, . . . , J − 1, kde jsme označili r = aτ
h2

.
Doplńıme-li schéma o okrajové podmı́nky Un0 = u0(tn) a UnJ = uL(tn), můžeme je celé

zapsat maticově jako
Un+1
1

Un+1
2
...

Un+1
J−2

Un+1
J−1

 =


1− 2r r 0 · · · 0
r 1− 2r r · · · 0

. . .
. . .

. . . · · · 0
...

...
0 · · · 0 r 1− 2r




Un1
Un2
...

UnJ−2
UnJ−1

+

+


ru0(tn) + τf1

τf2
...

τfJ−2
ruL(tn) + τfJ−1

 , (2.7)

zkráceně
U(n+1) = HU(n) + F(n). (2.8)

Nevýhodami této metody jsou ńızký řád přesnosti v t a jej́ı podmı́něná stabilita, která je
nevýhodou explicitńıch metod obecně. Podmı́nkou stability metody je

0 < r ≤ 1

2
, (2.9)

z čehož plyne omezeńı délky časového kroku vztahem

0 < τ ≤ h2

2a
. (2.10)

Vid́ıme tedy, že délka časového kroku je v tomto př́ıpadě O(h2), což je značně omezuj́ıćı,
zejména při výpočtu na velkých časových intervalech. S touto vlastnost́ı se setkáme u řady
explicitńıch metod pro parabolické rovnice.
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2.2. IMPLICITNÍ METODA

2.2 Implicitńı metoda

Omezeńı délky časového kroku (2.10) u explicitńı metody lze odstranit např́ıklad zavedeńım
implicitńı metody. Postup jej́ıho odvozeńı je analogický jako u explicitńı metody s t́ım rozd́ılem,
že druhou prostorovou derivaci aproximujeme na časové vrstvě tn+1. Źıskáme tak diferenčńı
schéma

Un+1
j − Unj

τ
− a

Un+1
j−1 − 2Un+1

j + Un+1
j+1

h2
= fj , j = 1, 2, . . . , J − 1, (2.11)

jehož diskretizačńı chyba je opět velikosti O(τ +h2). Jednoduchou úpravou (2.11) dostaneme
implicitńı vztah pro výpočet řešeńı na nové časové vrstvě

−rUn+1
j−1 + (1 + 2r)Un+1

j − rUn+1
j+1 = Unj + τfj (2.12)

pro j = 1, . . . , J − 1, jsme opět označili r = aτ
h2

.

S použit́ım okrajových podmı́nek Un+1
0 = u0(tn+1) a Un+1

J = uL(tn+1) lze soustavu opět
zapsat maticově 

1 + 2r −r 0 · · · 0
−r 1 + 2r −r · · · 0
. . .

. . .
. . . · · · 0

...
...

0 · · · 0 −r 1 + 2r




Un+1
1

Un+1
2
...

Un+1
J−2

Un+1
J−1

 =

=


Un1
Un2
...

UnJ−2
UnJ−1

+


ru0(tn+1) + τf1

τf2
...

τfJ−2
ruL(tn+1) + τfJ−1

 , (2.13)

zkráceně
HU(n+1) = U(n) + F(n). (2.14)

V každém kroku této metody muśıme tedy řešit soustavu lineárńıch algebraických rovnic pro
neznámé Un+1

1 , . . . , Un+1
J−1 , která je jednoznačně řešitelná, nebot’ matice H je ostře diagonálně

dominantńı. Výpočet se t́ım však poněkud komplikuje.
Implicitńı metoda je stabilńı bez ohledu na volbu parametru r, délky krok̊u h a τ můžeme

tedy volit nezávisle na sobě. Vı́ce o explicitńı a implicitńı metodě lze nalézt např́ıklad v [5].

Pro řešeńı parabolických rovnic existuje kromě dvou výše popsaných samozřejmě ještě řada
daľśıch metod, z nichž některé můžeme také naj́ıt v [5].
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Kapitola 3

Převod parabolických rovnic na
systém prvńıho řádu

V této kapitole poṕı̌seme explicitńı metodu pro výpočet řešeńı stacionárńı difúzńı a advekčně-
difúzńı rovnice, jej́ıž hlavńı výhodou je, že na rozd́ıl od řady explicitńıch metod pro parabolické
rovnice umožňuje časový krok délky O(h) namı́sto O(h2) a zaručuje tak rychleǰśı konvergenci
k ustálenému stavu.

Je založena na převodu difúzńı, resp. advekčně-difúzńı rovnice, která je 2. řádu, na hyper-
bolický systém rovnic 1. řádu zavedeńım tokových funkćı jako nových neznámých. To přináš́ı
daľśı velkou výhodu, kterou je výpočet tokových funkćı se stejnou přesnost́ı jako řešeńı sa-
motného.

Metoda bude odvozena na základě diskretizace pomoćı metody distribuce rezidúı. Uved’me
si nejprve obecně tuto metodu.

3.1 Metoda distribuce rezidúı

Uvažujme zákon zachováńı v jedné prostorové dimenzi

ut + ϕx = f, (3.1)

pro který nás zaj́ımá řešeńı v ustáleném stavu. Na intervalu, na němž hledáme řešeńı, zvoĺıme
śıt’ uzl̊u xj , j = 0, 1, . . . , J , které mohou být v intervalu libovolně rozloženy. Tyto uzly děĺı
daný interval na J − 1 podinterval̊u (xj , xj+1), j = 0, 1, . . . , J − 1. Řešeńı uvažujeme na
jednotlivých podintervalech lineárńı.

Prvńım krokem metody distribuce rezidúı je výpočet rezidua φj+1/2 pro každý podinterval
(xj , xj+1). Jeho hodnota je rovna integrálu ze stacionárńı části rovnice

φj+1/2 = −
∫ xj+1

xj

(ϕx − f) dx ≈ −(ϕj+1 − ϕj) +
fj+1 + fj

2
(xj+1 − xj), (3.2)

kde pro výpočet integrálu ze zdrojového členu bylo použito lichoběžńıkové pravidlo. Hodnota
rezidua vyjadřuje chybu, s jakou je v daném podintervalu splněna stacionárńı rovnice. Pokud
je tato chyba nenulová, muśıme změnit hodnoty řešeńı v uzlech tak, abychom ji zmenšili.

V této chv́ıli přicháźı na řadu druhý krok metody – distribuce. Reziduum φj+1/2 rozděĺıme

na dvě části φ−j+1/2 a φ+j+1/2, které budou přidány do uzl̊u xj a xj+1, v poměru daném

8



3.2. PŘEVOD NA HYPERBOLICKÝ SYSTÉM

koeficienty β−j+1/2 a β+j+1/2

φ−j+1/2 = β−j+1/2φj+1/2, φ+j+1/2 = β+j+1/2φj+1/2, (3.3)

kde pro koeficienty plat́ı
β−j+1/2 + β+j+1/2 = 1. (3.4)

Pro uzel xj pak dostaneme semidiskrétńı rovnici

duj
dt

=
1

hj
(φ+j−1/2 + φ−j+1/2) =

1

hj
(β+j−1/2φj−1/2 + β−j+1/2φj+1/2), (3.5)

kde hj = (xj+1 − xj−1)/2. Tuto rovnici integrujeme, dokud nedosáhneme ustáleného stavu.
Kĺıčovou roli hraje samozřejmě volba koeficient̊u β−j+1/2 a β+j+1/2, která je závislá na me-

todě a souviśı s fyzikálńımi vlastnostmi daného modelu.

3.2 Převod na hyperbolický systém

Nyńı poṕı̌seme samotnou metodu, jej́ıž odvozeńı a analýzu lze nalézt v [3] a [4]. Soustřed’me
se nejprve opět pouze na difúzńı rovnici.

3.2.1 Difúzńı rovnice

Uvažujeme stále úlohu (2.1) pro difúzńı rovnici v jedné prostorové proměnné. Pro ustálený
stav (ut = 0) plat́ı

−auxx = f. (3.6)

Zavedeme-li novou funkci p jako
p(x, t) = ux(x, t), (3.7)

dostaneme soustavu rovnic pro u a p

−apx = f,
ux = p.

(3.8)

Jde o tzv. smı́̌senou formulaci úlohy. Druhou rovnici vynásob́ıme výrazem −1/Tr, kde Tr > 0
je parametr zvaný relaxačńı čas, a na levou stranu obou rovnic formálně přidáme časové
derivace ut, resp. pt

ut − apx = f,
pt − 1

Tr
ux = − p

Tr
.

(3.9)

Systém (3.9) je asymptoticky ekvivalentńı s difúzńı rovnićı pro Tr → 0 a v ustáleném stavu,
kdy ut = pt = 0, je s ńı ekvivalentńı dokonce pro libovolné Tr.

Soustavu můžeme zapsat v maticovém tvaru

qt + Aqx = g, (3.10)

kde

q =

[
u
p

]
, A =

[
0 −a
− 1
Tr

0

]
, g =

[
f
− p
Tr

]
. (3.11)
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3.2. PŘEVOD NA HYPERBOLICKÝ SYSTÉM

Vlastńı č́ısla matice A (λ1,2 = ±
√
a/Tr) jsou reálná a r̊uzná, systém (3.9) je tedy hyper-

bolický a mı́sto difúzńı rovnice jsme źıskali systém advekčńıch rovnic, popisuj́ıćıch dvojici
vln š́ı̌ŕıćıch se stejnou rychlost́ı opačným směrem. Matice A je diagonalizovatelná, tedy plat́ı
A = RΛR−1, kde

R =

[
−Lr Lr

1 1

]
, Λ =

[ √
a/Tr 0

0 −
√
a/Tr

]
, R−1 =

[
−1/2Lr 1/2
1/2Lr 1/2

]
. (3.12)

Poznamenejme, že v př́ıpadě nulových zdroj̊u f nezáviśı ustálené řešeńı na hodnotě koefici-
entu a, ale časový pr̊uběh přibližného řešeńı ano. Numericky můžeme tuto závislost odstranit
vhodnou volbou časového kroku. U schémat pro řešeńı difúzńı rovnice (např́ıklad u schémat
z kapitoly 2) stač́ı volit τ ∼ 1

a . V tomto př́ıpadě dosáhneme nezávislosti na a, pokud celá
pravá strana systému

ut = apx,
pt = (ux − p)/Tr.

(3.13)

bude úměrná a. To zajist́ıme volbou Tr ∼ 1
a , konkrétně

Tr =
L2
r

a
, (3.14)

kde Lr je délkový parametr.

Diskretizace

Diskretizaci provedeme metodou distribuce rezidúı popsanou výše. Pro jednoduchost budeme
uvažovat ekvidistantńı śıt’ uzl̊u s krokem h = xj+1−xj pro j = 0, . . . , J − 1. Hodnoty přesných
řešeńı u a p v uzlu xj označ́ıme zkráceně qj = [uj , pj ]

T a jejich aproximace Qj = [Uj , Pj ]
T .

Analogické značeńı zavedeme i pro pravou stranu g. V každém uzlu uchováváme hodnoty
Qj , j = 0, 1, . . . , J , přičemž máme k dispozici dvě okrajové podmı́nky pro u. Naš́ım ćılem
je tedy vypoč́ıtat aproximaci ustáleného řešeńı {Uj} ve všech vnitřńıch uzlech śıtě a {Pj}
ve všech uzlech. Počet neznámých je stejný jako počet rezidúı, což znamená, že všechna
rezidua mohou být v ustáleném stavu beze zbytku vynulována. Z toho vyplývá existence
jednoznačného řešeńı.

Hodnota rezidua pro podinterval (xj , xj+1) je

Φj+1/2 =

∫ xj+1

xj

(−Aqx + g) dx, (3.15)

což můžeme aproximovat jako

Φj+1/2 ≈ −A(Qj+1 −Qj) +
Gj+1 + Gj

2
h. (3.16)

Poté urč́ıme koeficienty distribuce, matice B−j+1/2 a B+j+1/2, a rozděĺıme reziduum do uzl̊u xj
a xj+1 následuj́ıćım zp̊usobem

Φ−j+1/2 = B−j+1/2Φj+1/2, Φ+
j+1/2 = B+j+1/2Φj+1/2, (3.17)

přičemž plat́ı

B−j+1/2 + B+j+1/2 = I, I =

[
1 0
0 1

]
. (3.18)
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3.2. PŘEVOD NA HYPERBOLICKÝ SYSTÉM

Toto provedeme pro všechny podintervaly a źıskáme semidiskrétńı formuli

dQj

dt
=

1

h
(Φ+

j−1/2 + Φ−j+1/2) =
1

h
(B+j−1/2Φj−1/2 + B−j+1/2Φj+1/2), (3.19)

kterou integrujeme, dokud nedosáhneme ustáleného stavu. Schéma můžeme snadno použ́ıt i
pro neuniformńı śıtě, stač́ı jen mı́sto h použ́ıt hj definované jako hj = (xj+1 − xj−1)/2.

Nyńı urč́ıme konkrétńı tvar distribučńıch matic B−j+1/2 a B+j+1/2. Jak již bylo řečeno výše,
tyto matice muśı odrážet fyzikálńı vlastnosti modelu, který námi řešená rovnice popisuje.
V našem př́ıpadě se jedná o hyperbolický systém popisuj́ıćı dvě vlny š́ı̌ŕıćı se stejnou rychlost́ı
opačným směrem, bude tedy vhodné využ́ıt upwinding.

Distribučńı matice lze volit např́ıklad takto (viz [3])

BCj =
1

2
I− τ̄

2h
A, BCj+1 =

1

2
I +

τ̄

2h
A, (3.20)

kde časový krok τ nahradil časový parametr τ̄ , který nemuśı být roven skutečnému časovému
kroku, nebot’ přesný časový vývoj řešeńı hyperbolického systému nás nezaj́ımá. Nejjednodušš́ı
volbou parametru τ̄ je

τ̄ =
h√
a/Tr

, (3.21)

což vycháźı z CFL podmı́nky stability pro advekčńı rovnici s rychlost́ı
√
a/Tr. Dosad́ıme-li

(3.21) do (3.20) a využijeme-li faktu, že matice A je diagonalizovatelná, źıskáme distribučńı
matice ve tvaru

B−j+1/2 =
1

2
I− 1

2
√
a/Tr

R

[ √
a/Tr 0

0 −
√
a/Tr

]
R−1 = R

[
0 0
0 1

]
R−1, (3.22)

B+j+1/2 =
1

2
I +

1

2
√
a/Tr

R

[ √
a/Tr 0

0 −
√
a/Tr

]
R−1 = R

[
1 0
0 0

]
R−1. (3.23)

Všimněme si, že část řešeńı se zápornou rychlost́ı je přenesena doleva a část s kladnou rych-
lost́ı doprava.

Použijeme-li nyńı aproximaci časové derivace pomoćı jednostranné diference

dQj

dt
≈

Qn+1
j −Qn

j

τ
, (3.24)

źıskáme explicitńı schéma pro výpočet hodnot Qj , j = 1, . . . , J − 1, na nové časové vrstvě

Qn+1
j = Qn

j +
τ

h
(B+j−1/2Φj−1/2 + B−j+1/2Φj+1/2). (3.25)

Pokud dále definujeme matice

A+ = R

[ √
a/Tr 0
0 0

]
R−1, A− = R

[
0 0

0 −
√
a/Tr

]
R−1, (3.26)

pro které plat́ı A+ = B+j+1/2A,A
− = B−j+1/2A, a dosad́ıme do (3.25) konkrétńı tvar rezidúı

Φj−1/2 a Φj+1/2, můžeme psát

Qn+1
j = Qn

j −
τ

h
A+(Qn

j −Qn
j−1)−

τ

h
A−(Qj+1 −Qj) +

+τB+j+1/2

Gj−1 + Gj

2
+ τB−j+1/2

Gj + Gj+1

2
, (3.27)
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3.2. PŘEVOD NA HYPERBOLICKÝ SYSTÉM

což ve skutečnosti neńı nic jiného než metoda typu upwind prvńıho řádu pro hyperbolický
systém (3.9). Poznamenejme, že v ustáleném stavu, kdy Qn+1

j = Qn
j řešeńı nezáviśı na veli-

kosti časového kroku τ .
V ustáleném stavu toto schéma odpov́ıdá metodě zvané

”
box-scheme“, o které v́ıme, že je

druhého řádu (v́ıce o této metodě nalezneme např́ıklad v [7]).

Okrajové podmı́nky

V př́ıpadě úlohy (2.1) s Dirichletovými okrajovými podmı́nkami máme v krajńıch uzlech x0
a xJ definovány okrajové podmı́nky pro u a je třeba stanovit hodnoty p v těchto bodech.
Využijeme toho, že systém je hyperbolický se dvěma vlnami š́ı̌ŕıćımi se po charakteristikách
doleva a doprava a oběma krajńımi uzly procháźı vždy jedna charakteristika. S využit́ım
diagonalizovatelnosti matice A převedeme systém (3.10) na systém

Wt + ΛWx = R−1F, kde W =

[
w1

w2

]
(3.28)

a Λ = diag(
√
a/Tr,−

√
a/Tr). Systém (3.28) je tedy dvojićı nezávislých nehomogenńıch ad-

vekčńıch rovnic pro proměnné w1 a w2, kde w1 se š́ı̌ŕı rychlost́ı
√
a/Tr doprava a w2 stejnou

rychlost́ı doleva, přičemž nez̊ustávaj́ı konstantńı.
Hodnotu p v bodě x0, resp. xL, urč́ıme pomoćı hodnot w1 a w2 na předchoźı časové vrstvě

v bodě x̃2, resp. x̃1, kde se se s ńı charakteristika protne, jak je naznačeno na obrázku (3.1).
Přibližné hodnoty w1 a w2 v těchto pr̊useč́ıćıch urč́ıme lineárńı interpolaćı hodnot v sousedńıch

Obrázek 3.1: Charakteristiky procházej́ıćı krajńımi uzly v časové vrstvě tn+1.

uzlech. Jejich nové hodnoty v krajńıch uzlech vypočteme jedńım krokem Eulerovy metody.
Hodnotu p pak źıskáme pomoćı zpětné transformace Q = RW.

Analogicky bychom postupovali v př́ıpadě Neumannových okrajových podmı́nek, kdy
bychom měli v bodech x0 a xJ definovány hodnoty p.
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3.2. PŘEVOD NA HYPERBOLICKÝ SYSTÉM

Časový krok délky O(h)

Jak již bylo zmı́něno, schéma (3.19) s volbou distribučńıch matic (3.22) a (3.23) neńı nic
jiného než metoda typu upwind, pro niž je z literatury známa CFL podmı́nka

max
i
|λi|

τ

h
≤ 1, (3.29)

kde λi jsou vlastńı č́ısla matice A. V našem př́ıpadě plat́ı

τ ≤ h
√
Tr
a

=
hLr
a
. (3.30)

Časový krok je tedy úměrný h namı́sto obvyklého h2, což je velká výhoda oproti schémat̊um
tradičně použ́ıvaným pro parabolické rovnice. Je ovšem d̊uležité si uvědomit, že to plat́ı pouze
pokud Lr = O(1). Poznamenejme také, že tato vlastnost vyplývá z charakteru hyperbolického
systému a neńı tedy speciálńı vlastnost́ı diskretizace metodou distribuce rezidúı. Toto omezeńı
časového kroku bychom źıskali i pro diskretizaci metodou konečných diferenćı či konečných
objemů. Časový krok velikosti O(h) zároveň napov́ıdá, že počet krok̊u v čase potřebný k
dosažeńı ustáleného stavu bude r̊ust lineárně se zmenšuj́ıćım se krokem h. To se pokuśıme
ukázat později.

Z Fourierovy analýzy vyplývá (viz [3]), že pro τ̄ = h√
a/Tr

je požadavek Lr = O(1) splněn

pro

Lr ≥
h

4

(
1 +

1

sin πh
2

)
(3.31)

a optimálńı hodnota Lr je dána

Lr =
h

4

(
1 +

1

sin πh
2

)
. (3.32)

Můžeme také použ́ıt jednodušš́ı aproximaci

Lr =
1

6
+
h

4
, (3.33)

která splňuje (3.31) pro h < 1
3 .

Diskretizačńı chyba

V následuj́ıćım odstavci uvedeme odvozeńı diskretizačńı chyby, potažmo řádu metody, jak jej
můžeme naj́ıt v [3]. Pro tuto chv́ıli budeme uvažovat nulovou pravou stranu difúzńı rovnice
f = 0. Pokud bychom nav́ıc uvažovali q po částech lineárńı, pro přesnou hodnotu rezidua by
platilo

Φj+1/2 = −A(qj+1 − qj) +
gj+1 + gj

2
h. (3.34)

Dosad́ıme-li tento tvar rezidúı a tvar distribučńıch matic z (3.20) do (3.19), dostaneme

dqj
dt

=
1

h

[(
1

2
I +

τ̄

2h
A

)(
−A(qj − qj−1) +

h

2
(gj + gj−1)

)
+(

1

2
I− τ̄

2h
A

)(
−A(qj+1 − qj) +

h

2
(gj+1 + gj)

)]
, (3.35)
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kde v tomto př́ıpadě gj = [0,−pj/Tr]T . Po roznásobeńı a několika úpravách źıskáme

duj
dt

=
τ̄ a

2h2Tr
(uj−1 − 2uj + uj+1) +

(
a

2h
− τ̄ a

4hTr

)
(pj+1 − pj−1) (3.36)

dpj
dt

=
1

2hTr
(uj+1 − uj−1) +

τ̄ a

2h2Tr
(pj−1 − 2pj + pj+1)−

− 1

4Tr
(pj+1 + 2pj + pj−1). (3.37)

Nyńı využijeme Taylorova rozvoje funkćı u a p v okoĺı bodu xj a můžeme psát

duj
dt

= apx +
τ̄ a

2Tr
(ux − p)x +O(h2), (3.38)

dpj
dt

= (ux − p)/Tr +
τ̄ a

2Tr
(px)x +O(h2) (3.39)

nebo též maticově
dqj
dt

=
[
I− τ̄

2
A∂x

]
r +O(h2), (3.40)

kde
r = [apx, (ux − p)/Tr]T (3.41)

je vektor rezidua. Vzhledem k tomu, že tento vektor se v ustáleném stavu vynuluje, źıskáváme
přesnost druhého řádu.

Diskretizačńı chybu můžeme analyzovat také jiným zp̊usobem. Předpokládejme, že hladká
řešeńı u a p jsou přesnými řešeńımi diskrétńıch rovnic v ustáleném stavu, tedy

duj
dt =

dpj
dt = 0.

Potom splňuj́ı následuj́ıćı

0 = apx +
τ̄ a

2Tr
(ux − p)x +O(h2), (3.42)

0 = (ux − p)/Tr +
τ̄ a

2Tr
(px)x +O(h2). (3.43)

Pro naši volbu τ̄ = h√
a/Tr

= hLr
a dostaneme

0 = apx +
ah

2Lr
(ux − p)x +O(h2), (3.44)

0 =
a

L2
r

(ux − p) +
ah

2Lr
(px)x +O(h2), (3.45)

odkud je pro Lr = O(1) zřejmé, že numerické řešeńı konverguje k řešeńı soustavy

apx = 0,
1
Tr
ux = p

Tr

(3.46)

pro h → 0. Vyjádřeńım px z (3.44) a dosazeńım do (3.45) a vyjádřeńım (ux − p) z (3.45) a
dosazeńım do (3.44) źıskáme

0 = apx −
ah2

4
(px)x +O(h2), (3.47)

0 = (ux − p)−
h2

4
(ux − p)x +O(h2), (3.48)
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3.2. PŘEVOD NA HYPERBOLICKÝ SYSTÉM

z čehož je vidět, že přibližné řešeńı je aproximaćı druhého řádu.
Při použit́ı některých př́ıstup̊u pro smı́̌senou formulaci (3.8) ovšem nedostaneme stejný

řád přesnosti pro obě neznámé funkce u, p. Např́ıklad při použit́ı metody konečných prvk̊u je v
d̊usledku nutnosti splněńı tzv. LBB podmı́nky jedna část řešeńı stanovena s přesnost́ı nižš́ıho
řádu. Neńı-li LBB podmı́nka splněna, matice soustavy źıskané z metody konečných prvk̊u
je singulárńı. Provedeme-li však jej́ı regularizaci, můžeme dosáhnout výsledku s přesnost́ı
stejného řádu pro obě části řešeńı. Právě taková regularizace je obsažena v metodě popsané
v této kapitole.

Počet krok̊u

Pokusme se nyńı odvodit závislost počtu krok̊u v čase potřebného k dosažeńı ustáleného stavu
na velikosti h. Začneme úvahou uvedenou v [1]. Předpokládejme, že máme nějakou iteračńı
metodu zapsanou ve tvaru

U(n) = HU(n−1) + F, (3.49)

kde U(n) = [Un1 , . . . , U
n
m] je vektor přibližného řešeńı na n-té časové vrstvě a H ∈ Rm×m. Pro

přesné řešeńı U∗ muśı platit
U∗ = HU∗ + F. (3.50)

Odečteme-li (3.50) od (3.49), źıskáme rekurentńı vztah pro chybu na n-té časové vrstvě

E(n) = HE(n−1), (3.51)

z čehož plyne
E(n) = HnE(0). (3.52)

Matici H můžeme rozložit na součin H = TJT−1, kde J je Jordan̊uv kanonický tvar matice
H a T je regulárńı matice. Pro spektrálńı normu chyby E(n) plat́ı

||E(n)||2 ≤ ||Hn||2 ||E(0)||2 ≤ ||T||2 ||Jn||2 ||T−1||2 ||E(0)||2 = κ(T) ||Jn||2 ||E(0)||2, (3.53)

kde κ(T) = ||T||2||T−1||2 je č́ıslo podmı́něnosti matice T. Pokud je matice J diagonálńı,
plat́ı ||Jn||2 = ||J||n2 a jej́ı spektrálńı norma je rovna spektrálńımu poloměru ρ(H) matice H.
V takovém př́ıpadě tedy plat́ı

||E(n)||2 ≤ κ(T)ρ(H)n||E(0)||2. (3.54)

Řekněme, že řešeńı považujeme za ustálené, pokud ||E(k)|| ≤ ε||E(0)||, kde ε > 0 je předem
dáno. Naš́ım ćılem je tedy nalézt takový počet krok̊u k, pro který je toto splněno. Vı́me, že

||E(k)||2 ≤ κ(T)ρ(H)k||E(0)||2, (3.55)

takže požadujeme, aby
κ(T)ρ(H)k ≈ ε. (3.56)

Pro hledaný počet krok̊u k tedy plat́ı

k ≈ log(ε)− log(κ(T))

log(ρ(H))
. (3.57)
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3.2. PŘEVOD NA HYPERBOLICKÝ SYSTÉM

Pokud je nav́ıc matice H symetrická, jej́ı vlastńı vektory, které tvoř́ı sloupce matice T, jsou
ortogonálńı a κ(T) = 1. Vztah (3.57) se tedy zjednoduš́ı na

k ≈ log(ε)

log(ρ(H))
. (3.58)

Na základě uvedené úvahy stanovme nejprve počet časových krok̊u potřebný pro dosažeńı
ustáleného stavu při výpočtu řešeńı stacionárńı difúzńı rovnice explicitńı metodou z odd́ılu
2.1. Uvažujme difúzńı koeficient a = 1. Vlastńı č́ısla matice přechodu mezi časovými vrstvami
H maj́ı v tomto př́ıpadě tvar

λp = 1 +
2τ

h2
(cos(pπh)− 1), p = 1, . . . , J − 1. (3.59)

Zvoĺıme-li časový krok jako τ = h2

2 , zjednoduš́ı se vztah pro vlastńı č́ısla na

λp = cos(pπh). (3.60)

Funkce cos(pπh) proměnné p má periodu 2
h = 2J , jej́ı hodnoty tedy pro p = 1, . . . , J − 1

klesaj́ı. Nav́ıc plat́ı |λ1| = |λJ−1|. Proto můžeme ř́ıci, že pro spektrálńı poloměr matice H
plat́ı

ρ(H) = |λ1| = | cos(πh)| = cos(πh), (3.61)

kde posledńı rovnost plat́ı pro h ≤ 1
2 . Budeme požadovat přesnost ε = Ch2, C ∈ R. Pro počet

krok̊u k tedy plat́ı

k ≈ log(ε)

log(ρ(H))
=

log(Ch2)

log(cos(πh))
=

log(C) + 2 log(h)

log(cos(πh))
. (3.62)

Pro malá h můžeme použ́ıt aproximaci kosinu pomoćı Taylorova rozvoje v okoĺı nuly

cos(πh) = 1− π2h2

2
+O(h4) (3.63)

a dostaneme

k ≈ log(C) + 2 log(h)

log(1− π2h2

2 )
. (3.64)

Stejně tak můžeme využ́ıt aproximaci logaritmu pomoćı Taylorova rozvoje

log(1− π2h2

2
) = −π

2h2

2
+O(h4) (3.65)

a źıskáme

k ≈ log(C) + 2 log(h)

−π2h2

2

. (3.66)

Můžeme tedy ř́ıci, že počet krok̊u

k = O(log(h)/h2). (3.67)

Nyńı se pokusme stejným zp̊usobem stanovit počet krok̊u k pro naši metodu typu upwind.
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3.2. PŘEVOD NA HYPERBOLICKÝ SYSTÉM

Pro jednoduchost uvažujme skalárńı advekčńı rovnici s rychlost́ı c > 0 a okrajovou podmı́nkou
na levém okraji

ut + cux = f, x ∈ (0, L), t ≥ 0, c > 0,
u(x, 0) = ũ(x), x ∈ 〈0, L〉,
u(0, t) = u0(t), t ≥ 0.

(3.68)

Po diskretizaci a jednoduchých úpravách źıskáme schéma pro výpočet řešeńı na nové časové
vrstvě

Un+1
j = Unj −

cτ

h
(Unj − Unj−1) +

τ

2
(fj−1 + fj), j = 2, . . . , J (3.69)

a pro j = 1 plat́ı

Un+1
1 = Un1 −

cτ

h
(Un1 − u0(tn)) +

τ

2
(f0 + f1). (3.70)

Celé schéma můžeme zapsat maticově jako

U(n+1) =


1− r 0 0 · · · 0
r 1− r 0 · · · 0

0
. . .

. . . · · · 0
...

...
0 · · · 0 r 1− r

U(n) +


τ
2 (f0 + f1) + ru0(tn)

τ
2 (f1 + f2)

...
τ
2 (fJ−2 + fJ−1)
τ
2 (fJ−1 + fJ)

 , (3.71)

zkráceně
U(n+1) = HU(n) + F(n), (3.72)

kde jsme označili r = cτ
h .

Matice H je trojúhelńıková, jej́ı vlastńı č́ısla tedy najdeme na diagonále. Všechna jsou
rovna 1 − r, proto i spektrálńı poloměr ρ(H) = 1 − r. Voĺıme-li časový krok τ = h

c , bude
spektrálńı poloměr roven nule, což by mohlo zdánlivě napov́ıdat, že ustáleného stavu do-
sáhneme okamžitě během jediného kroku. Ve skutečnosti je k tomu ovšem potřeba J krok̊u.
Problémem je, že matice H v tomto př́ıpadě neńı diagonalizovatelná, normu matice J proto
nemůžeme ztotožnit se spektrálńım poloměrem ρ(H), č́ımž se situace komplikuje. Daľśım
problémem je určeńı č́ısla podmı́něnosti κ(T) matice T, které zde neńı rovno jedné. Zkuśıme
tedy zvolit jiný postup.

Za ustálené řešeńı, kterého chceme dosáhnout, budeme nyńı považovat přesné řešeńı u v
takovém čase T , že u(x, T ) se od přesného ustáleného řešeńı lǐśı méně, než je nějaká daná
tolerance. Tu voĺıme výrazně menš́ı, než je chyba aproximace prostorové proměnné. Odchylku
můžeme měřit pomoćı velikosti rezidua. Upozorněme, že čas T je závislý na modelu, což ovšem
neovlivňuje naši úvahu. Pro počet krok̊u N potřebný k dosažeńı tohoto ustáleného stavu plat́ı

N =
T

τ
, (3.73)

neboli pro naši volbu τ = h
c

N =
cT

h
. (3.74)

V tomto př́ıpadě tedy můžeme ř́ıci, že počet krok̊u

N = O(1/h), (3.75)

což znamená, že roste lineárně se zmenšuj́ıćım se krokem h. Zmenš́ıme-li tedy h na polovinu,
k dosažeńı ustáleného stavu bude potřeba dvojnásobek iteraćı. Naproti tomu pro explicitńı
metodu z odd́ılu 2.1 by platilo N = O(1/h2).
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3.2. PŘEVOD NA HYPERBOLICKÝ SYSTÉM

3.2.2 Advekčně-difúzńı rovnice

V tomto odd́ıle naznač́ıme rozš́ı̌reńı výše uvedené metody pro řešeńı advekčně-difúzńı rovnice

ut + cux − auxx = f, (3.76)

kde c > 0 je rychlost prouděńı a a > 0 je difúzńı koeficient. K jej́ımu řešeńı se obvykle
použ́ıvá kombinace dvou r̊uzných schémat – pro advekčńı a pro difúzńı rovnici. Tento postup
ale neńı ideálńı, nebot’ v některých př́ıpadech může vést k řadě problémů. Těm se můžeme
vyhnout, pokud použijeme metodu převodu na hyperbolický systém, kterou jsme popsali
výše pro difúzńı rovnici. Tato metoda si i v tomto př́ıpadě zachová své vlastnosti – rychlou
konvergenci k ustálenému stavu s časovým krokem délky O(h) a výpočet řešeńı i tokových
funkćı se stejnou přesnost́ı. Nav́ıc nab́ıźı stejnou přesnost výpočtu pro všechna Reynoldsova
č́ısla. Následuj́ıćı popis metody a jej́ı podrobněǰśı analýzu nalezneme v [4].

Přidáńım advekčńıho členu cux do hyperbolického systému (3.9) źıskáme systém

ut + cux − apx = f,
pt − 1

Tr
ux = − p

Tr
,

(3.77)

který je opět v ustáleném stavu ekvivalentńı s p̊uvodńı rovnićı (3.76) pro libovolné Tr. Systém
(3.77) můžeme opět zapsat maticově jako

qt + Aqx = g, (3.78)

kde

q =

[
u
p

]
, A =

[
c −a
− 1
Tr

0

]
, g =

[
f
− p
Tr

]
. (3.79)

Tento systém je stejně jako (3.9) hyperbolický, nebot’ matice A má reálná vlastńı č́ısla

λ1 =
c

2

[
1−

√
1 +

4a

c2Tr

]
, λ2 =

c

2

[
1 +

√
1 +

4a

c2Tr

]
(3.80)

a lineárně nezávislé vlastńı vektory. Matice pravých vlastńıch vektor̊u je

R =

[
−λ1Tr −λ2Tr

1 1

]
. (3.81)

Parametr Tr v tomto př́ıpadě definujeme jako pod́ıl délkového parametru Lr a charakte-
ristické rychlosti systému (vlastńıho č́ısla matice A), abychom sjednotili relaxačńı a charak-
teristickou časovou škálu a t́ım urychlili konvergenci k ustálenému stavu. Definujeme tedy

Tr =
Lr
λ2

=
Lr

c
2

[
1 +

√
1 + 4a

c2Tr

] , (3.82)

kde λ2 je zvoleno pro zachováńı kladné rychlosti v limitńıch př́ıpadech, kdy a→ 0 nebo c→ 0.
Vyřeš́ıme-li tuto rovnici pro Tr, dostaneme

Tr =
Lr

c+ a/Lr
. (3.83)
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V př́ıpadě, že c → 0 je toto přesně Tr, které jsme definovali dř́ıve při řešeńı difúzńı rovnice
(viz (3.14)). Dosad́ıme-li (3.83) do výraz̊u v (3.80), dostaneme vyjádřeńı vlastńıch č́ısel jako

λ1 = − c

ReLr
, λ2 = c

(
1 +

1

ReLr

)
, (3.84)

kde jsme zavedli tzv. Reynoldsovo č́ıslo

ReLr ≡
cLr
a
. (3.85)

Reynoldsovo č́ıslo je bezrozměrný parametr, který udává poměr rychlosti čisté advekce a
rychlosti difúze

ReLr =
cLr
a

=
c

a/Lr
=

c

|cd|
. (3.86)

Hodnota parametru Lr pro difúzńı rovnici byla volena tak, aby optimalizovala konkrétńı
numerické schéma z hlediska tlumeńı a propagace chyby. Pro advekčně-difúzńı rovnici lze jeho
optimálńı hodnotu stanovit na diferenciálńı úrovni tak, aby tuhost systému byla minimálńı a
ustáleného stavu bylo dosaženo co nejrychleji. Touto hodnotou je

Lr =
1

2π

[
Reπ√

1 +Re2π + 1
+

√
1 +

2√
1 +Re2π + 1

]
, (3.87)

kde

Reπ ≡
c(1/π)

a
, (3.88)

k jej́ımuž nalezeńı bylo stejně jako v př́ıpadě difúzńı rovnice využito Fourierovy analýzy (viz
[4]).

Diskretizace

Pro diskretizaci použijeme opět metodu distribuce rezidúı. Stále uvažujeme ekvidistantńı śıt’

uzl̊u s krokem h = xj+1 − xj pro j = 0, . . . , J − 1, v každém uzlu uchováváme hodnoty
Qj = [Uj , Pj ]

T , j = 0, . . . , J a v obou krajńıch uzlech máme okrajovou podmı́nku pro u.
Hodnota rezidua pro (xj , xj+1) je

Φj+1/2 =

∫ xj+1

xj

(−Aqx + g)dx ≈

≈ −A(Qj+1 −Qj) + (wjGj + wj+1Gj+1)h, (3.89)

kde wj , wj+1 jsou váhy použité kvadratury, které splňuj́ı wj +wj+1 = 1. Reziduum rozděĺıme
do krajńıch uzl̊u pomoćı distribučńıch matic

B−j+1/2 =
1

2
R

 (1− λ1
|λ1|

)
0

0
(

1− λ2
|λ2|

) R−1, (3.90)

B+j+1/2 =
1

2
R

 (1 + λ1
|λ1|

)
0

0
(

1 + λ2
|λ2|

) R−1, (3.91)
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které zajǐst’uj́ı přenos části řešeńı s kladnou rychlost́ı směrem doprava a části se zápornou
rychlost́ı směrem doleva neboli upwinding. Dostáváme semidiskrétńı formuli

dQj

dt
=

1

h
(B+j−1/2Φj−1/2 + B−j+1/2Φj+1/2), (3.92)

kterou integrujeme v čase, dokud nedosáhneme ustáleného stavu.

20



Kapitola 4

Numerické experimenty

V této kapitole uvád́ıme výsledky numerických experiment̊u, které byly realizovány v pro-
gramu MATLAB. Hlavńım ćılem bylo prověřit vlastnosti metody uvedené v kapitole 3, kon-
krétně závislost rychlosti konvergence na volbě parametru Lr, počet iteraćı nutný k dosažeńı
ustáleného stavu vzhledem k velikosti h a řád metody. Všechny experimenty se týkaly pouze
př́ıpadu difúzńı rovnice.

Dále jsme se pokusili rozš́ı̌rit tuto metodu pro difúzńı rovnici s nekonstantńım difúzńım
koeficientem a(x).

4.1 Ověřeńı vlastnost́ı metody

Výsledky uvedené v této části byly źıskány pro úlohu

ut − uxx = π2 sin(πx), x ∈ (0, 1), t ≥ 0
u(x, 0) = x(x− 1), x ∈ 〈0, 1〉,
u(0, t) = 0, u(1, t) = 0, t ≥ 0,

(4.1)

jej́ımž přesným řešeńım je funkce u(x, t) = sin(πx). Časový krok jsme volili vzhledem k pod-
mı́nce (3.30) jako τ = 0.99 hLr

a = 0.99hLr. Řešeńı považujeme za ustálené, pokud jsou rezidua
v uzlech dostatečně zredukována. Jako zastavovaćı podmı́nku jsme tedy použili

||r(k)u ||1 < 10−9||r(0)u ||1 ∧ ||r(k)p ||1 < 10−9||r(0)p ||1, (4.2)

kde r
(k)
u , resp. r

(k)
p , je vektor rezidúı v jednotlivých uzlech pro proměnnou u, resp. p, v k-tém

iteračńım kroku.
V tabulkách 4.1, 4.2 a 4.3 uvád́ıme informace o počtu iteraćı, L1 normě chyby u a p a

řádu chyb pro śıtě s krokem h = 1/8, 1/16, . . . , 1/256 pro tři r̊uzné volby parametru Lr. Prvńı
volbou je optimálńı hodnota

Lr =
h

4

(
1 +

1

sin πh
2

)
odvozená Nishikawou v [3]. Druhou volbou je aproximace této hodnoty

Lr =
1

6
+
h

4

a nakonec voĺıme Lr = 1.
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4.1. OVĚŘENÍ VLASTNOSTÍ METODY

Řád chyby s můžeme odhadnout vztahem

s ≈ log(||Eh1 ||/||Eh2 ||)
log(h1/h2)

, (4.3)

kde h1, h2 jsou dva r̊uzné diskretizačńı kroky a Eh1 ,Eh2 jsou př́ıslušné vektory chyby. V našem
př́ıpadě použ́ıváme vždy h1, h2 taková, že h1/h2 = 2, řád chyby tedy odhadujeme jako

s ≈ log(||Eh1 ||/||Eh2 ||)
log(2)

. (4.4)

J počet iteraćı chyba u řád chyba p řád

8 158 3.67 ·10−2 5.60 ·10−2

16 352 9.21 ·10−3 1.99 9.28 ·10−3 2.59
32 546 2.27 ·10−3 2.02 1.90 ·10−3 2.29
64 681 5.60 ·10−4 2.02 4.34 ·10−4 2.13

128 1057 1.39 ·10−4 2.01 1.04 ·10−4 2.06
256 2185 3.46 ·10−5 2.01 2.56 ·10−5 2.02

Tabulka 4.1: Výsledky pro Lr = h
4

(
1 + 1

sin πh
2

)
.

J počet iteraćı chyba u řád chyba p řád

8 158 3.74 ·10−2 5.53 ·10−2

16 367 9.41 ·10−3 1.99 9.23 ·10−3 2.58
32 545 2.32 ·10−3 2.02 1.90 ·10−3 2.28
64 680 5.73 ·10−4 2.02 4.34 ·10−4 2.13

128 861 1.42 ·10−4 2.01 1.04 ·10−4 2.06
256 2110 3.54 ·10−5 2.00 2.56 ·10−5 2.02

Tabulka 4.2: Výsledky pro Lr = 1
6 + h

4 .

J počet iteraćı chyba u řád chyba p řád

8 448 1.20 ·10−1 4.20 ·10−2

16 650 3.21 ·10−2 1.90 8.38 ·10−3 2.33
32 1202 8.25 ·10−3 1.96 1.84 ·10−3 2.19
64 2479 2.09 ·10−3 1.98 4.31 ·10−4 2.10

128 5227 5.25 ·10−4 1.99 1.04 ·10−4 2.05
256 10728 1.32 ·10−4 1.99 2.55 ·10−5 2.03

Tabulka 4.3: Výsledky pro Lr = 1.

Z výsledk̊u je vidět, že prvńı dvě volby Lr jsou z hlediska rychlosti konvergence k ustálenému
stavu srovnatelné, kdežto pro Lr = 1 je konvergence výrazně pomaleǰśı. Odhad řádu chyby
je ve všech př́ıpadech přibližně 2 pro u i p, což nasvědčuje tomu, že obě neznámé funkce jsou
skutečně vypočteny s přesnost́ı druhého řádu. Počet iteraćı v čase roste zhruba lineárně se
zmenšuj́ıćım se krokem h.
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4.2. NEZÁVISLOST NA POČÁTEČNÍ PODMÍNCE

Na obrázku 4.1 vid́ıme grafy znázorňuj́ıćı vývoj velikosti L1 normy vektor̊u rezidua pro
u a p (vlevo) a vektor̊u chyby u a p (vpravo) v pr̊uběhu iteračńıho procesu. Konkrétně jsme

zde volili Lr = h
4

(
1 + 1

sin πh
2

)
a J = 256. Všimněme si, že velikost normy chyby u i p klesá
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Obrázek 4.1: Vývoj normy rezidúı a chyb s počtem iteraćı.

poměrně rychle na malé hodnoty a poté se již měńı velmi pomalu. Prakticky tedy neńı nutné
volit tak př́ısnou zastavovaćı podmı́nku, stejné přesnosti je možné dosáhnout za nižš́ı počet
iteraćı. My jsme těmito experimenty ovšem ověřili závislost počtu krok̊u na velikosti h podle
vztahu (3.75).

Navržená iteračńı metoda nemá charakter hladiče. Dı́ky tomu, že jsme použili diskretizaci
typu upwind a d́ıky vhodné volbě Lr jsou současně eliminovány všechny frekvenčńı složky
chyby (v př́ıpadě hladiče jsou eliminovány pouze složky s vyšš́ımi frekvencemi). Důsledky
tohoto faktu lze také vypozorovat na pr̊uběhu velikosti rezidua v závislosti na počtu iteraćı.

4.2 Nezávislost na počátečńı podmı́nce

Jelikož ustálené řešeńı nezáviśı na počátečńı podmı́nce, i numerická řešeńı pro r̊uzné počátečńı
podmı́nky by se při stejné volbě všech parametr̊u měla lǐsit pouze v počtu iteraćı potřebných
k jejich nalezeńı. Důležitou vlastnost́ı řešeńı difúzńı rovnice je také to, že je pro každé t > 0
hladké i v př́ıpadě, že počátečńı podmı́nka hladká neńı nebo dokonce obsahuje nespojitosti.
Uvažujme opět úlohu (4.1), ovšem nyńı s nespojitou počátečńı podmı́nkou

u(x, 0) =

{
1 · · · x ∈ (14 ,

3
4)

0 · · · x ∈ (0, 14〉 ∪ 〈
3
4 , 1).

(4.5)

Výsledky pro tuto úlohu uvád́ıme v tabulce 4.4. Srovnejme je s výsledky v tabulce 4.1.
Kromě nezávislosti na počátečńı podmı́nce jsme ověřili, že metoda pro nespojitou počátečńı
podmı́nku neselže a zachová si své vlastnosti – přesnost druhého řádu pro obě neznámé funkce
u a p a zhruba lineárńı r̊ust počtu iteraćı.
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4.3. PROMĚNNÝ DIFÚZNÍ KOEFICIENT

J počet iteraćı chyba u řád chyba p řád

8 180 3.67 ·10−2 5.60 ·10−2

16 432 9.21 ·10−3 1.99 9.28 ·10−3 2.59
32 699 2.27 ·10−3 2.02 1.90 ·10−3 2.29
64 840 5.60 ·10−4 2.02 4.34 ·10−4 2.13

128 897 1.39 ·10−4 2.01 1.04 ·10−4 2.06
256 1670 3.46 ·10−5 2.01 2.56 ·10−5 2.03

Tabulka 4.4: Výsledky pro nespojitou počátečńı podmı́nku s Lr = h
4

(
1 + 1

sin πh
2

)
.

4.3 Proměnný difúzńı koeficient

Naš́ım daľśım ćılem bylo rozš́ı̌reńı dané metody pro řešeńı difúzńı rovnice s proměnným
difúzńım koeficientem v nekonzervativńım tvaru

ut − a(x)uxx = f, ∀x ∈ 〈0, L〉 : a(x) > 0. (4.6)

Stejným postupem jako v odd́ıle 3.2.1 źıskáme soustavu

−a(x)px = f,
− 1
Tr(x)

ux = − p
Tr(x)

(4.7)

neboli
A(x)qx = g, (4.8)

jej́ıž řešeńı budeme hledat jako ustálené řešeńı soustavy

qt + A(x)qx = g, (4.9)

kde

q =

[
u
p

]
, A(x) =

[
0 −a(x)

− 1
Tr(x)

0

]
, g =

[
f

− p
Tr(x)

]
. (4.10)

Vlastńı č́ısla matice A(x) maj́ı nyńı tvar λ1,2 = ±
√
a(x)/Tr(x), jsou reálná a r̊uzná, systém

(4.9) je tedy hyperbolický. Také opět plat́ı A(x) = RΛ(x)R−1, kde

R =

[
−Lr Lr

1 1

]
, R−1 =

[
−1/2Lr 1/2
1/2Lr 1/2

]
, (4.11)

Λ(x) =

[ √
a(x)/Tr(x) 0

0 −
√
a(x)/Tr(x)

]
. (4.12)

Jsou-li hodnoty a(x) pro r̊uzná x velmi rozd́ılné, zejména pokud a(x)→ 0 pro některá x,
může být systém (4.9) tzv. stiff-systémem. To by v tomto př́ıpadě znamenalo, že v některých
mı́stech je rychlost prouděńı relativně velká, z čehož vyplývá nutnost volby malého časového
kroku, a v některých mı́stech téměř nulová, takže ustáleného stavu dosáhneme až za velmi
dlouhou dobu. Tomu můžeme předej́ıt vhodným předpodmı́něńım

qt + P(x) [A(x)qx − g] = 0. (4.13)
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4.3. PROMĚNNÝ DIFÚZNÍ KOEFICIENT

Předpodmiňovač P(x) voĺıme jako

P(x) = max
x

[ρ(A(x))] |A|−1 (4.14)

(viz [6]), kde ρ(A(x)) je spektrálńı poloměr matice A(x) a

|A| = R

[ √
a(x)/Tr(x) 0

0
√
a(x)/Tr(x)

]
R−1. (4.15)

Experimenty byly provedeny na úloze

ut − a(x)uxx = f, x ∈ (0, 1), t ≥ 0,
u(x, 0) = x(x− 1), x ∈ 〈0, 1〉,
u(0, t) = 0, u(1, t) = 0, t ≥ 0,

(4.16)

kde jsme funkci a(x) volili tak, aby nebyla na daném intervalu symetrická a jej́ı pr̊uběh nebyl
bĺızký konstantńı funkci, konkrétně

a(x) = 10e−(15x−5)
2

+ 1. (4.17)

Jej́ı graf vid́ıme na obrázku 4.2. Pravou stranu f(x) rovnice jsme stanovili tak, aby přesným
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Obrázek 4.2: Graf funkce a(x).

řešeńım úlohy byla opět funkce u(x, t) = sin(πx).
V tabulce 4.5 uvád́ıme výsledky numerických experiment̊u pro tuto úlohu bez použit́ı

předpodmı́něńı, v tabulce 4.6 již s předpodmı́něńım. Pro všechny experimenty jsme volili pa-
rametr Lr podle vztahu (3.32). Časový krok jsme v př́ıpadě bez předpodmı́něńı volili v souladu
s podmı́nkou (3.29) jako

τ = 0.99
h

λmax
, (4.18)
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4.3. PROMĚNNÝ DIFÚZNÍ KOEFICIENT

kde

λmax = max
x∈(0,1)

√
a(x)

Tr(x)
(4.19)

je největš́ı hodnota kladného vlastńıho č́ısla matice A na intervalu (0, 1). Očekávali bychom,
že volba časového kroku podle vztahu (4.18) bude vhodná i při použit́ı předpodmı́něńı, ale
ukazuje se, že v takovém př́ıpadě je algoritmus nestabilńı. Proto voĺıme př́ısněǰśı omezeńı
časového kroku

τ = 0.9
h

λmax
. (4.20)

J počet iteraćı chyba u řád chyba p řád

8 477 2.67 ·10−1 9.01 ·10−1

16 878 5.35 ·10−2 2.32 1.58 ·10−1 2.51
32 1894 1.35 ·10−2 1.99 3.86 ·10−2 2.03
64 3797 3.39 ·10−3 2.00 9.50 ·10−3 2.02

128 7604 8.47 ·10−4 2.00 2.36 ·10−3 2.01
256 15229 2.12 ·10−4 2.00 5.88 ·10−4 2.00

Tabulka 4.5: Výsledky bez použit́ı předpodmı́něńı.

J počet iteraćı chyba u řád chyba p řád

8 150 2.67 ·10−1 9.00 ·10−1

16 240 5.36 ·10−2 2.32 1.58 ·10−1 2.51
32 361 1.35 ·10−2 1.99 3.86 ·10−2 2.03
64 577 3.39 ·10−3 1.99 9.50 ·10−3 2.02

128 1015 8.48 ·10−4 2.00 2.36 ·10−3 2.01
256 1861 2.12 ·10−4 2.00 5.88 ·10−4 2.00

Tabulka 4.6: Výsledky s předpodmı́něńım.

Z výsledk̊u v tabulkách je vidět, že se nám uvedeným předpodmı́něńım skutečně podařilo
výrazně urychlit konvergenci k ustálenému stavu.
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Závěr

Tato práce se zabývala některými numerickými metodami pro řešeńı stacionárńı difúzńı a ad-
vekčně-difúzńı diferenciálńı rovnice. Zmı́nili jsme jednoduchou explicitńı a implicitńı metodu
konečných diferenćı pro řešeńı těchto rovnic a jejich hlavńı nevýhody. Dále jsme podrobněji
popsali explicitńı metodu založenou na převodu difúzńı či advekčně-difúzńı rovnice na sou-
stavu dvou PDR prvńıho řádu a bĺıže se věnovali některým jej́ım vlastnostem. Mezi hlavńı
přednosti této metody patř́ı možnost jednotného př́ıstupu k advekci a difúzi při řešeńı ad-
vekčně-difúzńı rovnice, výpočet řešeńı i tokových funkćı s přesnost́ı druhého řádu a časový
krok velikosti O(h).

Tuto metodu jsme implementovali v prostřed́ı MATLAB a na modelové úloze pro difúzńı
rovnici jsme testovali jej́ı vlastnosti. Ověřili jsme, že dostáváme výsledek s přesnost́ı druhého
řádu pro samotné řešeńı i tokovou fukci a že počet iteraćı potřebný k dosažeńı ustáleného stavu
roste lineárně se zmenšuj́ıćım se diskretizačńım krokem h. Dále jsme také testovali vliv volby
parametru Lr na rychlost konvergence, nezávislost źıskaného řešeńı na počátečńı podmı́nce
a funkčnost metody pro nespojitou počátečńı podmı́nku. Jednoduchou úpravou jsme rozš́ı̌rili
metodu i pro řešeńı rovnic s proměnným difúzńım koeficientem v nekonzervativńım tvaru
a nalezli jsme vhodné předpodmı́něńı, jehož pomoćı je možné výrazně urychlit konvergenci
k ustálenému stavu.

Zaj́ımavými náměty k budoućı práci jsou např́ıklad aplikace vhodné metody typu mul-
tigrid pro daľśı urychleńı konvergence či využit́ı metod jako je GMRES, rozš́ı̌reńı metody pro
řešeńı nelineárńıch rovnic a otestováńı kombinace explicitńı metody pro parabolickou rov-
nici s metodou pro soustavu 1. řádu. Samozřejmost́ı je rozš́ı̌reńı metod do v́ıce prostorových
dimenźı.
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