Zapadoceska univerzita v Plzni

Fakulta aplikovanych véd
Katedra kybernetiky

DIPLOMOVA PRACE

PLZEN, 2013 MATEJ KAUKAL



Zapadoceska univerzita v Plzni

Fakulta aplikovanych véd
Katedra kybernetiky

INVERZNI KINEMATIKA SERIOVYCH
MANIPULATORU S OMEZENOU
ARCHITEKTUROU

PLZEN, 2013 MATEJ KAUKAL



PROHLASENI

Predklddam timto k posouzeni a obhajobé diplomovou préaci zpracovanou na zavér studia na Fakulté

aplikovanych véd Zapadoceské univerzity v Plzni.

Prohlasuji, ze jsem diplomovou préaci vypracoval samostatné a vyhradné s pouzitim odborné literatury a

prament, jejichz uplny seznam je jeji soucdsti.

V Plzni dne 15. kvétna 2013

vlastnorucéni podpis



PODEKOVANI

Réd bych podékoval Ing. Martinovi Svejdovi za vedeni a pfipominky k praci, poskytnuti

materidlu a pomoc s feSenim rovnic.



Abstrakt

Tato prace se zabyva feSenim zpétné kinematické tlohy pro sériové manipuldtory s omezenou strukturou.
Nejprve je popsédna struktura obecného manipulatoru a dulezité pojmy z robotiky. Déle je vysvétlen zpusob
popisu polohy a rotace pouzity v praci a dvé amluvy pro popis manipuldtoru - Denavit Hartenbergova a
Khalil Kleinfingerova. Oba popisy jsou piedvedeny na piikladech. Hlavni ¢ast prace se pak zabyva feSenim
zpétné tlohy manipuldtoru se tfemi rotatnimi a tfemi translaénimi klouby a manipulatora se sférickym
zapéstim. Nalezené postupy feSeni jsou nakonec implementovany jako funkce v Matlabu, ktera ze zadanych

parametru manipuldtoru poé¢itd piimou a zpétnou kinematickou tlohu.
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Khalil Kleinfingerova timluva, sférické zapésti, dekompozice omezenych architektur, Matlab.



Abstract

This theses deals with solving inverse kinematic model of serial manipulators with constrained structure.
First, the structure of general manipulator is described and important terms are explained. After that,
notation of position and rotation of axes system is shown, along with two methods of axes transformation -
the Denavit Hartenberg convention and Khalil Kleinfinger convention. Both conventions are described using
examples. The main part of this work deals with the solution of inverse kinematic model of manipulators with
three revolute joints and three prismatic joints and manipulators with spherical wrist. Obtained solutions
are then implemented in Matlab function, which solves the direct and inverse kinematic model using the
input parameters.
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Serial manipulators, direct kinematic model, inverse kinematic model, Denavit Hartenberg convention, Khalil

Kleinfinger convention, spherical wrist, constrained architectures decomposition, Matlab.
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1 Uvod a cile prace

Hlavnim zaméfenim této prace jsou manipuldtory, zejména sériové se Sesti stupni volnosti. V prvni ¢ésti je
popséna struktura obecného manipuldtoru a vysvétleny pojmy z robotiky relevantni pro tuto préaci. Dale
jsou probrany moznosti reprezentace polohy a rotace pouzité v této préaci a pro srovnani ukazany alternativni
postupy reprezentace rotace. Na tyto notace pak navazuji imluvy pro popis transformaci mezi souradnymi
systému, pouzivané pro popis manipulatorti. Jedna se o Denavit Hartenbergovu tmluvu a Khalil Kleinfin-
gerovu umluvu. Denavit Hartenbergova imluva je vyuzita pii vysvétleni dulezitych pojmu pfimé a zpétna
kinematicka tloha. Opét nejprve pro obecné manipulatory a poté pro omezené architektury, kterymi se tato
préace zabyva - manipulatorem se tfemi transla¢nimi a tfemi rota¢nimi klouby a manipulatorem se sférickym
zapéstim. Nejprve jsou odvozeny obecné rovnice, které jsou poté prozkoumdny a vyfeSeny pro jejich ruzné

tvary.

VVVVVV

Matlabu. Tato funkce zpracuje primou a zpétnou tilohu podle zadanych Denavit Hartenbergovych parametru
a zjisti tak bud’ polohu a rotaci koncového efektoru pro pifmou tlohu, & potfebné nastaveni jednotlivych
kloubu v piipadé zpétné ilohy. Na zdvér této préce je tato funkce popsdna v jakési uzivatelské piirucce,

spoleéné s nékterymi zajimavymi internimi funkcemi, které tento algoritmus vyuziva.



2 Manipulatory

Tato prace se zabyvéa robotickymi manipuldtory, jednd se o robotické zafizeni, které zesiluje, urychluje
¢i jinym zpusobem ulehéuje ¢ zkvalitiiuje lidskou praci. Podle svého zaméteni je lze rozdélit do nékolika
kategorii, my se budeme zabyvat zejména manipulatory nasazovanymi v prumyslu. Tyto manipuldtory se

vétsinou vyznacuji univerzalni pouzitelnosti a jejich funkci 1ze ménit tipravou programu [5].

Obrézek 1: Manipulator KUKA.

2.1 Struktura manipulatoru

V kratkosti si popiSeme strukturu manipuldtoru [5]. Zdkladna manipuldtoru predstavuje pevnou Cast, kterd
urcuje souradny systém robotu. Na tu jsou napojena ramena manipuldtoru, kterd vykonavaji vlastni pohyb.
Ta jsou spojena pomoci kloubd, jejich druh a pocet urc¢uje rozsah pohybu a pocet stupiu volnosti (viz déle).
Pokud jsou klouby pohanény néjakym pohonem, mluvime o kloubech aktivnich, v opa¢ném piipadé jde
o pasivni klouby, které pouze vymezuji rozsah pohybu dvou sousednich ramen. Spojeni ramen a kloubu
tvoril kinematickou strukturu manipuldtoru. Posledni ¢ast je koncovy efektor, vétsinou pracovni néstroj.
Pracovni prostor urcuje mnozinu vsech dosazitelnych pozic v prostoru, tato mnozina je zavisla na konstrukci
robotu. Natoceni, ¢i posun jednotlivych aktuatora urcuje vektor kloubovyjich soutradnic Q). Vysledné poloha a
orientace koncového efektoru je vektor zobecnéngch souradnic X. Nalezeni transformaci mezi kloubovymi a
zobecnénymi souradnicemi je pak tikolem pro prémou kinematickou dlohu X = F(Q), kterd prevadi jednotlivé
natoceni a posuny kloubu na soutfadnice a natoCeni efektoru. Inverzni uloha k této je zpétnd kinematickd
tiloha Q = F~1(X), kterd pievadi pozici a rotaci koncového efektoru na natoceni a posun jednotlivych
kloubti. Vice o téchto tlohach dale.



Manipulatory se podle tvaru kinematické struktury déli do dvou skupin. Sériové manipuldtory maji
kinematickou strukturu ve tvaru otevieného fetézce. Vznikaji postupnym napojovanim ramen a kloubu.
Toto usporddani umoziiuje jednoduchou mechanickou konstrukei a v porovnani s jinymi zpusoby usporadant
jednodussi konstrukci. Nevyhodou je zpusob, jakym se projevuji chyby v jednotlivych ¢dstech manipuldtoru
- vlivem konstrukce se tyto chybu scitaji.

Paralelni manipuldtory maji uzavienou kinematickou strukturu, koncovy efektor je tak soucasné ptipojen
na vice nez jedno rameno. Vyhodou je vySsi piesnost, protoze se mechanické chyby pruméruji a vyssi tuhost,
diky rozlozeni na vétsi pocet ramen. Nevyhodou je slozitéjsi fizeni vlivem komplikovanych transformaci mezi
soufadnicemi kloubu a efektoru. Konstrukéni omezeni také mohou zpusobit relativné mensi pracovni prostor

oproti sériovému manipulatoru.
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(a) Sériovy manipuldtor. (b) Paralelni manipulétor.

Obrézek 2: Srovnani sériového a paralelniho manipuldtoru ABB s vyznacenymi pracovnimi prostory.

2.2 Dalezité pojmy
Na zéveér této kapitoly si jesté vysvétlime nékolik dulezitych pojmu [5].

e Pocet stupiiu volnosti - DoF

Miniméln{ pocet parametru (rotace, translace), ktery jednoznaéné popisuje polohu bodu télesa v roviné
¢i prostoru. Bod v roviné mé tak 2 DoF, v prostoru 3 DoF. Tuhé téleso, kde uvazujeme i rotaci ma v

prostoru 6 DoF.

e Klouby manipulétoru



ooy

posuvny, P-kloub, ptfidavajici jeden transla¢ni stupen volnosti.
rotacni, R-kloub, pridavajici jeden rota¢ni stupen volnosti.
univerzélni (Kardanav), U-kloub, pfidavajici dva rotaéni stupné volnosti.

sféricky, S-kloub, pridavajici vSechny tfi rota¢ni stupné volnosti.

Obrézek 3: Ruzné typy kloubu (P, R, U, S).

e Domovska poloha manipuldtoru

Manipuldtor je v domovské poloze, pokud jsou jeho aktivni kloubové souradnice @ ve vychozi (do-

movské) poloze.

e Presnost a opakovatelnost

Piesnost (accuracy) manipuldtoru je ddna odchylkou pozadované polohy a skuteéné polohy (naméfené
referenénim méfidlem) koncového efektoru. Opakovatelnost (repeatability) je maximéln{ rozdil mezi
skutecnymi polohami koncového efektoru po jeho piesunu do jedné pozadované polohy z ruznych
vychozich poloh.

Position
repeatability

Position
accuracy

B

-

Commanded
position

Obrazek 4: Presnost (accuracy) a opakovatelnost (repeatability).

e Redundance

Manipulator je redundantni, pokud je pocet jeho nezavislych aktivnich kloubovych souradnic vétsi nez
pocet stupnu volnosti koncového efektoru manipuléatoru.



2.3 Soucasny stav

Manipulatory jsou v soucasné dobé Siroce nasazované a pouzivané. Zejména sériové manipulatory lze nalézt
takika na kazdé vyrobni lince. Pro spravny a efektivni chod je tfeba fesit pfimou a zpétnou kinematickou
tlohu. Piima4 tloha je pro sériové manipuldtory obecné trividlni, zpétna uloha pak muze byt v zavislosti na
poctu a typu kloubu fesitelnd velmi obtizné. Piimocaré analytické feSeni lze obecné nalézt pro jednoduché
manipuldtory, s pohybem vétsinou planarniho charakteru. Casto je presto potieba zkugenosti a geometrického
néhledu na tlohu. Déle existuji metody pro feSeni obecnych architektur, ty ovSem byvaji komplikované. Je
také moznost nasadit numerické, napiiklad gradientni metody, tyto jsou ovSem vétSinou schopné nalézt jen
jedno TesSeni, otazka je zda toto feSeni bude realizovatelné. Také se potykaji s tradi¢nimi neduhy numerickych
metod, jako je stabilita, ¢i numerické chyby.

V této praci se vyuziva zejména specializovanych metod pro feseni omezenych architektur pomoci de-
kompozice. Bylo dokézdno [2], ze pfi ur¢itém slozeni kloubu 1ze manipuldtor rozdélit na dvé jednodussi dlohy
a feSeni tak usnadnit.
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3 Reprezentace polohy a rotace

Pro praci s manipuldtorem je nejprve tieba urcit jak reprezentovat polohu a rotaci jeho jednotlivych ramen.

Je prirozené reprezentovat polohu vektorem, tedy naptiklad X = [:r Y z] predstavuje soutadnice z y 2.

Pro dalsi praci bude také potfeba rozliSovat v jakém souradném systému se tyto souradnice nachazeji.
Predpokladejme tedy dva souradné systémy, Fj, s pocatkem soufadnic O; a osami x1,¥y1, 21, pevneé

spojeny s ramenem Link 1 a systém Fy = {Og — xay222} spojeny s ramenem Link 2.

Obrazek 5: Transformace soufadnych systém.

Vzéjemnd translace mezi systémy Fy a F; je tedy déana vektorem translace ri, = O3 — O} = Oj. [6] [5]
Rotaci vyjadiime pomoci matice rotace R; Jedn4 se o redlnou matici 3x 3, kde sloupce R;- [:, k] predstavuji

jednotkové smérové vektory souradného systému F}; vzhledem soufadnému systému Fj.

Rj= s o <]

Tato matice ma nasledujici vlastnosti:

e R} je ortogonalni, plati tedy (R})" = (R})~".
e Diky zévislosti prvki dale plati R5[:, k] - R.[:, 1] = Ri[k, ] - RA[L,:]T =

kde R [:, k] znaci k-ty sloupec a R}[k,:] k-ty Fadek.
e Diky prvni vlastnosti plati druhé vlastnost i pro (R;-)_1

Tyto vlastnosti budou s vyhodou déle vyuzity. Uvedeme si piredpisy pro rotace podle hlavnich os:

Rotace podle osy z o ihel a Rot(z, «)

1 0 0
0 cos(a) —sin(a)

|0 sin(a)  cos(a) |

Rot(y, 8) )

[ cos(B) 0 sin(j)
0 1 0

—sin(B) 0 cos(B)

11



Rot(z,7)
cos(y) —sin(y) 0
sin(y) cos(y) O
0 0 1

Uhly a, B, se nazyvaji Eulerovské hly. Obecnou rotaci muzeme vyjadfit dvéma zpusoby pomoci téchto
elementarnich rotaci. [5]
1. Postupnd rotace kolem os souradnych systému.
Pii schématu XYZ:
- Odrotuj s.s. F; kolem osy x; o thel o = vznikd novy soufadny systém Fll
- Odrotuj s.s. F{ kolem osy yll o thel 8 = vznika novy soufadny systém Fl/,
- Odrotuj s.s. Fl” kolem osy z;/ o thel v = vznika novy soufadny systém Fb
Zapiseme jako
R} = Rot(z,7) - Rot(y, B) - Rot(z, a)
2. Rotace kolem os souradného systému F (fixované osy rotace)
Opét schéma XYZ:
- Odrotuj s.s. F; kolem osy x7 o dhel a = vznikd novy soufadny systém FI/
- Odrotuj s.s. Fll kolem osy y; (tedy puvodni osy y) o tihel f = vznikd novy souradny systém Fl'/
- Odrotuj s.s. Fl” kolem osy 21 o thel v = vznika novy soufadny systém Fj
Lze zapsat jako

R; = Rot(z, a) - Rot(y, 8) - Rot(z,7)

Rotaci tedy 1ze reprezentovat Eulerovymi tthly nebo matici rotace. Nyni si ukdzeme, jak mezi témito reprezen-
tacemi piechazet. Pokud zndme Eulerovy thly, Ize jednozna¢nym zptisobem ziskat matici rotace Ri(c, 8,7).

Napiiklad pokud uvazujeme schéma XYZ s postupnou rotaci kolem os souradnych systému, pak plati:

cos() cos(7) —cos(p) sin(y) sin(3)
Ri(a, B,7) = [sin(a)sin(B) cos(y) + cos(a) sin(y) — sin(a) sin(B) sin(y) + cos() cos(y) — sin(a) cos(S)
cos(a) sin(3) cos(7y) + sin(a) sin(y)  cos(«) sin(B) sin(y) + sin(a) cos(y)  cos(a) cos(S)

Zpétna transformace lze tedy urcit napifklad takto':

Pokud plati 8 € (fg, g) ,cos(B) >0

a = atan2 (—R3[2, 3], R}[3, 3)])
= atan2 (301,31 (R3[2.3)° + (RA[3,3)1)

v = atan2 (—Rj[1,2], R}[1, 1])

latan?2 znaéi funkci, kterd respektuje znaménka argumenti a vraci korektni FeSeni podle kvadrantu dhlu.

12



Pokud plati 3 € (Z,2F),cos(8) <0 :

o = atan2 (R}[2, 3], —R}[3, 3])
B = atan2 (R;[L 3], —\/(R;[2,3])2 + (R5[3,3])2>

v = atan2 (R3[1, 2], —R3[1, 1])

Pokud platf 8 = 7, pak matice rotace degeneruje na

0 0 1
R% (O(, Bv 7) = Sil’l(a + ’y) COS(a + ,7) 0
—cos(a+7) sin(a+7v) 0

Lze tak urcit jen rozdil thli « a . Pro 8 = —%, pak matice rotace degeneruje na
0 0 -1
R(c,8,7) = [—sin(a+7) cos@+7) 0

cos(a+7v) sinfa+7v) 0
a lze tak ur¢it pouze soucet hlu « a ~. Ijhly B = +3 predstavuji singularitu v reprezentaci rotace pomoc{

Eulerovych dhla. Osy z; a 2,1, jsou v tomto piipadé rovnobézné a nelze jednoznacné urcit thly « a ~, pouze

jejich rozdil &i soucet.

3.1 Dalsi moznosti reprezentace rotace
V kratkosti si jesté predstavime alternativni moznosti reprezentace rotace. Jedna se o obecnou osu rotace a
jednotkovy kvarternion.

1. Obecn4a osa rotace
T

Jednd se o reprezentaci pomoci 4 parametru: vektor rotace r = {rw Ty rz} kde norma vektoru
[|7]| = 1 a dhel rotace ¥ kolem tohoto vektoru. Dopiednd transformace r,9 — R pak probiha takto [1]:

R(r,9) = Rot(z,a) - Rot(y, ) - Rot(z,9) - Rot(y, —p) - Rot(z, —a) =
72(1 —cos(9)) +cos(¥)  ryry(1l —cos(¥)) — rosin(9)  rur.(1 — cos(d)) + ry sin(V)
= |ryry(1 — cos(9)) + r, sin(d) r2(1 — cos(v)) + cos(¥)) ryT2(1 — cos(¥)) — 7y sin(V)
Tz (1 —cos(¥)) — rysin(d) ryr.(1 — cos(d)) — 7y sin(d) 72(1 — cos(¥9)) + cos(¥))
To si lze predstavit jako pfesun do sourfadného systému obecné osy, rotace kolem této osy a zpétny

ndvrat do puvodniho souradného systému. Zpétnd transformace pak lze zapsat jako [1]

B R[1,1]+R[2,2] + R[3,3] - 1 I
ﬁ-acos( 5 ) —m RI[1,3] -
R[2,1]
Nastévd tedy singularita pokud ¢ = {0, 7}.

13



2. Jednotkovy kvarternion

Definovén jako II = [ e?]T, e = [e, €, €], kden = cos (%), e =sin(Z)r, O] = 1. ray

zustavaji z predchozi reprezentace. Dopfedna transformace je pak

2(772 + ei) -1 2(6:863/ —nez)  2(eze. + 7751/)
R(n,€) = | 2(exey —mez)  2(n* + 65) —1 2(eye. +ney)
2(exey —mey)  2(€y€. + Mez) 2(’72 + 532/) -1

Zpétna transformace:

) ) sgn(R[3,2] — R[2,3])y/R[1,1] - R[2,2] - R[3,3] + 1
n= 5\/R[1, +R[2,2+RB,3+1, e= 7 |sen(R[1,3] - Rf3, )VRI[2,2] —R[3,3] - R[L,1] + 1
sgn(R[2,1] — R[1,2])/R[3,3] - R[1,1] - R[2,2] + 1

Nenastava tedy zadna singularita.

3.2 Homogenni transformac¢ni matice

Pri znalosti vektoru polohy 7} ; a matice rotace R je mozné sestavit transformacni matici polohy a rotace
i,

T;- ve tvaru

Tato matice souvisi s projektivnimi transformacemi, vyuziva se napiiklad v grafice. Lze ji interpretovat
jako reprezentaci polohy a rotace vektoru Y; v soufadném systému F}, ale také ji 1ze pouzit jako transformacni
matici pro prechod mezi soufadnymi systémy. Tato transformace probiha jednodusSe vynasobenim, pokud
chceme vyjadrit soufadnice bodu X; v soufadném systému F}, potiebujeme pouze transformacni matici T;

a pak plati:

X; =T)X;

neboli
X; = (TH X, = TIX,

Matice tedy obecné popisuje transformaci soufadného systému F}; vzhledem k soufadnému systému F;. Plati:
C o
o T, - T; =T,

e T:[1:3,1:3] =R neboli rotace a T%[1 : 3,4] =} ; je posun, tedy translace.

. (1) =

NEPLATI jiz tedy, ze translace je ekvivalentni inverzi jako u rota¢ni matice !
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4 Denavit Hartenbergova iimluva pro popis kinematiky manipulatora

Nyni, kdyz mame prostiedek jak definovat souradné systémy, je tfeba urcit si jednoznacény systém jak tyto
systémy urcit v rdmei manipuldtoru. V této préci se pracuje s Denavit Hartenbergovym (DH) popisem, ktery
definuje pfechod z jednoho ramena manipuldtoru na dalsi pomoci 4 parametriu. Pokud mame klouby i-1, 1,

i+1 a mezi nimi spojeni i-1, i, je tieba postupovat nasledovne [1] [3]:

e Oznacime osu kloubu i+1 (smér, kterym se pohybuje translacni kloub, ¢i osa podle které se otaci rotaéni

kloub) jako z; a osu kloubu 4 jako z;_1.
e Urcime pocatek souradnic O; v pruseciku osy z; s normalou os z; a 2z;_1.
e Osu x; zvolime ve sméru vyse uvedené normaly tak, aby sméfovala z kloubu 4 do kloubu i + 1.
e Osu y; doplnime tak, aby byl souradny systém pravotoCivy.

Pro lepsi predstavu je pfipojen obrazek [3]:

JOINT 1i-1 JOINT 2 JOINT i+1

Obrézek 6: Denavit Hartenbergova tmluva.

Nyni je mozné definovat parametry [d 0 a a} s nésledujicim vyznamem [1]:

d — Vzdélenost pocatki soutadnic O;_; a O,
0 — Uhel mezi osami Ti—1 ax;
a — Vzdélenost pocatku souradnic O; a O;

« — Uhel mezi osami z;_1 a z;
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Parametr d dédle predstavuje posun pro translaéni kloub, ostatni parametry jsou pak geometrické parametry
kloubu. Pro rota¢ni kloub je 6 rotace tohoto kloubu a ostatni parametry jsou geometrické parametry. Jsme-li

v soufadném systému F; a chceme pfejit na zndmy soufadny systém F;,; provedeme nasledujici:

1. Posuneme souradny systém podél osy z; (osa z prvniho s.s.) o vzdélenost d; a déle jej otoc¢ime kolem

osy z; o thel 6;.
2. Tento novy s.s. Fj | posuneme podél osy xj,, o vzdélenost a; a otocime podle osy xj ; o tihel a;.
3. Nyni jsme jiz v novém soufadném systému Fj 4
Rotace a posuny provedeme pomoci transformacnich matic. Mame-li polohu a rotaci zadanou matici ve tvaru
X — Te Ty T, 1
0 0 0 1
kde vektory r predstavuji rotaci a vektor ¢ translaci. Muzeme provést posun o vzdalenost d rotaci o thel 6

kolem a podél osy z vyndsobenim nésledujici matici:

cos(f;) —sin(6;) 0 O

Ti-1 — sin(f;) cos(6;)) 0 O
E 0 1 d;
0 0 0 1

Déle posun o vzdélenost a rotaci o 1thel a kolem a podél osy x vynasobenim nésledujici matici:

1 0 0 a;

i — 0 cos(a;) —sin(ay) O
! 0 sin(ay) cos(a;) 0
0 0 0 1

Tim ziskdvame transformacni matici T 11

cos(6;) —sin(6;)cos(e;)  sin(f;)sin(e;)  a; cos(6;)

i — il i sin(6;)  cos(0;)cos(e;)  —cos(6;)sin(ey) a;sin(6;)
e v ! 0 sin(ay;) cos(a;) d;
0 0 0 1

Pritazeni Denavit Hartenbergovych parametru si ukdzeme na piikladu antropomorfniho manipuldtoru se

sférickym zapéstim. Jedna se o neredundantni manipulétor se Sesti stupni volnosti. Ten je schopen polohovat

svij efektor do libovolné pozice a orientace v prostoru (v ramci konstrukénich omezenich manipuldtoru).

Timto typem manipuldtoru se budeme podrobnéji zabyvat déle, jedna z jeho realizaci je zde:
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Sférické zapésti
(3 DoF)

Translacni éast
(3 DoF) Koncovy

efektor

[ @

Obrazek 7: Manipulator se sférickym zapéstim popsany Denavit Hartenbergovou dohodou.

DH parametry pro tento manipulator jsou:

kloub | d | a | «
1 Lh|0] 3
2 0|l| O
3 0] 3
4 I3 | 0|-3
5 0101 3
6 Iy |00

Protoze se jedna pouze o rotacéni klouby, tak parametry 6; urcuji rotaci jednotlivych kloubu.

Existuji piipady kdy je urceni nékteré z os nejednoznacné [1]:

e Pro systém soutadnic prvniho kloubu Fj je jednoznac¢né urcéena pouze osa zg, osu g a poc¢atek souradnic
Oy lze zvolit libovolné.

e Pro systém soutadnic posledniho kloubu Fj, osa z, jednoznaéné urc¢ena neni, musi vsak platit, ze osa

T, lezi ve sméru normély z, 1 a z,.
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e Pokud jsou dvé po sobé jdoucf osy (z;—1,2;) rovnobézné, pak jejich normdla nenf jednoznacné defi-
novéna (resp. je jich nekoneéné mnoho). Je tedy mozné ji néjakym zpusobem zvolit tak, aby byla ve
sméru os kloubt.

e Pokud se dvé po sobé jdouci osy (z;—1, 2;) protinaji, neni norméla definovdna a osu x; je tieba zvolit
kolmo na rovinu tvofenou osami (z;_1, 2;) v libovolném sméru.

Jak je vidét, souradny systém F;, ktery je svdzan s ramenem i je umistén v ose kloubu ¢ + 1, nelze tedy
popisovat rozvétvené kinematické fetézce (piipad kdy jsou dva klouby svdzany s jednim ramenem). Pro

takové je tieba zvolit jinou metodu, napiiklad dédle uvedenou Khalil-Kleinfingerovu.
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5 Khalil Kleinfingerova imluva pro popis kinematiky manipulatora

Khalil Kleinfingerova imluva se od DH umluvy lisi v piidéleni souradnych systému - s.s. F; je umistén v ose
kloubu i, ktery urc¢uje jeho pohyb. Obrazek zde [1]:

i /
/
Joint i+ 1

Obrézek 8: Khalil Kleinfingerova dmluva.

Pro pfechod ze soufadného systému F; do F;1; je tfeba postupovat ndsledovne [1]:
e Oznacime osu kloubu ¢ jako z; a osu kloubu -1 jako z;_1.
e Urcime pocatek souradnic O; v pruseciku osy z; s normalou os z; a z;_1.
e Osu z; zvolime ve sméru normadly os z; a z;11 tak, aby sméfovala z kloubu ¢ do kloubu i + 1
e Osu y; doplnime tak, aby byl soufadny systém pravoto¢ivy.
Opét je mozné definovat parametry [d 0 a a} které tentokrat predstavuji:
d — Vzdalenost pocatki soufadnic O; a O;
0 — Uhel mezi osami Ti1 & X;

a — Vzdalenost mezi pocatkem soufadnic O;_1 a osou z;

« — Uhel mezi osami z;,_1 a z;

Jsme-li v soutadném systému F;_; a chceme piejit na znamy soufadny systém F; provedeme ndsledujici:

1. Posuneme soufadny systém podél osy x;_; (osa z prvniho s.s.) o vzddlenost a; a ddle jej oto¢ime kolem
osy x;—1 o uhel q;.

2. Tento novy s.s. F! posuneme podél osy z, o vzddlenost d; a oto¢ime podle osy z} o ihel 6;.

3. Nyni jsme jiz v novém soufadném systému F;
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Tim ziskdvame transformaéni matici T% !

cos(6;) —sin(6;) 0 a;
i cos(ay;)sin(6;) cos(w;)cos(6;) —sin(e;) —d;sin(a;)
ot sin(a;)sin(6;)  sin(w;) cos(6;)  cos(ay)  d; cos(a;)

0 0 0 1

Opét si uvedeme piiklad amluvy pro antropomorfni manipulator se sférickym zapéstim.

s

. . 1
05 > Jojht 5 s

| Z
'g"’q 0105 05

<6
Os

’ "~ : Joint 6
P, 0
Ty .
™ O, Y,
Z2 ]
(05
zp /D Le

Oy} _ " Ze T

e

Obréazek 9: Manipuldtor se sférickym zapéstim popsany Khalil Kleinfingerovou metodou.

DH parametry pro tento manipulator jsou:

kloub | d | a «@
1 010 0
2 010 5
3 0| 0
4 I3 | 0 5
5 0101 -3
6 010 z

Protoze se jedna pouze o rotacni klouby, tak parametry 6; urcuji rotaci jednotlivych kloubu. Tentokrat
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se v parametrech nevyskytuji parametry /; a l4. Tyto mohou byt soucésti kompenzaénich matic T a T™.
Velkou vyhodu oproti predchozi imluvé md KK v popisu rozvétvenych architektur [5]:

Predpokladejme rozvétveny fetézec

Linki+1

-
-
-~

/] ointt+ 1

Joint i

NG

Obréazek 10: Rozvétveny fetézec popsany Khalil Kleinfingerovou metodou.

Vzajemna transformace mezi kloubem ¢ — 1 a kloubem ¢ je jednoznac¢né definovana KK transformaci
pomoci vyse uvedené transformaéni matice. Definujeme pomocny soufadny systém 'F;_;, kterd mé osu
l2i_1 totoznou s osou z;_1 a osa 'x;_; je definovdna ve sméru normily os z;_; a zi+1. Transformace mezi

systémy F;_; a 'F;_; bude popsina parametry
® 7.1 - tihel mezi osami x; 1 a 'x;_; kolem osy z;_i.
e b;,1 - vzdélenost mezi poc¢atkem O;_; a pocatkem *0;_;.

Transformace F;_; = 'F;_; je ddna posunem s.s. F;_; podél osy z;_; o hodnotu b;|; a otoéenim kolem

oSy 2z;—1 0 thel v;41.

cos(Yit1) —sin(yi41) 0 0

Tl — sin(yit1)  cos(yipr) 0 0
il 0 0 1 biy1
0 0 0 1

Transformace ' F;_; = Fj,1 je pak ddna zndmou transformaéni matic
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COS(0i+1) — Sin(91‘+1) 0 Ai+1

=1 cos(ay1)sin(fi41) cos(aiq1)cos(fir1) —sin(aip1) —dip1sin(aiqq)
i+l sm(ozz_,_l) 1n(9i+1) sin(ai_H) COS(0i+1) COS(O[H_l) di+1 COS(CYH_l)
0 0 0 1

Vyslednd transformace je tak 2

1—1 1—1
le 1T1+1 -

cos(7y) cos(6) — sin(y) cos(a) sin(f) — cos(y) sin(f) — sin(y) cos(a) cos(f)  sin(7y) sin(«) sin(vy) sin(a)d + cos(v)a
sin(7y) cos(6) + cos(7y) cos(a) sin(f) — sin(y) sin(f) + cos(y) cos(a) cos(f) —cos(y)sin(a) — cos(y) sin(a)d + sin(y)a
sin(«) sin(#) sin(«) cos(6) cos(a) dcos(a) + b
0 0 0 1

Analogickym zpusobem pak lze odvodit vztahy pro libovolny pocet kloubti piipojenych na rameni ¢ — 1.
Khalil Kleinfingerova timluva jednoznacné definuje kloubové soutfadnice kazdého kloubu. Nejednoznacné

stavy nastdvaji pro nésledujici pripady [1]:
e Systém soutadnic prvniho kloubu Fy lze zvolit libovolné.

e Pro systém soutradnic posledniho kloubu F), je jednoznaéné urcena pouze osa z,, T, muze byt zvolena

libovolné.

e Pokud jsou dvé po sobé jdouci osy (z;—1,2;) rovnobézné, pak jejich norméla nenf jednoznacné defi-
novana (resp. je jich nekoneéné mnoho). Je tedy mozné ji néjakym zpusobem zvolit tak, aby byla ve

sméru os kloubu.

e Pokud se dvé po sobé jdouci osy (z;—1,2;) protinaji, neni norméla definovdna a osu z; je tieba zvolit

kolmo na rovinu tvofenou osami (z;_1, 2;) v libovolném sméru.

2pro zkréceni zépisu jsou vynechdny indexy ;41
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6 Prima kinematicka iuloha

Pifm4 kinematickd tloha predstavuje pfechod od nastaveni jednotlivych kloubu (kloubovych souradnic Q)

na polohu koncového efektoru X. Tedy predstavuje funkci

X =F(Q¢)

kde £ jsou ndvrhové parametry manipuldtoru [1]. Dfive jsme si ukdzali pfedpis pro pfechod z jednoho
ramene do dalsiho pomoci transformac¢ni matice, slozené z DH parametriu. Muzeme tedy jejich pomoci ziskat

transformaci ze souradného systému prvniho ramene do soufadného systému ramene posledniho:
n
0 i—1
i=1

Je treba vsak zvazit kompenzaci polohy zdkladny a koncového efektoru. Kompenzace polohy zakladny
predstavuje umisténi manipuldtoru vzhledem k poloze zakladny, napiiklad umisténi manipulatoru na vyrobni
lince. Kompenzace polohy koncového efektoru predstavuje napiiklad rozmeéry pracovniho néstroje na kon-
covém efektoru.

Obé tyto kompenzace lze provést pomoci kompenzacnich matic, ozna¢ime je jako TY pro kompenzaci
zakladny a TP pro kompenzaci efektoru. Vyslednd transformace tak je:

n

X =F@Q&=T5 [[Ti (¢ T¢

i=1
Kompenzac¢ni matice zakladny a efektoru budeme povazovat za predem zndmé a v dalsim feSeni se budeme

zabyvat pouze matici T9. Pifmy kinematicky model je dilezity z nékolika divodu [1]:

e Zjisténi koncové polohy manipuldtoru ze znalosti nastaveni jednotlivych kloubu - obecné je jednodussi

méfit nastaveni téchto kloubu nez polohu v prostoru.
e Planovan{ trajektorie (tfeba zndt body trajektorie)

e Kalibrace - porovnani polohy rekonstruované z parametri modelu a polohy zméfené v prostoru. Upra-

veni parametru.

Nakonec je nutno poznamenat, ze vySe uvedené vztahy se nékdy nazyvaji geometrickou ulohou a za
kinematickou tlohu se povazuje feSeni vztahu mezi rychlosti, zrychlenim a pfipadnymi dalsimi derivacemi
polohy jednotlivych kloubu a rychlosti a zrychlenim koncového efektoru X. Tato préace se zabyvéa pouze

polohou.
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7 Zpétna kinematicka iloha

Zpétna kinematicka tloha je inverzni problém k piimé tloze, zndme polohu koncového efektoru X a zajima

néas potfebné nastaveni jednotlivych kloubu pro dosazeni této polohy. Tedy [1]

Q=F(X)

Na rozdil od piimé lohy, kde pro sériovy manipuldtor existuje vzdy jedno analytické feSeni, pro zpétnou
tlohu muze obecné existovat feSeni nékolik. Tato feSeni muze byt navic obtizné ziskat, zejména pii nutnosti
feSeni soustavy nelinedrnich rovnic. Néktera feSeni nemusi odpovidat konfiguraci manipuldtoru, ¢i mohou
byt nedosazitelna v dusledku jeho konstrukce. Pro manipuldtory fesené v této praci, které maji 6 stupiu
volnosti a 6 kloubu se obecné jednd o feSeni 6 nelinedrnich rovnic o 6 neznamych.

Pro vyfeseni zpétné kinematické tlohy nékterych v praxi vyuzivanych manipuldtoru lze vyuzit dekom-
pozice - rozdéleni rovnic manipuldtoru na dvé nebo vice soustav s mensim poc¢tem neznamych. Podrobnéji
si dekompozice ukazeme déle jiz pro konkrétni architektury.

Opét je tfeba mit na paméti kompenzaci polohy zakladny a koncového efektoru. Pro feseni zpétné tlohy
obecné zname polohu a rotaci koncového efektoru, coz se dd oznacit jako T?. Jelikoz zndme transformacni

matice pro kompenzaci zakladny a efektoru, muzeme ziskat
T T
Po prepsani

T, = (Tg) - Tg - (TY) ™!

Pii feSeni zpétné kinematické ulohy se tedy budeme zabyvat pouze feSenim jednotlivych kloubu, kom-
penzaci se nemusime pro feSeni zpétné tlohy zabyvat.

Zpétnd kinematickd tloha je velmi dulezitd pro jakykoliv pohyb manipuldtoru, vétsinou potfebujeme
koncovy efektor dostat na urcitou pozici v prostoru, piipadné jim pohybovat po urc¢ité trajektorii. Ze znalosti

tohoto bodu ¢i trajektorie je pak nutné ziskat nastaveni kloubt nutné pro dosazeni tohoto cile.

V dalsich kapitoldch se budeme zabyvat feseni zpétné tlohy dvou architektur. Prvni jsou manipulatory,
které se sklddaji z pravé tii translac¢nich a pravé tif rotaénich kloubu. Tyto architektury lze dekomponovat
na oddélené FeSeni rotace a translace. Dalsi jsou manipulatory se Sesti klouby, které maji v kterémkoliv
bodé svého fetézce sférické zapésti. Vice o této architektuie a sférickém zédpésti v prislusné kapitole. Tyto
manipulatory lze dekomponovat na oddélené feseni sférického zapésti a klouby mimo sférické zapésti. Stejné

jako u primé kinematické tlohy, i zde se slusi poznamenat, ze se budeme zabyvat pouze jejich polohou.
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8 Manipulatory se tfemi translacnimi a tfemi rotacnimi klouby

V této kapitole se budeme zabyvat manipuldtory se tFemi rota¢nimi klouby (ddle budeme znacit jako typ R)
a tfemi translaénimi (typ P). Uspofaddn{ jejich kloubu je tedy PPPRRR, PPRRRP a dalsi, dohromady 20
kombinaci. Jeden z manipuldtort, spliujici tyto pozadavky je naptiklad tento cylindricky manipuldtor [1] s
usporadanim kloubia RPPRRP:

Link 6 =
Joint 4, Joint 6 Joint5 (/s end-effector
Z6

Obrézek 11: Cylindricky manipuldtor se tfemi P a tfemi R klouby.

DH parametry pro tento manipuldtor jsou:

kloub | d | 0 |a | «
1 lib |61 10] 0
2 dy | 0|0 | —3F
3 ds| 0[]0 O
4 0164|035
5 0650 5
6 ds| 0[]0 O

l1 je geometricky parametr, 6; a d; jsou pak rotace a posuny aktivnich kloubu. Podivame-li se na trans-
formacni matici libovolného kloubu typu P s vyuzitim DH dmluvy:

cosf; —sinf;cosc; sinf;sinc;  acosb;
;/ _ |sinf; cosbfjcosa; —cosf;sina; asinb;
./ _—
il 0 sin «; cos o d
0 0 0 1
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Pak DH parametry 0, «, a jsou predem znamé a konstantni, rotacni matice je tak pro vSechny translacni

klouby konstantni. Pokud tedy provedeme piimou kinematickou tlohu ziskame

cos 01 cos 04 cosfs + sinfq sinfls  —cosfysinfy cosb coslysinfs —sinfy cosls
6 . . . . . .
TO — H i1 (gi,€) = sin 07 cos 04 cos 05 — cosf1 sinfs —sinf;sinfs  sin @ cos 04 sin 05 + cos 01 cos s  x
6 B i v - 3 . .
i=1 ' , —sin 6y cos b5 —cos 0y — sin 6,4 sin O5 *
0 0 0 1

Jelikoz matice TY je zndmd matice, dostdvame soustavu rovnic

cos 01 cos 04 cos 05 + sin 0 sin 05 = Tg[l, 1] (1)
—cos by sinfy = TY1,2] (2)

cos 01 cos 0,4 sin 05 — sin 0 cos 05 = Tg [1,3] (3)
sin 6 cos 04 cos 05 — cos 01 sin 05 = Tg[Q, 1] (4)
— sin 6, sinf, = TQ[2, 2] (5)

sin 0, cos 0 sin 05 + cos 0 cos 05 = T9[2, 3] (6)
—sinfy cos s = TY[3, 1] (7)

—cosfy = TY[3,2] (8)

— sin @, sin 05 = TY[3, 3] (9)

Vyftesime napiiklad takto:
1. Okamzité zndme cos(f4) z rovnice (8).
2. Umocnénim a sectenim rovnic (7) a (9) ziskévame sin(6,)®, odmocnénim sin(6,).

3. Nyni muzeme ziskat thel 0, = atan2(sin(fy),cos(fs)), kde atan2 znac¢i funkci arcus tangens, kterd

respektuje znaménka u sinu a cosinu aby spravné urcila kvadrant do kterého vysledny thel patii.
4. Vydélenim rovnic (2) a (5) ¢lenem sin(fs) muzeme ziskat 6, = atan2(sin(f;) , cos(61))
5. Vydélenim rovnic (7) a (9) ¢lenem sin(f,) muzeme ziskat 05 = atan2(sin(6s) , cos(fs))

Obdrzime tak rfeseni

04 = atan2 <:|:\/(T8[3, 1])2 + (TY[3, 3])2, —TY[3, 2])

—T9[2,2] —TY[1,2

91 — atan?2 '6[ ’ }’ .6[ ) ]
sin 6, sin 64

—TY[3,3] —TY[3,1

95 — atan?2 .6[ ’ }7 .6[ ) ]
sin 6, sin 64

Dalsi dhly ziskdme opét prozkoumédnim piimé kinematické tlohy, tentokrdt se zaméiime na vektor

translace.

26



x * x (cosf cosfysinfs — sin 0y cosb5)dg — sin 61 d3
6 . .
i * % % (sin6; cosfysinbs + cos b cosbs)ds + cos01d
1 = T[7 ) = (ndrcosfusinty & cosfyconls - contidy
Pl * x x —sin @y sin Os5dg + do + 11
0 0 O 1

Mame tak soustavu rovnice

(cos 0y cos B sin B — sin 0 cos 05 )dg — sin 61 dz = TY[1,4]
(sin @) cos 64 sin 05 + cos 0 cos O5)dg + cos O1ds = T[2, 4]
—sinfysinfsdg + do + 11 = Tg[?), 4]

Tato soustava ma jediné feSenti:

B TY[1,4] cos 01 + TQ[2,4] sin 0;

~ (cos B cos B sin 05 — sin 0 cos B) cos 1 + (sin ; cos 4 sin 5 + cos 0 cos O5) sin 6,
_ Tg[2,4] — (sin 0y cos 0 sin 05 + cos 0y cos 05)ds

B cos 0

ds
do = Tg[?), 4] — l1 + sin 04 sin O5dg

Nasli jsme tak dvé feseni zpétné ulohy pro tento manipulator. Jednu polohu si vyfesime ¢iselné, jako Iy
dosadime 1, v8echny rota¢ni klouby otoc¢ime o jeden radidan a translacni klouby posuneme o jeden metr. Z

diive vytesené piimé kinematické tlohy tak ziskdvame koncovou matici rotace a orientace

0.8658 —0.4546 —0.209 —1.05

—-0.209 —-0.7081 0.6745 1.215

—0.4546 —0.5403 —0.7081 1.292
0 0 0 1

(&

Dosazenim do ziskanych rovnic ziskdvame

©=[1,1,1,1,1, 1] v [-2.1416, 1, —1, —1, —2.1416, 1]

Toto Teseni lze rozsitit na obecny manipuldtor se tfemi rotaénimi a transla¢nimi klouby. Vzdy bude platit,
7e rota¢ni matice u transla¢nich kloubu jsou konstantni a muzeme tak najit 9 rovnic o tfech neznamgych -
kloubovych soutfadnic 6. Pokud kloubové soufadnice oznacime jako 6;, 0;, 0, pak se dé obecnd soustava

rovnic zapsat jako

6
T[1:3,1:3] = [[ T (g:,)[1:3,1:3]
i=1
Kde rotaén{ matice R = T9[1: 3,1 : 3], kde [1 : 3,1 : 3] znaéf prvn{ t¥i fadky z prvnich ti{ sloupcti, obsahuje
pouze tfi neznadmé, thly 0;,0;, 0. Porovnanim s prvky rota¢ni matice koncového bodu tak ziskdme vyslednou
soustavu. Pro dalsi praci si matici rotace a polohy koncového bodu oznac¢ime jako T, jedné se o transformaci,

kterd bere ivahu pouze klouby a nezabyva se kompenzaci polohy zdkladny a koncového efektoru.
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8.1 Typy rovnic

Dalsim krokem je tyto rovnice prozkoumat a redukovat na tii rovnice, které bude mozno efektivné vytesit.
Hned zpocatku se ukazalo, ze symbolické rovnice v tomto tvaru jsou velmi slozité a bez néjakého zjednoduseni
by bylo velmi obtizné je vyftesit. Ulohu budeme tedy Tesit pouze pro piipady, kdy DH parametry « a 6 (v
pifpadé translacnich kloubt) jsou celé nasobky 7, respektive takové thly, jejichz sinus a kosinus jsou z
mnoziny {—1,0,1}. To v praxi odpovidd manipuldtorum, kde ramena a klouby jsou vuci sobé v pravém
thlu, ¢ jsou rovnobézné. Manipulatory, které toto nespliuji, nejsou v praxi prili§ obvyklé.

Nyni jsou rovnice ve zna¢né jednodussim tvaru, problém ale je, Ze jejich tvar zavisi na konkrétni volbé
DH parametru. Pro nasi potfebu nas ovSem pro kazdy parametr zajimaji jen dva piipady: kdyz je sinus
parametru 1 a kosinus parametru 0 a naopak. To, Ze je sinus ¢i kosinus parametru -1 na slozitost feseni vliv
mit nebude. VSechny typy rovnic se tedy daji hrubou silou sestrojit a porovnat. Prozkoumanim se ukazuje,
ze nastavaji obecné t¥i pripady, kdy rovnice maji stejny tvar, piipadné se lisi pouze znaménkem ¢i zaménou

funkei sinus a kosinus. Prvni piipad je matice rotace ve tvaru

cos(0; +6; +0;) —sin(0; +6; +6;) 0

Rg = | sin(6; +6; +0;) cos(¢;+6;+0;) O

0 0 1
Jak je vidét, v rovnicich jsou informace pouze o souctu (pro nékteré DH parametry rozdilu) dhli. Jednot-
livé proménné jsou na sobé zavislé, manipulator je Spatné navrzen a ztraci nékteré stupné volnosti. Rovnicemi

v tomto tvaru se tedy nema cenu zabyvat. Dalsi tvar je

cos(f; +6;) cos(Bx) —cos(8; +0;) sin(6)  sin(6; +0;)
RQ = | sin(0; +0;) cos(0y) —sin(0; +6;) sin(6y) — cos(6; + 6;)
sin(6y) cos(0) 0
Zde nastava stejny problém, sice jen pro dva thly, nicméné manipulator opét ztraci stupné volnosti a

nema cenu se jim zabyvat. TTeti pfipad je

sin(6;) sin(fx) + cos(;) cos(8;) cos(r)  cos(y) sin(f;) — cos(8;) cos(8;) sin(fy)  cos(6;) sin(f;)
R{ = | cos(f;) cos(6) sin(6;) — cos(0;) sin(fy) — cos(6;) cos(fy) — cos(8;) sin(6;) sin(fy,) sin(6;) sin(6;)
cos () sin(6;) —sin(6;) sin(6y) — cos(6;)

7 této matice je jiz mozno ziskat vSechny tfi ihly a znaci, ze manipuldtor mé vSechny stupné volnosti.
Tato soustava lze vyfesit analogickym zpusobem jako tvodni piiklad. Dostaneme tak dvé feSeni rotacnich
hli. Pro fesenf transla¢nich ihli miizeme porovnat zbylé ¢ast{ matic TY a T.. Ziskavame tfi linedrn{ rovnice
o tfech nezndmych. Ty uz se svym tvarem velmi lis{ v zavislosti na parametrech DH, jejich feseni je ovSem
vzdy trividlni. Pro mnoho kombinaci DH parametru muze nastat, ze tyto rovnice nemaji feSeni, nebo naopak
maji nekonetné mnoho Feseni. Takové rovnice opét znac¢i Spatné navrzeny manipulator ktery ztraci stupné
volnosti. Obecné maji tyto transla¢ni rovnice feSeni jedno, spole¢né s rotac¢nimi rovnicemi tak ziskavame dve
feSeni zpétné kinematické ilohy manipuldtoru.

Pro rotaéni i translacni rovnice se dale muze stét, ze i kdyZ obecné feSeni existuje, pro konkrétni matice
T. muzou byt rovnice bez feSeni. Na prvni pohled je vidét v rota¢nich rovnicich problém s délenim - pokud
je sin(f4) nula pak nastdva déleni nulou. Takovy problém znaéi, Ze se jednd o singularitu, kdy se lokélné

ztraci stupné volnosti.
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9 Manipulatory se sférickym zapéstim

Dalsi skupinou 6 DoF manipulatoru, jejichz fesSeni jde zjednodusit dekompozici, jsou manipuldtory které v
jakékoliv ¢asti svého Fetézce obsahuji sférické zapésti. Sférické zapésti je série ti{ rota¢nich kloubu, konkrétni
pozadavky na sférické zdpésti jsou uvedeny déle. Pii konfiguraci 6 kloubu se tedy jednd o manipulatory
(RRR)XXX, X(RRR)XX, XX(RRR)X, XXX (RRR) kde (RRR) znadi sférické zépésti a X jsou klouby typu
R nebo P. Jedna se tedy o 32 raznych konfiguraci.

9.1 Sférické zapésti

Stérické zdpesti je série tif rotacnich kloubt, jejichz osy pohybu (osy z) se protinaji v jednom bodé. Jedna z

moznost{ usporddan{ je na obrdzku [3]

Obrazek 12: Sférické zapésti.

Pokud tyto klouby ozna¢ime, tak jak jdou za sebou (m — 1,m,m + 1), pak jsou pozadavky na DH

parametry nasledujici:

kloub d 0 a Q@
m—11|dmn-1 | Om-1 0 Q1
m 0 O 0 O
m=+1| dpt1 | O+l | Gmt1 | QGmta

Déle jesté musi platit, ze sin(ay,—1) # 0 a sin(a,,) # 0.

9.2 Antropomorfni manipulator se sférickym zapéstim.

Jeden z manipuldtort, ktery spliiuje vyse uvedené podminky je antropomorfni (napodobujici ¢lovéka) mani-
puldtor se sférickym zapéstim, ktery jsme si ukézali pii demonstraci tmluv pro popis manipuldtoru. Jedna

z jeho realizaci je napiiklad tato [1]
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Link 6 = end-effector

Yo 01.6=0

Obrazek 13: Antropomorfni manipuldtor se sférickym zapéstim.

S usporddénim kloubu RRR(RRR).
DH parametry jsou

kloub | d «
1 i 0] 35
2 0|l| O
3 00| 5
4 I3 0 |-%
5 00| 3
6 ly |00

l; jsou geometrické parametry, definujici délky jednotlivych ramen. Parametry 6 nejsou uvedeny, jedna

se o aktivni klouby. Tento manipuldtor 1ze dekomponovat na sférické zdpést{ a 3 DOF manipuldtor [1]:
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Y, Link 3
Joint 3 Kinematicka dekompozice

Joint 1 el Joint 4, Joint 6
- Link 6 = end-effector

base Ye Z6

Z6

Obrazek 14: Dekompozice antropomorfniho manipuldtor se sférickym zapéstim.

Jak je vidét z obrazku a DH parametru, poloha bodu O4 nezavisi na natoceni sférického zapésti. Muzeme

tedy urcit

0)=08—2 1y

Z obrazku je déle vidét, ze hel 01 ovlivni pouze soufadnice z a y bodu Of. Dostédvame tak

1=

atan2(03[2], O4(1])
atan2(09[2], O9[1]) + =
kde zJ = TJ[1 : 3,3]
Problém lze tedy nyni pfevést na feSeni plandrntho manipuldtoru se dvéma stupni volnosti, s novym

koncovym bodem Xoq = Op = [Of. O}Ey 0]. Muzeme zapsat [6][1]

3 sin(fs + 03)l3 + cos Ol
Ty = [T (6:) = | —cos(2 + 03)l5 + sin Ol
1=2 0

Je mozno sestrojit soustavu rovnic

O}E’m sin(fa + 03)l3 + cos Oalo
OL. | = |—cos(fa + 03)l5 + sin faly
0 0
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Umocnénim a sectenim rovnic ziskdvame s vyuzitim souc¢tovych vzorcu

2
(Ok,)"+ (O}Ey) =13+ 12 + 2113 sin 03

Muzeme tak ziskat thel 03

2
(0L,)*+ (0h,) ~B+8
21513

cosfl3 = £4/1 — sin 3

sin @3 =

03 = atan2(sin 03, cos f3)

posledni thel je potom:

l3 COS 93011731 + (12 + l3 sin 93) OlEy
2 2
(0L,)+ (0%,)
(ZQ + 13 sin 03) ng - lg COS 930%@
2
(01,)" + (0%,)

02 = atan2(sin fa, cos )

sin 92 =

cosfy =

Ziskédvame tak ¢tyfi Feseni rovnic mimo sférické zapésti (transla¢nich rovnic). Muzeme tedy sestrojit trans-

formacni matici

3
) = [T 0)
i=1
Jelikoz zname i matici koncové polohy a rotace T§, miizeme ziskat také hodnotu nésledujic{ matice

T = (1) T

Tu muZeme porovnat s matici, sestrojenou pomoci piimé kinematické tlohy

6 cos 04 cos 05 cosfg — sinfy sin g — cos 04 cos 05 cos g — sin B4 cos g cos 04 sin O5
T = H Tfl (0;) = |sinfy cos s coslg + cosfysinfs — sin 4 cos O sin O + cos @4 cos g sin 04 sin O5
=4 — sin 05 cos g — sin 05 sin ¢ cos 05

Porovnanim ziskdvdame soustavu rovnic, kterd se fesi stejnym zpusobem jako rotacni rovnice pro manipulétor

se tfemi rota¢nimi a translacnimi klouby. Mame tedy feSeni:

05 = atan2 (j:\/(Tg[l,3])2 + (T3[2,3])2, T3[3, 3])

T31 T2[2
8, = atan2 M T5l2.3]
sinfs ~ sinfs

T3(3,1] T3[3,2
0 = atan2 7(?[3’ ],76_5[3’ ]
sinfs ~ sinfs
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Zpétna kinematickd tloha pro tento manipuldtor ma tedy 8 feseni. Opét si tato feseni vycislime pii dosazeni
lh=l=Il3=14=0,=1,i€{1,2,3,4,5,6}. Koncovéd poloha a rotace pak vypad4 ndsledovné:

0.4897  0.4291 0.759  1.542

o |—0.5335 0836 —0.1284 1.091
07 |-0.6896 —0.3421 0.6383 2.896
0 0 0 1

Dosazenim do ziskanych feseni pak dostavame

[1.0000] [—2.1420] [1.0000] [—2.1420] [ 1.0000 | [—2.1420] [ 1.0000 | [—2.1420]
1.0000 2.7120 0.4292 2.1420 1.0000 2.7120 0.4292 2.1420
0c 1.0000 1.0000 2.1420 2.1420 1.0000 1.0000 2.1420 2.1420
1.0000| | —1.6980| " |1.4430| * |—2.1420| " | —2.1420| | 1.4430 |’ |—1.6980| | 1.0000
1.0000 0.7950 0.7950 1.0000 —1.0000| |—0.7950| |—0.7950| |—1.0000
11.0000| | 0.3095 | [0.3095] | 1.0000 | | —2.142 | |-2.8320] |[-—2.8320] |[—2.1420]

V dalsi ¢ésti si tento postup rozsifime pro obecny manipuldtor se sférickym zapéstim.

9.3 Obecny manipulator se sférickym zapéstim

Manipulator se sférickym zapéstim lze obecné dekomponovat na transla¢ni rovnice - rovnice s proménnymi
nepfislusejicimi sférickému zdpésti a rota¢ni rovnice. Mame tedy manipuldtor, kde sférické zapésti je rea-
lizovédno klouby (m — 1,m,m + 1). Pro sférické zapésti tedy muzeme pifmou kinematickou ilohou ziskat
nasledujici matici:

m+1

T = [[ T

i=m—1

Jelikoz zndme i matici koncové polohy a rotace T3, miizeme pii znalosti kloubtt mimo sférické zapést{ zapsat

-2 _ (0 -1 7o +1y~1
T = (Th2) - Tg- (Tg™)

Porovnanim ziskdme soustavu rovnic ve zndmém, vySe vyfeSeném tvaru. Nejprve ovSem potiebujeme
zjistit hodnoty zbylych kloubu. Upravime pfedchozi rovnici [1]:

0 __ 0 m—2 m—+1
T6 - Tm—2 ’ Tm+1 : TG

Nyni je tfeba se zbavit ¢lenu T;’;Ljrf, ktery obsahuje proménné ze sférického zapésti. Plati:

m—2 __ m—2 m—1
T’m—i—l - Tm—l : Tm+1

coz lze prepsat

m—2 __ m—2 m—1\—1 _ m—2 m—+1
Tmfl - Terl ! (Tm+1) - Tm+1 : Tmfl

T .
Vynésobenim vektorem {0 0 0 1} ziskdvdme z transformacni matice T soufadnice prislusného vektoru
O; Plati tedy:
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_ m—2 m—+1
- Terl : Tmfl !

_ o o O
_— o O O

_9 . i Y
Poloha bodu O;, "7 je zndm4 a zavis{ pouze na DH parametru d.

0 0
0 _2 1 O
dry = T%l : T:;itl : 0
1 1
Déle diky pozadavkum, které klademe na sférické zapésti, plati:
0 —Am+1
mm+1 0 _ ons A1 - sin(amy1)
m=1 1o 1 ~dp i1 - co8(QUny1)
1 1
Ziskavame:
0 —Am+1
0 — Tm—2 —dpy1 - sin(amy1)
d -
m—1 m41 - COS(Qm1)
1 1

Déle vyjadifme T/ 7 ze vztahu

0 __ 0 m—2 m—+1
Tg = Tm72 ! Tm+1 ' TG

T = (Th2) T (T )

m—2

Dosazenim do predchozi rovnice

0 —Am+1
0 - 1 | —dpgr - sin(oun
= (09, ) g gty | T e
dm—1 —dpmt1 - cOS(Qmy1)
1 1

Drobnou dpravou tak ziskavame rovnice, ve kterych vystupuji pouze proménné mimo sférické zapésti.

0 —Qm+1
0 - _dm - si m
E N R o I I (10)
dm-1 —dy41 - cos(Qmt1)
1 1

Tyto rovnice budeme nazyvat prvni tvar rovnic mimo SZ, pro nase potieby bude ovSem vyhodné najit

dalsi tvary této rovnice. Rovnice se obecné 1isi v rdmci pozice sférického zapésti, v zavislosti na tom kolik maji
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transla¢nich kloubtu a na jakych pozicich. Zpusob jejich feSeni se tak drobné lis{ a vyslednou algoritmizaci
to zbyte¢né rozmélnuje. Urceni tvaru rovnic v zavislosti na pozici sférického zapésti a poctu P kloubti ndm
umoziiuje jejich tvary sjednotit. Napiiklad se ukdzalo, Ze je nékdy vihodnéjsi pfesunout matici T§ na druhou

stranu, prendsobenim jeji inverzi. Tak ziskdvame druhy tvar rovnic:

0 —Qm+1
_ 0 - _dm - si m
I e 0 IR (11)
dm—1 ~dmy1 - cos(Qmy1)
1 1

Déle je z tvaru rovnice vidét, Ze na jedné strané jsou proménné které jsou v manipuldtoru pied sférickym
zapéstim a na druhé strané za sférickym zapéstim. Pokud je ovSsem sférické zapésti na zacatku nebo na konci
fetézce, pak jsou vSechny neznamé soustiedéné na jedné strané rovnice. Pro dalsi feseni bude vyhodnéjsi,
aby jedna nezndmé byla na jedné strané a zbytek na strané druhé. Matice T?, _, se d4 rozepsat jako

0 o 0 m—1
Tm72 - Tl T Tm72

Pro m > 1 lze tedy obé strany prvniho tvaru vynasobit zleva matici (T(l))_l. Ziskavame tak tieti tvar

rovnic:

0 —O0m+1
0 -1 -1 | —dm+1 - sin(@mt1)
Tl . — TO TO . Tm+1 . + 12
m—2 dmfl ( 1) 6 ( 6 ) _dm+1 . COS(O{m+1) ( )
1 1

Posledni tvar rovnic vyuziva stejného principu pro druhou stranu. RozepiSeme matici (Tg’“)

() = (ot = (1) (o)

Druhy tvar rovnic tedy miiZeme piendsobit zleva matici T3 a tak ziskdvame &tvrty tvar rovnic:

0 —am+1
_ — 7dm - si m
A e B I I (13
dm—1 —dpy1 - €OoS(Qmy1)
1 1

Nyni muzeme pfistoupit k rozboru jednotlivych kombinaci architektur. Nejvetsi vliv ma na feSeni pocet
kloubu P, ¢im vice translacnich kloubu, tim je feSeni jednodussi. Zaéneme od nejjednodussi a budeme po-

stupovat ke slozitéjsim.

9.4 Sférické zapésti a tri translacni klouby

Jednd se o manipuldtory (RRR)PPP, P(RRR)PP, PP(RRR)P a PPP(RRR). Jedn4 se tedy o manipuldtory
se tfemi klouby R a tfemi klouby P, které jsme vyftesili difve.
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9.5 Sférické zapésti, dva translacni a jeden rotac¢ni kloub

V tomto manipuldtoru se jiz vyskytuje jeden rota¢ni kloub. Jednd se o manipuldtory (RRR)XXX, X(RRR)XX,
XX(RRR)X a XXX(RRR) kde XXX je z mnoziny {PRR, RPR, RRP}. Obecné se u vSech manipuldtoru
bude nejprve zkoumat, zda se nejednd o specidlni ptipad, kdy existuje v soustavé rovnice s pouze jednou
neznamou. V takovém piipadé okamzité ziskdavame jednu neznadmou a problém redukujeme na dvé rovnice o
dvou neznamych. Zaroven se také zkoumd, zda neexistuje rovnice bez neznamych - to znac¢i Spatné navrzeny
manipuldtor a tento problém se nefesi. Jiz u této relativné jednoduché architektury je vhodné volit tvar rov-
nic v zavislosti na pozici sférického zdpésti (tedy pozici kloubu m, prvniho ze ti{ rota¢nich kloubti (RRR)).
Vhodné volba tvaru pro nékteré pozice sférického zapésti zajisti, ze vzdy bude v soustavé existovat rovnice

s pouze jednou neznamou. Pouzité tvar jsou tedy:
e Sférické zapésti na pozici 1 nebo 2 - pouzit druhy tvar rovnic.
e Sférické zapésti na pozici 3 nebo 4 - pouzit prvni tvar rovnic.

Tyto volby tvaru rovnic nam zaruci, ze pokud je sférické zapésti na pozici 1 nebo 4, soustava bude vzdy
obsahovat rovnici s jednou nezndmou (pro validni manipuldtory s 6 stupni volnosti). Pokud se tedy v rovnici
jako jedind nezndmé vyskytuje proménnd d (posun translaéniho kloubu), ziskdvéme jedno feseni. V piipadé
ze se jedna o nezndmou @, v rovnici se tedy nachézi funkce sinus a cosinus. V takovém piipadé tedy nejprve

provedeme tzv. Weierstrassovu substituci (half-angle transformation) [1][2]:

tn@—»
an | o | =1

. 2z;
sin(6;) = g ;2
1—a?
s = T

Cimz problém pievedeme na kvadratickou rovnici. Po vyfeseni této rovnice ndm zbyvaji bud dvé linearni
rovnice, nebo dvé rovnice kde jedna nezndma je d a druha neznamd 6 se vyskytuje v ¢lenech se sinem a
cosinem. Obé lze vyjadienim jedné neznamé d z obou rovnic prevést na jednu rovnici, v pfipadé gonio-
metrickych funkei opét aplikujeme Weierstrassovu substituci a vyslednou linearn{ ¢i kvadratickou rovnici

vyfesime. Nakonec dofe$ime i posledni nezndmou.

V piipadé, ze se v soustavé nevyskytuje rovnice pouze s jednou nezndmou (nastdvé v piipadech, kdy
je stérické zdpesti na druhé nebo teti pozici), je tfeba rovnice upravit. Postup si ukdzeme na konkrétnim
prikladé, jednd se o manipuldtor RP(RRR)P, sférické zapésti je tedy na tfeti pozici. DH parametry « jsou

2 2 2 2
jsou:

0 z 3 3 = O} , DH parametry 6 pro transla¢ni klouby jsou nulové. Rovnice mimo sférické zapésti

—ag — ag cos(fg) — as cos(0s) — dig sin(bg) = Tei[l,4] + a1 Tei[1, 1] + di Tei[1, 3] — dia Tei[1, 3]
dk4 COS(QG) — Qa4 SiH(HG) — as sm(&b) = Tei[Q, 4] + aq Tei[Q, ].] + d1 Tei [2, 3} - dk2 Tei [2, 3}
dre — ds = Tei[3,4] + a1 Tei[3, 1] + di Tei[3, 3] — dia Tei[3, 3]

kde d;, a; jsou ptislusné DH parametry, dy; znaci ze se jednéd o parametr d pro rota¢ni kloub, tedy znamou

konstantu a T,[i,j] je i-ty tddek j-tého sloupce matice koncové polohy a rotace T, a nakonec T.; znacf
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. .. —1 . , . . , o .
invertovanou matici T, tedy T.; = (T.) . Nejprve upravime rovnice tak, aby na jedné strané rovnic se

¢leny sinus a cosinus byly pouze tyto ¢leny. Také sjednotime Cleny sinus a cosinus.

(—a4 — a5) 008(96) — dpa sin(t%) = Tei[l, 4] +aq Tei[l, 1] + dy Tei[l, 3] — dpo Tei[l, 3] + ag
dia COS(@G) + (—a4 — (15) Sin(96) = Tei[Q, 4] +aq Tei[Q, ].] + dy Tei[2a 3] — dpa Tei[2a 3]
dig — ds = Ty [3, 4] + a1 Te; [3, 1] + dq T@Z‘[?), 3] — dyo Tci[S; 3]

Zaméiime se zatim pouze na prvn{ dvé rovnice, umocnime je na druhou (pravé strany jsme pro zkraceni

zapisu oznacili jako x):

[(7@4 - CL5) COS(@(})]2 — dk4(70,4 — a5) COS(06) sin(96) + [dk4 Sin(96)]2 = (*1)2
[(—as4 — as) sin(0s)]* + dra(—as — as) cos(f) cos(g) + [dra sin(fs)]* = (%2)?

a secteme.

(—as — as)® + dia® = (x1)* + (x2)°

kde (%1)? + (*2)? je soucet druhych mocnin pravych stran, ziskdvdme tak kvadratickou rovnici s jedinou
nezndmou d;. VyfeSenim ziskame dvé feSeni neznamé d;. Nyni muzeme ziskat dvé feSeni g z prvni rovnice
(opét pomoci Weierstrassovy substituce) a ds z posledni rovnice. Tak ziskdvdme 4 fe§en{ rovnic mimo sférické
zapésti. Protoze jsme vsak pfi feSeni pouzili druhé mocniny, je nutnd kontrola feseni. Ta se ve vysledné funkci
provadi pomoci numerickych hodnot, vice o ni dale.

Diky vyuziti ruznych tvaru rovnic pro ruzné pozice sférického zapésti maji soustavy vzdy podobny tvar

(pokud jsou fesitelné) a umozni ndm odstranéni goniometrickych funkei umocnénim a se¢tenim.

9.6 Sférické zapésti, dva rotacni a jeden translacni kloub

zpusobem:
e Pro sférické zapésti na pozici 1 zvolime ¢tvrty tvar
e Pro sférické zapésti na pozici 2 zvolime druhy tvar
e Pro sférické zapésti na pozici 3 zvolime prvni tvar
e Pro sférické zapésti na pozici 4 zvolime tieti tvar

I zde plati jako dfive, ze pokud existuje rovnice bez neznamych, nema cenu soustavu fesit. Naopak najit

rovnici s pouze jednou neznamou je vyhodné, nejprve se tedy pokusime takovou rovnici nalézt. ReSeni si

opét ukdzeme na piikladé, jednd se o manipuldtor P(RRR)RR s parametry « [0 37” 5 00 3
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—Qag — Q4 COS(05 + 06) — as COS(QG) = Tei[l, 4] +a; Tei[l, 1] + d1 Tei[l, 3] + dkg Tei[l, 3]
—dga — dis — dge = Tei[2,4] + a1 Tei[2,1] + dy T2, 3] + dia Tei[2, 3]
—ay sin(95 + 96‘) — as sin(96) = Tei[?), 4] + aq Tei[?); 1] + dy Tei[?), 3] + dgo Tei[37 3]

7 druhé rovnice muzeme rovnou ziskat nezndmou d;, zaméfime se na prvni a tfet{ rovnici. Opét na jedné

strané ponechame pouze goniometrické cleny.

—Qay COS(95 + 96) — as COS(GG) = Tei[la 4] —+ a1 Tei[la 1] —+ dl Tei[L 3] + dkg Tei[L 3] + ae
—ay sin(95 =+ 96) — as sin(96) = Tei[?), 4] + a1 Tei[?), 1] +dqy Ty [3, 3] + dpo T; [3, 3]

Rovnice opét umocnime na druhou, pravou stranu pro zkraceni nahradime x.

[ag cos(05 + 06)]? + asay cos(0s + Og) cos(fs) + [as cos(0s)]* = %1
[as sin(Bs + 06)]* + asay sin(fs + 0g) sin(fs) + [as sin(fs)]* = %o

Po secteni a pouziti souc¢tovych vzorcu ziskdme

a2 + a2 + cos(s) cos(0s)* — cos(f) sin(Bs) sin(fg) + cos(fs) sin(fg)> + cos(bg) sin(fs) sin(bg) = (x1)% + (x2)?

Coz lze upravit na

a3 + a3 + cos(fs5) = (x1)* + (x2)?

Jelikoz neznamé z pravé strany uz zndme, muzeme jednoduSe vyfeSit a ziskdme 65. Nyni uz z jedné z
rovnic sta¢i dopocitat posledni nezndmou g. V piipadé, ze se v soustavé nenachazi rovnice pouze s jednou
nezndmou, bude feseni podobné, ale povede na feSeni polynomu 4. stupné. Opét si ukdzeme na piikladeé,
jednd se o manipuldtor se stejnym usporadanim kloubu jako ptredchozi, lisi se jen DH parametry «, které

jsou [w 37” 5 0 37“ 7|. Rovnice jsou nésledujici:

Tei[]-a 4] +a; Tei[]w 1] + dl Tei[]-7 3] - de Tei[17 3]
Tei[2,4] + a1 Tei[2,1] + di Te;[2, 3] — di2 Tei[2, 3]
Te; [3, 4] + a1 Ty [3, 1] +dqi T [3, 3] —dgo Ty [3, 3]

diy sin(0s) — as cos(bs) — ag + dis sin(fg) — ag cos(fs) cos(bg)

—dp4 cos(0s) — dis cos(0s) — as sin(fg) — aq cos(05) sin(bg)

dk6 — a4 sin(05)

Prvni dvé rovnice opét upravime, umocnime a secteme, dostavame tak:

2

a
—a42 sin(05)2 + % +2aq4as COS(95) + a52 + dk42 + 2dpa dis + dk52 = (*1)2 + (*2)2

T.; [3, 4] + a1 Ty; [3, 1] +dq Ty [3, 3] —dgo Te; [3, 3} = dye — a4 sin(05)

7 druhé rovnice lze vyjadiit dq
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. dre — a4 sin(95) — Tei[?), 4] —ai Tei[?), 1] + dio Tei[?), 3]

dy =
T.;[3,3]
a dosadit do pravé strany prvni rovnice. Ziskdvdme tak rovnici s nezndmou 65 v ¢lenech cos(fs), sin(6s)
. . o (2 . 1—x2 5 42 wre 2 . .
a sin(fs)?. Weierstrassovou substituci tak dostdvame cleny &, 225 a — "3 Rozsifenim celé rovnice
1427 142 (1+xZ)

(14 22)? tak mame polynom 4. fadu, ktery m4 4 fesen{. Poté mtizeme dopocitat nezndme d; a 0. Ziskdvame

tak 8 feseni rovnic mimo sférické zapésti, opét je tedy dulezita kontrola téchto Feseni.

9.7 Sférické zapésti a tfi rotacni klouby

Posledni a nejvice komplikovany piipad nastava, pokud jsou vSechny klouby v manipulatoru rotacni. Vsechny
neznamé jsou pak uhly 6 a nachdzi se v ¢lenech sinus a cosinus. Rovnice se velmi lisi v zavislosti na poloze
sférického zapésti. I pies pouziti ruznych tvart rovnic budeme muset problém rozdélit na dva piipady podle
polohy sférického zapésti. Nejprve rozdéleni tvarta rovnic:

e Pro sférické zapésti na pozici 1 zvolime ¢tvrty tvar
e Pro sférické zapésti na pozici 2 zvolime druhy tvar
e Pro sférické zapésti na pozici 3 zvolime prvni tvar
e Pro sférické zapésti na pozici 4 zvolime tieti tvar

Rozdéleni je tedy shodné jako pro piipad s jednim translaé¢nim kloubem. Pro vSechny piipady je princip
feseni shodny, konkrétni postup se ale lisi.

9.7.1 Sférické zapésti na pozici 1 a 4

Jako vzdy, nejprve se pokusime nalézt v soustavé rovnici s jedinou nezndmou. ReSeni si ukdzeme na piikladu

manipuldtoru (RRR)RRR s DH parametry « 37” 7 00 % O] Pro zkréceni zapisu pouzijeme notaci

sin(@i) = S;, COS(GZ‘) = ¢4, sin(@ + 03) = S(i+j)"

—a5 — a3 caqs) — as 5 = dg1 (Tei1,3] c6 — Tei[2,3] s6) + ag co + Teil,4] c6 — Tei[2,4] s6
—dp3z — dga — dis = di1 (Tei[2,3] c6 + Teil,3] s6) + as s6 + Tei[2,4] c6 + Tei[l,4] s6
—a3 Sa45 — a4 S5 = di + Tei[3,4] + diy Tei[3, 3]

Z druhé rovnice okamzité ziskavame 6s. U prvni a tfeti rovnice presuneme vSechny ¢leny s nezndmymi 64 a
05 na levou stranu, umocnime a se¢teme. Dostavame rovnici

a% + 2cqaz3a4 + ai = (*1)2 + (*2)2

Kde na pravé strané je vyraz obsahujici zndme konstanty a 6g, muzeme tedy vyfesit a ziskat 64. Posledni
neznamou ziskdme naptiklad z tfeti rovnice. Nyni se podivame na piipad, kdy rovnice s jednou neznamou

. . ’ ’ ~ 7 3 . . s 1.
neexistuje. To nastavéa napiiklad pro DH parametry o [7“ 5 0 m % 0]. Rovnice jsou nasledujic:
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di3 s5 — ag 5 — a5 + dra ss — agcq ¢5 = d1 (Tei[1,3] ¢ + Teil2,3] 56) + ag c6 + Tei[l,4] c6 + Teil2,4] s6
dis — a3 s4 = ag 56 — dg1 (Tei[2,3], c6 — Tei[l,3] s6) — Tei[2,4] c6 + Teil,4] s6
di3 cs + dia cs + a4 55+ az ca s5 = dpg — Te;[3,4] — din Tei[3, 3]

Postupujeme podobnym zpusobem jako v predchozim piipadé, vSechny rovnice upravime tak, aby na levé

strané byly pouze ¢leny s neznamymi 64 a 5. VSechny rovnice umocnime na druhou, prvni a tfet{ secteme.

2
a
(a3 04)2 + % +2asa4cy + a42 =+ dk32 + 2dp3 dia + dk42 = (*1)2 =+ (*3)2

(a3s4)” = (x2)?

Rovnice upravime:

2
a
(a3 C4)2 = (*1)2 + (*3)2 — (% +2aza4cy + CL42 + dk32 + 2dps dia + dk42)

(agsa)? = (x2)?

A secteme.

2
a
a3 = (x1)® + (x2)? + (%3)* — (% +2azascy + ag® + dps® + 2dpz dpa + dia?)

Nyni se podivame na vyrazy, které jsme doposud nahrazovali symbolem *. x3 obsahuje pouze zndmé proménné,

zaméiime se tedy na %1, xo, respektive jejich druhé mocniny.

(%1)% = [dir1 (Tei[l,3]) c6 + Tei[2,3] 56) + ag cs + Teill,4] s + Tei[2,4] 56 + as]?
(%2)% = [a6 56 — di1 (Tei[2,3],c6 — Tei[l, 3] 56) — Teil2,4] c6 + Tes[1, 4] s6]°

Rovnice upravime:

(*1)2 = [(ae + dleei[la 3] + Tei[l,lﬂ)CG + (dleei[27 3} + Tei[274])56 + a5]2
(x2)® = [(a + di1 Tei[1, 3] + Tes[1,4])s6 — (di1Tes[2, 3] — Tes[2,4])c6)”

V druhé rovnici tedy po umocnéni bude élen obsahujicf s2, ¢len s ¢2 a élen s sgcg. Prvni rovnice bude navic
obsahovat ¢len a2 a ¢leny s prvni mocinou sinu a cosinu 5. Po secteni se druhé mocniny sinu a cosinu

redukuji na jejich ¢itance a ¢leny obsahujici sinus i cosinus se navzajem odec¢tou. Rovnice

2
a
(¥1)% + (x2)” + (x3)* — (% +2azascq + as® + dys® + 2dpz dia + dis”)
tak tedy obsahuje ¢leny sg, cg v nejvyse prvni mocniné. Vratime se k rovnici

2

a
a3 = (x1)® + (x2)” + (%3)° — (% +2azay cq + ag® + dpz® + 2dps ds + dia®)
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Tuto rovnici upravime a pripojime druhou rovnici z puvodni soustavy.

2
a
2agascs = (%1)2 + (x2)% + (x3)> — (% + ag® + dys® + 2dis dis + dys?) — a
azsq = *2

Druhou rovnici rozsifime 2a4, obé poté umocnime a secteme.

2
a
(2a3a4)2 = [(*1)2 + (*2)2 + (*3)2 — (% + a42 + dk32 + 2d3 dig + dk42) — ag]Z =+ (2a4*2)2

Po provedeni Weirstrasssovy substituce tak ziskdvame polynom 4. fadu. Ziskdvame 4 feSeni neznamé 6g.
Nyni muzeme ziskat napiiklad 64 z druhé rovnice a nakonec 05 z tfeti rovnice. Dostavame tak 16 feSeni
rovnic mimo sférické zapésti, nékolikrat jsme ovSem mocnili, je tedy potifeba kontrola feSeni - maximalni

mozny pocet FeSeni pro tento manipulator je osm.

9.7.2 Sférické zapésti na pozici 2 a 3

Pokud je sférické zapésti na pozicich 2 a 3, je princip feSeni velmi podobny, je vSak nutno vyuzit nékterych

vlastnosti matice rotace. Nejprve specidlni piipad, kdy existuje rovnice s jednou nezndmou. Reseni ukédzeme

pro manipuldtor R(RRR)RR, s parametry o = [71 37” 5 07 71]:
—ag — a5 c6 — as C(5-6) = Tei[l,4] + dp1 Tei[1, 3] — dra Tei[1, 3] + a1 Tei[1, 1] e1 + ay Tei[1, 2] 51
as S5—6) — 556 = Tei[2,4] + dg1 Tei[2,3] — dia Tei[2, 3] + a1 Tei[2, 1] c1 + a1 Tei[2,2] 51
die — dis — dra = Tei[3,4] + di1 Tei[3, 3] — dia Tei[3, 3] + a1 Tei[3, 1] 1 + a1 Tei[3, 2] 51
7 posledni rovnice tedy muzeme ziskat 6. Déle zndmym zpusobem upravime prvni a druhou rovnici,

umocnime a sec¢teme.

a3 4 2csaqas + ai = (x1)% 4 (x2)?

Ziskavame 05. Posledni neznamou uréime napiiklad z prvni rovnice.
Pristoupime k posledni soustavé, piipad kdy je sférické zapésti na druhé nebo tieti pozici a v sou-
stavé neni rovnice s jednou nezndmou. Takovy manipuldtor je napitklad R(RRR)RR s parametry a =
3 ™ 3T .
|:’/T 5 b 0 5 7T:| :
dra s6 — a5 c6 — a6 + dis S6 — a4 c5¢6 = Teill,4] + dpy Tei[1, 3] — dpa Tei[1, 3] + a1 Tei[1, 1] e1 + a1 Tei[1,2] 51
—dpa c6 — dis 6 — a5 56 — ag 586 = Tei[2,4] + dp1 Tei[2, 3] — dia Tei[2,3] + a1 Tei[2,1] e1 + a1 Tei[2,2] 51
dig — ag 85 = T [3, 4] 4+ dg1 Tei [3, 3] —dgo Ty [3, 3] + a1 Ty [3, 1] c1 4 ap Ty [3, 2] S1

Nejprve pfesuneme Cleny bez neznamé 6 na pravou stranu.

dia Sg — a5 cg + dis Sg — a4 C5C6 = Tei[l, 4] + di1 Tei[l, 3] — dyo Tei[l, 3] “+ aq Tei[l, 1] c1+ ap Tei[l, 2] S1 + ag
—dpace — dis 6 — a5 56 — a4 C556 = Tei[2,4] + di1 Tei[2, 3] — dpa Tei[2,3] + a1 Tei[2,1] 1 + a1 Tei[2,2] 51
—aq 55 = Te;[3,4] + di1 Tei[3, 3] — dia Tei[3,3] + a1 Tei[3, 1] ¢1 + a1 Tei[3,2] 51 — die
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Vsechny rovnice umocnime a se¢teme.

ai + 2csaq4a5 + ag + di4 + 2dpadys + dis = (*1)2 + (*2)2 + (*3)2

Nyni prozkouméme pravou stranu. Po umocnéni bude v kazdé rovnici vyraz obsahujici s?, ¢? a s;¢1. Podivame

se nejprve na viechny vyrazy s c3:

(alTei[l, 1] 61)2 + (alTei [2, 1] 01)2 + (alTei[S, 1] 61)2

coz lze prepsat na

af[(Tes[1, 1)) + (Tei[2,1])% + (Tei[3, 1))

el

Prostiedn{ ¢len se dé také zapsat jako [(RE)™'[: 1}]T < (RY)71[:,1], coz se rovnd diky vlastnostem matice
rotace jedné. Plati tedy:
ai[(Teil1,1))* + (Tei[2,1])% + (Tei[3,1])]ef = afet

Podobné pro éleny s3:

(ale—[l, 2] 81)2 + (alTei[2, 2] 81)2 + (ale—[B, 2] 81)2

Stejnym zpusobem muzeme ziskat

(alTei[]-a 2] 81)2 -+ ((llTei[Q, 2] 81)2 -+ ((llTei[S, 2] 81)2 = G%S%

Cleny obsahujici s? a ¢? se ndm tedy redukuji na a?. Déle se podivdme na ¢leny, obsahujici s;c;:
y 1 1 y 1 Y,

202 Tei[1,2] Tei[1,1] c181 + 202 Tei[2, 2] Tei[2,1] c151 + 203 Tei[3,2] Tes[3,1] c151

Tedy

2 a%( Tei[L 2] Tei[la 1] + Tei [2, 2] Tei[2, 1] + Tei [3, 2] Tei [3, 1] )0181
Prostredni ¢len lze zapsat jako [(R§)™'[:, 2]]T ~(R2)71[:,1] coz se rovnd nule. Ve vyrazu (x1)? + (x2)% + (x3)?

se tedy nebudou nachézet vyrazy c?, s? ani c;s;. Rovnici

ai + 2cs5aqas5 + a% + di4 ~+ 2dgadis + dis = (x1)% 4 (%2)% + (%3)?

Tedy muzeme umocnit a na pravé strané se budou vyskytovat goniometrické ¢leny v nejvyssi mocniné 2.

Ptred umocnénim ale nejprve rovnici upravime a pfipojime tieti rovnici z puvodni soustavy.
2 2 2 2 2 2 2
2csaqa5 = (*1) + (*2) -+ (*3) —Qay —ay — dk4 — 2dpadys — dk5

—Q4 S5 = *3

Druhou rovnici rozsifime —2as
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2a4a5c5 = (*1)2 + (*2)2 + (*3)2 — aﬁ — ag — di4 — 2dpadys — di5

2a4as5 s5 = —2a5(*3)
Po umocnéni a secteni tak ziskdvame rovnici

(2a4a5)* = [(%1)? + (%2)* + (x3)* — af — a} — diy — 2djpadys — di5)* + [~2a5(x3)]?

Ktera po Weierstarssové substituci prejde na polynom 4. fddu. Zndme tak neznamou 61, jako dalsi muzeme

ziskat 05 z tfeti rovnice puvodni soustavy a nakonec 6g
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10 Implementace v Matlabu

Dalsim ukolem bylo implementovat diive uvedend feSeni jednotlivych architektur jako funkci v Matlabu.
Jelikoz je vzdy potfeba znat konkrétni tvar rovnic pro jejich vyteseni, bylo vyuzito knihovny symbolic math
toolbox [4]. Tato knihovna ndm umoziuje sestrojit symbolicky tvar rovnic a provadét tpravy potfebné pro
vyfeSeni.

Nevyhodou prace se symbolickym tvarem rovnic je rychlost. I pti dosazeni vSech zndmych konstant bylo
feseni prilis pomalé pro nasazeni v redlném cCase, to se zejména tyka architektur, které vedou na feSeni
polynomu 4. fddu. Pro nasazeni v redlném case tedy funkce misto konkrétnich hodnot vypise symbolické
predpisy pro jejich ziskani z prvku matice T..

To oviem vedlo na dalsf problém, opét kvili polynomu 4. f4du. Resen{ i jednoduchého polynomu 4. fadu
v symbolickém tvaru je velmi rozlozité, co se poctu znaku tyce. Pokud vezmeme v uvahu, Ze polynomy z
dloh byly rozlozité uz samy o sobé a k tomu bylo navic potfeba na zavér provést zpétnou Weierstrassovu
substituci, kterd pocet znaku feSeni doslova znékolikandsobila. Vznikala tak FeSeni, kterd méla statisice az
miliony znaku. S takovymi pfedpisy se nejen velmi obtizné manipuluje ale navic vznikaly neo¢ekavané chyby.

Pokud tedy feseni vede na Feseni polynomu 4. fadu, funkce nejprve vypiSe (stejnym zpusobem jako fesen{
jednotlivych kloubu) pfedpisy pro jednotlivé ¢leny polynomu a poté feSeni samotného polynomu, nyni uz

znacné zjednodusené. Pokud tedy mame polynom

4 3 2
T; + max; +max; +moex; +my =0

kde my - my jsou slozité vyrazy, pak jsou nejprve vypsany predpisy pro tyto vyrazy a poté feSeni vyse
uvedeného polynomu. To ndm umoznilo redukei feSeni na tisice znaku.

Jak je vidét z feseni jednotlivych rovnic, ¢asto se vyuziva umocnéni rovnice na druhou. To oviem muze
vést ke vzniku nespravnych treSeni. Na zavér je tedy tieba vSechna feSeni zkontrolovat. Pokud ma funkce
vratit symbolické feSeni, je do néj dosazeno a vyslednd numerickd feSeni jsou porovnana se zadanou matici
T., pomoci piimé kinematické tlohy. Pokud zadna matice T, neni zadana, vyuzije se matice polohy a rotace,
kterd vznikne pfi piimou kinematickou tlohou pfi nastaveni kloubu |1 1 1 1 1 1|. Nésleduje popis

hlavnich funkei.

10.1 Funkce DGM

Funkce DGM (zkratka z direct geometric model - pfimy geometricky model) je algoritmizace pfimé tlohy -
prechodu z kloubovych soufadnic na transformaéni matici pozice a rotace. Syntaxe volani funkce je

T_e = DGM(MOVE, JOINTS, DH)

Je tfeba zadat vektor nastaveni jednotlivych kloubu MOVE, typy jednotlivych kloubu (transla¢ni ¢i rota¢ni)
JOINTS a DH parametry DH. Nastaveni jednotlivych kloubu je jednoduSe posloupnost rotaci pro rotaéni
klouby ¢i translaci pro prismatické klouby, v poradi jak jsou v manipuldtoru od zdkladny ke koncovému
efektoru. Typy kloubu jsou reprezentovéany datovym typem string, kde R predstavuje rotaéni kloub a P
kloub prismaticky. Piipustné nastaveni kloubu je tedy napiiklad 'PPPRRR’. Nakonec matice DH parametri

ma nasledujici tvar:
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dy dy d3 dy ds dg
01 b 03 04 05 0O

aq as as Qy as Qg

DH =

Q] Qg Q3 Q4 Q5 Og

Vystupem je matice translace a rotace T,.

10.2 Funkce IGM

Funkce IGM (Inverse Geometric Model) je hlavni ndplni této prace. Vstupem jsou opét typy jednotlivych
kloubti, matice DH parametri a volitelné matice polohy a orientace T.. Vystup je podle zaddni bud
konkrétni, numerické, nastaveni jednotlivych kloubt pro dosazeni zadané matice, nebo symbolické predpisy

pro ziskani téchto nastaveni. Existuje nékolik moznosti jak funkci zavolat:
NUM = IGM(T_e, JOINTS, DH)

Vrati matici jednotlivych feSeni zpétné 1lohy pro zadany manipulator a matici T, NUM ve formédtu double.
Tato matice ma rozmeéry k£ x 6 kde k je pocet feseni. Z této matice jiz byla odstranéna piipadna nespravnd

a duplicitni feSeni, kterd vznikla v dusledku pouziti druhé mocniny pii feseni.
SYM = IGM(JOINTS, DH)

Pokud neni zaddna matice T, je manipuldtor vyfeSen obecné - symbolicky. Jako vysledek je tedy matice
predpisu pro jednotlivé feseni SYM. Prvni sloupec této matice ur¢uje jméno vyrazu, ktery vyjadiuji dalsi
sloupce. Rozmeéry se lisi v zavislosti na poctu feseni a na tom zda bylo nutné fesit polynom 4. fadu. Pro kon-
trolu se vyuzije matice, ktera vznikne zavoldnim funkce DGM se syntaxi DGM([1 1 1 1 1 1], JOINTS, DH).

[SYM, NUM] = IGM(T_e, JOINTS, DH)

Vraci jak numerické tvary reseni, tak symbolické. Vyhodné, pokud chceme znat symbolické predpisy a chceme

si urcit vlastni matici pro kontrolu feseni.

10.3 Interni funkce

Funkce IGM ke svému chodu vyuziva fadu internich funkei, které fesi ruzné problémy. Kratce se zminime
o nékterych z nich. Funkce IGM ma jako zdkladni pozadavek takové parametry «, jejichz sinus nebo cosi-
nus se rovnd nule. To je napiiklad cos(3). OvSem tento vyraz neni v matlabu nula ale néjaké velmi malé
cislo. Je tedy zapotiebi néjaka funkce pro zaokrouhleni na nulu, konkrétné v nasem piipadé je to funkce
ROUND2ZERO(NUM, THRESH), které ¢isla blizkd nule nahradi nulou. Jak blizka ¢isla 1ze definovat parametrem
THRESH. Tato funkce byla pozdéji rozsitena i na zaokrouhleni ¢isel blizkych 1 a -1, kde opét nastaval problém.

Dalsim problémem bylo uchovani v souc¢asnosti znamych feSeni. Na poc¢atku feSeni nelze jen podle tvaru
rovnic odhadnout pocet feseni, protoze ten zdvisi na konkrétnich DH parametrech [2]. Resen{ se tedy vkladaji
do matice feSeni pomoci funkce ADD_SOL (SOLUTIONS, NEW_SOL, NAME) kde SOLUTIONS je soucasnd matice
feSeni, NEW_SOL je feseni, ¢i vektor feseni které chceme pfidat a NAME je jméno vyfeSené proménné. Funkce
se sama postara o rozsiteni soucasné matice feseni a duplikaci pripadnych uz existujicich proménnych. Dale
v piipadé, ze feSeni je ve formeé struktury (jaké napiiklad solver vraci pfi vyfeSeni soustavy rovnic o nékolika

neznamych), tak se sdm postard o vlozeni vSech TeSeni a jejich sprdvné pojmenovéni (proménnd NAME jiz
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tedy neni potfeba). Diky tomu, Ze vSechna feSeni projdou touto funkci tak ji lze téz vyuzit k relativné
efektivnimu zpracovani symbolickych hodnot. Kupiikladu prejmenovani nékterych hodnot ve findlni matici
feSeni muze trvat az desitky vtetfin, pokud se v8ak piejmenovani provede v rdmci ADD_SOL pak se jednd o v
ramci celkového ¢asu béhu zanedbatelnou hodnotu.

Jako posledni funkci jesté zminime rozsiteni funkce symbolické knihovny matlabu SYMVAR(), tato funkce
vraci veSkeré symbolické proménné ve vyrazu, pro nase potieba bylo nékdy ovSem dulezité urcit pouze
proménné, které spliujf urcité parametry, respektive obsahuji néjaky znak. (naptiklad uréeni pouze nezndmych
0 nebo d). To zajistuje funkce D_SYMVAR(EXP, STRING) kterd vrati symbolické proménné z vyrazu EXP, které
obsahuji jeden ze znaku v STRING.
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11 Zhodnoceni vysledki

V této kapitole si ukazeme jak funkce pracuji a porovname jejich vystup s jiz spoc¢tenymi manipulatory z
predchozich kapitol. V osmé kapitole byl vyfesen manipulator se tfemi rota¢nimi a tfemi translacnimi klouby,
nyni vyzkousime jeho feSeni pomoci funkce. Nejprve je tfeba sestrojit matici kone¢né polohy a rotace pomoci
piimé ulohy. Zavolame tedy funkci

T_e = DGM([1 1 1 1 1 1], DH, JOINTS)

s piisludnymi parametry DH a rozlozenim kloubu joints. Zpétnou ilohu pak vyfesime voldnim funkce

[SYM, NUM] = IGM(T_e, DH, JOINTS).

Ukézka volani je zde, je mozno ovérit i zadané DH parametry a uspotadani kloubu.

(@) New to MATLAB? Watch this Video, see Demos, or read Getting Started. X
DH = B
1.0000 0 0 0 0 0 —
1] 0 1] 0 1] 0
1] 0 1] 0 1] 0
1] -1.5708 1] -1.5708 1.5708 1]
>> joints
joints =
RPPERP

>> T e = DGM([1 1 11 1 1], DH, joints)

T e =
0.8658 -0.4546 -0.2090 -1.0505
-0.2090 -0.7081 0.6745 1.2148

-0.4546 -0.5403 -0.7081 1.2919 |

0 0 0 1.0000 1

>>» [sym,num] = IGM(T_e, DH, joints)

sym =

[ t4,

[ ti,

[ t5,

[ dz2, {cos{tl)*sin{t4)*T_e{l, 4) - cos(t4)*sin(tl) "2 - cos(tl)“2*cos(td) +H

[ 43, —(cos(tl)*cos(t5)*T (1, 4) + cos{t5)*5in{t1)*T_e{2, 4) -

[ dé,

num =

1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000
-2.141¢ 1.0000 -1.0000 -1.0000 -2.141¢ 1.0000 L

& £

Obrazek 15: Prace s funkei, manipuldtor se tfemi P a tfemi R klouby.

Jak je vidét, ziskali jsme dvé matice. Prvni je matice SYM, ktera obsahuje symbolické predpisy pro ziskani
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jednotlivych kloubtu. Prvni sloupec obsahuje nézvy téchto kloubu, ti prestavuje uhel 6; a di predstavuje
posun d;. Dalsi sloupce jsou pak jednotliva feSeni. Vyfesené klouby jsou v takovém poradi, v jakém jsou
vyfeseny, také symbolicky zapis je pfimo kompatibilni s Matlabovskou syntaxi. Cas béhu (pomoci funkei tic
a toc) je 2.8768 vtefiny. Symbolické Feseni se na obrazovku celé neveslo, jedno ze dvou feSeni je zde:

t4

atan2((T_e(1, 2)°2 + T_e(2, 2)"2)°(1/2), -T_e(3, 2))
tl = atan2(-T_e(2, 2)/sin(t4), -T_e(1, 2)/sin(t4))
t5 = atan2(-T_e(3, 3)/sin(t4), -T_e(3, 1)/sin(t4))

d2 = (cos(t1)*sin(t4)*T_e(1, 4) - cos(td4)*sin(t1)"2 - cos(tl) "2*cos(t4)
+ sin(t1)*sin(t4)*T_e(2, 4) + cos(tl) 2*cos(t4)*T_e(3, 4)
+ cos(td4)*sin(t1) "2*xT_e(3, 4))/(cos(td)*cos(tl) "2 + cos(t4)*sin(tl)"2)

d3 = -(cos(t1)*cos(t5)*T_e(1l, 4) + cos(t5)*sin(t1)*T_e(2, 4)
- cos(tl)*cos(t4)*sin(t5)*T_e(2, 4)
+ cos(t4)*sin(t1)*sin(t5)*T_e(1, 4))/(cos(t4)*sin(t5)*cos(tl) "2
+ cos(t4)*sin(t5)*sin(t1)"2)

dé = (cos(t1)*T_e(1, 4) + sin(t1)*T_e(2, 4))/(cos(td)*sin(t5)*cos(tl) "2
+ cos(t4)*sin(t5)*sin(t1)"2)

Pokud médme matici T_e tak vySe uvedeny skript ziskd vSech 6 kloubu. Nyni se podiviame na matici feseni

pro konkrétni matici polohy a rotace, vzniklou posunem a rotaci kloubu o jednu jednotku. NUM:

1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000
-2.1416 1.0000 -1.0000 -1.0000 -2.1416 1.0000

Tato matice obsahuje jednotliva feSeni jako své fadky. Tyto jsou jiz sefazeny tak, jak vystupuji v mani-
puldtoru. Jak je vidét, nalezend feseni odpovidaji nasim dfive vypoctenym.

Jako dalsi je manipuldtor se sférickym zapéstim z kapitoly 9. Pfimou dlohu provedeme stejnym piikazem,
jen zménime DH parametry a usporadéani kloubu. Zpétnou ulohu tentokrat nebudeme pozadovat symbolicky,
vysledek je jiz ponékud rozlozity. Zatimco pii nasem vypoctu jsme mohli vyuzit geometricky ndhled a vypocet
si zjednodusit, v algoritmu je tieba pocitat s velmi obecnym tvarem rovnic, ktery lze konzistentné vypocitat
pro vice druht manipulatoru. Funkci pro zpétnou ilohu tedy zavolame napiiklad pitkazem

IGM(DGM([1 1 1 1 1 1], DH, joints),DH , joints).

Ukéazka vystupu je zde:
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5 ———

(D New to MATLAB? Watch this Video, see Demos, or read Getting Started. X
>> DH
DH =
1.0000 0 1] 1.0000 1] 1.0000
1] 0 1] 0 1] 0
0 1.0000 0 o] 0 o]
1.5708 0 1.5708 -1.5708 1.5708 0
>> joints
joints =
RRREERE

>» IGM(DGM([1 1 1 1 1 1], DH, Jjoints), DH, Jjoints)

ans =
1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000
—-2.141¢ 2.7124 1.0000 -1.6%81 0.7550 0.3095
1.0000 0.4292 2.141¢ 1.4435 0.7550 0.3085
-2.141¢6 2.1416 2.141¢6 -2.1416e 1.0000 1.0000
1.0000 1.0000 1.0000 -2.141¢ -1.0000 -2.141¢
—-2.141¢ 2.7124 1.0000 1.4435 —0.75950 -2.8321
1.0000 0.4292 2.141¢ -1.6981 -0.7550 -2.8321
-2.141¢6 2.1416 2.141¢6 1.0000 -1.0000 -2.1416e
fx >> |

Obrazek 16: Prace s funkci, manipuldtor se sférickym zapéstim.

Vystup je tedy matice vysledku, fadky jsou jednotliva nastaveni pro dosazeni pozadované polohy a rotace.
Cas béhu je tentokrat 6.3804 vtefiny a hod{ se poznamenat, ze obecné je ¢as béhu velmi variabilni. Zalezd
na typu manipulédtoru, slozeni kloubu, konkrétnich parametrech a pozadovaném vystupu. Pro nejjednodussi
manipulator se tfemi P a tfemi R klouby a ¢&iselny vystup je ¢as béhu zhruba vtefina. Pro nejobtiznéjsi
piipad manipuldtoru RRRRRR s takovymi DH parametry, které vedou na polynom 4. fadu a symbolickym
vystupem je Cas chodu v fddu desitek vtefin. Nejvétsi brzdou je pak prace se samotnou matici vysledku,

kterd mé velké mnozstvi znaku.
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[ 1.0000  1.0000 1.0000  1.0000 1.0000 1.0000
—2.1420 2.7120 1.0000 —1.6980  0.7950 0.3095
1.0000 0.4292 2.1420 1.4430 0.7950 0.3095
—2.1420 2.1420 2.1420 —-2.1420 1.0000 1.0000
1.0000 1.0000 1.0000 —2.1420 —1.0000 —2.1420
—2.1420 2.7120 1.0000 1.4430 —0.7950 —2.8320
1.0000 0.4292 2.1420 —-1.6980 —0.7950 —2.8320
| —2.1420 2.1420 2.1420 1.0000 —1.0000 —2.1420|

Je tfeba mit na paméti, ze vystup funkce jsou jen validn{ vysledky, které prosly kontrolou (dosazeni do piimé
tlohy a porovnani vysledné matice polohy a rotace).

Na prvni pohled se muze zdat matouci, ze v zdvislosti na vystupu (symbolicky nebo numericky) jsou
vysledky bud sloupce nebo fddky. U numerického vysledku se piedpoklddd okamzité dalsi pouziti (napiiklad
ve funkci DGM nebo nastaveni polohy manipuldtoru). Symbolicky vystup je pfipraven pro pouziti v dalsim
skriptu nebo funkci. Jelikoz se skript vyhodnocuje vertikalné, je lepsi mit jednotlivé pfedpisy pod sebou.

Funkce byla otestovana na nékolika vyfeSenych manipulatorech, dale se hrubou silou vygenerovalo zhruba
osm tisic architektur. Zde jiz nebylo mozné kazdou podrobné zkoumat, testovalo se tedy pouze, zda funkce
vrati vysledek (diky kontrole bude tento spravny) a nebo piislusné varovani v piipadé spatné navrzeného ma-
nipuldtoru (pii generovani hrubou silou vétsina). Vzhledem k mnozstvi parametru pro definici manipulétoru,
kdy je nékolik desitek moznosti usporaddni kloubt, 24 DH parametru a nespocet matic koncové polohy a
rotace, je obtizné vyloucit, ze se funkce nékdy nebude chovat nestandardné.

Déle je vétsinou ndrocéné ze symbolického vysledku urécit, kdy nebude mit smysl (déleni nulou atd.). Je
tedy vhodné zvl4st vyfesit pro manipuldtor tlohu pracovniho prostoru a nalézt singuldrni polohy. Dalsi
moznosti je dosazovat do vysledku ve struktufe try/catch - piipadné chyby jsou zpusobeny singuldrnimi

polohami.
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12 Zavér

Tato préce se zabyva reSenim piimé a zpétné kinematické ulohy pro sériové manipulatory, zejména pak auto-
matizaci tohoto feSeni v ramci Matlabovské funkce. Cilem tedy bylo vyresit prechod od kloubovych souradnic
na polohu a rotaci koncového efektoru a zpét. Resen{ se omezuje na neredundantni sériové manipultory se
Sesti stupni volnosti. Konkrétné se jedna o manipulatory se tfemi rota¢nimi a tfemi transla¢nimi klouby a
manipulatory se sférickym zapéstim v libovolné ¢asti kinematického fetézce. V prubéhu feseni se dale urcilo
omezeni na pravouhlé manipulatory, jejichz klouby a ramena jsou navzijem kolmé nebo rovnobézné.

V druhé kapitole je pfedstavena struktura obecného manipuldtoru a vysvétleny dulezité pojmy z robo-
tiky, se kterymi tato prace pracuje. V dalsi kapitole je zavedena notace pro reprezentaci polohy a rotace
pouzivand pro urceni jednotlivych kloubt a ramen v prostoru. Pro srovnani jsou uvedeny jesté alterna-
tivni moznosti uréeni rotace. Ve ¢tvrté a paté kapitole jsou vysvétleny imluvy pro transformaci souradnych
systému, vyuzivané pro popis manipuldtoru. Jedna se o Khalil Kleinfingerovu imluvu a Denavit Hartenber-
govu umluvu, kterd je pouzivané pro popis manipulatoru v této praci i ve vysledné funkci. V dalsich kapitolach
je pak vysvétlena pfimé a zpétnd kinematicka tiloha pro obecné manipuldtory. Zpétna tloha je poté rozve-
dena pro konkrétni architektury, feSené ve funkci. Jsou prozkouméany vSechny varianty rovnic které mohou
nastat a ty, které vedou na validni manipulatory, jsou vyfeseny. V zavéru prace jsou predstaveny funkce, které
implementuji uvedend feSeni, v kratké uzivatelské piirucce. Také jsou prestaveny nékteré zajimavé interni
funkce, dulezité pro hlavni algoritmus. Nakonec je funkce otestovana na diive feSenych manipuldtorech, coz
nam umoznilo ovérit spravnost feseni.

Funkce pracuji uspokojivé, pfimé tloha je pro sériové manipuldtory trivialni, nebylo s ni tedy mnoho
problému. Zpétnd tloha pak vyzadovala pouziti postupu, které znemoziuji béh funkce v redlném case.
Pristoupilo se tedy k alternativnimu vystupu, kdy funkce misto konkrétnich hodnot uréi predpis pro ziskani
téchto hodnot pomoci Matlabu. Pro nékteré architektury je ovSem i tento vystup natolik komplikovany, ze

je tfeba zvazit pripadné nasazeni numerickych algoritmu pro chod v redlném case.

51



A Priloha - help pro funkce IGM a DGM

DGM

DGM resi primou geometrickou ulohu pro 6 DOF manipulator s DH parametry.
T_END = DGM(MOVE, DH, JOINTS) vrati matici koncove polohy a rotace
T_END pro Denavit-Hartenbergovy parametry DH, nastaveni kloubu JOINTS a
vektor pohybu MOVE.

Matice T_END je matice koncove polohy a rotace ve tvaru [ROT, TRAN; 0 0 O 1]
kde ROT je ortonormalni matice rotace, TRAN je vektor polohy koncoveho
bodu. DH jsou Denavit-Hartenbergovy parametry ve tvaru

[DH_D; DH_THETA; DH_A; DH_ALPHA], jednotlive radky jsou parametry pro
prislusne klouby 1-6. Vektor joints urcuje slozeni jednotlivych kloubu
manipulatoru, ’R’ predstavuje rotacni kloub, ’P’ predstavuje translacni
kloub. Pripustne nastaveni je tedy napriklad JOINTS = [’PPPRRR’]

Vektor pohybu MOVE je nastaveni jednotlivych translacnich a rotacnich
kloubu, napriklad pro manipulator s klouby [’RRRRRR’] vektor
MOVE = [pi pi pi pi pi pil; predstavuje otoceni vsech kloubu o uhle pi.

IGM

IGM Inverzni geometricka uloha pro 6 DOF manipulator s Denavit-Hartenbergovymi
parametry

IGM(T_END, DH, JOINTS) vrati potrebne nastaveni kloubu pro dosazeni

koncove polohy T_end v manipulatoru s Denavit-Hartenbergovymi parametry

DH a usporadanim kloubu JOINTS.

IGM(DH, JOINTS) vrati symbolicke predpisy pro sestrojeni vyse uvedenych
nastaveni. Protoze je nutna numericka kontrola je jako matice T_END

pouzita koncova poloha pri nastaveni kloubu [1 1 1 1 1 1]

[SYM, NUM] = IGM(T_END, DH, JOINTS) vraci numericke nastaveni kloubu
NUM i symbolicke predpisy SYM

Matice T_END je matice koncove polohy a rotace ve tvaru [ROT, TRAN; 0 0 0 1]
kde ROT je ortonormalni matice rotace, TRAN je vektor polohy koncoveho
bodu. DH jsou Denavit-Hartenbergovy parametry ve tvaru

[DH_D; DH_THETA; DH_A; DH_ALPHA], jednotlive radky jsou parametry pro
prislusne klouby 1-6. Vektor joints urcuje slozeni jednotlivych kloubu
manipulatoru, ’R’ predstavuje rotacni kloub, ’P’ predstavuje translacni
kloub. Pripustne nastaveni je tedy napriklad JOINTS = [’PPPRRR’]

Funkce resi manipulatory s prave tremi rotacnimi a prave
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tremi translacnimi klouby, nebo manipulatory obsahujici sfericke
zapesti na jekekoliv pozici retezce. Sfericke zapesti jsou tri rotacni
klouby j-1, j, j+1 za sebou, kde plati ze DH_A(j-1) = O, DH_A(j) = O,
DH_D(j) = 0.

Uloha je obecne resitelna pro jakekoliv nastaveni parametru DH_THETA a
DH_ALPHA, tato funkce ale resi pouze pripady kdy vsechy parametry theta
a alpha jsou cele nasobky pi/2, respektive kdyz sinus a cosinus techto

parametru je z mnoziny (-1, 0, 1).

Pri zadani manipulatoru, ktery neni validni, nalezeni singularni polohy
nebo spatnem zadani parametru jsou vraceny prazdne promenne a vypsano

prislusne varovani.
POZOR! pro nektere manipulatory muze byt doba chodu funkce relativne

dlouha (vice nez minutu). Symbolicky vystup muze byt v radu az tisicu

znaku.
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