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Anotace

Hlavním cílem diplomové práce bylo vytvo°ení modulu v jazyce XML zakompono-
vatelného do programu Agros2D. Tento modul roz²i°uje program Agros2D o schopnost
modelování vysokofrekven£ních za°ízení, kterými se dominantn¥ ²í°í transverzáln¥
magnetické (TM) vlny.
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Abstract

The objective of the master's thesis was creation of modul in XML language
intagrable into Agros2D application. The module extends the capabilities of Agros2D
by high frequency devices modeling in which is dominant transverse magnetic (TM)
waves propagation.
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Seznam symbol· a zkratek

KTE . . . . . . . . . . Katedra teoretické elektrotechniky
FDM . . . . . . . . . Finite Di�erence Method
FEM . . . . . . . . . . Finite Element Method
TE . . . . . . . . . . . . Transverzáln¥ elektrický
TEM . . . . . . . . . Transverzáln¥ elektromagnetický
TM . . . . . . . . . . . Transverzáln¥ magnetický
XML . . . . . . . . . Extensible Markup Language

n . . . . . . . . . . . . . normálový vektor
v . . . . . . . . . . . . . testovací funkce

H [A ·m−1] intenzita magnetického pole
E [V ·m−1] intenzita elektrického pole
D [C ·m−2] elektrická indukce
B [T,W ·m−2] magnetická indukce
J [A ·m−2] proudová hustota
N [W ·m−2] Poynting·v vektor
ρ [C ·m−3] objemová hustota náboje
ε [F ·m−1] permitivita
εr [-] relativní permitivita
ε0 [F ·m−1] permitivita vakua
µ [H ·m−1] permeabilita
µr [-] relativní permeabilita
µ0 [H ·m−1] permeabilita vakua
γ [S−1] m¥rná elektrická vodivost
ω [rad · s−1] úhlová frekvence
k [m−1] konstanta ²í°ení
f [Hz] frekvence
Z [Ω] vlnová impedance
α [rad ·m−1] m¥rný útlum
β [dB ·m−1] fázová konstanta
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1 Úvod

P°edkládaná diplomová práce má za cíl roz²í°it program Agros2D, vyvíjený na
Kated°e teoretické elektrotechniky, o modul umoº¬ující modelování vysokofrekven£-
ního elektromagnetického pole. Modul obsahuje upravené p°edpisy a rovnice pot°ebné
pro výpo£et veli£in pole, ve kterém se dominantn¥ ²í°í transverzáln¥ magnetické (TM)
vlny. V rámci práce je také dopln¥n jiº d°íve vytvo°ený modul pro vlny transverzáln¥
elektrické (TE). Práce také shrnuje obecné poznatky v oblasti vysokofrekven£ního elek-
tromagnetického pole a pokládá teoretický základ pro následnou tvorbu modulu.

Postup p°i návrhu spo£ívá v odvození bilineárních a lineárních £len· integrálních
tvar· (tzv. slabých forem) vlnových rovnic. P°edpokladem simulace je ²í°ení harmonic-
kého pole, proto není °e²ena samotná vlnová rovnice, ale p°echází se k °e²ení rovnice
Helmholtzovy. Odvození slabých forem je v¥nována kapitola 4.1. Odvození vlnové rov-
nice, Helmholtzovy rovnice a teorii ²í°ení elektromagnetických vln se potom v¥nuje
kapitola 2.

Okrajovými podmínkami p°edepisujícími chování funkce, nebo derivace funkce, na
hranicích °e²ené oblasti se zabývá kapitola 4.2 a její výsledky p°edstavují dal²í £lánek
k vytvo°ení modulu. V tomto stádiu by modul byl jiº tém¥° schopný dávat výsledky
pro základní po£ítanou veli£inu a to intenzitu magnetického pole H . Moºnosti výpo-
£tu a vizualizace dal²ích navázaných veli£in dopl¬uje postprocesor, jemuº je zasv¥cena
kapitola 4.3.

To, jak funguje metoda kone£ných prvk·, na které je postaveno vlastní výpo£etní
jádro Agrosu, pro£ se rovnice musejí upravit do slabých formulací, a jak se následn¥
zapisují do modulu v jazyce XML, uvádí kapitola 3.

Bezchybnou funkci modulu dokazuje kapitola 4.4.1, a to srovnáním s komer£ním
programem Comsol, který je povaºován za referen£ní. V kapitole 4.4.2 jsou ilustrovány
moºnosti vyvinutého modulu na modelu kónické antény, kterou se ²í°í transverzáln¥
magnetické vlny.
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2 �í°ení vysokofrekven£ního elektromagnetického
pole

Kaºdé nestacionární elektromagnetické pole má charakter elektromagnetické vlny,
která se ²í°í prost°edím. Toto pole lze popsat veli£inami vztahujícími se k jednotlivému
elektrickému a magnetickému poli:

E [V ·m−1] intenzita elektrického pole,
D [C ·m−2] elektrická indukce,
H [A ·m−1] intenzita magnetického pole,
B [T] magnetická indukce.

Vztahy mezi jednotlivými veli£inami lze vyjád°it pomocí základních zákon· elek-
tromagnetického pole - soustavy Maxwellových rovnic v diferenciálním tvaru:

rot H = J +
∂D

∂t
, (2.1a)

rot E = −∂B
∂t

, (2.1b)

divD = ρ, (2.1c)
divB = 0, (2.1d)

kde J [A ·m−2] je vektor proudové hustoty a ρ [C ·m−3] objemová hustota náboje.

Vztahy mezi vektorem indukce (D, B) a vektorem intenzity pole (E, H) lze
potom vyjád°it:

D = εE = ε0εrE, (2.2a)
B = µH = µ0µrH , (2.2b)

kde ε0 [F ·m−1] je permitivita vakua, εr relativní permitivita prost°edí nebo materiálu,
µ0 [H ·m−1] permeabilita vakua a µr relativní permeabilita prost°edí nebo materiálu.

Pro harmonicky prom¥nné pole lze Maxwellovy rovnice p°epsat do frekven£ní obla-
sti pomocí symbolicko-komplexní metody, nahrazením derivace ∂/∂t za jω a dosazením
2.2a a 2.2b:

rot H = J + jωεE, (2.3a)
rot E = −jωµH , (2.3b)

div(εE) = ρ, (2.3c)
div(µH) = 0. (2.3d)

Vý²e uvedené rovnice platí v nepozm¥n¥né podob¥ pro lineární, homogenní, izo-
tropní prost°edí. Lineární znamená, ºe ε, µ a γ nejsou závislé na veli£inách pole, ho-
mogenní ºe ε, µ a γ nejsou závislé na prostorových sou°adnicích a izotropní ºe ε, µ a γ
nejsou závislé na sm¥ru vektor· veli£in pole. Veli£ina γ je m¥rná vodivost s jednotkou
S ·m−1. [5]
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2.1 Vlnová rovnice

Vlnová rovnice pro vektor E

Popsat elektromagnetické vln¥ní lze velmi dob°e pomocí vlnové rovnice odvodi-
telné z Maxwellových rovnic v diferenciálním tvaru. Pouºijeme 2.1a (první Maxwellovu
rovnici), ale budeme uvaºovat, ºe krom¥ indukovaného proudu J se v oblasti nachází
také proud vnucený vn¥j²ím zdrojem J ext. Výsledkem bude modi�kace rovnice 2.1a na:

rot H = J +
∂D

∂t
+ J ext. (2.4)

Na levou stranu rovnice 2.4 dosadíme za H výraz z 2.2b. Na pravou stranu dosadíme
za J = γ ·E, γ [S ·m−1] a za D výraz z 2.2a:

1

µ
rot B = γE + ε

∂E

∂t
+ J ext (2.5a)

rot B = µγE + µε
∂E

∂t
+ µJ ext. (2.5b)

Na 2.1b (druhou Maxwellovu rovnici) pouºijeme operaci rotace:

rot rot E = − ∂

∂t
rot B (2.6)

Za výraz rot B na pravou stranu rovnice dosadíme 2.5b:

rot rot E = − ∂

∂t

(
µγE + µε

∂E

∂t
+ µJ ext

)
. (2.7)

Na levou stranu rovnice pouºijeme vztah vektorové identity rot rot E = grad div E +
−4E, pravou stranu rovnice roznásobíme:

grad div E −4E = −µγ∂E
∂t
− µε∂

2E

∂t2
− µ∂J ext

∂t
. (2.8)

Z 2.1c (t°etí Maxwellovy rovnice) dosadíme za div E výraz ρ/ε. Na pravou stranu rov-
nice p°esuneme zdrojové funkce elektromagnetického pole. Výsledkem je zobecn¥ná
nehomogenní vlnová rovnice pro vektor E:

4E − µγ∂E
∂t
− µε∂

2E

∂t2
= grad

ρ

ε
+ µ

∂J ext
∂t

. (2.9)

Pokud na dané prost°edí nep·sobí vn¥j²í zdroje (ρ = 0 a J ext = 0), je pravá strana
nulová a rovnice p°echází do tvaru zobecn¥né homogenní vlnové rovnice pro
vektor E:

4E − µγ∂E
∂t
− µε∂

2E

∂t2
= 0. (2.10)
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Vlnová rovnice pro vektor B

Postup p°i odvozování vektoru magnetické indukce B se p°íli² neli²í od odvození
vektoru intenzity elektrického pole E . Z 2.4 (modi�kované první Maxwellovy rovnice)
op¥t vyjád°íme 2.5b (rot B). Na rovnici poté pouºijeme operaci rotace:

rot rot B = µγrot E + µε
∂rot E

∂t
+ µrot J ext. (2.11)

Na levou stranu rovnice pouºijeme vztah vektorové identity rot rot E = grad div E −
4E, za výraz rot E na pravé stran¥ dosadíme 2.1b (druhá Maxwellova rovnice):

grad div B −4B = −µγ∂B
∂t
− µε∂

2B

∂t2
+ µrot J ext. (2.12)

Nakonec dosadíme z 2.1d (£tvrté Maxwellovy rovnice) div B = 0 a zdrojové funkce
elektromagnetického pole op¥t p°esuneme na pravou stranu. Získáme nehomogenní
vlnovou rovnici pro vektor B:

4B − µγ∂B
∂t
− µε∂

2B

∂t2
= −µrot J ext. (2.13)

Pokud na dané prost°edí nep·sobí vn¥j²í zdroje (ρ = 0 a J ext = 0), je pravá strana
nulová a rovnice p°echází do tvaru homogenní vlnové rovnice pro vektor B:

4B − µγ∂B
∂t
− µε∂

2B

∂t2
= 0. (2.14)

Vlnové rovnice pro vektory D a H

Podobné rovnice platí také pro vektory elektrické indukce D a intenzity magne-
tického pole H . �leny E a B rozepí²eme podle vztahu 2.2a, resp. 2.2b a rovnice 2.9 a
2.13 tak vyjád°íme pro vektory D a H :

4D
ε
− µγ ∂

∂t

D

ε
− µε ∂

2

∂t2
D

ε
= grad

ρ

ε
+ µ

∂J ext
∂t

, (2.15a)

4(µH)− µγ ∂
∂t

(µH)− µε ∂
2

∂t2
(µH) = −µrot J ext. (2.15b)

Rovnici 2.15a následn¥ vynásobíme konstantou ε a rovnici 2.15b vyd¥líme konstantou
µ, £ímº zjednodu²íme jejich vyjád°ení:

4D − µγ∂D
∂t
− µε∂

2D

∂t2
= grad ρ+ µε

∂J ext
∂t

, (2.16a)

4H − µγ∂H
∂t
− µε∂

2H

∂t2
= −rot J ext. (2.16b)

Vý²e uvedené nehomogenní rovnice 2.16 p°ejdou p°i J ext = 0 a ρ = 0 do rovnic
homogenních stejn¥ jako 2.10 a 2.14 (pravá strana rovnic bude rovna 0). [6]

- 7 -



Modelování vf za°ízení Luká² Brtna 2013

2.2 Helmholtzova rovnice

Úpravou vlnové rovnice pro harmonicky prom¥nné (jω) pole ve frekven£ní oblasti
vznikne tzv. Helmholtzova rovnice, pojmenovaná podle n¥meckého fyzika Hermanna
Ludwiga Helmholtze.

Helmholtzova rovnice pro fázor vektoru E

Aplikací Fourierovy transformace na 2.9 (nehomogenní vlnovou rovnici pro vektor
E) a pouºitím symbolicko-komplexní metody, lze rovnici zapsat ve form¥:

4E − jωµγE − j2ω2µεE = grad
ρ

ε
+ jωµJ ext (2.17)

a následn¥ jí malou úpravou (vytknutím) p°epsat jako:

4E − jωµ(γ + jωε)E = grad
ρ

ε
+ jωµJ ext. (2.18)

Pro dal²í krok je pot°eba zavést konstantu ²í°ení k = ±
√
−jωµ(γ + jωε). Substituce

potom rovnici zjednodu²í na:

4E + k2E = grad
ρ

ε
+ jωµJ ext. (2.19)

Tato rovnice se ozna£uje jako nehomogenní Helmholtzova rovnice (pro E).

Pro oblast bez vn¥j²ích zdroj· (ρ = 0, J ext = 0) lze tuto rovnici zjednodu²it do
tvaru homogenní Helmholtzovy rovnice (pro E):

4E + k2E = 0. (2.20)

Helmholtzova rovnice pro fázor vektoru B

Podobn¥ se postupuje i pro vyjád°ení B. Aplikací Fourierovy transformace na
2.13 (nehomogenní vlnovou rovnici pro vektor B) a pouºitím symbolicko-komplexní
metody, lze rovnici zapsat ve form¥:

4B − jωµγB − j2ω2µεB = −µrot J ext (2.21)

a následn¥ jí malou úpravou (vytknutím) p°epsat jako:

4B − jωµ(γ + jωε)B = −µrot J ext. (2.22)

Zavedení konstanty ²í°ení k = ±
√
−jωµ(γ + jωε) potom rovnici zjednodu²í na:

4B + k2B = −µrot J ext. (2.23)

Tato rovnice se ozna£uje jako nehomogenní Helmholtzova rovnice (pro B).

Pokud v regionu nejsou p°ítomny vn¥j²í zdroje (ρ = 0, J ext = 0) lze tuto rovnici
zjednodu²it do tvaru homogenní Helmholtzovy rovnice (pro B):

4B + k2B = 0. (2.24)
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Helmholtzovy rovnice pro fázory vektor· D a H

Stejn¥ jak tomu bylo u vlnových rovnic, podobné rovnice platí také pro fázory
vektor· elektrické indukce D a intenzity magnetického pole H . �leny E a B roze-
pí²eme podle vztahu 2.2a, resp. 2.2b a rovnice 2.19 a 2.23 tak vyjád°íme pro fázory
vektor· D a H :

4D
ε

+ k2D

ε
= grad

ρ

ε
+ jωµJ ext, (2.25a)

4(µH) + k2(µH) = −µrot J ext. (2.25b)

Rovnici 2.25a následn¥ vynásobíme konstantou ε a rovnici 2.25b vyd¥líme kostatnou
µ, £ímº zjednodu²íme jejich vyjád°ení:

4D + k2D = grad ρ+ jωµεJ ext, (2.26a)

4H + k2H = −rot J ext. (2.26b)

Vý²e uvedené nehomogenní rovnice 2.26 p°ejdou p°i J ext = 0 a ρ = 0 do rovnic
homogenních stejn¥ jako 2.20 a 2.24 (pravá strana rovnic bude rovna 0). [3]

Konstanta k [m−1], zavedená vý²e, je de�nována jako konstanta ²í°ení, nebo také
vlnové £íslo. Odráºí existenci materiálových parametr· prost°edí, ve kterém se vlna ²í°í.
Konstanta je závislá na permitivit¥, permeabilit¥, konduktivit¥ a také na frekvenci. Pro
prost°edí s nulovou vodivostí γ rovnice vypadá takto:

k = ω
√
µε. (2.27)

Vlnová impedance

Dal²ím parametrem, kterým je moºné popsat ur£ité prost°edí, je vlnová impedance
Z [Ω]:

Z =
ωµ

k
=

√
jωµ

jωε+ ω
. (2.28)

Vlnová impedance je obecn¥ komplexní veli£inou popisující pom¥r mezi intenzitou elek-
trického pole E a intenzitou magnetického pole H:

Z =
E

H
. (2.29)

Ve volném prostoru je vlnová impedance rovna tzv. vlastní (intrinsické) impedanci:

Z0 = η0 =

√
µ0

ε0

= 377Ω (2.30)

[12] .
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2.3 �í°ení vln pomocí vlnovod· a vedení

2.3.1 Vlnovody

První my²lenka zabývající se moºností ²í°ení elektromagnetických vln uvnit° duté
trubice vznikla jiº roku 1893 a stál za ní britský matematik a fyzik Oliver Heaviside.
Tuto my²lenku nicmén¥ vzáp¥tí odmítá, protoºe v¥°í, ºe elektromagnetickou energii
nelze p°ená²et bez pomoci dvou vodi£·. O £ty°i roky pozd¥ji, roku 1897, tuto otázku
p°ezkoumává jiný britský fyzik, Lord Reyleigh. A matematicky dokazuje, ºe ²í°ení
elektromagnetických vln dutou trubicí je moºné, a to jak pro vlnovody s kruhovým,
tak pravoúhlým pr·°ezem. [7]

Obr. 2.1: Vlnovod masivn¥j²í konstrukce pro ²í°ení vln o niº²í frekvenci (okolo 1 GHz)

Výhodou vlnovod· je jejich nízký útlum a schopnost p°ená²et vysoké výkony, stin-
nou stránkou je ale jejich rozm¥rnost (£ím niº²í frekvence, tím masivn¥j²í konstrukce) a
cena. Pro frekvenci kolem 1 GHz jsou rozm¥ry jiº 20 cm x 10 cm a s klesající frekvencí
dále rostou (viz. obr. 2.1). Pro vysoké frekvence (nad 100 GHz) naopak rozm¥ry klesají
na desetiny milimetru a takovéto vlnovody jsou proto náro£né na výrobu. Nez°ídka se
proto pouºívají tzv. nadrozm¥rné vlnovody, kdy velikost vlnovodu p°ekro£í hranici pro
²í°ení jednoho vidu a vlnovodem se ²í°í vid· více. [15]

Druhým zp·sobem pro p°enos vysokých frekvencí jsou koaxiální vedení. Koaxi-
ální vedení vynikají ²í°kou pásma, kterou mohou p°ená²et a jsou i cenov¥ dostupn¥j²í,
nicmén¥ jiº mén¥ jsou vhodná pro stavbu komplexních mikrovlnných komponent.

Alternativu p°edstavují planární vlnovody vyráb¥né ve form¥ stripline, microstrip,
koplanárního vlnovodu a mnoha dal²ích. Krom¥ malých rozm¥r· a nízké ceny umoº¬ují
díky planární technologii výroby i snadnou integrovatelnost s dal²ími elektronickými
prvky a stavbu mikrovlnných obvod·.

Microstrip je dnes nejpouºívan¥j²ím médiem pro integrované mikrovlnné obvody.
Sestává se z vodivého prouºkou, který je od zem¥ odd¥len dielektrickým substrátem,
jak je znázorn¥no na obr. 2.2. Microstrip byl vyvinut v laborato°ích ITT jako konkurent
jiné technologii, zve°ejn¥né v roce 1952, stripline. Nevýhodou technologie microstrip v
porovnání s klasickými vlnovody jsou její vy²²í ztráty a niº²í výkon, který je schopna
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p°ená²et. Z d·vodu neuzav°enosti je také microstrip náchyln¥j²í na p°eslechy a ru²ení.

Obr. 2.2: Microstrip a jeho £ásti

Elektromagnetická vlna ²í°ící se microstripem existuje z £ásti v dielektrickém sub-
strátu a z £ásti ve vzduchu nad ním. A jelikoº dielektrická konstanta substrátu je jiná
(v¥t²í) neº vzduchu, vzniká nehomogenní médium, skrz které se vlna ²í°í. Nehomoge-
nita a frekven£ní rozptyl se je²t¥ dále zhor²ují spolu s v¥t²í ²í°kou substrátu. Proto
aº zvládnutí technologie výroby dostate£n¥ tenkých substrát· umoº¬ující men²í frek-
ven£ní závislost vedení a potla£ení podélných sloºek elektromagnetického pole umoºnilo
²iroké roz²í°ení a skute£ný nástup technologie microstrip. [13]

2.3.2 Typy vln ²í°ících se prost°ednictvím vlnovod·

Za b¥ºných okolností nabývají vektory E a H hodnot v osách roviny kolmé na
²í°ení pole i roviny rovnob¥ºné s ²í°ením pole (podélné). V ur£itých p°ípadech v²ak
m·ºe dojít k potla£ení podélné sloºky ²í°ení. P°enosová vedení skládající se ze dvou a
více vodi£· umoº¬ují ²í°ení tzv. TEM vln (Transverse ElectroMagnetic - transverzáln¥
elektromagnetických). Tyto vlny postrádají podélnou sloºku elektrického i magnetic-
kého pole. Vlnovody sestávající se z jednoho vodi£e umoº¬ují ²í°ení TE vln (Transverse
Electric - transverzáln¥ elektrických) postrádajících podélnou sloºku elektrického pole
nebo TM vln (Transverse magnetic - transverzáln¥ magnetických) postrádajících po-
délnou sloºku magnetického pole. Nikoli v²ak obou sou£asn¥. Výhodou TEM vln je, ºe
mají jedine£n¥ de�nované nap¥tí, proud a charakteristickou impedanci. U TE a TM
vln toto jednozna£né ur£ení charakteristické impedance není moºné, ale existuje mate-
matický postup, který dokáºe úsp¥²n¥ pracovat s modelem charakteristické impedance
i u t¥chto vln.

2.3.3 Maxwellovy rovnice pro ²í°ení uvnit° válcových vlnovod·

P°edpokladem je ²í°ení harmonického pole se závislostí ejwt podél osy z válcového
p°enosového vedení nebo vlnovodu, které je ve sm¥ru osy z uniformní, nekone£n¥ dlouhé
a dokonale vodivé. Geometrie takového vlnovodu je znázorn¥na na obr. 2.3 Elektrické
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Obr. 2.3: Geometrie válcového vlnovodu v kartézském sou°adném systému

a magnetické pole potom m·ºe být vyjád°eno takto:

E(x, y, z) = [e(x, y) + ẑez(x, y)]ejβz, (2.31a)

H(x, y, z) = [h(x, y) + ẑhz(x, y)]ejβz. (2.31b)

e(x, y) a h(x, y) vyjad°ují p°í£nou (transverzální) sloºku elektrického a magnetického
pole, ez a hz p°edstavují sloºku podélnou. Pokud by se vlna ²í°ila v opa£ném sm¥ru
(ne ve sm¥ru +z, ale −z), nahradí se β za −β. V p°ípad¥, kdy by byl p°ítomen útlum,
p°i£te se ke konstant¥ jβ konstanta α p°edstavující m¥rný útlum.

Pokud ve vlnovodu nebo p°enosovém vedení nejsou zdroje J , mohou být Ma-
xwellovy rovnice vyjád°eny:

∇× E = −jωµH, (2.32a)
∇×H = jωεE. (2.32b)

Tyto vektorové rovnice mohou být p°evedeny do tvaru jednotlivých parciálních dife-
renciálních rovnic:

∂Ez
∂y

+ jβEy = −jωµHx, (2.33a)

−jβEx −
∂Ez
∂x

= −jωµHy, (2.33b)

∂Ey
∂x
− ∂Ex

∂y
= −jωµHz, (2.33c)

∂Hz

∂y
+ jβHy = jωεEx, (2.34a)

−jβHx −
∂Hz

∂x
= jωεEy, (2.34b)

∂Hy

∂x
− ∂Hx

∂y
= jωεEz. (2.34c)
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Z t¥chto rovnic mohou být následn¥ vyjád°eny p°í£né (transverzální) sloºky jed-
notlivých E a H polí:

Hx =
j

k2
c

(
ωε
∂Ez
∂y
− β∂Hz

∂x

)
, (2.35a)

Hy =
−j

k2
c

(
ωε
∂Ez
∂x

+ β
∂Hz

∂y

)
, (2.35b)

Ex =
−j

k2
c

(
β
∂Ez
∂x

+ ωµ
∂Hz

∂y

)
, (2.35c)

Ey =
j

k2
c

(
−β∂Ez

∂y
+ ωµ

∂Hz

∂x

)
. (2.35d)

P°íklad výpo£tu pro získání sloºky Hx dosazením Ey z 2.34b do 2.33a:

Ey = −βHx

ωε
− 1

jωε

∂Hz

∂x

∂Ez
∂y

+ jβ

(
−βHx

ωε
− 1

jωε

∂Hz

∂x

)
= −jωµHx

∂Ez
∂y
− j

β2Hx

ωε
− β

ωε

∂Hz

∂x
= −jωµHx

∂Ez
∂y
− β

ωε

∂Hz

∂x
= −jωµHx + j

β2Hx

ωε

Hx =

∂Ez
∂y
− β2

ωε

∂Hz

∂x

−jωµ+ j
β2

ωε

Hx = j

∂Ez
∂y
− β2

ωε

∂Hz

∂x

ω2εµ− β2

ωε

Hx = j

(
∂Ez
∂y
− β

ωε

∂Hz

∂x

)
ωε

ω2εµ− β2

k2
c = k2 − β2 = (ω

√
µε)2 − β2 = ω2µε− β2

Hx =
j

k2
c

(
µε
∂Ez
∂y
− β∂Hz

∂x

)
,

k je vlnové £íslo materiálu uvnit° p°enosového vedení nebo vlnovodu, kc potom tzv.
mezní (cuto�) vlnové £íslo. V p°ípad¥ p°ítomnosti ztrát je ε nahrazeno komplexním
ε(1− j tan γ), kde γ p°edstavuje ztrátový úhel materiálu.

2.3.4 TEM vlny

Pro TEM (transverzáln¥ elektromagnetické) vlny platí, ºe Ez = 0 a Hz = 0 (není
zde p°ítomna podélná sloºka elektrického ani magnetického pole). Dosazením t¥chto
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hodnot do 2.35 zjistíme, ºe H,E = j(0−0)/k2
c a tedy H,E = 0/(k2

c ). P°í£né sloºky polí
jsou tedy také nulové. Pokud se ov²em k2

c = 0, potom získáváme neur£itý výsledek. To
mimo jiné znamená, ºe mezní (cuto�) vlnové £íslo pro TEM vlny kc = 0.

Pokud dosadíme Ez = 0 do 2.33a, Hx poté do 2.34b a Hz = 0, získáme:

jβEy = −jωµHx

Hx = −βEy
ωµ

−jβ

(
−βEy
ωµ

)
= jωεEy

β2

ωµ
= ωε

β2 = ω2µε

β = ω
√
µε.

Uvaºujeme-li kartézský sou°adný systém a ²í°ení vlny ve sm¥ru osy z, lze homo-
genní Helmholtzovu rovnici 2.20 p°epsat do tvaru:

− ∂2

∂x2
− ∂2

∂y2
− ∂2

∂z2
= k2E (2.36)

a poté vyjád°it jednotlivé sloºky x, y a z:(
∂2

∂x2
+

∂2

∂y2
+

∂2

∂z2
+ k2

)
Ex = 0, (2.37a)(

∂2

∂x2
+

∂2

∂y2
+

∂2

∂z2
+ k2

)
Ey = 0, (2.37b)(

∂2

∂x2
+

∂2

∂y2
+

∂2

∂z2
+ k2

)
Ez = 0. (2.37c)

Její tvar pro k = 0 a p°í£né pole bez p°ítomnosti sloºky rovnob¥ºné se sm¥rem ²í°ení
se poté zjednodu²í na: (

∂2

∂x2
+

∂2

∂y2

)
Ex = 0, (2.38a)(

∂2

∂x2
+

∂2

∂y2

)
Ey = 0. (2.38b)

Tyto rovnice potom mohou být p°epsány do formy vyuºívající Laplacova operá-
toru ve dvourozm¥rném p°í£ném poli (poli kolmém ke sm¥ru ²í°ení):

4te(x, y) = 0. (2.39)

Stejný postup lze aplikovat i u p°í£ného magnetického pole a tím dojít ke stejnému
výsledku:

4th(x, y) = 0. (2.40)
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Vlnová impedance TEM vlny se získá jako podíl p°í£ného elektrického a magne-
tického pole. První rovnice vychází z 2.34a p°i β = ω

√
µε:

ZTEM =
Ex
Hy

(2.41a)

jβHy = jωεEx (2.41b)
β

ωε
=
Ex
Hy

(2.41c)

Ex
Hy

=
ω
√
µε

ωε
=

√
µ

ε
. (2.41d)

Druhá vychází z 2.33a:

ZTEM = −Ey
Hx

(2.42a)

jβEx = −jωµHy (2.42b)
Ey
Hx

= −ωµ
β

(2.42c)

−Ey
Hx

=
ωµ

ω
√
µε

=

√
µ

ε
. (2.42d)

Výsledky z 2.41 a 2.42 je moºno spojit do jedné rovnice:

h(x, y) =
1

ZTEM
ẑ × e(x, y). (2.43)

2.3.5 TE vlny

Na rozdíl od TEM vln, kde jsou podélné sloºky H i E pole nulové, se u TE vln
Hz 6= 0. Pro p°ítomnost podélné sloºky magnetického pole se jim také °íká H-vlny. U
TE vln mohou být rovnice 2.35 zjednodu²eny na:

Hx =
−jβ

k2
c

∂Hz

∂x
, (2.44a)

Hy =
−jβ

k2
c

∂Hz

∂y
, (2.44b)

Ex =
−jωµ

k2
c

∂Hz

∂y
, (2.44c)

Ey =
jωµ

k2
c

∂Hz

∂x
. (2.44d)

U TE vln neplatí, ºe kc = 0, a konstanta ²í°ení β je funkcí frekvence a geometrie
vedení. Nejprve se proto musí spo£ítat Hz z Helmoholtzovi vlnové rovnice (odvození
této rovnice je nastín¥no v 2.24):(

∂2

∂x2
+

∂2

∂y2
+

∂2

∂z2
+ k2

)
Hz = 0. (2.45)
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Tato rovnice m·ºe být pro Hz(x, y, z) = hz(x, y)e−jβz upravena na:(
∂2

∂x2
+

∂2

∂y2
+ k2

c

)
hz = 0. (2.46)

K vy°e²ení této rovnice musí být tedy známy hrani£ní podmínky a geometrie konkrét-
ního vlnovodu.

Impedance TE vlny je:

ZTE = −Ey
Hx

(2.47a)

jβEy = −jωµHx (2.47b)

−Ey
Hx

=
ωµ

β
, (2.47c)

z £ehoº plyne, ºe ZTE je frekven£n¥ závislé.

2.3.6 TM vlny

TM vlny jsou podobné TE vlnám tím, ºe je v nich téº jedna podélná sloºka pole
p°ítomna. V tomto p°ípad¥ je to sloºka z pole E. Platí tedy Hz = 0, Ez 6= 0. Tyto vlny
jsou proto také n¥kdy nazývány jako E vlny. Rovnice 2.35 mohou být pro TM vlny
vyjád°eny jako:

Hx =
jωε

k2
c

∂Ez
∂y

, (2.48a)

Hy =
−jωε

k2
c

∂Ez
∂x

, (2.48b)

Ex =
−jβ

k2
c

∂Ez
∂x

, (2.48c)

Ey =
−jβ

k2
c

∂Ez
∂y

. (2.48d)

Stejn¥ jako u TE vln, neplatí, ºe kc = 0, a konstanta ²í°ení β je funkcí frekvence
a geometrie vedení. Nejprve se proto musí spo£ítat Ez z Helmoholtzovi vlnové rovnice
(odvození této rovnice je nastín¥no v 2.20):(

∂2

∂x2
+

∂2

∂y2
+

∂2

∂z2
+ k2

)
Ez = 0. (2.49)

Tato rovnice m·ºe být pro Ez(x, y, z) = ez(x, y)e−jβz upravena na:(
∂2

∂x2
+

∂2

∂y2
+ k2

c

)
ez = 0. (2.50)

K vy°e²ení této rovnice musí být tedy známy hrani£ní podmínky a geometrie konkrét-
ního vlnovodu.
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Impedance TM vlny je:

ZTM =
Ex
Hy

(2.51a)

jβHy = jωεEx (2.51b)
Ex
Hy

=
β

ωε
, (2.51c)

z £ehoº plyne, ºe ZTM je frekven£n¥ závislé. [8]
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3 Numerické °e²ení elektromagnetického pole

Reálné fyzikální problémy bývají v¥t²inou natolik komplikované, ºe pouze málo
z nich lze vy°e²it pomocí analytických metod. D·vodem pro to nej£ast¥ji je, ºe parci-
ální diferenciální rovnice není lineární, °e²ená oblast je p°íli² sloºitá nebo je prost°edí
nehomogenní pop°. anizotropní. Potom je nutné pouºít n¥kterou z numerických metod
°e²ení.

První z nich je metoda kone£ných diferencí (FDM - Finite Di�erence Method).
Jedná se o velmi jednoduchou a ú£innou metodu pro °e²ení parciálních diferenciálních
rovnic, p°edstavenou poprvé jiº v roce 1920 A. Thomem a to pod názvem metoda
£tverc·. Metoda kone£ných diferencí nebyla p·vodn¥ koncipována na aplikaci na elek-
tromagnetické pole - prvn¥ byla vyuºita k °e²ení nehomogenní hydrodynamické rovnice,
ale její v²estrannost umoºnila její roz²í°ení pro °e²ení dal²ích fyzikálních polí. Základní
my²lenkou této metody je nahrazení derivací kone£nými diferencemi a p°evedení na
soustavu algebraických rovnic. [2]

Druhou numerickou metodou je metoda kone£ných prvk· (FEM - Finite Element
Method). Nevýhodou této metody oproti metod¥ kone£ných diferencí je, ºe je náro£n¥j²í
na programovou implementaci. Její pozitiva jako jsou její výkonnost a univerzálnost
v²ak toto negativum p°evaºují a jedná se proto o nejpouºívan¥j²í numerickou metodu.

Základy metody kone£ných prvk· byly poloºeny v 1. polovin¥ 20. století v práci
Alexandera Hrenniko�a a Richarda Couranta. V roce 1953 jsou potom rovnice popsány
v maticovém tvaru, coº umoº¬uje jejich °e²ení na po£íta£ích. K ²ir²ímu vyuºití metody,
umoºn¥nému p°íchodem výkonn¥j²í výpo£etní techniky, dochází v pr·b¥hu 60. a 70.
let. V pr·b¥hu £asu p°ibývaly problémy, které lze metodou kone£ných prvk· °e²it, aº
v sou£asnosti lze metodu pouºít pro tém¥° v²echny fyzikální pole. [10]

3.1 Metoda kone£ných prvk·

Metoda kone£ných prvk· se nej£ast¥ji vyuºívá pro °e²ení okrajových úloh, tedy
problém· popsaných oby£ejnými nebo parciálními diferenciálními rovnicemi dopln¥-
nými o okrajové podmínky. V¥t²inu jev· v elektromagnetickém poli je moºné popsat
operátorovou rovnicí:

Lu(x) = f, x ∈ Ω, (3.1)

kde L je lineární operátor, u je neznámé °e²ení, f je známá funkce. Rovnici 3.1 je t°eba
doplnit o p°íslu²né okrajové podmínky.

Nap°íklad pro Laplaceovu rovnici lze operátor L vyjád°it ve tvaru:

L = ∆ =
∂2

∂x2
+

∂2

∂y2
, (3.2)

Okrajové podmínky potom mohou být trojího druhu:

• Dirichletova okrajová podmínka - na hranici je známa p°ímo hodnota °e²ení

u(x) = f(x), (3.3)
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kde f je známá funkce de�novaná na hranici ∂Ω oblasti Ω.

• Neumannova okrajová podmínka - na hranici je známa derivace ve sm¥ru vn¥j²í
normály

∂u(x)

∂n
= f(x), (3.4)

kde f je známá funkce de�novaná na hranici ∂Ω oblasti Ω.

• Newtonova okrajová podmínka je kombinací p°edchozích dvou podmínek

∂u(x)

∂n
+ u(x) = f(x). (3.5)

Metoda kone£ných prvk· vychází z varia£ních princip· a teorie zobecn¥ných a slabých
°e²ení. Slabým °e²ením rovnice 3.1 se rozumí taková funkce u0, pro kterou je spln¥na
integrální identita:

〈〈u, v〉〉 = 〈f, v〉, (3.6)

pro v²echna v z n¥jakého vhodn¥ zvoleného prostoru. Funkce v se obvykle nazývají
testovací funkce. Symbol 〈〈·, ·〉〉 v rovnici 3.6 ozna£uje bilineární formu p°íslu²nou ope-
rátoru L, symbol 〈·, ·〉 formu lineární (skalární sou£in známé funkce f(x) s testovací
funkcí v).

Rovnice 3.6 se nazývá slabá formulace p·vodní rovnice 3.1. V publikaci [9] jsou
uvedeny v¥ty, které shrnují p°edpoklady, za jakých lze zaru£it existenci a jednozna£nost
slabého °e²ení a za jakých podmínek je slabé °e²ení ekvivalentní silnému °e²ení rovnice
3.1.

Za p°edpokladu operátoru L de�novaného rovnicí a za p°edpokladu Dirichletovy
okrajové podmínky:

u(x, y) = 0, ∀ [x, y] ∈ ∂Ω, (3.7)

lze ob¥ strany rovnice 3.6 vynásobit testovací funkcí a integrovat p°es oblast Ω:∫
Ω

∆u · v dΩ =

∫
Ω

vf dΩ. (3.8)

Tuto rovnici lze po aplikaci Greenovy v¥ty dále upravit:∫
Ω

∇u · ∇v dΩ =

∫
Ω

vf dΩ, (3.9)

kde
〈〈u, v〉〉 =

∫
Ω

∇u · ∇v dΩ (3.10)

je p°íslu²ná bilineární forma a

〈f, v〉 =

∫
Ω

vf dΩ (3.11)

lineární forma. V této práci jsou ob¥ formy stru£n¥ nazývány slabé formy. Metoda
kone£ných prvk· vychází z Galarkinovy metody. Funkce, kterými se aproximuje °e²ení
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jsou ze stejného prostoru jako testovací funkce. P°esné °e²ení u je tedy aproximováno
p°ibliºným °e²ením, které vznikne lineární kombinací bázových funkcí:

û(x) = c1φ1(x) + c2φ2(x) + . . . cnφn(x). (3.12)

Po dosazení p°ibliºného °e²ení do rovnice 3.9, postupném dosazení v²ech bázových
funkcí φi za v a vy£íslení integrál· získáme soustavu lineárních rovnic pro neznámé
koe�cienty c1, c2, . . . , cn. Z poºadavku, aby rovnice 3.7 platila pro v²echny bázové funkce
lze získat soustavu rovnic: ∫

Ω

∇û(x) · ∇φ1 dΩ =

∫
Ω

φ1f dΩ, (3.13)∫
Ω

∇û(x) · ∇φ2 dΩ =

∫
Ω

φ2f dΩ,

...∫
Ω

∇û(x) · ∇φn dΩ =

∫
Ω

φnf dΩ.

Po dosazení za p°ibliºné °e²ení p°ejde soustava rovnic do tvaru:∫
Ω

∇(c1φ1 + c2φ2 + . . . cn) · ∇φ1 dΩ =

∫
Ω

φ1f dΩ, (3.14)∫
Ω

∇(c1φ1 + c2φ2 + . . . cn) · ∇φ2 dΩ =

∫
Ω

φ2f dΩ,

...∫
Ω

∇(c1φ1 + c2φ2 + . . . cn) · ∇φn dΩ =

∫
Ω

φnf dΩ

a po úprav¥:

c1

∫
Ω

∇φ1 · ∇φ1 dΩ + c2

∫
Ω

∇φ1 · ∇φ2 dΩ + · · ·+ cn

∫
Ω

∇φ1 · ∇φn dΩ =

∫
Ω

φ1f dΩ,

c1

∫
Ω

∇φ2 · ∇φ1 dΩ + c2

∫
Ω

∇φ2 · ∇φ2 dΩ + · · ·+ cn

∫
Ω

∇φ2 · ∇φn dΩ =

∫
Ω

φ2f dΩ,

...

c1

∫
Ω

∇φn ·∇φ1 dΩ+c2

∫
Ω

∇φn ·∇φ2 dΩ+· · ·+cn
∫

Ω

∇φn ·∇φn dΩ =

∫
Ω

φnf dΩ. (3.15)

Soustavu rovnic 3.15 lze snadno p°epsat do maticové podoby:
a11 a12 . . . a1n

a21 a22 . . . a2n
...

... . . . ...
an1 an2 . . . ann



c1

c2
...
cn

 = .


b1

b2
...
bn

 , (3.16)

kde
aij =

∫
Ω

∇φi · ∇φj dΩ, bi =

∫
Ω

φif dΩ. (3.17)

�e²ením této soustavy rovnic jsou koe�cienty c1, c2 . . . cn, které umoº¬ují ur£it hodnotu
°e²ení v libovolném bodu oblasti Ω.
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3.2 Agros 2D

Agros2D je multiplatformní aplikací zam¥°enou na °e²ení problém· r·zných fyzi-
kálních polí (od elektrostatického p°es akustické po teplotní). Je zaloºen na knihovn¥
Hermes, psané v jazyce C++, vyuºívající pro výpo£ty metody hp-FEM. Jedná se o
verzi metody kone£ných prvk· (FEM - Finite Element Method) pro °e²ení parciálních
diferenciálních rovnic, která je zaloºena na postupné numerické aproximaci udávané
elementem o prom¥nné velikosti (h) a stupn¥m polynomu (p). Úvod do metody FEM
poskytuje p°edchozí kapitola 3.1. [11]

Modelování v programu Agros2D vypadá ve stru£nosti takto: Nejprve se v pre-
procesoru vytvo°í geometrie objektu, nade�nují se materiálové parametry a p°i°adí
se okrajové podmínky. Poté procesor, výpo£etní £ást zaloºená na metod¥ kone£ných
prvk· (hp-FEM), provede vlastní výpo£et. Výsledné °e²ení je vyhodnoceno a zobrazeno
v postprocesoru, kde si uºivatel m·ºe volit r·zné parametry vizualizace vypo£tených
dat jako barevné mapy, kontury, vektorová pole, grafy veli£in a lokální a integrální
veli£iny.

Procesor Agrosu umoº¬uje pouºít pokro£ilé funkce metody kone£ných prvk· jako
kone£né prvky vy²²ího °ádu p°esnosti, kdy je hledaná funkce aproximována na prvku
polynomem vy²²ího °ádu p°esnosti, automatickou adaptivitu, kdy je diskretiza£ní sí´
a stupe¬ aproximace volena automaticky na základ¥ odhadu chyby °e²ení a práci s
k°ivo£arými prvky.

Agros2D je voln¥ ²i°itelnou open-source aplikací vyvíjenou pod licencí GNU GPL.
Zájemce o tento program m·ºe zjistit více informací i si stáhnout poslední verzi na
stránkách www.agros2d.org (viz [1]). Postup vytvo°ení geometrie a spu²t¥ní modelování
je také shrnut v p°íloze B akademické práce [4].

Pro ukázku je níºe znázorn¥n výstup programu p°i modelování £tvercového ob-
jektu v TM poli:

Obr. 3.1: Postprocesing modelu v programu Agros2D
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4 Návrh modulu pro VF pole

Cílem návrhu je vytvo°ení modulu psaného v jazyce XML slouºícího jako plugin
do programu Agros2D. Tento modul obsahuje upravené p°edpisy a rovnice pot°ebné pro
výpo£et veli£in pole, ve kterém se dominantn¥ ²í°í transverzáln¥ magnetické (TM) vlny.
Na základ¥ t¥chto rovnic potom vlastní jádro programu Agros2D, knihovna Hermes2D
a algoritmus hp-FEM, vypo£ítají pot°ebné veli£iny.

4.1 Slabé formulace Helmholtzových rovnic

Prost°edí programu Agros2D p°edpokládá pouze ur£ité typy a zp·soby ²í°ení vln
vedoucí k zjednodu²ení modelové situace. Agros2D simuluje pole v 2D prostoru, v t°e-
tím rozm¥ru se p°edpokládá, ºe je pole rozloºeno rovnom¥rn¥ nebo symetricky k za-
kreslené geometrii. P°edpokladem je také ²í°ení harmonického pole. Proto je ideální
pouºití Helmholtzovy rovnice (2.19 - Helmholtzova rovnice pro fázor vektoru E), která
umoº¬uje jednodu²²í °e²ení (ale pouºít lze i vlnovou rovnici).

U Helmholtzovy rovnice dále p°edpokládáme rovnom¥rné rozloºení náboje ρ. Z
toho plyne, ºe £len grad (ρ/ε) rovnice 2.19 bude roven nule. Pro planární problém
budeme p°edpokládat ²í°ení vln v kartézské sou°adnicové soustav¥ ve sm¥ru osy z. Pro
osov¥ symetrický systém bude p°edpokladem ²í°ení vln v polární sou°adnicové soustav¥
mající pouze tangenciální sloºku.

Zavedením t¥chto zjednodu²ujících p°edpoklad· se Helmholtzova rovnice 2.19
transformuje do tvaru:

4E(z) + k2E(z) = jωµJext. (4.1)

Helmholtzovu rovnici pak lze vyjád°it pomocí takzvané slabé formulace. Ozna£me
symbolem u £len E(z) a symbolem f pravou stranu jωµJext. Rovnici roznásobíme te-
stovací funkcí v a následn¥ ji zintegrujeme p°es oblast Ω (oblast na které chceme znát
°e²ení - nap°. vnit°ní region vlnovodu):

−4u− k u = f (4.2a)
−4u v − k u v = f v (4.2b)

−
∫

Ω

4u v dΩ−
∫

Ω

k u v dΩ =

∫
Ω

f v dΩ. (4.2c)

Na výraz následn¥ aplikujeme Greenovu v¥tu, pomocí které rozloºíme operátor 4 na
skalární sou£in dvou gradient· (grad u = ∇u):

−
∫

Ω

∇u · ∇v dΩ +

∫
Γ

∂u

∂n
v dΓ−

∫
Ω

k u v dΩ =

∫
Ω

f v dΩ. (4.3)

�len
∫

Γ
∂u
∂n
vdΓ vychází z Greenovy v¥ty a p°edstavuje Neumannovu okrajovou pod-

mínku.

Výpo£tem gradient· a jejich skalárním roznásobením potom dojdeme k vyjád°ení
výrazu pomocí parciálních diferenciálních rovnic, které jiº umí °e²it Hermes2D a jsou
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tak vhodné pro simulaci (níºe výpo£et levé strany 4.3, na pravé se jiº nic nem¥ní):

−
∫

Ω

∇u · ∇v dΩ−
∫

Ω

k u v dΩ = −
∫

Ω

(
∂u

∂x
+
∂u

∂y

)
·
(
∂v

∂x
+
∂v

∂y

)
dΩ−

∫
Ω

k u v dΩ =

= −
∫

Ω

(
∂u

∂x
· ∂v
∂x

+
∂u

∂y
· ∂v
∂y

)
dΩ−

∫
Ω

k u v dΩ.

(4.4)

4.1.1 Slabá formulace Helmholtzovy rovnice pro E v kartézské sou°adni-
cové soustav¥

Vycházejme z rovnice 4.1 - nehomogenní Helmholtzovy rovnice pro E po aplikování
zjednodu²ujících p°edpoklad·. Prvním krokem pro vyjád°ení slabé formy je rozloºení
rovnice na reálnou a imaginární sloºku:

4(EzRe + jEzIm) + (ω2εµ− jωµγ)(EzRe + jEzIm) = jωµ(JextRe + jJextIm) (4.5)

4EzRe + j4EzIm + ω2εµEzRe + jω2εµEzIm − jωµγEzRe + ωµγEzIm =

= jωµJextRe − ωµJextIm.
(4.6)

Reálnou £ástí rovnice je:

Re :

4EzRe + ω2εµEzRe + ωµγEzIm = −ωµJextIm. (4.7)

Imaginární potom:

Im :

4EzIm + ω2εµEzIm − ωµγEzRe = ωµJextRe. (4.8)

Ob¥ £ásti roznásobíme testovací funkcí v a následn¥ je zintegrujeme po plo²e Ω (oblast
na které chceme znát °e²ení - nap°. vnit°ní region vlnovodu; podobn¥ jako v 4.2):

Re :∫
Ω

4EzRe v dΩ + ω2εµ

∫
Ω

EzRe v dΩ + ωµγ

∫
Ω

EzIm v dΩ = −ωµ
∫

Ω

JextIm v dΩ

(4.9)

Im :∫
Ω

4EzIm v dΩ + ω2εµ

∫
Ω

EzIm v dΩ− ωµγ
∫

Ω

EzRe v dΩ = ωµ

∫
Ω

JextRe v dΩ.

(4.10)

Následn¥ aplikujeme Greenovu v¥tu, pomocí které rozloºíme operátor 4 na skalární
sou£in dvou gradient· (grad EzRe = ∇EzRe) (viz 4.3):

Re :

−
∫

Ω

∇EzRe · ∇v dΩ +

∫
Γ

∂EzRe
∂n

v dΓ + ω2εµ

∫
Ω

EzRe v dΩ + ωµγ

∫
Ω

EzIm v dΩ =

= −ωµ
∫

Ω

JextIm v dΩ (4.11)

- 23 -



Modelování vf za°ízení Luká² Brtna 2013

Im :

−
∫

Ω

∇EzIm · ∇v dΩ +

∫
Γ

∂EzIm
∂n

v dΓ + ω2εµ

∫
Ω

EzIm v dΩ− ωµγ
∫

Ω

EzRe v dΩ =

= ωµ

∫
Ω

JextRe v dΩ. (4.12)

�leny
∫

Γ
∂EzRe

∂n
v dΓ a

∫
Γ
∂EzIm

∂n
v dΓ p°edstavují Neumannovu okrajovou podmínku.

Sloºky intenzity elektrického pole jsou v modulu vyjád°eny obecn¥, proto se vrá-
tíme k substituci u = Ez:

−
∫

Ω

∇u · ∇v dΩ +

∫
Γ

∂u

∂n
v dΓ + ω2εµ

∫
Ω

u v dΩ + ωµγ

∫
Ω

u v dΩ =

= −ωµ
∫

Ω

Jext v dΩ.

(4.13)

Výpo£tem gradient· a jejich skalárním roznásobením potom dojdeme k vyjád°ení vý-
razu pomocí parciálních diferenciálních rovnic:

−
∫

Ω

(
∂u

∂x
· ∂v
∂x

+
∂u

∂y
· ∂v
∂y

)
dΩ +

∫
Γ

∂u

∂n
v dΓ + ω2εµ

∫
Ω

u v dΩ + ωµγ

∫
Ω

u v dΩ =

= −ωµ
∫

Ω

Jext v dΩ. (4.14)

Ve výrazu zapisovaném do modulu nebudou p°ímo vyjád°eny integrály. O jejich výpo£et
se stará knihovna Hermes, ve které je obsaºen programový kód umoº¬ující detekci
prvk·, na které má být integrace aplikována a její následný výpo£et. Celou rovnici
také vyd¥líme µ (pro vyjád°ení Neumannovy okrajové podmínky v pot°ebném tvaru)
a ω rozepí²eme pomocí f :

− 1

µ

(
∂u

∂x
· ∂v
∂x

+
∂u

∂y
· ∂v
∂y

)
+

1

µ

∂u

∂n
v+(2 π f)2 ε u v+2 π f γ u v = −2 π f Jext v. (4.15)

Pro ú£ely zápisu rovnic do XML modulu, budou rovnice rozd¥leny podle stran
rovnic (levá strana �> maticový zápis, pravá strana �> vektorový zápis) a imaginárních
sloºek. �len 1/µ ∂u/∂n v p°edstavující Neumanovu okrajovou podmínku je vyjád°en
v jiné £ásti modulu v¥nující se povrchovým integrál·m.

�len levé strany reálné £ásti

− 1

µ

(
∂EzRe
∂x

· ∂v
∂x

+
∂EzRe
∂y

· ∂v
∂y

)
+ (2 π f)2 ε EzRe v (4.16a)

− 1

µ

(
∂u

∂x
· ∂v
∂x

+
∂u

∂y
· ∂v
∂y

)
+ (2 π f)2 ε u v (4.16b)

bude ozna£en indexy i = 1, j = 1. Indexy udávají polohu v matici. Zna£ení i = 1
re�ektuje to, ºe se jedná o reálnou sloºku, j = 1 odráºí to, ºe jde o pln¥ reálný £len
(nejsou v n¥m sloºky vztaºené k imaginární £ásti).
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�len levé strany reálné £ásti

2 π f γ EzIm v (4.17a)
2 π f γ u v (4.17b)

bude ozna£en indexy i = 1, j = 2. Zna£ení i = 1 re�ektuje to, ºe se jedná o reálnou
sloºku, j = 2 odráºí to, ºe jde o £len závislý na imaginární veli£in¥ (EzIm).

�len levé strany imaginární £ásti

− 1

µ

(
∂EzIm
∂x

· ∂v
∂x

+
∂EzIm
∂y

· ∂v
∂y

)
+ (2 π f)2 ε EzIm v (4.18a)

− 1

µ

(
∂u

∂x
· ∂v
∂x

+
∂u

∂y
· ∂v
∂y

)
+ (2 π f)2 ε u v (4.18b)

bude ozna£en indexy i = 2, j = 2. Zna£ení i = 2 re�ektuje to, ºe se jedná o imaginární
sloºku, j = 2 odráºí to, ºe jde o pln¥ imaginární £len (nejsou v n¥m sloºky vztaºené k
reálné £ásti).

�len levé strany imaginární £ásti

−2 π f γ EzRe v (4.19a)
−2 π f γ u v (4.19b)

bude ozna£en indexy i = 2, j = 1. Zna£ení i = 2 re�ektuje to, ºe se jedná o imaginární
sloºku, j = 1 odráºí to, ºe jde o £len závislý na reálné veli£in¥ (EzRe).

�len pravé strany reálné £ásti

− 2 π f JextIm v (4.20)

bude ozna£en indexy i = 2, j = 2. Zna£ení z d·vodu p°ehlednosti zachovává oba indexy
i a j, p°estoºe se jedná o jednorozm¥rný vektor, do kterého jsou £leny zaná²eny. Proto
i = j. Zde jsou indexy rovny 2, protoºe p°estoºe jde o reálnou £ást, je zde obsaºena
imaginární veli£ina (JextIm).

�len pravé strany imaginární £ásti

2 π f JextRe v (4.21)

bude ozna£en indexy i = 1, j = 1. Zde jsou indexy rovny 1, protoºe p°estoºe jde o
imaginární £ást, je zde obsaºena reálná veli£ina (JextRe).

P°esný XML kód pouºitý pro zápis vý²e uvedených rovnic je uveden v P°íloze 1
v kapitole Zápis slabých formulací fázoru E.

4.1.2 Slabá formulace Helmholtzovy rovnice pro H v kartézské sou°adni-
cové soustav¥

Formulace vychází z nehomogenní Helmholtzovy rovnice proH (2.26b), na kterou
se aplikují stejné zjednodu²ující p°edpoklady jako na rovnici pro E. Levá strana tedy
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bude, stejn¥ jako v rovnici 4.1, obsahovat veli£inu H s pouze z sloºkou pole. Na pravé
stran¥ to mimo jiné znamená, ºe vzhledem k p°ítomnosti pouze z sloºky p·vodního
vektoru, se rot Jext =

(
−∂Jext(x)

∂y
+

∂Jext(y)

∂x

)
k:

4H(z) + k2H(z) = −
(
−
∂Jext(x)

∂y
+
∂Jext(y)

∂x

)
. (4.22)

Prvním krokem pro vyjád°ení slabé formy je rozloºení rovnice na reálnou a imaginární
sloºku:

4(HzRe + jHzIm) + (ω2εµ− jωµγ)(HzRe + jHzIm) =

=

(
∂JextRe(x)

∂y
−
∂JextRe(y)

∂x

)
+ j

(
∂JextIm(x)

∂y
−
∂JextIm(y)

∂x

)
(4.23)

4HzRe + j4HzIm + ω2εµHzRe + jω2εµHzIm − jωµγHzRe + ωµγHzIm =

=

(
∂JextRe(x)

∂y
−
∂JextRe(y)

∂x

)
+ j

(
∂JextIm(x)

∂y
−
∂JextIm(y)

∂x

)
.

(4.24)

Reálnou £ástí rovnice je:

Re :

4HzRe + ω2εµHzRe + ωµγHzIm =
∂JextRe(x)

∂y
−
∂JextRe(y)

∂x
. (4.25)

Imaginární potom:

Im :

4HzIm + ω2εµHzIm − ωµγHzRe =
∂JextIm(x)

∂y
−
∂JextIm(y)

∂x
. (4.26)

Ob¥ £ásti roznásobíme testovací funkcí v a následn¥ je zintegrujeme po plo²e Ω:

Re :∫
Ω

4HzRe v dΩ + ω2εµ

∫
Ω

HzRe v dΩ + ωµγ

∫
Ω

HzIm v dΩ =

=

∫
Ω

(
∂JextRe(x)

∂y
−
∂JextRe(y)

∂x

)
v dΩ (4.27)

Im :∫
Ω

4HzIm v dΩ + ω2εµ

∫
Ω

HzIm v dΩ− ωµγ
∫

Ω

HzRe v dΩ =

=

∫
Ω

(
∂JextIm(x)

∂y
−
∂JextIm(y)

∂x

)
v dΩ (4.28)

Následn¥ aplikujeme Greenovu v¥tu, pomocí které rozloºíme operátor 4 na skalární
sou£in dvou gradient· (grad HzRe = ∇HzRe) (viz 4.3):

Re :

−
∫

Ω

∇HzRe · ∇v dΩ +

∫
Γ

∂HzRe

∂n
v dΓ + ω2εµ

∫
Ω

HzRe v dΩ + ωµγ

∫
Ω

HzIm v dΩ =

=

∫
Ω

(
∂JextRe(x)

∂y
−
∂JextRe(y)

∂x

)
v dΩ (4.29)
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Im :

−
∫

Ω

∇HzIm · ∇v dΩ +

∫
Γ

∂HzIm

∂n
v dΓ + ω2εµ

∫
Ω

HzIm v dΩ− ωµγ
∫

Ω

HzRe v dΩ =

=

∫
Ω

(
∂JextIm(x)

∂y
−
∂JextIm(y)

∂x

)
v dΩ (4.30)

�leny
∫

Γ
∂HzRe

∂n
v dΓ a

∫
Γ
∂HzIm

∂n
v dΓ p°edstavují Neumannovu okrajovou podmínku.

Sloºky intenzity magnetického pole jsou v modulu vyjád°eny obecn¥, proto se
vrátíme k substituci u = Hz:

−
∫

Ω

∇u · ∇v dΩ +

∫
Γ

∂u

∂n
v dΓ + ω2εµ

∫
Ω

u v dΩ + ωµγ

∫
Ω

u v dΩ =

=

∫
Ω

(
∂Jext(x)

∂y
−
∂Jext(y)

∂x

)
v dΩ.

(4.31)

Výpo£tem gradient· a jejich skalárním roznásobením potom dojdeme k vyjád°ení vý-
razu pomocí parciálních diferenciálních rovnic:

−
∫

Ω

(
∂u

∂x
· ∂v
∂x

+
∂u

∂y
· ∂v
∂y

)
dΩ +

∫
Γ

∂u

∂n
v dΓ + ω2εµ

∫
Ω

u v dΩ + ωµγ

∫
Ω

u v dΩ =

=

∫
Ω

(
∂Jext(x)

∂y
−
∂Jext(y)

∂x

)
v dΩ.

(4.32)

Pro vyjád°ení do modulu vynecháme ze zápisu integrály. Celou rovnici také vyd¥líme
ε (pro vyjád°ení Neumannovy okrajové podmínky v pot°ebném tvaru) a ω rozepí²eme
pomocí f :

− 1

ε

(
∂u

∂x
· ∂v
∂x

+
∂u

∂y
· ∂v
∂y

)
+

1

ε

∂u

∂n
v + (2 π f)2 µ u v + 2 π f

1

ε
µ γ u v =

=
1

ε

(
∂Jext(x)

∂y
−
∂Jext(y)

∂x

)
v.

(4.33)

Pro ú£ely zápisu rovnic do XML modulu, budou rovnice rozd¥leny podle stran
rovnic (levá strana �> maticový zápis, pravá strana �> vektorový zápis) a imaginárních
sloºek. �len 1/ε ∂u/∂n v p°edstavující Neumanovu okrajovou podmínku je vyjád°en
v jiné £ásti modulu v¥nující se povrchovým integrál·m.

�len levé strany reálné £ásti

−1

ε

(
∂HzRe

∂x
· ∂v
∂x

+
∂HzRe

∂y
· ∂v
∂y

)
+ (2 π f)2 µ HzRe v (4.34a)

−1

ε

(
∂u

∂x
· ∂v
∂x

+
∂u

∂y
· ∂v
∂y

)
+ (2 π f)2 µ u v (4.34b)

bude ozna£en indexy i = 1, j = 1. Indexy udávají polohu v matici. Zna£ení i = 1
re�ektuje to, ºe se jedná o reálnou sloºku, j = 1 odráºí to, ºe jde o pln¥ reálný £len
(nejsou v n¥m sloºky vztaºené k imaginární £ásti).
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�len levé strany reálné £ásti

2 π f
1

ε
µ γ HzIm v (4.35a)

2 π f
1

ε
µ γ u v (4.35b)

bude ozna£en indexy i = 1, j = 2. Zna£ení i = 1 re�ektuje to, ºe se jedná o reálnou
sloºku, j = 2 odráºí to, ºe jde o £len závislý na imaginární veli£in¥ (HzIm).

�len levé strany imaginární £ásti

−1

ε

(
∂HzIm

∂x
· ∂v
∂x

+
∂HzIm

∂y
· ∂v
∂y

)
+ (2 π f)2 µ HzIm v (4.36a)

−1

ε

(
∂u

∂x
· ∂v
∂x

+
∂u

∂y
· ∂v
∂y

)
+ (2 π f)2 µ u v (4.36b)

bude ozna£en indexy i = 2, j = 2. Zna£ení i = 2 re�ektuje to, ºe se jedná o imaginární
sloºku, j = 2 odráºí to, ºe jde o pln¥ imaginární £len (nejsou v n¥m sloºky vztaºené k
reálné £ásti).

�len levé strany imaginární £ásti

−2 π f
1

ε
µ γ HzRe v (4.37a)

−2 π f
1

ε
µ γ u v (4.37b)

bude ozna£en indexy i = 2, j = 1. Zna£ení i = 2 re�ektuje to, ºe se jedná o imaginární
sloºku, j = 1 odráºí to, ºe jde o £len závislý na reálné veli£in¥ (HzRe).

�len pravé strany reálné £ásti

1

ε

(
∂JextRe(x)

∂y
−
∂JextRe(y)

∂x

)
v (4.38)

bude ozna£en indexy i = 1, j = 1. Jde o reálnou £ást s reálnou veli£inou (JextRe).

�len pravé strany imaginární £ásti

1

ε

(
∂JextIm(x)

∂y
−
∂JextIm(y)

∂x

)
v (4.39)

bude ozna£en indexy i = 2, j = 2. Zde jsou indexy rovny 2, protoºe jde o imaginární
£ást s imaginární veli£inou (JextIm).

P°esný XML kód pouºitý pro zápis vý²e uvedených rovnic je uveden v P°íloze 2
v kapitole Zápis slabých formulací fázoru H. Pravé strany nebyly v modulu implemen-
továny (byly poloºeny rovny nule), protoºe je uvaºováno pouze ²í°ení v prostoru bez
proudové hustoty.
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4.1.3 Slabá formulace Helmholtzovy rovnice pro E ve válcové sou°adnicové
soustav¥

V trojrozm¥rné válcové sou°adné soustav¥ je poloha bodu ur£ena vzdáleností od
st°edu r, úhlem ϕ a vzdáleností od roviny podstavy z. Podobn¥ jako v kartézské sou-
°adné soustav¥ vycházíme z 4.1 - nehomogenní Helmholtzovy rovnice pro E po apliko-
vání zjednodu²ujících p°edpoklad·, coº v tomto p°ípadu znamená, ºe je p°ítomna pouze
sloºka Eϕ. Rovnice 4.1 modi�kovaná do válcových sou°adnic potom vypadá takto:

4E(ϕ) + k2E(ϕ) = jωµJext (4.40)

Podobn¥ jako p°i °e²ení v kartézské sou°adné soustav¥ musíme rovnice rozloºit na
°e²ení pro reálnou a imaginární sloºku:

4(EϕRe + jEϕIm) + (ω2εµ− jωµγ)(EϕRe + jEϕIm) = jωµ(JextRe + jJextIm) (4.41)

4EϕRe + j4EϕIm + ω2εµEϕRe + jω2εµEϕIm − jωµγEϕRe + ωµγEϕIm =

= jωµJextRe − ωµJextIm.
(4.42)

Reálnou £ástí rovnice je:

Re :

4EϕRe + ω2εµEϕRe + ωµγEϕIm = −ωµJextIm. (4.43)

Imaginární potom:

Im :

4EϕIm + ω2εµEϕIm − ωµγEϕRe = ωµJextRe. (4.44)

Ob¥ £ásti roznásobíme testovací funkcí v a následn¥ je zintegrujeme po plo²e Ω (oblast,
na které chceme znát °e²ení - nap°. vnit°ní region vlnovodu; podobn¥ jako v 4.2).
P°edtím je ale pot°eba je²t¥ si uv¥domit, ºe objemový integrál, p°estoºe se zapisuje
zjednodu²en¥ jako

∫
Ω
udΩ, bude po£ítán jako trojný integrál∫∫∫

ϕ r z

u r dϕ dr dz. (4.45)

Do integrálu
∫

Ω
u dΩ je proto nutno zapsat r vznikající v trojném integrálu jako vyjá-

d°ení úhlové délky pomocí inkrementu in�nitezimální hodnoty r dϕ:

Re :∫
Ω

r 4EϕRe v dΩ + ω2εµ

∫
Ω

r EϕRe v dΩ + ωµγ

∫
Ω

r EϕIm v dΩ =

= −ωµ
∫

Ω

r JextIm v dΩ (4.46)
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Im :∫
Ω

r 4EϕIm v dΩ + ω2εµ

∫
Ω

r EϕIm v dΩ− ωµγ
∫

Ω

r EϕRe v dΩ =

= ωµ

∫
Ω

r JextRe v dΩ. (4.47)

Následn¥ aplikujeme Greenovu v¥tu, pomocí které rozloºíme operátor 4 na skalární
sou£in dvou gradient· (grad EϕRe = ∇EϕRe) (viz 4.3):

Re :

−
∫

Ω

r ∇EϕRe · ∇v dΩ +

∫
Γ

r
∂EϕRe

∂n
v dΓ + ω2εµ

∫
Ω

r EϕRe v dΩ+

+ ωµγ

∫
Ω

r EϕIm v dΩ = −ωµ
∫

Ω

r JextIm v dΩ (4.48)

Im :

−
∫

Ω

r ∇EϕIm · ∇v dΩ +

∫
Γ

r
∂EϕIm

∂n
v dΓ + ω2εµ

∫
Ω

r EϕIm v dΩ+

− ωµγ
∫

Ω

r EϕRe v dΩ = ωµ

∫
Ω

r JextRe v dΩ. (4.49)

�leny
∫

Γ
r
∂EϕRe

∂n
v dΓ a

∫
Γ
r
∂EϕIm

∂n
v dΓ p°edstavují Neumannovu okrajovou podmínku.

Sloºky intenzity elektrického pole jsou v modulu vyjád°eny obecn¥, proto se vrá-
tíme k substituci u = Eϕ:

−
∫

Ω

r ∇u · ∇v dΩ +

∫
Γ

r
∂u

∂n
v dΓ + ω2εµ

∫
Ω

r u v dΩ + ωµγ

∫
Ω

r u v dΩ =

= −ωµ
∫

Ω

r Jext v dΩ. (4.50)

Výpo£tem gradient· a jejich skalárním roznásobením potom dojdeme k vyjád°ení vý-
razu pomocí parciálních diferenciálních rovnic:

−
∫

Ω

r

(
∂u

∂r
· ∂v
∂r

+
∂u

∂z
· ∂v
∂z

)
dΩ +

∫
Γ

r
∂u

∂n
v dΓ + ω2εµ

∫
Ω

r u v dΩ+

+ ωµγ

∫
Ω

r u v dΩ = −ωµ
∫

Ω

r Jext v dΩ.

(4.51)

Pro vyjád°ení do modulu vynecháme ze zápisu integrály. Celou rovnici také vyd¥líme
µ (pro vyjád°ení Neumannovy okrajové podmínky v pot°ebném tvaru) a ω rozepí²eme
pomocí f :

−r 1

µ

(
∂u

∂r
· ∂v
∂r

+
∂u

∂z
· ∂v
∂z

)
+r

1

µ

∂u

∂n
v+r (2 π f)2 ε u v+r 2 π f γ u v = −r 2 π f Jext v.

(4.52)

Pro ú£ely zápisu rovnic do XML modulu, budou rovnice rozd¥leny podle stran
rovnic (levá strana �> maticový zápis, pravá strana �> vektorový zápis) a imaginárních
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sloºek. �len r 1/µ ∂u/∂n v p°edstavující Neumanovu okrajovou podmínku je vyjád°en
v jiné £ásti modulu v¥nující se povrchovým integrál·m.

�len levé strany reálné £ásti

−r 1

µ

(
∂EϕRe

∂r
· ∂v
∂r

+
∂EϕRe

∂z
· ∂v
∂z

)
+ r (2 π f)2 ε EϕRe v (4.53a)

−r 1

µ

(
∂u

∂r
· ∂v
∂r

+
∂u

∂z
· ∂v
∂z

)
+ r (2 π f)2 ε u v (4.53b)

bude ozna£en indexy i = 1, j = 1. Indexy udávají polohu v matici. Zna£ení i = 1
re�ektuje to, ºe se jedná o reálnou sloºku, j = 1 odráºí to, ºe jde o pln¥ reálný £len
(nejsou v n¥m sloºky vztaºené k imaginární £ásti).

�len levé strany reálné £ásti

r 2 π f γ EϕIm v (4.54a)
r 2 π f γ u v (4.54b)

bude ozna£en indexy i = 1, j = 2. Zna£ení i = 1 re�ektuje to, ºe se jedná o reálnou
sloºku, j = 2 odráºí to, ºe jde o £len závislý na imaginární veli£in¥ (EϕIm).

�len levé strany imaginární £ásti

−r 1

µ

(
∂EϕIm

∂r
· ∂v
∂r

+
∂EϕIm

∂z
· ∂v
∂z

)
+ r (2 π f)2 ε EϕIm v (4.55a)

−r 1

µ

(
∂u

∂r
· ∂v
∂r

+
∂u

∂z
· ∂v
∂z

)
+ r (2 π f)2 ε u v (4.55b)

bude ozna£en indexy i = 2, j = 2. Zna£ení i = 2 re�ektuje to, ºe se jedná o imaginární
sloºku, j = 2 odráºí to, ºe jde o pln¥ imaginární £len (nejsou v n¥m sloºky vztaºené k
reálné £ásti).

�len levé strany imaginární £ásti

−r 2 π f γ EϕRe v (4.56a)
−r 2 π f γ u v (4.56b)

bude ozna£en indexy i = 2, j = 1. Zna£ení i = 2 re�ektuje to, ºe se jedná o imaginární
sloºku, j = 1 odráºí to, ºe jde o £len závislý na reálné veli£in¥ (EϕRe).

�len pravé strany reálné £ásti

− r 2 π f JextIm v (4.57)

bude ozna£en indexy i = 2, j = 2. Zna£ení z d·vodu p°ehlednosti zachovává oba indexy
i a j, p°estoºe se jedná o jednorozm¥rný vektor, do kterého jsou £leny zaná²eny. Proto
i = j. Zde jsou indexy rovny 2, protoºe p°estoºe jde o reálnou £ást, je zde obsaºena
imaginární veli£ina (JextIm).

�len pravé strany imaginární £ásti

r 2 π f JextRe v (4.58)
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bude ozna£en indexy i = 1, j = 1. Zde jsou indexy rovny 1, protoºe p°estoºe jde o
imaginární £ást, je zde obsaºena reálná veli£ina (JextRe).

P°esný XML kód pouºitý pro zápis vý²e uvedených rovnic je uveden v P°íloze 1
v kapitole Zápis slabých formulací fázoru E.

4.1.4 Slabá formulace Helmholtzovy rovnice pro H ve válcové sou°adnicové
soustav¥

V trojrozm¥rné válcové sou°adné soustav¥ je poloha bodu ur£ena vzdáleností od
st°edu r, úhlem ϕ a vzdáleností od roviny podstavy z. Formulace vychází z nehomo-
genní Helmholtzovy rovnice pro H (2.26b), na kterou se aplikují stejné zjednodu²u-
jící p°edpoklady jako na rovnici pro E (4.1), coº v tomto p°ípad¥ znamená, ºe je na
levé stran¥ rovnice p°ítomna pouze sloºka Hϕ.Na pravé stran¥ to mimo jiné znamená,
ºe, vzhledem k p°ítomnosti pouze ϕ sloºky p·vodního vektoru a aplikaci symetrie, se
rot Jext = 1

r

(
∂Jext(r)

∂z
− ∂Jext(z)

∂r

)
φ. Rovnice 2.26b modi�kovaná do válcových sou°adnic

potom vypadá takto:

4H(ϕ) + k2H(ϕ) = −1

r

(
∂Jext(r)
∂z

−
∂Jext(z)
∂r

)
(4.59)

Podobn¥ jako p°i °e²ení v kartézské sou°adné soustav¥ musíme rovnice rozloºit na
°e²ení pro reálnou a imaginární sloºku:

4(HϕRe + jHϕIm) + (ω2εµ− jωµγ)(HϕRe + jHϕIm) =

=
1

r

(
−
∂JextRe(r)

∂z
+
∂JextRe(z)

∂r

)
+ j

1

r

(
−
∂JextIm(r)

∂z
+
∂JextIm(z)

∂r

)
(4.60)

4HϕRe + j4HϕIm + ω2εµHϕRe + jω2εµHϕIm − jωµγHϕRe + ωµγHϕIm =

=
1

r

(
−
∂JextRe(r)

∂z
+
∂JextRe(z)

∂r

)
+ j

1

r

(
−
∂JextIm(r)

∂z
+
∂JextIm(z)

∂r

)
.

(4.61)

Reálnou £ástí rovnice je:

Re :

4HϕRe + ω2εµHϕRe + ωµγHϕIm =
1

r

(
−
∂JextRe(r)

∂z
+
∂JextRe(z)

∂r

)
. (4.62)

Imaginární potom:

Im :

4HϕIm + ω2εµHϕIm − ωµγHϕRe =
1

r

(
−
∂JextIm(r)

∂z
+
∂JextIm(z)

∂r

)
. (4.63)

Ob¥ £ásti roznásobíme testovací funkcí v a následn¥ je zintegrujeme po plo²e Ω. Do
integrálu

∫
Ω
u dΩ je nutno zapsat r vznikající v trojném integrálu (viz 4.45) jako
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vyjád°ení úhlové délky pomocí inkrementu in�nitezimální hodnoty r dϕ:

Re :∫
Ω

r 4HϕRe v dΩ + ω2εµ

∫
Ω

r HϕRe v dΩ + ωµγ

∫
Ω

r HϕIm v dΩ =

=

∫
Ω

r
1

r

(
−
∂JextRe(r)

∂z
+
∂JextRe(z)

∂r

)
v dΩ (4.64)

Im :∫
Ω

r 4HϕIm v dΩ + ω2εµ

∫
Ω

r HϕIm v dΩ− ωµγ
∫

Ω

r HϕRe v dΩ =

=

∫
Ω

r
1

r

(
−
∂JextIm(r)

∂z
+
∂JextIm(z)

∂r

)
v dΩ (4.65)

Následn¥ aplikujeme Greenovu v¥tu, pomocí které rozloºíme operátor 4 na skalární
sou£in dvou gradient· (grad HϕRe = ∇HϕRe) (viz 4.3):

Re :

−
∫

Ω

r ∇HϕRe · ∇v dΩ +

∫
Γ

r
∂HϕRe

∂n
v dΓ + ω2εµ

∫
Ω

r HϕRev dΩ+

+ ωµγ

∫
Ω

r HϕIm v dΩ =

∫
Ω

(
−
∂JextRe(r)

∂z
+
∂JextRe(z)

∂r

)
v dΩ (4.66)

Im :

−
∫

Ω

r ∇HϕIm · ∇v dΩ +

∫
Γ

r
∂HϕIm

∂n
v dΓ + ω2εµ

∫
Ω

r HϕIm v dΩ+

− ωµγ
∫

Ω

r HϕRe v dΩ =

∫
Ω

(
−
∂JextIm(r)

∂z
+
∂JextIm(z)

∂r

)
v dΩ (4.67)

�leny
∫

Γ
r
∂HϕRe

∂n
v dΓ a

∫
Γ
r
∂HϕIm

∂n
v dΓ p°edstavují Neumannovu okrajovou podmínku.

Sloºky intenzity magnetického pole jsou v modulu vyjád°eny obecn¥, proto se
vrátíme k substituci u = Hϕ:

−
∫

Ω

r ∇u · ∇v dΩ +

∫
Γ

r
∂u

∂n
v dΓ + ω2εµ

∫
Ω

r u v dΩ + ωµγ

∫
Ω

r u v dΩ =

=

∫
Ω

(
−
∂Jext(r)
∂z

+
∂Jext(z)
∂r

)
v dΩ.

(4.68)

Výpo£tem gradient· a jejich skalárním roznásobením potom dojdeme k vyjád°ení vý-
razu pomocí parciálních diferenciálních rovnic:

−
∫

Ω

r

(
∂u

∂r
· ∂v
∂r

+
∂u

∂z
· ∂v
∂z

)
dΩ +

∫
Γ

r
∂u

∂n
v dΓ + ω2εµ

∫
Ω

r u v dΩ+

+ ωµγ

∫
Ω

r u v dΩ =

∫
Ω

(
−
∂Jext(r)
∂z

+
∂Jext(z)
∂r

)
v dΩ. (4.69)
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Pro vyjád°ení do modulu vynecháme ze zápisu integrály. Celou rovnici také vyd¥líme
ε (pro vyjád°ení Neumannovy okrajové podmínky v pot°ebném tvaru) a ω rozepí²eme
pomocí f :

− r1

ε

(
∂u

∂r
· ∂v
∂r

+
∂u

∂z
· ∂v
∂z

)
+ r

1

ε

∂u

∂n
v + r (2 π f)2 µ u v + r 2 π f

1

ε
µ γ u v =

=
1

ε

(
−
∂Jext(r)
∂z

+
∂Jext(z)
∂r

)
v.

(4.70)

Pro ú£ely zápisu rovnic do XML modulu, budou rovnice rozd¥leny podle stran
rovnic (levá strana �> maticový zápis, pravá strana �> vektorový zápis) a imaginárních
sloºek. �len r 1/ε ∂u/∂n v p°edstavující Neumanovu okrajovou podmínku je vyjád°en
v jiné £ásti modulu v¥nující se povrchovým integrál·m.

�len levé strany reálné £ásti

−r1

ε

(
∂HϕRe

∂r
· ∂v
∂r

+
∂HϕRe

∂z
· ∂v
∂z

)
+ r (2 π f)2 µ HϕRe v (4.71a)

−r1

ε

(
∂u

∂r
· ∂v
∂r

+
∂u

∂z
· ∂v
∂z

)
+ r (2 π f)2 µ u v (4.71b)

bude ozna£en indexy i = 1, j = 1. Indexy udávají polohu v matici. Zna£ení i = 1
re�ektuje to, ºe se jedná o reálnou sloºku, j = 1 odráºí to, ºe jde o pln¥ reálný £len
(nejsou v n¥m sloºky vztaºené k imaginární £ásti).

�len levé strany reálné £ásti

r 2 π f
1

ε
µ γ HϕIm v (4.72a)

r 2 π f
1

ε
µ γ u v (4.72b)

bude ozna£en indexy i = 1, j = 2. Zna£ení i = 1 re�ektuje to, ºe se jedná o reálnou
sloºku, j = 2 odráºí to, ºe jde o £len závislý na imaginární veli£in¥ (HϕIm).

�len levé strany imaginární £ásti

−r1

ε

(
∂HϕIm

∂r
· ∂v
∂r

+
∂HϕIm

∂z
· ∂v
∂z

)
+ r (2 π f)2 µ HϕIm v (4.73a)

−r1

ε

(
∂u

∂r
· ∂v
∂r

+
∂u

∂z
· ∂v
∂z

)
+ r (2 π f)2 µ u v (4.73b)

bude ozna£en indexy i = 2, j = 2. Zna£ení i = 2 re�ektuje to, ºe se jedná o imaginární
sloºku, j = 2 odráºí to, ºe jde o pln¥ imaginární £len (nejsou v n¥m sloºky vztaºené k
reálné £ásti).

�len levé strany imaginární £ásti

−r 2 π f
1

ε
µ γ HϕRe v (4.74a)

−r 2 π f
1

ε
µ γ u v (4.74b)
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bude ozna£en indexy i = 2, j = 1. Zna£ení i = 2 re�ektuje to, ºe se jedná o imaginární
sloºku, j = 1 odráºí to, ºe jde o £len závislý na reálné veli£in¥ (HϕRe).

�len pravé strany reálné £ásti

1

ε

(
−
∂JextRe(r)

∂z
+
∂JextRe(z)

∂r

)
v (4.75)

bude ozna£en indexy i = 1, j = 1. Jde o reálnou £ást s reálnou veli£inou (JextRe).

�len pravé strany imaginární £ásti

1

ε

(
−
∂JextIm(r)

∂z
+
∂JextIm(z)

∂r

)
v (4.76)

bude ozna£en indexy i = 2, j = 2. Zde jsou indexy rovny 2, protoºe jde o imaginární
£ást s imaginární veli£inou (JextIm).

P°esný XML kód pouºitý pro zápis vý²e uvedených rovnic je uveden v P°íloze 2
v kapitole Zápis slabých formulací fázoru H. Pravé strany nebyly v modulu implemen-
továny (byly poloºeny rovny nule), protoºe je uvaºováno pouze ²í°ení v prostoru bez
proudové hustoty.

4.2 Okrajové podmínky

Okrajové podmínky p°edepisují chování funkce, nebo derivace funkce, na hrani-
cích °e²ené oblasti. P°i °e²ení parciálních diferenciálních rovnic vystupují obvykle t°i
typy okrajových podmínek - Dirichletova okrajová podmínka, Neumannova okrajová
podmínka a Newtonova okrajová podmínka.

4.2.1 Dirichletova okrajová podmínka

Dirichletova okrajová podmínka vyjad°uje hodnotu funkce u na okraji °e²ené obla-
sti. M·ºe být obecn¥ závislá na jednotlivých sou°adnicích a na £ase:

u = fDir(x, y, z, t) (4.77)

Tvar pro E v kartézských sou°adnicích

Na pravou stranu rovnice náleºí veli£ina pole tj. E. Jedná se o TE vlnu, to zna-
mená, ºe je p°ítomna pouze sloºka z pole E. Pro zápis do XML modulu je t°eba rozloºit
tuto veli£inu na její reálnou sloºku E(z real) a imaginární sloºku E(z imag). Reálná sloºka
E(z real) bude ozna£ena indexem i = 1, imaginární sloºka E(z imag) indexem i = 2. Jedná
se o vektorový zápis, zde vystupující jako �essential form�.

P°esný XML kód je uveden v P°íloze 1 v kapitole Zápis okrajových podmínek
fázoru E.
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Tvar pro H v kartézských sou°adnicích

V tomto p°ípad¥ na pravou stranu rovnice náleºí veli£ina pole H . Jedná se o TM
vlnu, to znamená, ºe je p°ítomna pouze sloºka z pole E. Pro zápis do XML modulu je
t°eba rozloºit tuto veli£inu na její reálnou sloºku H(z real a imaginární sloºku H(z imag).
Reálná sloºka H(z real) bude ozna£ena indexem i = 1, imaginární sloºka H(z imag) inde-
xem i = 2.

XML kód pro TM vlny je uveden v P°íloze 2 v kapitole Zápis okrajových podmínek
fázoru H.

Tvar pro E ve válcových sou°adnicích

Stejn¥ jako v kartézských sou°adnicích náleºí na pravou stranu rovnice veli£ina
pole tj. E. Jedná se o TE vlnu, to znamená, ºe je p°ítomna pouze sloºka ϕ pole E.
Pro zápis do XML modulu je t°eba rozloºit tuto veli£inu na její reálnou sloºku E(ϕ real)

a imaginární sloºku E(ϕ imag). Reálná sloºka E(ϕ real) bude ozna£ena indexem i = 1,
imaginární sloºka E(ϕ imag) indexem i = 2.

Zápis v XML je uveden v P°íloze 1 v kapitole Zápis okrajových podmínek fázoru E.

Tvar pro H ve válcových sou°adnicích

Na pravou stranu rovnice náleºí veli£ina pole tj. v tomto p°ípad¥ H . Jedná se
o TM vlnu, to znamená, ºe je p°ítomna pouze sloºka ϕ pole E. Pro zápis do XML
modulu je t°eba rozloºit tuto veli£inu na její reálnou sloºku H(ϕ real) a imaginární
sloºku H(ϕ imag). Reálná sloºka H(ϕ real) bude ozna£ena indexem i = 1, imaginární
sloºka H(ϕ imag) indexem i = 2.

P°epis do XML pouºitého v modulu je uveden v P°íloze 2 v kapitole Zápis okra-
jových podmínek fázoru H.

4.2.2 Neumannova okrajová podmínka

Neumannova okrajová podmínka °íká, jak se m¥ní veli£ina ve sm¥ru kolmo na roz-
hraní. Je vyjád°ena jako hodnota normálové derivace funkce. V kartézském sou°adném
systému ji lze obecn¥ zapsat takto:

∂u

∂n
= fNeu(x, y, z, t). (4.78)
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Tvar pro E v kartézských sou°adnicích

Neumannova okrajová podmínka se objeví p°i výpo£tu slabých forem jako £len
integro-diferenciální rovnice (4.15) ve form¥ plo²ného integrálu:

1

µ

∫
Γ

∂EzRe

∂n
v dΓ, (4.79a)

1

µ

∫
Γ

∂EzIm
∂n

v dΓ. (4.79b)

Pro získání její hodnoty budeme vycházet z 2.3b (2. Maxwellovy rovnice ve frek-
ven£ní oblasti pro harmonicky prom¥nné pole). Na levé stran¥ provedeme výpo£et ope-
race rotace. Vzhledem k p°ítomnosti pouze z sloºky E u TE vlny dojde k zjednodu²ení
výsledku: ∣∣∣∣∣∣

i j k
∂
∂x

∂
∂y

∂
∂z

0 0 Ez

∣∣∣∣∣∣ =
∂Ez

∂y
i− ∂Ez

∂x
j. (4.80)

Práv¥ vypo£tenou levou, i pravou stranu, následn¥ roznásobíme vektorem n (vektorem
normálovým na rozhraní):

n×
(
∂Ez

∂y
i− ∂Ez

∂x
j

)
= − n× jωµH . (4.81)

Vektorový sou£in na levé stran¥ vy°e²íme s pomocí determinantu:∣∣∣∣∣∣
i j k
nx ny nz
∂Ez

∂y
−∂Ez

∂x
0

∣∣∣∣∣∣ = − n× jωµH (4.82a)

(
−∂Ez

∂y
ny −

∂Ez

∂x
nx

)
· k = − n× jωµH (4.82b)(

∂Ez

∂x
;
∂Ez

∂y

)
· (nx;ny) · k = − n× jωµH . (4.82c)

Výraz na levé stran¥ lze také vyjád°it pomocí gradientu:

grad Ez · n · k = − n× jωµH . (4.83)

A samotná Neumannova okrajová podmínka m·ºe být téº rozepsána pomocí gra-
dientu:

∂Ez

∂n
= grad Ez · n. (4.84)

To znamená, ºe na levou stranu rovnice 4.84 m·ºeme dosadit výraz p°edstavující Ne-
umannovu okrajovou podmínku:

∂Ez

∂n
· k = − n× jωµH . (4.85)
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Roznásobíme-li pravou stranu normálovým vektorem n (a levou stranu vektorem k)
obsahujícím pouze te£nou sloºku, dostaneme skalární vyjád°ení:

∂Ez

∂n
= −jωµH t. (4.86)

Na levé stran¥ máme tedy zápis Neumannovy okrajové podmínky a na stran¥ pravé
její funk£ní vyjád°ení.

Posledním krokem je dosazení pravé strany z 4.86 do 4.79 (výrazu získaného p°i
výpo£tu slabých norem):

1

µ

∫
Γ

(ωµH(t imag) v) dΓ, (4.87a)

1

µ

∫
Γ

(−jωµH(t real) v) dΓ. (4.87b)

Takto získaný výraz lze jiº (bez integrálu o jehoº detekci a výpo£et se stará sa-
motný programový kód Agrosu) zapsat do XML modulu. Bude se jednat o vyjád°ení
pravé strany, tudíº �vector form�. �len µ se vykrátí a ω rozepí²eme pomocí f . Reálná
sloºka

2 π f H(t imag) v (4.88)

bude ozna£ena indexy i = 1, j = 1. Imaginární sloºka

− 2 π f H(t real) v (4.89)

bude ozna£ena indexy i = 2, j = 2.

P°esný XML kód je uveden v P°íloze 1 v kapitole Zápis okrajových podmínek
fázoru E.

Tvar pro H v kartézských sou°adnicích

Neumannova okrajová podmínka se objeví p°i výpo£tu slabých forem jako £len
integro-diferenciální rovnice (4.33) ve form¥ plo²ného integrálu:

1

ε

∫
Γ

∂HzRe

∂n
v dΓ, (4.90a)

1

ε

∫
Γ

∂HzIm

∂n
v dΓ. (4.90b)

Pro získání její hodnoty budeme vycházet z 2.3a (1. Maxwellovy rovnice ve frek-
ven£ní oblasti pro harmonicky prom¥nné pole). Na levé stran¥ provedeme výpo£et ope-
race rotace. Vzhledem k p°ítomnosti pouze z sloºky H u TM vlny dojde k zjednodu²ení
výsledku: ∣∣∣∣∣∣

i j k
∂
∂x

∂
∂y

∂
∂z

0 0 Hz

∣∣∣∣∣∣ =
∂Hz

∂y
i− ∂Hz

∂x
j. (4.91)
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Práv¥ vypo£tenou levou, i pravou stranu, následn¥ roznásobíme vektorem n (vektorem
normálovým na rozhraní):

n×
(
∂Hz

∂y
i− ∂Hz

∂x
j

)
= n× jωεE. (4.92)

Vektorový sou£in na levé stran¥ vy°e²íme s pomocí determinantu:∣∣∣∣∣∣
i j k
nx ny nz
∂Hz

∂y
−∂Hz

∂x
0

∣∣∣∣∣∣ = n× jωεE (4.93a)

(
−∂Hz

∂y
ny −

∂Hz

∂x
nx

)
· k = n× jωεE (4.93b)(

∂Hz

∂x
;
∂Hz

∂y

)
· (nx;ny) · k = n× jωεE. (4.93c)

Výraz na levé stran¥ lze také vyjád°it pomocí gradientu:

grad Hz · n · k = n× jωεE. (4.94)

A samotná Neumannova okrajová podmínka m·ºe být téº rozepsána pomocí gra-
dientu:

∂Hz

∂n
= grad Hz · n. (4.95)

To znamená, ºe na levou stranu rovnice 4.95 m·ºeme dosadit výraz p°edstavující Ne-
umannovu okrajovou podmínku:

∂Hz

∂n
· k = n× jωεE. (4.96)

Roznásobíme-li pravou stranu normálovým vektorem n (a levou stranu vektorem k)
obsahujícím pouze te£nou sloºku, dostaneme skalární vyjád°ení:

∂Hz

∂n
= jωεEt. (4.97)

Na levé stran¥ máme tedy zápis Neumannovy okrajové podmínky a na stran¥ pravé
její funk£ní vyjád°ení.

Posledním krokem je dosazení pravé strany z 4.97 do 4.90 (výrazu získaného p°i
výpo£tu slabých norem):

1

ε

∫
Γ

(−ωεE(t imag) v) dΓ, (4.98a)

1

ε

∫
Γ

(jωεE(t real) v) dΓ. (4.98b)

Pro vyjád°ení do modulu vynecháme ze zápisu integrály. Bude se jednat o vyjá-
d°ení pravé strany, tudíº �vector form�. �len ε se vykrátí a ω rozepí²eme pomocí f .
Reálná sloºka

− 2 π f E(t imag) v (4.99)
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bude ozna£ena indexy i = 1, j = 1. Imaginární sloºka

2 π f E(t real) v (4.100)

bude ozna£ena indexy i = 2, j = 2.

P°esný XML kód je uveden v P°íloze 2 v kapitole Zápis okrajových podmínek
fázoru H.

Tvar pro E ve válcových sou°adnicích

Neumannova okrajová podmínka se objeví p°i výpo£tu slabých forem jako £len
integro-diferenciální rovnice (4.52) ve form¥ plo²ného integrálu:

1

µ

∫
Γ

r
∂EϕRe

∂n
v dΓ, (4.101a)

1

µ

∫
Γ

r
∂EϕIm

∂n
v dΓ. (4.101b)

Pro získání její hodnoty budeme vycházet z 2.3b (2. Maxwellovy rovnice ve frek-
ven£ní oblasti pro harmonicky prom¥nné pole). Na levé stran¥ provedeme výpo£et ope-
race rotace. Vzhledem k p°ítomnosti pouze ϕ sloºky E u TE vlny dojde k zjednodu²ení
výsledku:

rotE = −
∂Eϕ

∂z
ρ+

1

r

∂(rEϕ)

∂r
k. (4.102)

Práv¥ vypo£tenou levou, i pravou stranu, následn¥ roznásobíme vektorem n (vektorem
normálovým na rozhraní):

n×
(

1

r

∂(rEϕ)

∂r
k −

∂Eϕ

∂z
ρ

)
= − n× jωµH . (4.103)

Vektorový sou£in na levé stran¥ vy°e²íme s pomocí determinantu:∣∣∣∣∣∣
ρ φ k
nr nϕ nz

1
r

∂(rEϕ)

∂r
0 −∂Eϕ

∂z

∣∣∣∣∣∣ = − n× jωµH (4.104a)

(
∂Eϕ

∂z
nr +

1

r

∂(rEϕ)

∂r
nz

)
· φ = − n× jωµH (4.104b)(

∂Eϕ

∂z
;
1

r

∂(rEϕ)

∂r

)
· (nr;nz) · φ = − n× jωµH . (4.104c)

Výraz na levé stran¥ lze také vyjád°it pomocí gradientu:

grad Eϕ · n · φ = − n× jωµH . (4.105)

A samotná Neumannova okrajová podmínka m·ºe být téº rozepsána pomocí gra-
dientu:

∂Eϕ

∂n
= grad Eϕ · n. (4.106)
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To znamená, ºe na levou stranu rovnice 4.106 m·ºeme dosadit výraz p°edstavující
Neumannovu okrajovou podmínku:

∂Eϕ

∂n
· φ = − n× jωµH . (4.107)

Roznásobíme-li pravou stranu normálovým vektorem n (a levou stranu vektorem φ)
obsahujícím pouze te£nou sloºku, dostaneme skalární vyjád°ení:

∂Eϕ

∂n
= −jωµH t. (4.108)

Na levé stran¥ máme tedy zápis Neumannovy okrajové podmínky a na stran¥ pravé
její funk£ní vyjád°ení.

Posledním krokem je dosazení pravé strany z 4.108 do 4.101 (výrazu získaného p°i
výpo£tu slabých norem):

1

µ

∫
Γ

(ωµH(t imag) v) r dΓ, (4.109a)

1

µ

∫
Γ

(−jωµH(t real) v) r dΓ. (4.109b)

Pro vyjád°ení do modulu vynecháme ze zápisu integrály. Bude se jednat o vyjá-
d°ení pravé strany, tudíº �vector form�. �len µ se vykrátí a ω rozepí²eme pomocí f .
Reálná sloºka

2 π f H(t imag) r v (4.110)

bude ozna£ena indexy i = 1, j = 1. Imaginární sloºka

− 2 π f H(t real) r v (4.111)

bude ozna£ena indexy i = 2, j = 2.

P°esný XML kód je uveden v P°íloze 1 v kapitole Zápis okrajových podmínek
fázoru E.

Tvar pro H ve válcových sou°adnicích

Neumannova okrajová podmínka se objeví p°i výpo£tu slabých forem jako £len
integro-diferenciální rovnice (4.70) ve form¥ plo²ného integrálu:

1

ε

∫
Γ

r
∂HϕRe

∂n
v dΓ, (4.112a)

1

ε

∫
Γ

r
∂HϕIm

∂n
v dΓ. (4.112b)

Pro získání její hodnoty budeme vycházet z 2.3a (1. Maxwellovy rovnice ve frek-
ven£ní oblasti pro harmonicky prom¥nné pole). Na levé stran¥ provedeme výpo£et ope-
race rotace. Vzhledem k p°ítomnosti pouze ϕ sloºky H u TM vlny dojde k zjednodu²ení
výsledku:

rotH = −
∂Hϕ

∂z
ρ+

1

r

∂(rHϕ)

∂r
k. (4.113)

- 41 -



Modelování vf za°ízení Luká² Brtna 2013

Práv¥ vypo£tenou levou, i pravou stranu, následn¥ roznásobíme vektorem n (vektorem
normálovým na rozhraní):

n×
(

1

r

∂(rHϕ)

∂r
k −

∂Hϕ

∂z
ρ

)
= n× jωεE. (4.114)

Vektorový sou£in na levé stran¥ vy°e²íme s pomocí determinantu:∣∣∣∣∣∣
ρ φ k
nr nϕ nz

1
r

∂(rHϕ)

∂r
0 −∂Hϕ

∂z

∣∣∣∣∣∣ = n× jωεE (4.115a)

(
∂Hϕ

∂z
nr +

1

r

∂(rHϕ)

∂r
nz

)
· φ = n× jωεE (4.115b)(

∂Hϕ

∂z
;
1

r

∂(rHϕ)

∂r

)
· (nr;nz) · φ = n× jωεE. (4.115c)

Výraz na levé stran¥ lze také vyjád°it pomocí gradientu:

grad Hϕ · n · φ = n× jωεE. (4.116)

A samotná Neumannova okrajová podmínka m·ºe být téº rozepsána pomocí gra-
dientu:

∂Hϕ

∂n
= grad Hϕ · n. (4.117)

To znamená, ºe na levou stranu rovnice 4.117 m·ºeme dosadit výraz p°edstavující
Neumannovu okrajovou podmínku:

∂Hϕ

∂n
· φ = n× jωεE. (4.118)

Roznásobíme-li pravou stranu normálovým vektorem n (a levou stranu vektorem φ)
obsahujícím pouze te£nou sloºku, dostaneme skalární vyjád°ení:

∂Hϕ

∂n
= jωεH t. (4.119)

Na levé stran¥ máme tedy zápis Neumannovy okrajové podmínky a na stran¥ pravé
její funk£ní vyjád°ení.

Posledním krokem je dosazení pravé strany z 4.119 do 4.112 (výrazu získaného p°i
výpo£tu slabých norem):

1

ε

∫
Γ

(−ωεH(t imag) v) r dΓ, (4.120a)

1

ε

∫
Γ

(jωεH(t real) v) r dΓ. (4.120b)

Pro vyjád°ení do modulu vynecháme ze zápisu integrály. Bude se jednat o vyjá-
d°ení pravé strany, tudíº �vector form�. �len ε se vykrátí a ω rozepí²eme pomocí f .
Reálná sloºka

− 2 π f H(t imag) r v (4.121)
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bude ozna£ena indexy i = 1, j = 1. Imaginární sloºka

2 π f H(t real) r v (4.122)

bude ozna£ena indexy i = 2, j = 2.

P°esný XML kód je uveden v P°íloze 2 v kapitole Zápis okrajových podmínek
fázoru H.

4.2.3 Newtonova okrajová podmínka

Newtonova, tzv. smí²ená, okrajová podmínka spojuje ob¥ p°edcházející podmínky
(Dirichletovu a Neumannovu). N¥kdy bývá také ozna£ována jako Cauchyho nebo Robi-
nova okrajová podmínka. Tato podmínka de�nuje impedanci na hranici °e²ené oblasti:(

u+
∂u

∂n

)
= fNew(x, y, z, t). (4.123)

Tvar pro E v kartézských sou°adnicích

Obecný zápis 4.123 lze pro E v kartézských sou°adnicích konkretizovat do tvaru:

∂Ez

∂n
+K1Ez = K2. (4.124)

Jak jiº název této okrajové podmínky napovídá, °e²ení vychází z výpo£tu impedance:

Z0 =
E

H
. (4.125)

Cílem je upravit rovnici 4.125 do tvaru v 4.124.

Pouºijeme rovnici 2.3b a za H dosadíme z této rovnice do rovnice 4.125. Tuto
rovnici následn¥ vektorov¥ roznásobíme normálovým vektorem n:

n× rotE = −jωµ(n×H). (4.126)

Na pravou stranu dosadíme podle rovnice:

H t = n×H (4.127a)

H t =
Ez

Zo

, (4.127b)

vycházející z 4.125. Levou stranu vektorov¥ roznásobíme n, vyjád°íme pomocí gradi-
entu a substituujeme do výrazu p°edstavujícího Neumannovu podmínku (postupuje se
stejn¥ jako v kapitole 4.2.2).

Vzhledem k tomu, ºe objektem výpo£tu je TE vlna, bude p°ítomna pouze sloºka
z pole E:

∂Ez

∂n
= −jωµH t (4.128a)

∂Ez

∂n
= −jωµ

Ez

Z0

. (4.128b)
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Tento tvar lze podobn¥ jako v kapitole 4.2.2 dosadit do 4.79 (výrazu získaného p°i
výpo£tu slabých norem):

1

µ

∫
Γ

(
ωµ

Z0

E(z imag) v) dΓ, (4.129a)

1

µ

∫
Γ

(− jωµ

Z0

E(z real) v) dΓ. (4.129b)

Pro vyjád°ení do modulu vynecháme ze zápisu integrály. Bude se jednat o vyjád-
°ení levé strany, tudíº �matrix form�. Stejn¥ jako u vyjád°ení levé strany u objemových
integrál· pouºijeme substituci veli£iny E za u. Reálná sloºka

2 π f

Z0

u v (4.130)

bude ozna£ena indexy i = 1, j = 2. Imaginární sloºka

− 2 π f

Z0

u v (4.131)

bude ozna£ena indexy i = 2, j = 1.

Poloºky s indexy i = 1, j = 1 a i = 2, j = 2 v matici jsou nulové (obsaºeny jsou
pouze diagonální prvky), neuvádí se proto ani do XML modulu.

Také pravá strana rovnice (vector form) je nulová. Konkrétn¥ to znamená, ºe pro
i = 1, j = 1 je v XML modulu vyjád°ena 0 a pro i = 2, j = 2 je v XML modulu téº
vyjád°ena 0.

P°esný XML kód je uveden v P°íloze 1 v kapitole Zápis okrajových podmínek
fázoru E.

Tvar pro H v kartézských sou°adnicích

Obecný zápis 4.123 lze pro H v kartézských sou°adnicích konkretizovat do tvaru:

∂Hz

∂n
+K1Hz = K2. (4.132)

�e²ení vychází z výpo£tu impedance:

Z0 =
E

H
. (4.133)

Cílem je upravit rovnici 4.133 do tvaru v 4.132.

Pouºijeme rovnici 2.3a (bez uvaºování proudové hustoty J a za E dosadíme z této
rovnice do rovnice 4.133). Tuto rovnici následn¥ vektorov¥ roznásobíme normálovým
vektorem n:

n× rot H = jωε(n×E). (4.134)
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Na pravou stranu dosadíme podle rovnice:

Et = n×E (4.135a)
Et = Z0Hz, (4.135b)

vycházející z 4.133. Levou stranu vektorov¥ roznásobíme n, vyjád°íme pomocí gradi-
entu a substituujeme do výrazu p°edstavujícího Neumannovu podmínku (postupuje se
stejn¥ jako v kapitole 4.2.2).

Vzhledem k tomu, ºe objektem výpo£tu je TM vlna, bude p°ítomna pouze sloºka
z pole H:

∂Hz

∂n
= jωεEt (4.136a)

∂Hz

∂n
= jωεZ0Hz. (4.136b)

Tento tvar lze podobn¥ jako v kapitole 4.2.2 dosadit do 4.90 (výrazu získaného p°i
výpo£tu slabých norem):

1

ε

∫
Γ

(−ωεZ0H(z imag)v) dΓ, (4.137a)

1

ε

∫
Γ

(ωεZ0H(z real)v) dΓ. (4.137b)

Pro vyjád°ení do modulu vynecháme ze zápisu integrály. Bude se jednat o vyjád-
°ení levé strany, tudíº �matrix form�. Stejn¥ jako u vyjád°ení levé strany u objemových
integrál· pouºijeme substituci veli£iny H za u. Reálná sloºka

− 2 π f Z0 u v (4.138)

bude ozna£ena indexy i = 1, j = 2. Imaginární sloºka

2 π f Z0 u v (4.139)

bude ozna£ena indexy i = 2, j = 1.

Poloºky s indexy i = 1, j = 1 a i = 2, j = 2 v matici jsou nulové (obsaºeny jsou
pouze diagonální prvky), neuvádí se proto ani do XML modulu.

Také pravá strana rovnice (vector form) je nulová. Konkrétn¥ to znamená, ºe pro
i = 1, j = 1 je v XML modulu vyjád°ena 0 a pro i = 2, j = 2 je v XML modulu téº
vyjád°ena 0.

P°esný XML kód je uveden v P°íloze 2 v kapitole Zápis okrajových podmínek
fázoru H.

Tvar pro E ve válcových sou°adnicích

Obecný zápis 4.123 lze pro E ve válcových sou°adnicích konkretizovat do tvaru:

∂Eϕ

∂n
+K1Eϕ = K2. (4.140)
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�e²ení vychází z výpo£tu impedance:

Z0 =
E

H
. (4.141)

Cílem je upravit rovnici 4.141 do tvaru v 4.140.

Pouºijeme rovnici 2.3b a za H dosadíme z této rovnice do rovnice 4.141. Tuto
rovnici následn¥ vektorov¥ roznásobíme normálovým vektorem n:

n× rot E = −jωµ(n×H). (4.142)

Na pravou stranu dosadíme podle rovnice:

H t = n×H (4.143a)

H t =
Eϕ

Z0

, (4.143b)

vycházející z 4.141. Levou stranu vektorov¥ roznásobíme n, vyjád°íme pomocí gradi-
entu a substituujeme do výrazu p°edstavujícího Neumannovu podmínku (postupuje se
stejn¥ jako v kapitole 4.2.2).

Vzhledem k tomu, ºe objektem výpo£tu je TE vlna, bude p°ítomna pouze sloºka
ϕ pole E:

∂Eϕ

∂n
= −jωµHt (4.144a)

∂Eϕ

∂n
= −jωµ

Eϕ

Z0

. (4.144b)

Tento tvar lze podobn¥ jako v kapitole 4.2.2 dosadit do 4.101 (výrazu získaného p°i
výpo£tu slabých norem):

1

µ

∫
Γ

(
ωµ

Z0

E(ϕ imag) r v) dΓ, (4.145a)

1

µ

∫
Γ

(− jωµ

Z0

E(ϕ real) r v) dΓ. (4.145b)

Pro vyjád°ení do modulu vynecháme ze zápisu integrály. Bude se jednat o vyjád-
°ení levé strany, tudíº �matrix form�. Stejn¥ jako u vyjád°ení levé strany u objemových
integrál· pouºijeme substituci veli£iny E za u. Reálná sloºka

r
2 π f

Z0

u v (4.146)

bude ozna£ena indexy i = 1, j = 2. Imaginární sloºka

− r
2 π f

Z0

u v (4.147)

bude ozna£ena indexy i = 2, j = 1.
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Poloºky s indexy i = 1, j = 1 a i = 2, j = 2 v matici jsou nulové (obsaºeny jsou
pouze diagonální prvky), neuvádí se proto ani do XML modulu.

Také pravá strana rovnice (vector form) je nulová. Konkrétn¥ to znamená, ºe pro
i = 1, j = 1 je v XML modulu vyjád°ena 0 a pro i = 2, j = 2 je v XML modulu téº
vyjád°ena 0.

P°esný XML kód je uveden v P°íloze 1 v kapitole Zápis okrajových podmínek
fázoru E.

Tvar pro H ve válcových sou°adnicích

Obecný zápis 4.123 lze pro H ve válcových sou°adnicích konkretizovat do tvaru:

∂Hϕ

∂n
+K1Hϕ = K2. (4.148)

�e²ení vychází z výpo£tu impedance:

Z0 =
E

H
. (4.149)

Cílem je upravit rovnici 4.149 do tvaru v 4.148.

Pouºijeme rovnici 2.3a (bez uvaºování proudové hustoty J a za E dosadíme z této
rovnice do rovnice 4.149). Tuto rovnici následn¥ vektorov¥ roznásobíme normálovým
vektorem n:

n× rot H = jωε(n×E) (4.150)

Na pravou stranu dosadíme podle rovnice:

Et = n×E (4.151a)
Et = Z0Hϕ, (4.151b)

vycházející z 4.149. Levou stranu vektorov¥ roznásobíme n, vyjád°íme pomocí gradi-
entu a substituujeme do výrazu p°edstavujícího Neumannovu podmínku (postupuje se
stejn¥ jako v kapitole 4.2.2).

Vzhledem k tomu, ºe objektem výpo£tu je TM vlna, bude p°ítomna pouze sloºka
ϕ pole H:

∂Hϕ

∂n
= jωεEt (4.152a)

∂Hϕ

∂n
= jωεHϕZ0 (4.152b)

Tento tvar lze podobn¥ jako v kapitole 4.2.2 dosadit do 4.112 (výrazu získaného p°i
výpo£tu slabých norem):

1

ε

∫
Γ

(−ωεZ0H(ϕ imag) r v) dΓ, (4.153a)

1

ε

∫
Γ

(ωεZ0H(ϕ real) r v) dΓ. (4.153b)
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Pro vyjád°ení do modulu vynecháme ze zápisu integrály. Bude se jednat o vyjád-
°ení levé strany, tudíº �matrix form�. Stejn¥ jako u vyjád°ení levé strany u objemových
integrál· pouºijeme substituci veli£iny H za u. Reálná sloºka

− r 2 π f Z0 u v (4.154)

bude ozna£ena indexy i = 1, j = 2. Imaginární sloºka

r 2 π f Z0 u v (4.155)

bude ozna£ena indexy i = 2, j = 1.

Poloºky s indexy i = 1, j = 1 a i = 2, j = 2 v matici jsou nulové (obsaºeny jsou
pouze diagonální prvky), neuvádí se proto ani do XML modulu.

Také pravá strana rovnice (vector form) je nulová. Konkrétn¥ to znamená, ºe pro
i = 1, j = 1 je v XML modulu vyjád°ena 0 a pro i = 2, j = 2 je v XML modulu téº
vyjád°ena 0.

P°esný XML kód je uveden v P°íloze 2 v kapitole Zápis okrajových podmínek
fázoru H.

4.2.4 Neumannova okrajová podmínka zadaná povrchovým proudem

Proudovou hustotu lze vyjád°it jako J = γE. Opa£n¥ to také znamená, ºe inten-
zita elektrického pole E m·ºe být vyjád°ena pomocí proudové hustoty J . Toho lze s
výhodou vyuºít p°i zadávání Neumannovy okrajové podmínky. Neumannova okrajová
podmínka je obecn¥ vyjád°ena jako hodnota normálové derivace funkce, konkrétn¥ v
na²em p°ípad¥ je pak udána prost°ednictvím intenzity elektrického pole E. A jak jiº
bylo zmín¥no, intenzita elektrického pole E m·ºe být nahrazena proudovou hustotou
J .

Tvar pro J a TE pole v kartézských sou°adnicích

Budeme vycházet z tvaru 4.85, ke kterému jsme do²li p°i výpo£tu Neumannovy
okrajové podmínky v kapitole 4.2.2

∂Ez

∂n
· k = − n× jωµH . (4.156)

Proudová hustota J t je rovna vektorovému sou£inu normálového vektoru n a intenzity
magnetického pole H :

n×H = J t. (4.157)

Na pravou stranu výrazu 4.156 potom dosadíme za vektorový sou£in n a H z rov-
nice 4.157:

∂Ez

∂n
= −jωµJ t. (4.158)
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Rovnici m·ºeme rozd¥lit na její reálnou a imaginární sloºku:

∂Ez

∂n
= −j ωµ(J(t real) + J(t imag) j) (4.159a)

∂E(z real)

∂n
= ωµJ(t imag) (4.159b)

∂E(z imag)

∂n
= −j ωµJ(t real) (4.159c)

Posledním krokem je dosazení pravé strany z 4.159 do 4.79 (výrazu získaného p°i vý-
po£tu slabých forem):

1

µ

∫
Γ

ωµJ(t imag) v dΓ (4.160a)

1

µ

∫
Γ

−j ωµJ(t real) v dΓ (4.160b)

Pro vyjád°ení do modulu vynecháme ze zápisu integrály. Bude se jednat o vyjá-
d°ení pravé strany, tudíº �vector form�. �len µ se vykrátí a ω rozepí²eme pomocí f .
Reálná sloºka

2 π f J(t imag) v (4.161)

bude ozna£ena indexy i = 1, j = 1. Imaginární sloºka

− 2 π f J(t real) v (4.162)

bude ozna£ena indexy i = 2, j = 2.

P°esný XML kód je uveden v P°íloze 2 v kapitole Zápis okrajových podmínek
fázoru E.

Tvar pro J a TE pole ve válcových sou°adnicích

Budeme vycházet z tvaru 4.107, ke kterému jsme do²li p°i výpo£tu Neumannovy
okrajové podmínky v kapitole 4.2.2:

∂Eϕ

∂n
· φ = − n× jωµH . (4.163)

Proudová hustota J t je rovna vektorovému sou£inu normálového vektoru n a intenzity
magnetického pole H :

n×H = J t. (4.164)

Na pravou stranu výrazu 4.163 potom dosadíme za vektorový sou£in n a H z rov-
nice 4.164:

∂Eϕ

∂n
= −jωµJ t. (4.165)

Rovnici m·ºeme rozd¥lit na její reálnou a imaginární sloºku:

∂E(ϕ real)

∂n
= ωµJ(t imag) (4.166a)

∂E(ϕ imag)

∂n
= −j ωµJ(t real) (4.166b)
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Posledním krokem je dosazení pravé strany z 4.166 do 4.101 (výrazu získaného p°i
výpo£tu slabých forem):

1

µ

∫
Γ

ωµJ(t imag) v r dΓ (4.167a)

1

µ

∫
Γ

−j ωµJ(t real) v r dΓ (4.167b)

Pro vyjád°ení do modulu vynecháme ze zápisu integrály. Bude se jednat o vyjá-
d°ení pravé strany, tudíº �vector form�. �len µ se vykrátí a ω rozepí²eme pomocí f .
Reálná sloºka

2 π f J(t imag) v r (4.168)

bude ozna£ena indexy i = 1, j = 1. Imaginární sloºka

− 2 π f J(t real) v r (4.169)

bude ozna£ena indexy i = 2, j = 2.

P°esný XML kód je uveden v P°íloze 2 v kapitole Zápis okrajových podmínek
fázoru E.

Tvar pro J a TM pole v kartézských sou°adnicích

Budeme vycházet z tvaru 4.96, ke kterému jsme do²li p°i výpo£tu Neumannovy
okrajové podmínky v kapitole 4.2.2:

∂Hz

∂n
· k = n× jωεE. (4.170)

Za veli£inu E na pravé stran¥ dosadíme proudovou hustotu J vynásobenou vodivostí
γ na vnit°ní stran¥ rozhraní:

∂Hz

∂n
· k = n× jωε

J

γ
. (4.171)

Na obou stranách rovnice provedeme sou£iny vektor· a veli£inu J rozepí²eme na její
reálnou a imaginární sloºku:

∂Hz

∂n
= j ωε

J t
γ

(4.172a)

∂Hz

∂n
= j

ωε

γ
(J(t real) + J(t imag) j) (4.172b)

Rovnici tedy m·ºeme rozd¥lit na její reálnou a imaginární sloºku:

∂H(z real)

∂n
= −ωε

γ
J(t imag) (4.173a)

∂H(z imag)

∂n
= j

ωε

γ
J(t real) (4.173b)
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Posledním krokem je dosazení pravé strany z 4.173 do 4.90 (výrazu získaného p°i vý-
po£tu slabých forem):

1

ε

∫
Γ

−ωε
γ
J(t imag) v dΓ (4.174a)

1

ε

∫
Γ

j
ωε

γ
J(t real) v dΓ (4.174b)

Pro vyjád°ení do modulu vynecháme ze zápisu integrály. Bude se jednat o vyjá-
d°ení pravé strany, tudíº �vector form�. �len ε se vykrátí a ω rozepí²eme pomocí f .
Reálná sloºka

− 2 π f

γ
J(t imag) v (4.175)

bude ozna£ena indexy i = 1, j = 1. Imaginární sloºka

2 π f

γ
J(t real) v (4.176)

bude ozna£ena indexy i = 2, j = 2.

P°esný XML kód je uveden v P°íloze 2 v kapitole Zápis okrajových podmínek
fázoru H.

Tvar pro J a TM pole ve válcových sou°adnicích

Budeme vycházet z tvaru 4.118, ke kterému jsme do²li p°i výpo£tu Neumannovy
okrajové podmínky v kapitole 4.2.2:

∂Hϕ

∂n
· φ = n× jωεE. (4.177)

Za veli£inu E na pravé stran¥ dosadíme proudovou hustotu J vynásobenou vodivostí
γ na vnit°ní stran¥ rozhraní:

∂Hϕ

∂n
· φ = n× jωε

J

γ
. (4.178)

Na obou stranách rovnice provedeme sou£iny vektor· a veli£inu J rozepí²eme na její
reálnou a imaginární sloºku:

∂Hϕ

∂n
= j ωε

J t
γ

(4.179a)

∂Hϕ

∂n
= j

ωε

γ
(J(t real) + J(t imag) j) (4.179b)

Rovnici tedy m·ºeme rozd¥lit na její reálnou a imaginární sloºku:

∂H(ϕ real)

∂n
= −ωε

γ
J(t imag) (4.180a)

∂H(ϕ imag)

∂n
= j

ωε

γ
J(t real) (4.180b)

- 51 -



Modelování vf za°ízení Luká² Brtna 2013

Posledním krokem je dosazení pravé strany z 4.180 do 4.112 (výrazu získaného p°i
výpo£tu slabých forem):

1

ε

∫
Γ

−ωε
γ
J(t imag) v r dΓ (4.181a)

1

ε

∫
Γ

j
ωε

γ
J(t real) v r dΓ (4.181b)

Pro vyjád°ení do modulu vynecháme ze zápisu integrály. Bude se jednat o vyjá-
d°ení pravé strany, tudíº �vector form�. �len ε se vykrátí a ω rozepí²eme pomocí f .
Reálná sloºka

− 2 π f

γ
J(t imag) v r (4.182)

bude ozna£ena indexy i = 1, j = 1. Imaginární sloºka

2 π f

γ
J(t real) v r (4.183)

bude ozna£ena indexy i = 2, j = 2.

P°esný XML kód je uveden v P°íloze 2 v kapitole Zápis okrajových podmínek
fázoru H.

4.3 Postprocessor - dopo£et r·zných veli£in pole

Postprocessing v programu Agros2D umoº¬uje dopo£íst a gra�cky zobrazit dal²í
veli£iny pole z veli£in jiº získaných. Vztahy pro dopo£et dal²ích veli£in i interpretaci
hodnot jiº získaných musí být implementovány v XML modulu, resp. jeho podmodulu
postprocessor.

V XML souboru parsovaném do knihovny Agrosu jsou v rovnicích pouºitých v
postprocessoru pouºity následující symboly:

4.3.1 Intenzita magnetického pole

Hodnoty pro intenzitu magnetického pole H vycházejí p°ímo z °e²ených slabých
forem a úkolem postprocessoru je tedy pouze jejich p°ímé zobrazení. Zápis v XML
modulu je vyjád°en v P°íloze 2 v kapitole Programový kód postprocessoru.

4.3.2 Intenzita elektrického pole

Vztah pro výpo£et intenzity elektrického pole E lze odvodit z 2.3a (1. Maxwellovy
rovnice) a tím získat jeho hodnotu ze známé veli£iny H .

Výpo£tem operace rotace pro jedinou sloºku z H a rozepsáním vektoru na pravé
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Tab. 4.1: Tabulka symbol· pouºitých v rovnicích XML modulu v sekci postprocessoru

value1 H(z real) resp. H(ϕ real)

value2 H(z imag) resp. H(ϕ imag)

dx1
∂H(z real)

∂x

dx2
∂H(z imag)

∂x

dy1
∂H(z real)

∂y

dy2
∂H(z imag)

∂y

dr1
∂H(ϕ real)

∂r

dr2
∂H(ϕ imag)

∂r

dz1
∂H(ϕ real)

∂z

dz2
∂H(ϕ imag)

∂z

stran¥ získáme: ∣∣∣∣∣∣
i j k
∂
∂x

∂
∂y

∂
∂z

0 0 Hz

∣∣∣∣∣∣ = jωε(Exi+ Eyj) (4.184a)

∂Hz

∂y
i− ∂Hz

∂x
j = jωε(Exi+ Eyj). (4.184b)

Pro jednotlivé sloºky vektoru E to potom znamená:

Ex =
1

jωε

∂Hz

∂y
=

1

jωε
(
∂H(z real)

∂y
+
∂H(z imag)

∂y
j), (4.185a)

Ey = − 1

jωε

∂Hz

∂x
= − 1

jωε
(
∂H(z real)

∂x
+
∂H(z imag)

∂x
j). (4.185b)

Rozepsáno na jejich reálné a imaginární sloºky:

E(x real) =
1

ωε

∂H(z imag)

∂y
, (4.186a)

E(x imag) =
1

jωε

∂H(z real)

∂y
, (4.186b)

E(y real) = − 1

ωε

∂H(z imag)

∂x
, (4.186c)

E(y imag) = − 1

jωε

∂H(z real)

∂x
. (4.186d)

- 53 -



Modelování vf za°ízení Luká² Brtna 2013

Z vý²e uvedených rovnic lze vyjád°it velikost (absolutní hodnotu) vektoru E:

E =
1

ωε

√(
∂H(z imag)

∂y

)2

+

(
∂H(z real)

∂y

)2

+

(
−
∂H(z imag)

∂x

)2

+

(
−
∂H(z real)

∂x

)2

(4.187)

Podobn¥ se postupuje i p°i výpo£tu ve válcových sou°adnicích. Zde je p°ítomna
pouze sloºka ϕ H . Rozepsáním vektoru na pravé stran¥ získáme:∣∣∣∣∣∣

ρ φ k
∂
∂r

∂
∂ϕ

∂
∂z

0 Hϕ 0

∣∣∣∣∣∣ = jωε(Erρ+ Ezk) (4.188a)

1

r

∂(rHϕ)

∂r
k −

∂Hϕ

∂z
ρ = jωε(Erρ+ Ezk). (4.188b)

Pro jednotlivé sloºky vektoru E to potom znamená:

Er = − 1

jωε

∂Hϕ

∂z
= − 1

jωε
(
∂H(ϕ real)

∂z
+
∂H(ϕ imag)

∂z
j), (4.189a)

Ez =
1

jωε

1

r

∂(rHϕ)

∂r
=

1

jωε
(
1

r

∂(rH(ϕ real))

∂r
+

1

r

∂(rH(ϕ imag))

∂r
j). (4.189b)

Rozepsáno na jejich reálné a imaginární sloºky:

E(r real) = − 1

ωε

∂H(ϕ imag)

∂z
, (4.190a)

E(r imag) = − 1

jωε

∂H(ϕ real)

∂z
, (4.190b)

E(z real) =
1

ωε

1

r

∂(rH(ϕ imag))

∂r
, (4.190c)

E(z imag) =
1

jωε

1

r

∂(rH(ϕ real))

∂r
. (4.190d)

Z vý²e uvedených rovnic lze vyjád°it velikost (absolutní hodnotu) vektoru E:

E =
1

ωε

√(
−
∂H(ϕImag)

∂z

)2

+

(
−
∂H(ϕReal)

∂z

)2

+

(
1

r

∂(rH(ϕImag))

∂r

)2

+

(
1

r

∂(rH(ϕReal))

∂r

)2

(4.191)

Programový XML kód pouºitý v modulu je vyjád°en v P°íloze 2 v kapitole Pro-
gramový kód postprocessoru.

4.3.3 Poynting·v vektor

Poynting·v vektorN [W/m2] p°edstavuje plo²nou hustotu výkonu na °e²ené obla-
sti a je vyjád°en jako vektorový sou£in intenzity elektrického pole E a intenzity mag-
netického pole H :

N = E ×H . (4.192)
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Provedeme výpo£et vektorového sou£inu z pravé strany rovnice:

E ×H =

∣∣∣∣∣∣
i j k
Ex Ey 0
0 0 Hz

∣∣∣∣∣∣ = EyHzi− ExHzj. (4.193)

A výsledek zapí²eme zp¥t do rovnice 4.192:

Nxi+Nyj = EyHzi− ExHzj. (4.194)

Výraz vyjád°íme pro jednotlivé sloºky vektoru N :

Nx = EyHz = (E(y real) + E(y imag)j)(H(z real) +H(z imag)j)

= E(y real)H(z real) − E(y imag)H(z imag) + j(E(y real)H(z imag) + E(y imag)H(z real)),
(4.195a)

Ny = −ExHz = −(E(x real) + E(x imag)j)(H(z real) +H(z imag)j)

= −E(x real)H(z real) + E(x imag)H(z imag) − j(E(x real)H(z imag) + E(x imag)H(z real)).
(4.195b)

Poynting·v vektor p°edstavuje hustotu výkonu elektromagnetického pole. Jeho hod-
nota tedy musí být reálným £íslem:

Nx = E(y real)H(z real) − E(y imag)H(z imag), (4.196a)
Ny = −E(x real)H(z real) + E(x imag)H(z imag). (4.196b)

Programový XML kód pouºitý pro zápis Poyntingova vektoru do postprocessoru
v TM modulu je vyjád°en v P°íloze 2 v kapitole Programový kód postprocessoru. Za
sloºky intenzity elektrického pole je zde dosazeno z £ásti postprocessoru ur£ené pro
výpo£et E a za sloºky intenzity magnetického pole p°ímý výsledek výpo£tu slabých
forem.

Podobn¥ se postupuje i p°i výpo£tu ve válcových sou°adnicích. Zde je p°ítomna
pouze sloºka ϕH . Vycházíme z rovnice 4.192. Provedeme výpo£et vektorového sou£inu:

E ×H =

∣∣∣∣∣∣
ρ φ k
Er 0 Ez

0 Hϕ 0

∣∣∣∣∣∣ = ErHϕk − EzHϕρ. (4.197)

A výsledek zapí²eme zp¥t do rovnice 4.192:

N rρ+N zk = ErHϕk − EzHϕρ. (4.198)

Výraz vyjád°íme pro jednotlivé sloºky vektoru N :

N r = −EzHϕ = −(E(z real) + E(z imag)j)(H(ϕ real) +H(ϕ imag)j)

= −E(z real)H(ϕ real) + E(z imag)H(ϕ imag) − j(E(z real)H(ϕ imag) + E(z imag)H(ϕ real)),
(4.199a)

N z = ErHϕ = (E(r real) + E(r imag)j)(H(ϕ real) +H(ϕ imag)j)

= E(r real)H(ϕ real) − E(r imag)H(ϕ imag) + j(E(r real)H(ϕ imag) + E(r imag)H(ϕ real)).
(4.199b)
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Poynting·v vektor p°edstavuje hustotu výkonu elektromagnetického pole. Jeho hod-
nota tedy musí být reálným £íslem:

Nr = −E(z real)H(ϕ real) + E(z imag)H(ϕ imag), (4.200a)
Nz = E(r real)H(ϕ real) − E(r imag)H(ϕ imag). (4.200b)

Programový XML kód pouºitý pro zápis Poyntingova vektoru do postprocessoru
v TM modulu je vyjád°en v P°íloze 2 v kapitole Programový kód postprocessoru. Za
sloºky intenzity elektrického pole je zde dosazeno z £ásti postprocessoru ur£ené pro
výpo£et E a za sloºky intenzity magnetického pole p°ímý výsledek výpo£tu slabých
forem.

4.4 Ilustra£ní p°íklad

Pro ukázku funk£nosti a moºností vyvinutého modulu budou prezentovány dva
p°íklady. První, spí²e teoretický, je pouºit na porovnání výsledku s programem Comsol a
ov¥°ení správnosti °e²ení. Druhý, komplexn¥j²í, prezentuje reálný model kónické antény
v osové symetrii.

4.4.1 Srovnání modelu vytvo°eného v Agrosu s modelem v Comsolu

Pro ov¥°ení funk£nosti vytvo°eného modulu a správnosti vypo£tených rovnic je
porovnáno °e²ení £tvercového modelu v programu Agros s °e²ením v programu Comsol,
které je povaºováno za referen£ní. Problém je modelován v 2D v kartézském sou°adném
systému (planárn¥).

Geometrie £tvercového modelu spolu s aplikovanou m°íºkou v Agrosu je znázor-
n¥na na obr. 4.1.

Na spodní a horní stranu £tvercového modelu je aplikována Neumannova okrajová
podmínka s hodnotou Er = 0 V.m−1, Ei = 0 V.m−1 tzn. Perfect Electric Conductor.
Na pravý okraj £tvercového modelu je aplikována Dirichletova okrajová podmínka s
hodnotou Hr = 0 A.m−1, Hi = 0 A.m−1 tzn. také Perfect Magnetic Conductor. Na levý
okraj je také aplikována Dirichletova okrajová podmínka s hodnotou Hr = 1 A.m−1,
Hi = 0 A.m−1 (nenulová, slouºící jako zdroj magnetického pole). Materiálem uvnit°
modelu je vzduch. To znamená εr = 1, µr = 1, γ = 0 S.m−1. Rozm¥ry objektu jsou 0,5
m na 0,5 m. Pouºitá frekvence £iní 1 Ghz.

Obrázky 4.2 a 4.3 znázor¬ují rozloºení intenzity magnetického pole H . Obrázek
4.2 znázor¬uje absolutní hodnotu H na objektu modelovaném v Agrosu, obrázek 4.3
absolutní hodnotu H na objektu modelovaném v Comsolu.

Porovnat lze i intenzitu elektrického pole vypo£tenou postprocessorem. Obrázek
4.4 znázor¬uje rozloºení absolutní hodnoty intenzity elektrického pole E na objektu
modelovaném v Agrosu, obrázek 4.3 rozloºení absolutní hodnoty E na objektu mode-
lovaném v Comsolu.

Je z°ejmé ºe objekt modelovaný v Agrosu se neli²í od stejného objektu modelova-
ného v Comsolu. Bereme-li Comsol jako komer£ní program za referen£ní, znamená to,
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Obr. 4.1: Geometrie £tvercového modelu s aplikovanou m°íºkou

Obr. 4.2: �tvercový model v Agrosu - rozloºení absolutní hodnoty H
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Obr. 4.3: �tvercový model v Comsolu - rozloºení absolutní hodnoty H

Obr. 4.4: �tvercový model v Agrosu - rozloºení absolutní hodnoty E
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Obr. 4.5: �tvercový model v Comsolu - rozloºení absolutní hodnoty E

ºe modul vytvo°ený pro Agros neobsahuje ºádnou vadu a umoº¬uje Agrosu bezchybné
modelování TM vln.

4.4.2 Kónická anténa

Kónické antény jsou díky jejich ²irokopásmové charakteristice a relativní jedno-
duchosti vhodné pro mnoho aplikací. Rota£ní symetrie nám umoº¬uje modelovat tento
problém v 2D. Modelování v 2D má navíc je²t¥ tu výhodu, ºe lze pouºít velmi jemnou
m°íºku a tím dosáhnout velké p°esnosti.

Geometrie antény spolu s aplikovanou m°íºkou je znázorn¥na níºe na obr. 4.6.

Na vn¥j²í obvod p·lkruhu (p·lkruh je oblastí, ve které je modelováno ²í°ení vln)
je aplikována Impedance Boundary Condition s hodnotou Z0 = 377 Ω. Na okraj
p°edstavující p°í£nou £ást p·lkruhu a p°iléhající k ose osové symetrie je aplikována Di-
richletova okrajová podmínka s hodnotou Hr = 0 A.m−1, Hi = 0 A.m−1 tzn. také
tzv. Perfect Magnetic Conductor. Materiálem uvnit° p·lkruhu je vzduch. To znamená
εr = 1, µr = 1, γ = 0 S.m−1. Na okrajích samotné kónické antény je aplikována Ne-
umannova okrajová podmínka s hodnotou Er = 0 V.m−1, Ei = 0 V.m−1 tzn. také
Perfect Electric Conductor. Neumannova okrajová podmínka je téº aplikována na po-
délných stranách p°ívodního koaxiálního kabelu. Na vstupu tohoto koaxiálního kabelu
je zdroj magnetického pole zadaný Dirichletovou okrajovou podmínkou s hodnotami
Hr = 100 A.m−1, Hi = 50 A.m−1. Materiálové konstanty tohoto kabelu jsou εr = 2, 07,
µr = 1, γ = 0 S.m−1.
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Obr. 4.6: Geometrie antény s aplikovanou m°íºkou

Obrázky 4.7, 4.8 a 4.9 znázor¬ují rozloºení intenzity magnetického poleH . Obrá-
zek 4.7 znázor¬uje reálnou sloºkuHreal, obrázek 4.8 imaginární sloºkuHimag a obrázek
4.9 absolutní hodnotu H .

Díky postprocesoru je moºné zobrazit i dal²í veli£iny. Intenzitu elektrického pole
lze získat pomocí 2.3a (1. Maxwellovy rovnice) z jiº vypo£tené intenzity magnetického
pole. Obrázek 4.10 znázor¬uje rozloºení absolutní hodnoty intenzity elektrického pole
E.

Pomocí postprocessingu lze získat téº zobrazení Poyntingova vektoru. Hodnota
tohoto vektoru se vypo£te jako vektorový sou£in intenzity elektrického pole E a inten-
zity magnetického poleH . Gra�cký výstup z Agrosu pro Poynting·v vektor znázor¬uje
obrázek 4.11.

Agros umoº¬uje také zobrazení postprocessingu v 3D. Díky tomuto pohledu lze
vid¥t nejen jak vypadá reálný model, ale v p°ípad¥ osové symetrie také reálné rozloºení
veli£in v trojrozm¥rném prostoru. Model kónické antény s vykreslením skalárního pole
prom¥nné Hz real ilustruje obrázek 4.12.
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Obr. 4.7: Kónická anténa - rozloºení sloºky Hreal

Obr. 4.8: Kónická anténa - rozloºení sloºky Himag

- 61 -



Modelování vf za°ízení Luká² Brtna 2013

Obr. 4.9: Kónická anténa - rozloºení absolutní hodnoty H

Obr. 4.10: Kónická anténa - rozloºení absolutní hodnoty E
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Obr. 4.11: Kónická anténa - zobrazení Poyntingova vektoru

Obr. 4.12: Model kónické antény s vykreslením skalárního pole prom¥nné Hz real
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5 Záv¥r

V rámci diplomové práce byl vytvo°en modul pro modelování vysokofrekven£ního
elektromagnetického pole. Modul obsahuje upravené p°edpisy a rovnice pot°ebné pro
výpo£et veli£in pole, ve kterém se dominantn¥ ²í°í transverzáln¥ magnetické (TM) vlny.

Díky vytvo°enému modulu lze pouºít aplikaci Agros2D na modelování dal²ího
fyzikálního pole a roz²í°it tak její moºnosti a uplatn¥ní. Bezchybná funkce modulu
byla dokázána v kapitole 4.4.1 a to srovnáním s profesionálním komer£ním programem
Comsol.

V rámci práce byl také zrevidován a mírn¥ upraven a roz²í°en modul pro modelo-
vání transverzáln¥ elektrických (TE) vln.

V dob¥, kdy byla diplomová práce vytvá°ena, nebyl modul pro TE vlny kom-
pletní a pro TM vlny dokonce v·bec neexistoval. Proto nemohl být spln¥n bod zadání
ohledn¥ vytvo°ení knihovny model· tak, jak byl koncipován a bylo nutno nejprve modul
vytvo°it.

Agros2D lze dále roz²i°ovat a to jak p°idáním dal²ího fyzikálního pole, tak prací
na jiº vyvinutém modulu pro TM vlny. Modul lze roz²í°it o dal²í okrajové podmínky
a také o moºnost modelování v nelineárním prost°edí.
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P°íloha I. - XML kód pro TE

Zápis slabých formulací fázoru E

<module:volume>

<module:quantity id="rf_te_permittivity" shortname="rf_eps"/>

<module:quantity id="rf_te_permeability" shortname="rf_mur"/>

<module:quantity id="rf_te_conductivity" shortname="rf_gamma"/>

<module:quantity id="rf_te_current_density_external_real"

shortname="rf_Jer"/>

<module:quantity id="rf_te_current_density_external_imag"

shortname="rf_Jei"/>

<module:weakforms_volume>

<module:weakform_volume analysistype="harmonic" equation="\curl

\left( \frac{1}{\mu}\, \curl \vecfaz{E} \right) - \mj \omega \left(

\sigma + \mj \omega \varepsilon \right) \vecfaz{E} = \mj \omega

\vecfaz{J}_{\mathrm{ext}}">

<module:quantity id="rf_te_permittivity"/>

<module:quantity id="rf_te_permeability"/>

<module:quantity id="rf_te_conductivity"/>

<module:quantity id="rf_te_current_density_external_real"/>

<module:quantity id="rf_te_current_density_external_imag"/>

<module:matrix_form axi_linear="- 1 / (rf_mur * MU0) * (r * udr *

vdr + r * udz * vdz + (r > 0) * uval * vval/r + uval * vdr + vval * udr) +

r * pow(2 * PI * f, 2) * rf_eps * EPS0 * uval * vval" axi_newton="- r * 1 /

(rf_mur * MU0) * (udr * vdr + udz * vdz) + r * pow(2 * PI * f, 2) * rf_eps *

EPS0 * uval * vval" i="1" id="form" j="1" planar_linear="- 1 / (rf_mur * MU0)

* (udx * vdx + udy * vdy) + pow(2 * PI * f, 2) * rf_eps * EPS0 * uval * vval"

planar_newton="- 1 / (rf_mur * MU0) * (udx * vdx + udy * vdy) + pow(2 * PI *

f, 2) * rf_eps * EPS0 * uval * vval" symmetric="0"/>

<module:matrix_form axi_linear="- 1 / (rf_mur * MU0) * (r * udr *

vdr + r * udz * vdz + (r > 0) * uval * vval/r + uval * vdr + vval * udr) +

r * pow(2 * PI * f, 2) * rf_eps * EPS0 * uval * vval" axi_newton="- r * 1 /

(rf_mur * MU0) * (udr * vdr + udz * vdz) + r * pow(2 * PI * f, 2) * rf_eps *

EPS0 * uval * vval" i="2" id="form" j="2" planar_linear="- 1 / (rf_mur * MU0)

* (udx * vdx + udy * vdy) + pow(2 * PI * f, 2) * rf_eps * EPS0 * uval * vval"

planar_newton="- 1 / (rf_mur * MU0) * (udx * vdx + udy * vdy) + pow(2 * PI *

f, 2) * rf_eps * EPS0 * uval * vval" symmetric="0"/>

<module:matrix_form axi_linear="2 * PI * f * rf_gamma * uval * vval"

axi_newton="0" i="1" id="form" j="2" planar_linear="2 * PI * f * rf_gamma *

uval * vval" planar_newton="0"/>

<module:matrix_form axi_linear="-2 * PI * f * rf_gamma * uval * vval"

axi_newton="0" i="2" id="form" j="1" planar_linear="- 2 * PI * f * rf_gamma *

uval * vval" planar_newton="0"/>

<module:vector_form axi_linear="- r * 2 * PI * f * rf_Jei * vval"

axi_newton="- 1 / (rf_mur * MU0) * (updr * vdr + updz * vdz) + r * pow(2 * PI

* f, 2) * rf_eps * EPS0 * upval * vval - r * rf_Jer * vval" i="1" id="form"

j="1" planar_linear="- 2 * PI * f * rf_Jei * vval" planar_newton="- 1 /

(rf_mur * MU0) * (updx * vdx + updy * vdy) + pow(2 * PI * f, 2) * rf_eps *



EPS0 * upval * vval - rf_Jer * vval"/>

<module:vector_form axi_linear="r * 2 * PI * f * rf_Jer * vval"

axi_newton="- 1 / (rf_mur * MU0) * (updr * vdr + updz * vdz) + r * pow(2 * PI

* f, 2) * rf_eps * EPS0 * upval * vval - r * rf_Jei * vval" i="2" id="form"

j="2" planar_linear="2 * PI * f * rf_Jer * vval" planar_newton="- 1 / (rf_mur

* MU0) * (updx * vdx + updy * vdy) + pow(2 * PI * f, 2) * rf_eps * EPS0 *

upval * vval - rf_Jei * vval"/>

</module:weakform_volume>

</module:weakforms_volume>

</module:volume>

Zápis okrajových podmínek fázoru E

<module:surface>

<module:quantity id="rf_te_electric_field_real" shortname="rf_Er"/>

<module:quantity id="rf_te_electric_field_imag" shortname="rf_Ei"/>

<module:quantity id="rf_te_magnetic_field_real" shortname="rf_Hr"/>

<module:quantity id="rf_te_magnetic_field_imag" shortname="rf_Hi"/>

<module:quantity id="rf_te_surface_current_real" shortname="rf_Jr"/>

<module:quantity id="rf_te_surface_current_imag" shortname="rf_Ji"/>

<module:quantity id="rf_te_impedance" shortname="rf_Z0"/>

<module:weakforms_surface>

<module:weakform_surface analysistype="harmonic"

default="rf_te_electric_field">

<module:boundary equation="\vecfaz{E} = \vecfaz{E}_0"

id="rf_te_electric_field" name="Electric field">

<module:quantity id="rf_te_electric_field_real"/>

<module:quantity id="rf_te_electric_field_imag"/>

<module:essential_form axi_linear="rf_Er" axi_newton="rf_Er" i="1"

id="form" planar_linear="rf_Er" planar_newton="rf_Er"/>

<module:essential_form axi_linear="rf_Ei" axi_newton="rf_Ei" i="2"

id="form" planar_linear="rf_Ei" planar_newton="rf_Ei"/>

</module:boundary>

<module:boundary equation="n \times H = n \times H_0"

id="rf_te_magnetic_field" name="Magnetic field">

<module:quantity id="rf_te_magnetic_field_real"/>

<module:quantity id="rf_te_magnetic_field_imag"/>

<module:vector_form axi_linear="r * 2 * PI * f * rf_Hi *

vval" axi_newton="r * 2 * PI * f * rf_Hi * vval" i="1" id="form" j="1"

planar_linear="2 * PI * f * rf_Hi * vval" planar_newton="2 * PI * f * rf_Hi *

vval"/>

<module:vector_form axi_linear="- r * 2 * PI * f * rf_Hr *

vval" axi_newton="- r * 2 * PI * f * rf_Hr * vval" i="2" id="form" j="2"

planar_linear="- 2 * PI * f * rf_Hr * vval" planar_newton="- 2 * PI * f *

rf_Hr * vval"/>

</module:boundary>

<module:boundary equation="\faz{J}_{t} = - \frac{1}{\omega

\mu} \frac{\partial \vecfaz{E}}{\partial n_0} = \faz{J}_0"

id="rf_te_surface_current" name="Surface current">



<module:quantity id="rf_te_surface_current_real"/>

<module:quantity id="rf_te_surface_current_imag"/>

<module:vector_form axi_linear="- 2 * PI * f * rf_Ji * r *

vval" axi_newton="- 2 * PI * f * rf_Ji * r * vval" i="1" id="form" j="1"

planar_linear="- 2 * PI * f * rf_Ji * vval" planar_newton="- 2 * PI * f *

rf_Ji * vval"/>

<module:vector_form axi_linear="2 * PI * f * rf_Jr * r *

vval" axi_newton="2 * PI * f * rf_Jr * r * vval" i="2" id="form" j="2"

planar_linear="2 * PI * f * rf_Jr * vval" planar_newton="2 * PI * f * rf_Jr *

vval"/>

</module:boundary>

<module:boundary equation="- \frac{1}{\omega \mu} \frac{\partial

\vecfaz{E}}{\partial n_0} = \sqrt{\frac{\varepsilon - \mj \sigma /

\omega}{\mu}} \vecfaz{E}" id="rf_te_impedance" name="Impedance boundary

condition">

<module:quantity id="rf_te_impedance"/>

<module:matrix_form axi_linear="r * 2 * PI * f / rf_Z0 * uval *

vval" axi_newton="-r * 2 * PI * f / rf_Z0 * uval * vval" i="1" id="form"

j="2" planar_linear="2 * PI * f / rf_Z0 * uval * vval" planar_newton="- 2 *

PI * f / rf_Z0 * uval * vval"/>

<module:matrix_form axi_linear="- r * 2 * PI * f / rf_Z0 * uval *

vval" axi_newton="r * 2 * PI * f / rf_Z0 * uval * vval" i="2" id="form" j="1"

planar_linear="- 2 * PI * f / rf_Z0 * uval * vval" planar_newton="2 * PI * f

/ rf_Z0 * uval * vval"/>

<module:vector_form axi_linear="0" axi_newton="r * 2 * PI

* f / rf_Z0 * upval * vval" i="1" id="form" j="1" planar_linear="0"

planar_newton="2 * PI * f / rf_Z0 * upval * vval"/>

<module:vector_form axi_linear="0" axi_newton="r * 2 * PI

* f / rf_Z0 * upval * vval" i="2" id="form" j="2" planar_linear="0"

planar_newton="2 * PI * f / rf_Z0 * upval * vval"/>

</module:boundary>

</module:weakform_surface>

</module:weakforms_surface>

</module:surface>



P°íloha II. - XML kód pro TM

Zápis slabých formulací fázoru H

<module:volume>

<module:quantity id="rf_tm_permittivity" shortname="rf_eps"/>

<module:quantity id="rf_tm_permeability" shortname="rf_mur"/>

<module:quantity id="rf_tm_conductivity" shortname="rf_gamma"/>

<module:weakforms_volume>

<module:weakform_volume analysistype="harmonic" equation="\curl \left(

\frac{1}{\mu}\, \curl \vecfaz{H} \right) - \mj \omega \left( \gamma + \mj

\omega \varepsilon \right) \vecfaz{H} = - \curl \vecfaz{J}_{\mathrm{ext}}">

<module:quantity id="rf_tm_permittivity"/>

<module:quantity id="rf_tm_permeability"/>

<module:quantity id="rf_tm_conductivity"/>

<module:matrix_form id="form" axi_linear="- r * 1 / (rf_eps * EPS0)

* (udr * vdr + udz * vdz) + r * pow(2 * PI * f, 2) * rf_mur * MU0 * uval

* vval" axi_newton="0" i="1" j="1" planar_linear="- 1 / (rf_eps * EPS0) *

(udx * vdx + udy * vdy) + pow(2 * PI * f, 2) * rf_mur * MU0 * uval * vval"

planar_newton="0" symmetric="0"/>

<module:matrix_form id="form" axi_linear="- r * 1 / (rf_eps * EPS0)

* (udr * vdr + udz * vdz) + r * pow(2 * PI * f, 2) * rf_mur * MU0 * uval

* vval" axi_newton="0" i="2" j="2" planar_linear="- 1 / (rf_eps * EPS0) *

(udx * vdx + udy * vdy) + pow(2 * PI * f, 2) * rf_mur * MU0 * uval * vval"

planar_newton="0" symmetric="0"/>

<module:matrix_form id="form" axi_linear="r * 2 * PI * f *

rf_gamma * 1 / (rf_eps * EPS0) * uval * vval" axi_newton="0" i="1" j="2"

planar_linear="2 * PI * f * rf_gamma * 1 / (rf_eps * EPS0) * uval * vval"

planar_newton="0"/>

<module:matrix_form id="form" axi_linear="- r * 2 * PI * f *

rf_gamma * 1 / (rf_eps * EPS0) * uval * vval" axi_newton="0" i="2" j="1"

planar_linear="- 2 * PI * f * rf_gamma * 1 / (rf_eps * EPS0) * uval * vval"

planar_newton="0"/>

<module:vector_form id="form" axi_linear="0" axi_newton="0" i="1"

j="1" planar_linear="0" planar_newton="0"/>

<module:vector_form id="form" axi_linear="0" axi_newton="0" i="2"

j="2" planar_linear="0" planar_newton="0"/>

</module:weakform_volume>

</module:weakforms_volume>

</module:volume>

Zápis okrajových podmínek fázoru H

<module:surface>

<module:quantity id="rf_tm_electric_field_real" shortname="rf_Er"/>

<module:quantity id="rf_tm_electric_field_imag" shortname="rf_Ei"/>

<module:quantity id="rf_tm_magnetic_field_real" shortname="rf_Hr"/>

<module:quantity id="rf_tm_magnetic_field_imag" shortname="rf_Hi"/>

<module:quantity id="rf_tm_surface_current_real" shortname="rf_Jr"/>

<module:quantity id="rf_tm_surface_current_imag" shortname="rf_Ji"/>



<module:quantity id="rf_tm_conductivity" shortname="gamma"/>

<module:quantity id="rf_tm_impedance" shortname="rf_Z0"/>

<module:weakforms_surface>

<module:weakform_surface analysistype="harmonic"

default="rf_tm_magnetic_field">

<module:boundary equation="\vecfaz{H} = \vecfaz{H}_0"

id="rf_tm_magnetic_field" name="Magnetic field">

<module:quantity id="rf_tm_magnetic_field_real"/>

<module:quantity id="rf_tm_magnetic_field_imag"/>

<module:essential_form id="form" axi_linear="rf_Hr" axi_newton="0"

i="1" planar_linear="rf_Hr" planar_newton="0"/>

<module:essential_form id="form" axi_linear="rf_Hi" axi_newton="0"

i="2" planar_linear="rf_Hi" planar_newton="0"/>

</module:boundary>

<module:boundary equation="n \times E = n \times E_0"

id="rf_tm_electric_field" name="Electric field">

<module:quantity id="rf_tm_electric_field_real"/>

<module:quantity id="rf_tm_electric_field_imag"/>

<module:vector_form id="form" axi_linear="- 2 * PI * f * rf_Ei *

r * vval" axi_newton="0" i="1" j="1" planar_linear="- 2 * PI * f * rf_Ei *

vval" planar_newton="0"/>

<module:vector_form id="form" axi_linear="2 * PI * f * rf_Er * r

* vval" axi_newton="0" i="2" j="2" planar_linear="2 * PI * f * rf_Er * vval"

planar_newton="0"/>

</module:boundary>

<module:boundary equation="\faz{J}_{t} = - \frac{\gamma}{\omega

\varepsilon} \frac{\partial \vecfaz{H}}{\partial n_0} = \faz{J}_0"

id="rf_tm_surface_current" name="Surface current">

<module:quantity id="rf_tm_surface_current_real"/>

<module:quantity id="rf_tm_surface_current_imag"/>

<module:quantity id="rf_tm_conductivity"/>

<module:vector_form axi_linear="- 2 * PI * f * rf_Ji / gamma * r

* vval" axi_newton="0" i="1" id="form" j="1" planar_linear="- 2 * PI * f /

gamma * rf_Ji * vval" planar_newton="0"/>

<module:vector_form axi_linear="2 * PI * f * rf_Jr / gamma * r *

vval" axi_newton="0" i="2" id="form" j="2" planar_linear="2 * PI * f / gamma

* rf_Jr * vval" planar_newton="0"/>

</module:boundary>

<module:boundary equation="- \frac{1}{\omega \varepsilon}

\frac{\partial \vecfaz{H}}{\partial n_0} = \sqrt{\frac{\mu - \mj \gamma

/ \omega}{\varepsilon}} \vecfaz{H}" id="rf_tm_impedance" name="Impedance

boundary condition">

<module:quantity id="rf_tm_impedance"/>

<module:matrix_form axi_linear="r * 2 * PI * f * rf_Z0 * uval *

vval" axi_newton="0" i="1" id="form" j="2" planar_linear="2 * PI * f * rf_Z0

* uval * vval" planar_newton="0"/>

<module:matrix_form axi_linear="- r * 2 * PI * f * rf_Z0 * uval *

vval" axi_newton="0" i="2" id="form" j="1" planar_linear="-2 * PI * f * rf_Z0

* uval * vval" planar_newton="0"/>



<module:vector_form axi_linear="0" axi_newton="0" i="1" id="form"

j="1" planar_linear="0" planar_newton="0"/>

<module:vector_form axi_linear="0" axi_newton="0" i="2" id="form"

j="2" planar_linear="0" planar_newton="0"/>

</module:boundary>

</module:weakform_surface>

</module:weakforms_surface>

</module:surface>

Programový kód postprocessoru

<module:postprocessor>

<module:localvariables>

<module:localvariable id="rf_tm_magnetic_field" name="Magnetic

field" shortname="H" shortname_html="&lt;i>H&lt;/i>" shortname_latex="H"

type="scalar" unit="A/m" unit_html="A.m&lt;sup>-1&lt;/sup>" unit_latex="A

\cdot m^{-1}">

<module:expression analysistype="harmonic" axi="sqrt(value1*value1 +

value2*value2)" planar="sqrt(value1*value1 + value2*value2)"/>

</module:localvariable>

<module:localvariable id="rf_tm_magnetic_field_real" name="Magnetic field

- real" shortname="Hr" shortname_html="&lt;i>H&lt;/i>&lt;sub>r&lt;/sub>"

shortname_latex="H_{r}" type="scalar" unit="A/m" unit_html="A.m&lt;sup>-1&lt;/sup>"

unit_latex="A \cdot m^{-1}">

<module:expression analysistype="harmonic" axi="value1"

planar="value1"/>

</module:localvariable>

<module:localvariable id="rf_tm_magnetic_field_imag" name="Magnetic field

- imag" shortname="Hi" shortname_html="&lt;i>H&lt;/i>&lt;sub>i&lt;/sub>"

shortname_latex="H_{i}" type="scalar" unit="A/m" unit_html="A.m&lt;sup>-1&lt;/sup>"

unit_latex="A \cdot m^{-1}">

<module:expression analysistype="harmonic" axi="value2"

planar="value2"/>

</module:localvariable>

<module:localvariable id="rf_tm_flux_density" name="Flux density"

shortname="B" shortname_html="&lt;i>B&lt;/i>" shortname_latex="B"

type="scalar" unit="T">

<module:expression analysistype="harmonic" axi="rf_mur * MU0 *

sqrt(value1 * value1 + value2 * value2)" planar="rf_mur * MU0 * sqrt(value1 *

value1 + value2 * value2)"/>

</module:localvariable>

<module:localvariable id="rf_tm_flux_density_real" name="Flux density

- real" shortname="Br" shortname_html="&lt;i>B&lt;/i>&lt;sub>r&lt;/sub>"

shortname_latex="B_{r}" type="scalar" unit="T">

<module:expression analysistype="harmonic" axi="rf_mur * MU0 * value1"

planar="rf_mur * MU0 * value1"/>

</module:localvariable>

<module:localvariable id="rf_tm_flux_density_imag" name="Flux density

- imag" shortname="Bi" shortname_html="&lt;i>B&lt;/i>&lt;sub>i&lt;/sub>"



shortname_latex="B_{i}" type="scalar" unit="T">

<module:expression analysistype="harmonic" axi="rf_mur * MU0 * value2"

planar="rf_mur * MU0 * value2"/>

</module:localvariable>

<module:localvariable id="rf_tm_displacement" name="Displacement"

shortname="D" shortname_html="&lt;i>D&lt;/i>" shortname_latex="D"

type="scalar" unit="C/m2" unit_html="C.m&lt;sup>-2&lt;/sup>" unit_latex="C

\cdot m^{-2}">

<module:expression analysistype="harmonic" axi="sqrt(pow(rf_eps * EPS0

* (- 1 / (2 * PI * f * rf_eps * EPS0) * dz2) ,2) + pow(rf_eps * EPS0 * (1 /

(2 * PI * f * rf_eps * EPS0) * (dr2 + (r > 0) * value2 / r)) ,2) + pow(rf_eps

* EPS0 * (-1 / (2 * PI * f * rf_eps * EPS0) * dz1) ,2) + pow(rf_eps * EPS0

* (1 / (2 * PI * f * rf_eps * EPS0) * (dr1 + (r > 0) * value1 / r)) ,2))"

planar="sqrt(pow(rf_eps * EPS0 * (- 1 / (2 * PI * f * rf_eps * EPS0) * dy2)

,2) + pow(1 / (2 * PI * f * rf_eps * EPS0) * dx2 ,2) + pow(rf_eps * EPS0 * (1

/ (2 * PI * f * rf_eps * EPS0) * dy1) ,2) + pow(rf_eps * EPS0 * (- 1 / (2 *

PI * f * rf_eps * EPS0) * dx1) ,2))"/>

</module:localvariable>

<module:localvariable id="rf_tm_displacement_real" name="Displacement

- real" shortname="Dr" shortname_html="&lt;i>D&lt;/i>&lt;sub>r&lt;/sub>"

shortname_latex="D_{r}" type="vector" unit="C/m2" unit_html="C.m&lt;sup>-2&lt;/sup>"

unit_latex="C \cdot m^{-2}">

<module:expression analysistype="harmonic" axi_r="rf_eps * EPS0 * (-1 /

(2 * PI * f * rf_eps * EPS0) * dz2)" axi_z="rf_eps * EPS0 * (1 / (2 * PI * f

* rf_eps * EPS0) * (dr2 + (r > 0) * value2 / r))" planar_x="rf_eps * EPS0 *

(1 / (2 * PI * f * rf_eps * EPS0) * dy2)" planar_y="rf_eps * EPS0 * (- 1 / (2

* PI * f * rf_eps * EPS0) * dx1)"/>

</module:localvariable>

<module:localvariable id="rf_tm_displacement_imag" name="Displacement

- imag" shortname="Di" shortname_html="&lt;i>D&lt;/i>&lt;sub>i&lt;/sub>"

shortname_latex="D_{i}" type="vector" unit="C/m2" unit_html="C.m&lt;sup>-2&lt;/sup>"

unit_latex="C \cdot m^{-2}">

<module:expression analysistype="harmonic" axi_r="rf_eps * EPS0 * (-1 /

(2 * PI * f * rf_eps * EPS0) * dz1)" axi_z="rf_eps * EPS0 * (1 / (2 * PI * f

* rf_eps * EPS0) * (dr1 + (r > 0) * value1 / r))" planar_x="rf_eps * EPS0 *

(1 / (2 * PI * f * rf_eps * EPS0) * dy1)" planar_y="rf_eps * EPS0 * (- 1 / (2

* PI * f * rf_eps * EPS0) * dx1)"/>

</module:localvariable>

<module:localvariable id="rf_tm_surface_current_real" name="Current

density - real" shortname="Jr" shortname_html="&lt;i>J&lt;/i>&lt;sub>r&lt;/sub>"

shortname_latex="J_{r}" type="vector" unit="A/m2" unit_html="A.m&lt;sup>-2&lt;/sup>"

unit_latex="A \cdot m^{-2}">

<module:expression analysistype="harmonic" axi_r="rf_gamma * (-1 / (2 *

PI * f * rf_eps * EPS0) * dz2)" axi_z="rf_gamma * (1 / (2 * PI * f * rf_eps *

EPS0) * (dr2 + (r > 0) * value2 / r))" planar_x="rf_gamma * (1 / (2 * PI * f

* rf_eps * EPS0) * dy2)" planar_y="rf_gamma * (- 1 / (2 * PI * f * rf_eps *

EPS0) * dx2)"/>

</module:localvariable>

<module:localvariable id="rf_tm_surface_current_imag" name="Current



density - imag" shortname="Ji" shortname_html="&lt;i>J&lt;/i>&lt;sub>i&lt;/sub>"

shortname_latex="J_{i}" type="vector" unit="A/m2" unit_html="A.m&lt;sup>-2&lt;/sup>"

unit_latex="A \cdot m^{-2}">

<module:expression analysistype="harmonic" axi_r="rf_gamma * (-1 / (2

* PI * f * rf_eps * EPS0) * dz1)" axi_z="rf_gamma * (1 / (2 * PI * f * rf_eps

* EPS0) * (dr1 + (r > 0) * value1 / r))" planar_x="rf_gamma * (1 / (2 * PI *

f * rf_eps * EPS0) * dy1)" planar_y="rf_gamma * (- 1 / (2 * PI * f * rf_eps *

EPS0) * dx1)"/>

</module:localvariable>

<module:localvariable id="rf_tm_electric_field" name="Electric

field" shortname="E" shortname_html="&lt;i>E&lt;/i>" shortname_latex="E"

type="scalar" unit="V/m" unit_html="V.m&lt;sup>-1&lt;/sup>">

<module:expression analysistype="harmonic" axi="1 / (2 * PI * f *

rf_eps * EPS0) * sqrt(pow(- dz2,2) + pow((dr2 + (r > 0) * value2 / r),2) +

pow(- dz1,2) + pow((dr1 + (r > 0) * value1 / r), 2) )" planar="1 / (2 * PI

* f * rf_eps * EPS0) * sqrt(pow(dy2,2) + pow(- dx2,2) + pow(dy1,2) + pow(-

dx1,2))"/>

</module:localvariable>

<module:localvariable id="rf_tm_electric_field_real" name="Electric field

- real" shortname="Er" shortname_html="&lt;i>E&lt;/i>&lt;sub>r&lt;/sub>"

shortname_latex="E_{r}" type="vector" unit="V/m" unit_html="V.m&lt;sup>-1&lt;/sup>"

unit_latex="V \cdot m^{-1}">

<module:expression analysistype="harmonic" axi_r="-1 / (2 * PI * f

* rf_eps * EPS0) * dz2" axi_z="1 / (2 * PI * f * rf_eps * EPS0) * (dr2 +

(r > 0) * value2 / r)" planar_x="1 / (2 * PI * f * rf_eps * EPS0) * dy2"

planar_y="- 1 / (2 * PI * f * rf_eps * EPS0) * dx2"/>

</module:localvariable>

<module:localvariable id="rf_tm_electric_field_imag" name="Electric field

- imag" shortname="Ei" shortname_html="&lt;i>E&lt;/i>&lt;sub>i&lt;/sub>"

shortname_latex="E_{i}" type="vector" unit="V/m" unit_html="V.m&lt;sup>-1&lt;/sup>"

unit_latex="V \cdot m^{-1}">

<module:expression analysistype="harmonic" axi_r="-1 / (2 * PI * f

* rf_eps * EPS0) * dz1" axi_z="1 / (2 * PI * f * rf_eps * EPS0) * (dr1 +

(r > 0) * value1 / r)" planar_x="1 / (2 * PI * f * rf_eps * EPS0) * dy1"

planar_y="- 1 / (2 * PI * f * rf_eps * EPS0) * dx1"/>

</module:localvariable>

<module:localvariable id="rf_tm_poynting_vector" name="Poynting

vector" shortname="N" shortname_html="&lt;i>N&lt;/i>" shortname_latex="N"

type="vector" unit="W/m2" unit_html="W.m&lt;sup>-2&lt;/sup>" unit_latex="W

\cdot m^{-2}">

<module:expression analysistype="harmonic" axi_r="- 1 / (2 * PI * f *

rf_eps * EPS0) * (dr2 + (r > 0) * value2 / r) * value1 + 1 / (2 * PI * f *

rf_eps * EPS0) * (dr1 + (r > 0) * value1 / r) * value2" axi_z="-1 / (2 * PI *

f * rf_eps * EPS0) * dz2 * value1 - (-1 / (2 * PI * f * rf_eps * EPS0) * dz1)

* value2" planar_x="- 1 / (2 * PI * f * rf_eps * EPS0) * dx2 * value1 - (-

1 / (2 * PI * f * rf_eps * EPS0) * dx1) * value2" planar_y="- 1 / (2 * PI *

f * rf_eps * EPS0) * dy2 * value1 + 1 / (2 * PI * f * rf_eps * EPS0) * dy1 *

value2"/>

</module:localvariable>



<module:localvariable id="rf_tm_permittivity" name="Permittivity"

shortname="epsr" shortname_html="&lt;i>&amp;epsilon;&lt;/i>&lt;sub>r&lt;/sub>"

shortname_latex="\varepsilon_{r}" type="scalar" unit="-" unit_html="-"

unit_latex="-">

<module:expression analysistype="harmonic" axi="rf_eps"

planar="rf_eps"/>

</module:localvariable>

<module:localvariable id="rf_tm_permeability" name="Permeability"

shortname="mur" shortname_html="&lt;i>&amp;mu;&lt;/i>&lt;sub>r&lt;/sub>"

shortname_latex="\mu_{r}" type="scalar" unit="-" unit_html="-"

unit_latex="-">

<module:expression analysistype="harmonic" axi="rf_mur"

planar="rf_mur"/>

</module:localvariable>

<module:localvariable id="rf_tm_conductivity" name="Conductivity"

shortname="gamma" shortname_html="&lt;i>&amp;gamma;&lt;/i>"

shortname_latex="\gamma" type="scalar" unit="S/m" unit_html="S.m&lt;sup>-1&lt;/sup>"

unit_latex="S \cdot m^{-1}">

<module:expression analysistype="harmonic" axi="rf_gamma"

planar="rf_gamma"/>

</module:localvariable>

</module:localvariables>

<module:view>

<module:scalar_view>

<module:default analysistype="harmonic" id="rf_tm_magnetic_field_real"/>

</module:scalar_view>

<module:vector_view>

<module:default analysistype="harmonic" id="rf_tm_magnetic_field_real"/>

</module:vector_view>

</module:view>

<module:volumeintegrals>

<module:volumeintegral id="rf_tm_volume" name="Volume" shortname="V"

shortname_html="&lt;i>V&lt;/i>" shortname_latex="V" unit="m3"

unit_html="m&lt;sup>3&lt;/sup>" unit_latex="m^{3}">

<module:expression analysistype="harmonic" axi="2.0 * PI * r"

planar="1.0"/>

</module:volumeintegral>

<module:volumeintegral id="rf_tm_cross_section" name="Cross section"

shortname="S" shortname_html="&lt;i>S&lt;/i>" shortname_latex="S" unit="m2"

unit_html="m&lt;sup>2&lt;/sup>" unit_latex="m^{2}">

<module:expression analysistype="harmonic" axi="1.0" planar="1.0"/>

</module:volumeintegral>

<module:volumeintegral id="rf_tm_magnetic_field" name="Magnetic field"

shortname="H" shortname_html="&lt;i>H&lt;/i>" shortname_latex="H" unit="A m"

unit_html="A.m" unit_latex="m^{2}">

<module:expression analysistype="harmonic" axi="sqrt(value1*value1 +

value2*value2)" planar="sqrt(value1*value1 + value2*value2)"/>

</module:volumeintegral>

</module:volumeintegrals>



<module:surfaceintegrals>

<module:surfaceintegral id="rf_tm_length" name="Length" shortname="l"

shortname_html="&lt;i>l&lt;/i>" shortname_latex="l" unit="m" unit_html="m"

unit_latex="m">

<module:expression analysistype="harmonic" axi="1.0" planar="1.0"/>

</module:surfaceintegral>

<module:surfaceintegral id="rf_tm_surface" name="Surface"

shortname="S" shortname_html="&lt;i>S&lt;/i>" shortname_latex="S" unit="m2"

unit_html="m&lt;sup>2&lt;/sup>" unit_latex="m^{2}">

<module:expression analysistype="harmonic" axi="2.0 * PI * r"

planar="1.0"/>

</module:surfaceintegral>

</module:surfaceintegrals>

<module:force/>

</module:postprocessor>
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