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Anotace

Triangulace a tetrahedronizace jsou velmi rozsifené problémy nejen
V pocitacové grafice. Cilem této prace je navrhnout novou metodu pro triangulaci boda
v E? a v E3. Navrhnutd metoda je realizovatelna pomoci paralelniho vypoctu, diky
¢emuz se snizi Casova narocnost celé triangulace.

Abstract

Triangulation and tetrahedronization are widespread problems not only in
computer graphics. The aim of this thesis is to propose a hew method for triangulation
of points in E2 and in E3. The proposed method is realizable using parallel computation
and thus the time required for triangulation is reduced.
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1 Uvod

Triangulace je velmi znamy problém ve vypoCetni geometrii. Vyuziva se ve
velkém mnozstvi aplikaci, jakymi je naptiklad robotika, pocitacové vidéni ( = computer
vision), syntéza obrazl a samoziejme také v matematickych a ptirodnich védach. Ve 2D
je jedna o tvorbu trojuhelnikové sité nazyvanou triangulace, ve 3D se jedna o tvorbu
tetrahedronové sité nazyvanou tetrahedronizace (1ze vyuzivat i pojmu triangulace).

Priklad pouziti triangulace je mozné ukazat na Castém piipad€ v pocitacové
grafice. Uvazujme mnozinu bodi ve dvourozmérném prostoru, kde v kazdém bodé¢
mame naméfenou hodnotu, kterd definuje vysku. Takto zadand mnozina bodi ndm
definuje né&jaky terén, ktery chceme vizualizovat. V takovém pfipadé nastupuje
triangulace, kterd pfevede mnozinu bodl na trojihelniky. Poté l1ze vysledné trojiihelniky
zobrazit, a tim dostaneme spojity terén z mnoZziny disjunktnich bodil. Navic je mozné na
trojuhelniky aplikovat texturu a ziskat tak daleko vérohodnéjsi zobrazeni terénu nebo
jednoduse pomoci linedrni interpolace vypocitat hodnotu vysky i1 v bodech, které nejsou
v mnozin¢ definujici terén [Fuk06]. Jinou moznosti dopoctu neznamych hodnot vysky
je vyuziti metody radialnich bazovych funkci ( = RBF) [SkV12]. Navic je samoziejmé
mozné, ze hodnota v zadanych bodech neurcuje vysku, ale mize definovat napft. teplotu
nebo tlak. V danych bodech mohou byt naméfeny nejen skalarni, ale také vektorové
hodnoty, jako je smér proudéni vody v uréitém bod€. Nasim cilem je poté vhodné
prezentovat tyto diskrétni data. V nejjednodussim piipad€ je moZné zobrazit pouze tyto
data, ovSem vétSinou je nutné odvodit i hodnoty v bodech, kde méteni neprobéhlo. Tim
se opét dostdvame na triangulaci a tetrahedronizaci, ktera pomoci trojuhelnik a

tetrahedroni dokaze vhodné prezentovat hodnoty iV mistech, kde nebylo méfeno
[Koh02].

Jelikoz je triangulace velice rozSifena ve vySe uvedenych oborech, bylo
vytvofeno mnoho algoritmi, jak ji konstruovat. Nejvice algoritmi bylo vymysleno pro
nejznaméjsi a nejpouzivangjsi Delaunayovu triangulaci, ktera pfi vhodné implementaci
dava dobrou Casovou sloZitost a také nejlepsi vysledky, co se tvaru vytvorené sité tyce.
Pokud je Delaunayova triangulace implementovana optimalng, jeji Casova slozitost
dosahuje Vv o¢ekavaném piipadé O(NlogN), ovSem pro velké mnozstvi dat je
zpracovani pomalé. Zlepseni a zrychleni algoritmu pro triangulaci mize byt dosahnuto
pomoci optimalizaénich technik, které mohou snizit sloZitost zédkladniho algoritmu.
Dal$i mozZnosti je vyuziti paralelniho pfistupu pfi triangulaci. Hlavnim problémem
paralelnich algoritmi triangulace je typicky jejich mnohem vétsi komplikovanost a
naro¢néjsi implementace nez u sériovych verzi triangulaci.

1.1 Hlavni cile

Cilem této diplomové prace je navrhnout, implementovat a otestovat novou
paralelni metodu triangulace a tetrahedronizace. Hlavni mySlenka, ktera bude Vv této
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praci vyuZita je nasledujici. Pokud se v neuspoifddané mnozing bodd v EZ nebo v E3
zavede Castecné usporadani, je toho mozné vyuzit pro jednodussi a rychlejsi triangulaci.
Pomoci ¢astecného uspotadani je mozné vstupni body rozdélit do nékolika nezavislych
mnozin a ty samostatn¢ triangulizovat. Jednotlivé triangulace se poté spoji, aby se
ziskala vysledna triangulace vstupni mnoziny boda.

1.2 Pouzité prostiredky

Testovani triangulace a tetrahedronizace probihalo na Skolnim pocitaci, jehoz
sestava je popsana nize:

e CPU: Intel(R) Core(TM) i7 920 (4 x 2,67GHz) s 8 HyperThreads
e pamét: 12 GB RAM
e GPU: 2 x GeForce GTX 295
o 30 multiprocesori x 8 CUDA Cores na jeden multiprocesor (1,38GHz)
(kazdé GPU)
o pamét: 896MB (1,05GHz) (kazdé GPU)
e operacni systém: Microsoft Windows 7 64bit
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2 Triangulace v E2

Triangulace je proces pievodu mnoziny bodl na trojuhelnikovou sit’. Je ziejmé,
ze pro kazdou mnozinu bodu existuje vice nez jedna trojuhelnikova sit’ (viz Obr. 2.1).

Obr. 2.1: Obrazek ukazuje dvé mozné varianty propojeni bodi do trojahelnikové sité
(prevzato z [Fuk06]).

Obecné lze triangulaci definovat takto [Bay]:

Triangulace T nad mnozinou bodii P predstavuje takové plandrni rozdélent,
které vytvori soubor m trojuhelnikii t = {t,,t,,...,t,,} ahran tak, aby platilo:

e Libovolné 2 trojuihelniky t;, t; € T, (i # J), maji spolecnou nejvyse jednu
hranu.

e Sjednoceni vsech trojuhelnikii t € T tvori CH(P).

o Uvniti Zadného trojuhelniku nelezi zadny dalsi bod z P.

Z Eulerovy véty lze odvodit vztah mezi poctem bodl n, poc¢tem hran n; a
poctem trojuhelnikd n; v roviné pro triangulaci T, pokud k bodt lezi na CH(P) [Bay]:

np=3n—3—k,

n,=2n—2-—k. (2.1)
Vztah (2.1) 1ze dale zjednodusit tak, zZe bude pouze funkci n:
ny <3n-— 6, (2 2)

n; < 2n—>5.

Tyto vztahy plati obecné pro jakoukoliv planarni triangulaci a je mozné je vyuzit
k odhadu poctu trojihelnikii nebo hran v triangulaci.

2.1 Delaunayova triangulace

Delaunayova triangulace je vibec nejrozsifenéjsi triangulaci, ktera se v praxi

vV

vlastnosti je to, ze vytvaii trojuhelniky, které se nejvice blizi trojuhelnikiim
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rovnostrannym, coz je pii vykreslovani pozadovano. Tenké a dlouhé trojuhelniky totiz
pti vykreslovani davaji Spatné vysledky, nebot’ je nutné, aby se barva interpolovala na
uzké plose, a vzdy je zvyhodnén jeden z vrcholii konkrétniho trojuhelniku. Dalsi
Spatnou vlastnosti je numerickd nestabilita. Z téchto divodi je pozadovéano, aby
trojuhelniky byly co nejvice rovnostranné (viz Obr. 2.2).

Obr. 2.2: Priklad Delaunayovy triangulace (pfevzato z [Bay]).

Mezi nejzakladnéjsi vlastnosti Delaunayovy triangulace patii [Bay]:

e Uvniti' kruZnice k opsané libovolnému trojuhelniku t; € DT nelezi zadny
jiny bod mnoziny P.

e DT maximalizuje minimalni thel a Vt, avSak DT neminimalizuje maximalni
uhel a v t.

e DT je lokaln¢ i globaln€ optimalni viici kritériu minimalniho Ghlu.

e DT je jednoznacné urcena, pokud Zadné Ctyfi body nelezi na kruZnici.

Tyto vlastnosti zajistuji, ze Delaunayova triangulace dava vzdy nejvetsi
minimalni thel mezi v§emi triangulacemi. To znamend, Ze tato triangulace ndm déava
nejrovnostrannéjsi trojuhelniky, ze vSech znamych metod. Tato vlastnost je docilena
prohazovanim hran, které museji spliiovat nasledujici podminku [Fuk06]:

Necht ab je hrana triangulace A = (V, E) spolecna dvéma trojuhelnikim abc a
adb. Hrana ab je lokdalné optimalni podle Delaunayova kritéria, pokud opsand kruznice
trojuhelniku abc neobsahuje protéjsi bod d azaroven pokud opsand kruznice
trojuhelniku adb neobsahuje protéjsi bod c.

Obecné miize byt hrana lokdlné optimalni i podle jiného kritéria, ovSem
v Delaunayovské triangulaci je lokalni optimalita docilena prohazovanim hran, coz plné
odpovida vyse uvedenym vlastnostem Delaunayovy triangulace.

Pti urovani, zda je konkrétni hrana lokaln¢ optimalni, je nutné zjistit, zda leZi
protéjsi bod sousediciho trojuhelniku uvniti kruZznice opsané, ktera je definovana body
daného trojuhelniku. Prvni moZnosti, jak toho docilit je vypocitat stied a polomér
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kruznice. Z téchto parametrd poté urcit rovnici kruznice a dosazenim protéjSiho bodu
testovat, zda bod lezi uvnitf nebo vné. Vztah odpovidajici této moznosti ma nasledujici
tvar [FukO6]:

(x—%0)*+ (y —y0)*—1r*=0, (2.3)

kde x, y jsou soufadnice testovaného bodu, x,, Y, je stied kruznice a r polomér. Pokud
je nerovnost splnéna, testovany bod se nachdzi uvnitf kruznice a hrana tedy neni lokaln¢
optimdlni. Tento vypocet je ovSem zbytecné slozity. Existuje snazsi varianta, kdy neni
nutné hledat koeficienty rovnice kruznice, ale vystaCime si pouze se zadanymi body.
K otestovani, zda bod lezi uvnitf nebo vné kruznice opsané, ndm staci vycislit hodnotu
determinantu

lax a, ai+a 1]

b, b, bZ+bZ 1
det=|" 7 2 > (2.4)

Cx € Cxtcy 1

1

d, d, d2+d2

kde a, b, c¢ jsou body definujici kruznici opsanou a d je testovany bod. Pokud je
det > 0, lezi bod uvnitt kruznice. V opaéném piipad¢ tj. det < 0, lezi vné. Pokud je
det = 0 lezi testovany bod na kruznici. Pfi vypoc¢tu determinantu je nutné davat pozor
na orientaci bodl, nebot’ v pfipadé opacného zadani potadi bodi je nutné vysledky
invertovat. V tomto piipad¢ jsou vysledky platné pro body, které jsou orientované proti
sméru hodinovych ruc¢ic¢ek [FukO06].

Pokud testem zjistime, ze hrana neni lokalné optimalni, je nutné tuto hranu
prohodit, aby spliiovala Delaunayovo kritérium. Po jejim prohozeni jiz nemusime
otestovat tutéZ hranu sousediciho trojuhelniku, nebot’ bude podminku automaticky
splnovat. Ptiklad prohozeni hrany (anglicky flip nebo swap) je vidét na (Obr. 2.3).

Swap(e)
_

Obr. 2.3:Ptiklad prohozeni hrany (pfevzato z [Fuk06]).

Jelikoz je Delaunayova triangulace nejrozsifen€jsi, vzniklo pro ni mnoho
algoritmd, jak ji sestrojit. Kazdy z té€chto algoritm ma své vyhody i nevyhody. Obecné
1ze tyto algoritmy rozdélit na dvé skupiny — metody pfimé a nepiimé. Jednotlivé piimé
metody jsou uvedeny v dalSich kapitoldch. Do nepiimych metod patii konstrukce
Delaunayovy triangulace pies Voronoiuv diagram. Je totiz dokazano, ze Delaunayova
triangulace je dualni Voronoiovu diagramu. To znamena, Ze je mozné nejprve sestrojit
Voronoiiv diagram, ktery Ize pfevést na Delaunayovu triangulaci (viz Obr. 2.4). Tento
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Obr. 2.4: Piiklad Voronoiova diagramu a k nému dualni Delaunayova triangulace
(pfevzato z [Koh02]).

2.1.1 Lokalni prohazovani

Tento algoritmus je zalozen na principu prohazovani hran. Dokud nejsou
vSechny hrany triangulace lokaln¢ optimalni, jsou prohazovany. To znamena, Ze
vstupem musi byt jiz néjaka hotova triangulace, kterou poté prevadime na Delaunayovu.
Pseudokadd tohoto algoritmu by mohl vypadat nasledovné [Fuk06]:

Vytvor jakoukoliv triangulaci T (V, E) nad vstupni mnozZinou vrcholi V,
begin

While (T neni lokalné optimdalni) do

begin

If (existuje lokdlné neoptimalni hrana e) then
Prohod{(e);

end;

end.

Algoritmus tedy pracuje tim zplsobem, ze nejprve vytvoii néjakou triangulaci.
Poté vloZi vSechny hrany do zasobniku obsahujici hrany, které nejsou lokalné optimalni.
Postupné je ze zasobniku vybird a legalizuje je. To, ze néktera hrana je jiz lokéalné
optimalni neznamena, Ze se ve vysledné triangulaci vyskytne. Je mozné, Ze prohozenim
jiné hrany konkrétniho trojuhelniku se jeho tvar zméni, a tim se hrana stane opét lokéalné
neoptimalni. Proto je nutné po prohozeni jedné hrany, vloZzit ostatni hrany trojuhelniku
do zasobniku. Algoritmus kon¢i, kdyz je zasobnik prazdny [Fuk06].

Vyhodou tohoto algoritmu je snadnd implementace a velmi dobra stabilita. I ptes
jeho vyhody se vSak tento algoritmus v praxi témer nepouziva, nebot’ Casova sloZzitost
dosahuje v nejhorsim piipadé O(N?) a pro primérny piipad O(N). Dalsi nevyhoda je
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Vv nutnosti piedem zkonstruovat poc¢atecni triangulaci. Pamétova naro¢nost algoritmu je
linearni nebo-li O(N).

2.1.2 Inkrementalni vkladani

Algoritmus inkrementalniho vkladani je asi nejvice pouzivany pro tvorbu
Delaunayovy triangulace. Jeho nejvétsi vyhoda spociva v jednoduchosti, robustnosti a
snadné rozsifitelnosti do 3D. Dale je mozné tento algoritmus snadno upravit pro
triangulaci s povinnymi hranami. SloZitost algoritmu dosahuje O(N?) v nejhor$im
pfipadé¢ a pifi vhodné implementaci O(NlogN) v océekdvaném piipadé [Koh02].
Pamét'ova naroénost algoritmu je linearni nebo-li O(N).

Jak je mozné vyCist z nazvu algoritmu, je zalozen na principu postupného
vkladani bodi do hotové Delaunayovy triangulace. Vstupem je mnozina bodi, které
budou postupné pridavany. Prvni krok algoritmu spociva v nalezeni tzv. pocate¢niho
simplexu. To znamena, Ze se snazime vytvofit pocatecni trojuhelnik, ktery bude
ohrani¢ovat vSechny body vstupni mnoziny. Velikost tohoto trojuhelniku je vétSinou
odvozena z min — max boxu vstupni mnoziny (viz Obr. 2.5).

| (0.K)

(K. 0)

(-K.-f{)

Obr. 2.5: Volba poc¢ate¢niho simplexu (pievzato z [Koh02]).

Dalsi krok algoritmu je postupné vkladani bodli vstupni mnoZiny do aktualni
Delaunayovy triangulace. Vybereme ze vstupni mnoziny jeden bod a hledame, ve
kterém trojihelniku se nachéazi. Po nalezeni tohoto trojihelniku je nutné bod do
triangulace zatadit tim, ze pivodni trojuhelnik vyhodime a nahradime ho novymi
trojihelniky. Zde mohou nastat dvé situace - bod lezi uvnitf trojihelniku nebo bod lezi
na hrané trojuhelniku. V prvnim ptipadé nahradime ptivodni trojuhelnik trojici novych
trojuhelnikli. V ptipadé¢ druhém musime hranu rozdélit a trojuhelniky obsahujici tuto
hranu nahradit dvojici novych trojuhelnika (viz Obr. 2.6).
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a) Bod lezi uvnitf trojithelniku b) Bod lezi na hrané

Obr. 2.6: Vlozeni nového bodu do triangulace (pievzato z [Koh02]).

Po vlozeni nového bodu do Delaunayovy triangulace je nutné ovéfit, zda je noveé
vznikla triangulace Delaunayovska. Je tedy potieba otestovat, zda nové vlozené
trojuhelniky maji lokalné¢ optimalni hrany (viz kap.2.1.1). Pokud nové pfidané
trojiihelniky nejsou lokalné optimalni, je potfeba prohodit jednu z jejich hran. Tato
operace ovSem muze vyvolat to, ze sousedni trojuhelnik se stane lokaln¢ neoptimalni a
je tieba ho legalizovat. Timto zptisobem je mozné v nejhor$im ptipadé projit vSechny
trojahelniky.

Po vlozeni vSech bodl vstupni mnoziny do triangulace pouze sta¢i vyhledat
trojuhelniky, které nepatii do vysledné triangulace. To jsou takové trojuhelniky, které
obsahuji alespoil jeden vrchol piivodniho simplexu. Po odstranéni téchto trojuhelnikt
ziskame vyslednou Delaunayovu triangulaci.

2.1.3 Inkrementalni konstrukce

Algoritmus inkrementalni konstrukce je velmi jednoduchy a je zaloZen na
vlastnosti Delaunayho triangulace nejmensi kruznice opsané. Tento algoritmus pracuje
nasledujicim zptisobem. Na pocatku je zvolen libovolny bod mnoziny uréené
k triangulaci. K tomuto bodu je nalezen nejbliz§i bod (tj. bod, ktery ma nejmensi
Euklidovskou vzdélenost). Po sestrojeni prvni hrany triangulace z téchto dvou
nalezenych bodil se vyhleda dal$i bod napravo od této hrany, ktery s danou hranou tvofii
trojuhelnik a ma nejmensi Delaunayho vzdélenost. Ta je definovan nésledujicim
zpusobem [Lei06].

Pokud stied kruznice opsané hran¢ e a bodu P lezi ve stejné poloroviné jako bod
P potom je Delaunayho vzdalenost rovna r jinak -r, kde r je polomér kruznice opsané.
Poloroviny jsou dany pravé hranou e, tak jak je vidét na Obr. 2.7. Pokud bod P nebyl
nalezen, otoCi se orientace hrany a vyhleddvani bodu se opakuje, tentokrat nalevo od
hrany e. Po nalezeni bodu P je vytvofen prvni trojuhelnik ze tfi hran. Je dulezité tyto
hrany udrzovat s jednotnou orientaci. Timto je dokonc¢ena inizializace algoritmu.

16|Stranka



<\

Obr. 2.7: Vlevo ptipad vypoctu, kdy S nelezi ve stejné poloroviné jako bod P, vpravo
ptipad, kdy bod S lezi ve stejné poloroviné jako P. (pievzato z [Lei06]).

Nyni jsou hrany ptidany do AEL (Active Edge List = Seznam aktivnich hran).
Vezme se prvni hrana ztohoto seznamu a vyhledd se pro ni bod P S nejmensi
Delaunayho vzdalenosti. Pokud je nalezen, vytvoii se dvé nové hrany a ptidaji se do
AEL. Pfidéni se ovSem provadi pouze za ptredpokladu, Ze pfiddvana hrana neni jiz
vV AEL obsazena. V tomto piipadé¢ je z AEL odstranéna a ptfidana do vysledné
triangulace. Aktudlni hrana, pro kterou byl bod hledan je odstranéna z AEL a ptidana do
vysledné triangulace. Pokud pro aktualni hranu nebyl nalezen zddny bod, znamena to,
ze hrana je soucasti konvexni obalky a je proto pridana také do vysledné triangulace
[Lei06].

Cely postup konci ve chvili, kdy je AEL prazdny. Diky udrzovani orientace hran
V jednom sméru na hranici aktualni triangulace ulozené v AEL se testuje vzdy hrana
spolu s body, které jsou napravo (resp. nalevo) od orientovanych hran. Zjednodusené
tento postup vystihuje (Obr. 2.8), na kterém jsou hrany hranice aktualni triangulace
znazornény jako orientované a hrany vysledné triangulace jsou neorientované.
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c) d)
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e) f

Obr. 2.8: Principialni znazornéni konstrukce DT pomoci inkrementalni konstrukce
(pfevzato z [Lei06]).

Slozitost algoritmu inkrementalni konstrukce je v nejhor$im piipadé O(N?),
pouzitim vhodnych datovych struktur Ize ziskat o¢ekavanou slozitost O(N log N). Ve
zvlastnich pfipadech pifi pravidelném rozlozeni vstupni mnoziny bodl Ize ziskat
o¢ekavanou slozitost O(N). Pamét'ova naro¢nost algoritmi inkrementalni konstrukce je
slozitosti O(N).

2.1.4 Paralelni metody

Se zvySujicim se poctem bodll pro triangulaci je ¢im dal vyhodné&jsi vyuZzit
néjaky algoritmus konstrukce triangulace, ktery je mozné provadét paralelné. Diky
paralelizmu lIze Casto ziskat urychleni oproti sériové verzi triangulace. Obecné jsou

v

triangulace bude popsano v nasledujicich kapitolach.
2.1.4.1 De-Wall

Algoritmus paralelni triangulace nazyvany De-Wall [Cig93][Cig98] je zalozen
na technice rozdél a panuj. Vstupni mnozina bodii P mulze byt jednoduse rozdélena
s vyuzitim délici roviny (pfimky) a na dvé ¢asti P~ a P*. Nejvétsi slozitost algoritmu je
ve spojovaci ¢asti dvou triangulaci S~ a St vytvofenych z bodia P~ a P*.

Délici rovina (ptimka) a rozdéli prostor E2 na dvé ¢asti at a a~. Zaroven a
rozdéli triangulaci na tfi casti. Trojuhelniky, které jsou protnuty pomoci a, jsou
oznadeny S%, trojuhelniky obsaZzené pouze v &asti @™, jsou znadeny S, a trojuhelniky
obsazené pouze v ¢asti @, jsou znaceny S~ (viz Obr. 2.9).
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Obr. 2.9: Rozdéleni triangulaci na tii ¢asti pomoci délici ptimky a (pievzato z [Cig93]).

S* je mnozina trojuhelnikt, které maji byt vytvofeny ve fazi spojovani
triangulaci S~ a S* a zarovefi plati, Ze pro kazdy trojihelnik s € DT(P), s je protnut
pomoci a pokud s € S¢.

Algoritmus paralelni triangulace De-Wall lze popsat pomoci nasledujicich kroki
algoritmu.

e Vybrani délici pfimky a.

o Konstrukce % a dvou mnoZin bodi P~ a P*.

e Rekurzivné pouzit De-Wall na mnozinu bodt P~. Zacit od S* a vytvofit S~.
e Rekurzivné pouzit De-Wall na mnoZinu bodi P*. Za&it od S* a vytvofit S*.
e Vratit viechny trojihelniky z S%, S~ a S*.

Spojovaci ¢ast triangulace S* muze byt vytvofena pomoci algoritmu
inkrementalni konstrukce. Algoritmus je zahajen od trojuhelniku s € DT(P) a
inkrementalné vytvari DT (P) pomoci pfidavani nového trojihelniku v kazdém kroku
bez nutnosti modifikovat aktudlni triangulaci. Pii vytvofeni nového trojuhelniku jsou
nové hrany vlozeny do struktury ,,Active Face List“ (AFL) a Vv pfipad€, ze hrana je
v AFL jiz obsazena, pak je z AFL odstranéna a neni znovu vkladana. Strukturu AFL je
nutné rozdé¢lit na tii nasledujici skupiny.

e AFL*: hrana je protnuta délici pfimkou a.
e AFL*: hrana je celd obsazenav a™.
e AFL™: hrana je celd obsazenav a™.

S% je vytvoreno inkrementaln¢ pomoci AFL* (viz Obr. 2.10). Vraceny jsou
trojuhelniky S% a struktury AFL* a AFL™. V dal$im kroku je De-Wall rekurzivng
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aplikovan na dvojici (P~, AFL™) a (P*, AFLY). Délici pfimka a je cyklicky vybirana
jako rovnobézka s osou x, y.

Obr. 2.10: D¢leni bodii a vytvareni triangulaci S¢ (pievzato z [Cig93]).

Volba tpln¢ prvniho trojuhelniku obsazeného Vv prvni mnozin¢ S je provedena
nasledujicim zplsobem. Je nalezen bod p; € P nejblizsi k délici piimce a. Poté je
nalezen druhy bod p, € P takovy, ze p, leZi na druhé strané a naz p, a zaroven p, je
bod s minimalni euklidovskou vzdalenosti od p;. V dal$im kroku je hledan bod ps, pro
ktery je polomér opsané kruznice trojuhelniku (py, p,, p3) minimalni.

Casova naro¢nost algoritmu je v nejhor$im piipadé O(N?), ale mize byt
dosazeno ocekavané slozitosti O(NlogN). Pamétova narocnost algoritmu je O(N)
[Cig98].

2.1.4.2 Modifikace inkrementalniho vkladani

Paralelni algoritmus pro konstrukci Delaunayovy triangulace, ktery bude popsan
Vv této kapitole, je zalozen na inkrementalnim vkladani a byl popsan v [Koh02] [Koh05].
Sériovy algoritmus triangulace nelze beze zmény spustit paralelné a ocekavat spravny
vysledek. Na (Obr. 2.11) je znazornén ptipad, kdy doslo k vytvofeni neplatné
triangulace. Je tedy nutné zajistit néjaky zpusob synchronizace, aby modifikace téhoz
trojihelniku neprovadélo vice vlaken soucasné.
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a) vlozeni bodu p; b) vloZeni bodu pa ¢) vyslednd triangulace
d) vloZzeni bodu p; vldknem v; e) vloZeni bodu p2 vldknem v, ) vysledna teselace

Obr. 2.11: Porovnani sériového vkladani bodu (a, b, ¢) a paralelniho vkladani boda
(d, e, f) do triangulace (pfevzato z [Koh02]).

Paralelizaci Delaunayovy triangulace lze provést pomoci tfi ruznych pistupt a
to davkovy, pesimisticky a optimisticky. Davkovy pfistup je zaloZen na principu, ze
nékolik vldken bude soucasné vyhledavat trojihelniky a pouze jedno vlakno bude
vkladat nové body do nalezenych trojuhelniki a provadét legalizaci. Timto pfistupem je
zabranéno moznym konfliktiim, kdy vice vlaken upravuje stejny trojuhelnik. Nicméné
pfi vétSim poctu paralelnich vlaken nebude vladkno, které vklada body, stihat a vysledné
urychleni paralelni verze nebude pfili§ znacné.

Dalsim zuvedenych pfistupti je pesimisticky pfistup. VSechna vlakna
vykonavaji stejny kod. Je zde ovSem rozdil ve vyhledavani trojihelniki, které mohou
provadét vSechna vldkna paralelné, a v modifikaci trojuhelnikd, kterou je mozné
provadét vzdy pouze pomoci jediného vldkna a je nutné ktomu vyuzivat
synchroniza¢niho primitiva.

Pti vyuziti optimistického ptistupu se vyuziva predpokladu, Ze vlozeni jednoho
bodu do triangulace zméni triangulaci pouze lokalné. Ve skute¢nosti ovSem legalizace
muze zménit aZ celou triangulaci. Vyhledavani trojuhelnikli je mozné provadét jako pfi
pesimistickém ptistupu. Rozdil je pti vkladani a legalizaci triangulace. Pti této fazi se
vzdy zamknou vSechny trojihelniky, které se budou ménit. V praxi jsou body vkladany
vlakny na rGznd mista v triangulaci, a tudiz vldkna nebudou muset Casto ¢ekat na
odemceni trojuhelnikd. Popis algoritmu pracovniho vlakna u optimistického pfistupu
paralelni triangulace je popsan niZe.
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begin
for r:=0 to Ni-1 do begin // vioz p, do DT(S)
Nalezni v DAG simplex obsahujici pr;
while deleny simplex nebo jeho sousedé jsou uzamceni nekym jinym do
Cekej;
Uzamkni simplex a vSechny jeho sousedy,
Rozdél simplex a uzamkni nové simplexy;
while legalizované simplexy nebo jejich sousedé jsou uzamceni nékym
Jjinym do
cekej;
Uzamkni legalizované simplexy a jejich sousedy,
Legalizace;
Odemkni vsechny simplexy uzamcené timto vlaknem,
Vzbud’ vSechna viakna, ktera cekala na dokonceni tohoto viakna;
end;
end,

Body je nutné rozdélit do nékolika disjunktnich mnozin, aby kazdé vlakno mélo
své body, které¢ bude vkladat do triangulace. Mnozinu bodd je mozné bud'to rozdélit
staticky na stejné velké ¢asti nebo druhy zpiisob je mnozinu bodl néjakym zptisobem
usporadat a poté az rozdé&lit. Pro uspofadani je mozné vyuzit sefazeni bodd podle x nebo
y soufadnice nebo podle vzdalenosti od pocatku. Samotné tazeni bodi ma vyslednou
slozitost O(N log N). Ve vysledcich bylo zjisténo, Ze ¢asova narocnost triangulace je
nizsi, pokud byly vstupni body v pocatku uspotadany (rozdéleny podle geometrické
polohy). Pouzivané uspofadani bylo bud'to podle x-ové, nebo y-ové soufadnice.
Vysledna o¢ekavana Casova slozitost paralelni triangulace je O(NlogN) a pamét'ova
naro¢nost O(N).

2.2 Greedy triangulace

Triangulace na mnoziné bodii VeR? je Greedy triangulaci s nasledujicimi
vlastnostmi [Zab05]:

e Za predpokladu, Ze Zddné dvé hrany nemaji stejnou délku, je Greedy triangulace
jednoznacna.

e Z hlediska uhlovych kritérii nedava Greedy triangulace pfiiliS dobré vysledky,
protoze tvar a uhly trojihelniku se pfi konstrukei sité neberou v potaz (viz Obr.
2.12).

e Greedy triangulace byva pouzivana jako zaklad heuristik pro MWT (= minimum
weight triangulation, triangulace s minimalni vdhou) — minimalni vahy sice
obecné nedosahuje, ale je z hlediska vahového kritéria lokalné minimalni.

e Zmény bodl GT maji globalni vliv.

e Zaclenéni povinnych hran je snadné.
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Obr. 2.12: Srovnani Greedy (vlevo) a Delaunaovy (vpravo) triangulace (pfevzato z
[Bay]).

Hltavy (Greedy) algoritmus je takovy, ktery se nikdy nevraci a neméni nic v jiz
hotové ¢asti triangulace. V kazdém kroku je do triangulace pfidéna jedna hrana a proces
tvorby skon¢i po dosazeni celkového poctu hran triangulace. Celkovy pocet hran je dan
poctem bodii a poctem hran konvexni obalky. Zékladni algoritmus Zravé triangulace je
implementa¢né jednoduchy. Problémem je vysoka ¢asova slozitost v nejhor§im piipade
O(N?3) a pamétova naro¢nost 0(N?) [Zab05].

Algoritmus probiha v téchto krocich:

e Vygeneruje vSechny mozné hrany mezi body mnoziny V a ulozi je do seznamu
hran E.

e Vzestupné sefadi seznam hran E podle délky.

e Vybere nejkratsi hranu z dosud nezpracovanych hran a pfijme ji do triangulace
GT(V), pokud neprotina Zadnou z hran jiz pfijatych.

e Opakuje se ptedchozi krok, dokud nezbyva Zadna hrana.

Hlavnim problémem vSech algoritmti na konstrukci Greedy triangulace nad
nepravidelné rozloZzenym bodovym polem je jejich vysokd casova sloZitost. U
nejefektivnéjSich algoritmti bylo dosazeno casové sloZitosti v nejhorSim piipadé
O(N?log N) [Z&b05].

2.3 Triangulace s omezenim

Triangulace s omezenim jsou oznaCovany jako Constrained triangulations. Do
triangulace jsou zavedeny povinné hrany spojujici definované body p. Poloha
povinnych hran se poté pii triangulaci jiz nesmi ménit, ale zaroven je vstupni
ptedpoklad, aby se povinné hrany neprotinaly [Bay].

Povinné hrany pti konstrukci triangulace kiizi jiné mozné hrany, které jsou
vzhledem Kk n&jakému kritériu lokalné optimalni (a pro triangulaci vhodnéjsi), avsak
tyto hrany nejsou pouzity. Triangulace s omezenim (se vstupni podminkou) proto
nejsou lokalné optimalni.
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Siroké pouziti této triangulace je v kartografii pii tvorbé digitdlnich modelti
terénu. Povinné hrany umoziuji lepsi modelovani morfologie terénu.

Triangulizovat se vstupni podminkou lze pomoci Greedy algoritmu (Constrained
Greedy triangulation) nebo pomoci Delaunayovy triangulace (Constrained Delaunay
triangulation).

2.3.1 Greedy triangulace s omezenim

Upravenim bézné Greedy triangulace lze dosdhnout triangulace s omezenim.
Tvorba Greedy triangulace s omezenim probiha ve dvou krocich (viz Obr. 2.13).
Nejprve jsou do prazdné triangulace ptfidany povinné hrany, které nemohou byt
vV budoucnu nahrazeny zadnou jinou hranou. Ve druhém kroku probiha jiz bézna Greedy
triangulace.

Obr. 2.13: Postup Greedy triangulace s omezenim (vlevo) a bézna Greedy triangulace
(vpravo) (pievzato z [Bay]).

2.3.2 Delaunay triangulace s omezenim

Delaunayova triangulace somezenim je nejpouzivanéj§i  triangulace
v geoinformatice. Na rozdil od bézné Delaunayovy triangulace je nutna redefinice, Ze
pfes povinné hrany neprobihd swapovani. Triangulace jako celek nemaximalizuje
minimalni whel v trojuhelnicich. Zavedenim povinnych hran je sniZena rychlost
triangula¢niho algoritmu.

Konstrukce triangulace probiha ve tfech krocich. Nejprve se vytvoii béZna
Delaunayova triangulace, poté jsou do vytvofené triangulace zadany povinné hrany.
Jako posledni krok je nutné provést pfevod triangulace s vlozenymi povinnymi hranami
na triangulaci s omezenim. Pfevod probiha v n¢kolika krocich:

e Nalezeni stran Delaunayovy triangulace protinajicich povinnou hranu (viz Obr.
2.14).

Zruseni vsech stran v Delaunayové triangulaci protinajicich povinnou hranu.
Vytvoteni pomocné triangulace.

Obnoveni Delaunayovy triangulace.

Odstranéni nadbytecnych trojiihelnika.
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Obr. 2.14: Nalezeni hran Delaunayovy triangulace protinajicich povinnou hranu
(pfevzato z [Bay]).

2.4 Triangulace s minimalni vahou

Pro zadany set bodi S Vv Euklidovském prostoru je triangulace T. Vaha
triangulace T je definovana jakou soucet vSech délek hran v triangulaci T. Triangulace,

ktera ma minimalni moznou vahu se nazyva triangulace s minimalni vahou (= MWT)
bodu S [Mul08].

100

greedy Delaunay minimum weight
L =1291.86 L =1313.89 L =1287.92

Obr. 2.15: Ruzné triangulace a jejich vahy (pfevzato z [Mul08]).

Pii konstrukei je potieba sestrojit vS§echny mozné triangulace a vybrat z nich tu
s minimalni celkovou délkou hran. Existuji metody pro konstrukci MWT pomoci
brutalni sily [HIa02]. Pro vétsi pocet vrchold je MWT cCasové velmi naro¢na. Metoda
ma exponencidlni slozitost. Lepsi algoritmus na konstrukci neni zndm a neni znamo,
zda je mozné problém fesit v polynomialnim ¢ase [FUuk06].

2.5 Datové zavislé triangulace

Datové zavislé triangulace vychdzeji z nékterych vySe uvedenych triangulaci
(nejcasteji Delaunayovy triangulace), avSak zohlediiuji i jiné vlastnosti nez jen
vzdalenost bodii. Nejcastéjsi takovou vlastnosti byva vySka nebo jiné namétené
hodnoty.

25|Stranka



Pokud v jednotlivych bodech mame ur¢enou vysku, oby¢ejna triangulace by tuto
vlastnost nerespektovala. Proto je mozné pro kazdy trojuhelnik pouzivat jako kritérium
jednak vzdalenost bodu, ale navic také odchylku normal dvou trojuhelnikii pies hranu
nebo odchylku normal trojuhelniki sdilejici konkrétni vrchol (viz Obr. 2.16). S timto
pristupem dosahuji datové zavislé triangulace lepSich vysledkli pro terénni data nez
bézné triangulace [Fuk06].

Obr. 2.16: Levy obrazek ukazuje odchylku normal trojihelnikt pies hranu. Pravy
obrazek ukazuje odchylku normal ve vrcholu (pievzato z [Bay]).
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3 Tetrahedronizace v E3

Pro shodnou mnozinu bodu v prostoru se pocet tetrahedronii 1i§i v zavislosti na
typu tetrahedronizace. Maximalni pocet tetrahedroni v tetrahedronizaci lze vyjadfit
pomoci nasledujiciho vzorce [Sei95]:

max = 0 (N[d/Zl), (3.1)

kde N je podet bodi a d je rozmér dimenze (pro E® je d = 3). Mnohem v&tsf problém je
ovSem to, Ze polygon v 2D je vzdy mozné triangulizovat, ackoli v 3D toto pravidlo jiz
neplati. Nekonvexni polyhedron nelze vzdy rozlozit na mnoZinu tetrahedroni bez
vyuziti pfidanych (Steinerovych) bodt [Carl2]. Tento rozdil mezi 2D a 3D je dulezity
pro tvorbu algoritmil v 3D. Nelze totiz obecné pfevést libovolny algoritmus triangulace
do vyssi dimenze pro tvorbu tetrahedronizace [Sch04].

3.1 Delaunayova tetrahedronizace

Delaunayova triangulace se obecné snazi vyhybat vytvareni tizkych trojahelnikti
a tak je vysledna trojuhelnikova sit’ kvalitni. V dimenzi vy$$i nez dva je situace
mnohem komplikovangjsi. Delaunayova tetrahedronizace [LiuO5] se snazi vytvaiet
tetrahedrony s nejmensim polomérem opsané koule. Tim je ovSem umoznén vznik
plochych tetrahedrontl, jejichZ polomér opsané koule je sice minimalizovan, ovSem
polomér vepsané koule je téméf nulovy.

Kazdy tetrahedron ma jednoznacné definovanou opsanou kouli, pokud jeho
vrcholy nelezi v roving. Delaunayova triangulace je takova triangulace, kde vSechny
tetrahedrony spliuji  kritérium prazdné opsané koule. Tedy Zadny vrchol
tetrahedronizace nelezi uvnitf opsané koule tetrahedronu jehoz neni soucasti. Timto je
Delaunayova tetrahedronizace jednozna¢né definovana.

Metoda na zjisténi, zda vrchol V' leZi vné€, nebo uvnitt opsané koule tetrahedronu
(A,B,C,D) je zalozena na nalezeni stfedu a poloméru opsané kruznice. Vysledny
piedpis pro opsanou kouli je:

(x—x0)>+ (y—y0)? + (z—2)* —r* =0, (3.2)

kde [¥o Yo Zo]” je stied a r polomér opsané koule. Po dosazeni bodu do piedpisu
(3.2) l1ze ur¢it, zda bod lezi uvniti podle vysledného znaménka. Pokud je rovnice (3.2)
splnéna, znamena to, Ze bod lezi na povrchu koule. Pokud je vysledek levé ¢asti rovnice
(3.2) zaporny, lezi bod uvnitt koule, pokud vétsi nez nula, lezi bod mimo kouli.
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Pozici budu vici opsané kouli tetrahedronu lze urcit pomoci znaménkového
testu determinantu. Pfedpis determinantu se ziska pomoci vzorce (3.2) a jeho tvar je
nasledujici:

Ay Ay, A, AZ+AZ+4% 1
B, B, B, BZ+BZ+BZ 1
o=|c. ¢, ¢, ci+ci+ct 1), (3.3)
D, D, D, D:+DZ+DZ 1
oWV W+ 1

kde bod A ma soufadnice [Ax A, A;]", bod B=[Bx B, BT,
C=[Ck C, GCJ]", D=[Dy D, D,]" atestovanybod V =[Vx V, V;]7. Pokud
je 6 ronvo nule, lezi bod V na kouli, pokud je 8 zaporné, lezi bod mimo kouli, jinak lezi
bod uvnitt koule.

Vypocet determinantu o velikosti 5 X 5 ve vzorci (3.3) lze pfevést na vypocet
determinantu o velikosti 4 X 4 nasledujiciho piedpisu:

A —Ve Ay—V, A, -V, (A2+A42+A42)— (V2+V2+V2)
HZBX—Vx B,-V, B,—V, (BZ+BZ+B2)—(V2+V2+V?) (3.4

Ce—Ve C—V, C—V, (CE+CE+C2)—-(VE+V2+VA)|

D,—V, D,—V, D,—V, (DZ+DZ+D2)—(VZ+V?+V?)

Vysledky znaménkového testu (3.4) odpovidaji (3.3).

Pokud néjaky bod lezi uvniti opsané koule tetrahedronu je nutné provést
transformaci (flip) tetrahedrond. NejcastéjSi operace, které se provadéji, jsou
znazornény na (Obr. 3.1). Transformace flips; ptfevede tfi tetrahedrony na dva
tetrahedrony a transformace flip,3 naopak. Pti transformaci flips je nutné dat pozor, zda
tetrahedrony spolecné tvoii konvexni téleso. V piipadé, Ze tomu tak neni, se nesmi flipzz
provést, nebot’ by byl vytvoren tetrahedron, ktery protind jiné tetrahedrony.

28 |Stranka



2t03
q

D
A
A . K
3to2
h
(a) E

Obr. 3.1: F|ip32 a f|lp23 (ptevzato z [SCh04])

V ptipadé, Ze dvé (nebo Ctyfi) stény u dvou (nebo Ctyf) tetrahedronli lezi ve
stejné roving, provadi se flipy, (nebo flipss) (viz Obr. 3.2).

Obr. 3.2: Flipss (nebo flip,, — pouze dva tetrahedrony) (pievzato z [Led05]).

3.1.1 Inkrementalni vkladani

Vlozeni jednoho nového bodu do Delaunayovy triangulace mize zménit celou
triangulaci. Toto je nastésti pravda pouze pro nekteré extrémni konfigurace vrchold.
V béZném piipadé vloZeni nového bodu ovlivni pouze lokalni ¢ast tetrahedronizace.
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Algoritmy inkrementalniho vkladani vyhledavaji v kazdém kroku tetrahedron,
do kterého Ize novy bod vlozit. Z tohoto divodu je nutné mit v pocatku jeden velky
tetrahedron, pro ktery plati, Zze vSechny pozdéji ptiddvané body budou uvniti tohoto
pocate¢niho tetrahedronu (viz Obr. 3.3). Poc¢ate¢ni tetrahedron by se nemél dotykat
obalového kvadru bodi, tudiz je vzdy vhodné vytvofit tetrahedron o nékolik procent
vetsi, nez tetrahedron, ktery se dotyka obalového kvadru bodi.

Obr. 3.3: Pocate¢ni tetrahedron (Sed¢ je znazornén obalovy kvadr vSech bodu).

Reknéme, 7e mame validni Delaunayovu tetrahedronizaci o N bodech. Dale si
pfedstavmé, Ze nové vkladany bod lezi uvniti konvexni obalky N bodd. Poté je mozné
vloZeni bodu do tetrohedronizace provést pomoci nasledujicich krokd:

e Identifikace nevalidnich tetrahedroni v tetrahedronizaci (jednd se o
tetrahedrony, pro které plati, ze pridavany vrchol lezi v jejich opsané kouli).

e Shromézdéni zadnich trojuhelnikd nevalidnich tetrahedront (trojuhelniky, které
jsou spolecné s validnimi tetrahedrony).

e Nahrazeni vSech nevalidnich tetrahedroni pomoci novych tetrahedronti, které
vzniknou spojenim nashromazdénych trojahelniki s pfiddvanym vrcholem.

Tento inkrementalni algoritmus se nazyva Bowyer-Watsonlv algoritmus. Poté
co byly nalezeny vSechny nevalidni tetrahedrony je vypocetni naroc¢nost jiz velmi nizka
a je linearn¢ Gmérna poCtu nevalidnich tetrahedront. V praxi se nejprve nalezne
tetrahedron, ktery obsahuje pfidavany bod ve své opsané kouli. Ostatni nevalidni
tetrahedrony jsou jiz hledany pomoci prohledavani sousedu a zjistovani jejich validity.
Vysledek tohoto postupu je Delaunayova triangulace o (N + 1) bodech.

Dal§im algoritmem inkrementalniho vkladani je Green-Sibsoniv algoritmus
potiebujici také pocatecni tetrahedron (viz Obr. 3.3). V kazdém kroku je nalezen
tetrahedron, ktery obsahuje pfidavany bod. Pokud je pfiddvany bod uvniti nalezené¢ho
tetrahedronu je provedeno jeho vloZeni pomoci operace flipi4 (viz Obr. 3.4).
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Obr. 3.4: Vlozeni bodu uvnitf tetrahedronu (pievzato z [Sch04]).

V piipadé, ze ptidavany bod nelezi pfimo uvniti tetrahedronu, je nutné zjistit,
zda lezi na hrané nebo ve sténé tetrahedronu. Pokud se nachazi bod ve sténé
tetrahedronu je nutné jeho vlozeni provést pomoci operace flipzs (viz Obr. 3.5). Timto
vlozenim se kazdy ze dvou sousednich tetrahedront rozdé€li na tfi nové tetrahedrony.
Vysledné tedy vznikne novych Sest tetrahedronti ze dvou ptvodnich.

Obr. 3.5: Vlozeni bodu ve sténé.

Pokud se vkladany bod nachdzi na hran€ tetrahedronu, nebo pfesnéji
tetrahedrond, je nutné jeho vloZeni provést pomoci operace flipk-ok (vViz Obr. 3.6). Touto
operaci vloZeni se zk tetrahedronii obsahujicich spolecnou hranu, na které lezi
pfidavany bod, stane 2k novych tetrahedront.
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Obr. 3.6: Vlozeni bodu na hrané (ptevzato z [Dai05]).

Posledni mozna situace, ktera miize nastat pti vkladani bodu to tetrahedronizace
ja takova, Ze pridavany bod v tetrahedronizaci jiz existuje. V takovém ptipadé se tento
bod do tetrahedronizace jiz neptidava, nebot’ je v ni jiz obsazen.

Po wvlozeni bodu do tetrahedronizace neni zaruCeno, ze vysledna
tetrahedronizace je opét Delaunayova. Z tohoto divodu je nutné provést legalizaci nové
vytvofenych tetrahedront a jejich sousedit pomoci operaci flipys a flips, (viz Obr. 3.1).
Aby byla tetrahedronizace opét Delaunayovska, musi byt pro vSechny tetrahedrony
splnéno Delaunayovo kritérium. To znamena, ze zadny vrchol, ktery neni soudasti
tetrahedronu nesmi byt obsazen v opsané kouli tetrahedronu.

Pokud jiz byly do tetrahedronizace vloZeny vSechny vstupni body, je nyni nutné
odebrat Ctyfi pfidané body, které definuji velky obalovy tetrahedron. Postupné je tedy
nutné projit vSechny tetrahedrony a zjistit, zda je alesponl jeden z vrcholli vrcholem
pocatecniho tetrahedronu. Pokud je tomu tak, je tento tetrahedron odebran
zZ tetrahedronizace. Po odebrani vSech téchto tetrahedronii je ziskdna vysledna
Delaunayova tetrahedronizace.

Algoritmickou slozitost Delaunayovy tetrahedronizace pro nejhor$im piipad je
mozné vyjadfit pomoci vzorce:

= 0 (N[(d+1)/2]+1>, (3.5)

kde pro E? je d = 3 a tudi algoritmicka sloZitost pro nejhorsi piipad je O(N3) [KoJO5].
Pomoci vhodné implementace a pii vhodném rozlozeni vstupnich bodl lze ziskat
o¢ekavanou ¢asovou slozitost O(N log N).

3.1.2 Paralelni metody

Obdobné jako u triangulace existuji i pro tetrahedronizaci rtzné paralelni
metody. V nasledujicich kapitolach budou nékteré tyto metody popsany.
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3.1.2.1 De-Wall

Tetrahedronizace pomoci algoritmu De-Wall je tém&f shodni postupem v EZ.
Jedna se tedy o pouhé rozsiteni algoritmu do E3. Misto délici pfimky je vyuZzivéna
délici rovina a, ktera je cyklicky ménéna tak, Ze je rovnob&Znd s rovinou py,;, Pxz, Pry-

3.1.2.2 Min-Bin Chenova metoda

Algoritmus paralelni tetrahedronizace popsal Min-Bin Chen v ¢lanku [Chell].
Prvni fazi algoritmu je rozdéleni vstupnich bodt. Pouzivany algoritmus se snazi co
nejvice zmensSit povrchy hranic, které bude zapotiebi spojit. Postup je takovy, ze jsou
body nejprve rozdéleny podle x-ové soufadnice do skupin. V dalsim kroku je kazda
mnozina bodl rozdélena podle y-ové soufadnice a v poslednim kroku podle z-ové
soufadnice. Pii kazdém déleni skupin se vyuzivad medianu, takze vysledné skupiny jsou
stejn€ rozsahlé.

Kazdd mnozina bodl je nezavisle tetrahedronizovana pomoci algoritmu
inkrementalniho vkladani. Vypocet je tedy provadén paralelné. Po dokonceni dil¢ich
tetrahedronizaci je nutné vsSechny tetrahedronizace spojit dohromady. Pro spojeni
tetrahedronizaci jsou nalezeny takzvané ,,ovlivnéné zony“. Jednd se o tetrahedrony,
kter¢é mohou byt pfi spojovani pozménény pomoci operaci flipj. Hledani téchto
tetrahedront se provadi postupné smérem od konvexni obdlky smérem dovniti
tetrahedronizace.

Pti spojovani jednotlivych zén je nejprve nutné vytvotit prvni tetrahedron, ktery
vznikne pomoci jednoho bodu zjedné tetrahedronizace a trojuhelniku z konvexni
obalky druhé tetrahedronizace (viz Obr. 3.7). V dalsich krocich se vytvafeji dalsi
tetrahedrony tak, ze se vZdy vyuzije jeden trojihelnik z jedné tetrahedronizace, bod
Z druh¢é tetrahedronizace a minimalné jeden trojuhelnik z jiz vytvotfenych spojovych
tetrahedrontl. Pfi vytvoreni kazdého tetrahedronu je nutné zkontrolovat, zda je dodrzeno
Delaunayovo kritérium a ptipadné tetrahedronizaci transformovat.
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Obr. 3.7: Prvni tetrahedron mezi dvéma tetrahedronizacemi (ptevzato z [Chell]).

Spojovani jednotlivych tetrahedronizaci se provadi v opaéném potadi, nez ve
kterém byla vstupni mnoZina bodl postupné délena na podmnoziny bodi. Jednd se tedy
o typicky paralelni ptistup ,,rozdél & panuj“. Algoritmicka slozitost tohoto paralelniho
algoritmu je v ocekavaném ptipadé O(N log N).

3.1.2.3 Modifikace inkrementalniho vkladani

Tato metoda paralelni tetrahedronizace je rozSifenim paralelni triangulace
popsané v (kap. 2.1.4.2) z E? do E3 [Koh02] [Koh05].
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4 Paralelni triangulace v E?

cvwr

naro¢nost. Myslenka urychleni je takova, Ze pokud se vstupni data rozdéli do n€kolika
oddélenych mnozin a ty se ztriangulizuji zvlast, musi byt celkova ¢asova naro¢nost
nizsi. Navic lze vyuzit paralelniho pfistupu. Pii triangulaci se vyuziva principu rozd¢l a
panuj. V nasledujicich kapitolach bude popsan postup nové navrhnuté metody paralelni
triangulace [Skal2].

4.1 Rozdéleni bodu

Vstupem pro metodu paralelni triangulace je mnozina nahodné rozlozenych
bodil v roving o soufadnicich [x, y]T (viz Obr. 4.1).

Obr. 4.1: Mnozina vstupnich bodi v roving.

Aby bylo mozné délit mnozinu bodl na nékolik podskupin je nutné nejprve
zjistit jeji Bounding Box (= obalovy obdélnik). Pro nalezeni tohoto obdélniku je nutné
zjistit body s maximalni a minimalni x-ovou a y-ovou slozkou (viz Obr. 4.2). Slozitost

nalezeni téchto bodi je O(N).
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Obr. 4.2: Body s maximalni a minimalni x-0vou a y-ovou slozkou.

Pti nalezeni ¢ty hrani¢nich bodi je jiz mozné si kolem vstupni mnoziny bodil v

roving ptedstavit obalovy obdélnik (viz Obr. 4.3).
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Obr. 4.3: Bounding Box.

Pro rozdé€leni boda do pravidelné miizky je nutné urcit velikost hrany dx a dy.

Velikost téchto hran je nutné urcit s ohledem na piedpokladany pocet bodu v kazdé
buiice nebo na pozadovany pocet bun¢k. Rozdé¢leni bodl do pfislusnych bunck, které

jsou ocislovany soufadnicemi {i,j} podobné jako 2D matice, se provadi podle

hashovaciho vzorce
(x - xmin)
dx

| = ymin) (4.1)
dy
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kde x, y jsou soufadnice bodu, X,,;, je X-ova soutfadnice levé strany AABB, y,.in j€
y-ova soutfadnice spodni strany AABB. Vysledné rozdéleni boda do jednotlivych bunék
je zobrazeno na (Obr. 4.4).

Obr. 4.4: Rozdéleni bodu do pravidelné miizky.

Z diivodu vytvofeni konvexni obalky triangulace se body rozdélené do
pravidelné miizky jesté obklopi jednou vrstvou prazdnych gridl. Po spojeni triangulaci
bude totiz zaruceno, ze konvexni obalka vstupni mnoziny bodii bude uvniti spojenych
triangulaci a jeji nasledné ziskani bude jednodussi. Vysledné zobrazeni grida s body je
na (Obr. 4.5).
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Obr. 4.5: Pridané gridy okolo vytvorené pravidelné miizky.

V dalsim kroku je nutné zkontrolovat, zda kazdy grid obsahuje alespon jeden
vnitini bod, ktery by se mél triangulizovat. Pokud tomu tak neni, je do stfedni ¢asti
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gridu vloZen nahodny bod. Rozmisténi ptidanych bodi je zobrazeno na (Obr. 4.6). Tim
ze se nevkladaji body ptimo do stiedu gridu, ale ¢aste¢né nahodné, zvysuje numerickou
stabilitu pii spojovani jednotlivych triangulaci.
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Obr. 4.6: Vlozené nahodné body do prazdnych gridi.

4.2 Triangulace jedné mnoziny bodu

Vstup pro triangulaci jedné buiiky jsou body v ni obsaZené a navic ¢tyfi body
definujici hrani¢ni obdélnik (piidané body). Bézna Delaunayova triangulace pomoci
inkrementalniho vkladani nejprve vytvoti velky obalovy trojihelnik. Pti této triangulaci
ovSem tento trojuhelnik neni zapotiebi vytvaret, nebot’ je zndm obalovy obdélnik vSech
vnitinich boda.

V mnozing bodil se vybere jeden nahodny. Pomoci tohoto bodu a ¢ty pfidanych
bodii do mnoziny bodl se vytvoti ¢tyfi poc¢atecni trojuhelniky (viz Obr. 4.7). V dalsim
kroku se pokracuje s béznou Delaunayovo triangulaci pomoci inkrementalniho vkladani
vSech zbylych bodl do ptredptipravené pocatecni triangulace.
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Obr. 4.7: Pocate¢ni triangulace jedné bunky.

Po dokon¢eni Delaunayova inkrementalniho vkladani bodu do triangulace se
ziska triangulizovany obdélnik (viz Obr. 4.8). Vlastnosti, které lze vyuzit, je, ze kazda
hrana obalového obdélniku obsahuje pravé jeden trojuhelnik. Vrcholy téchto c&tyr
trojuhelnikt, které jsou z mnoziny vstupnich bodt, je nutné nalézt (viz tu¢né oznacené
body v Obr. 4.8). Pouziti Delaunayovy triangulace neni nutnou podminkou. Pro
triangulaci jednotlivych gridi je mozné vyuzit jakoukoliv metodu triangulace.

Obr. 4.8: Triangulizovany obdélnik.

V dal§im kroku jsou odebrany vSechny hrany, které obsahuji bod definujici
obalovy obdélnik (svétle oznacené hrany na Obr. 4.8 a vystup viz Obr. 4.9). Pii
odebirani hran je potfeba védét, k jakému bodu ze Ctyt piidanych jsou dané dvé hrany
trojuhelniku napojeny. Tteti hrana musi byt se svou spravnou orientaci pfiddna do
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seznamu hran patfici k danému piidanému rohovému bodu. Po dokonceni odebirani
hran se pomoci seznamu orientovanych hran vytvoii posloupnost bodi, které definuji
hranici triangulace.

Obr. 4.9: Triangulace s odebranymi hranami obsahujici ptidané rohové body.

Ze ziskanych bodu, které tvofi hranici trojuhelnikové sité, se dale nalezne vzdy
jeden nejbliz8i bod ke kazdému ze ¢tyi bodu definujicich obalovy obdélnik. Tyto body
jsou zobrazeny na (Obr. 4.10).

Obr. 4.10: Zvyraznéné body, které jsou nejblizsi k pfidanym rohovym bodim.

40|Stranka



4.3 Spojeni jednotlivych mnozin

Ve vySe uvedenych podkapitolach bylo vysvétleno, jak je mozné vstupni
mnozinu rozd¢€lit do jednotlivych podmnozin, které 1ze poté odd€lené triangulizovat.
Z toho ziskame triangulace jednotlivych podmnozin, které ovsem nebudou mezi sebou
propojené. Dal$im postupem je tedy sesiti jednotlivych triangulaci dohromady tak, aby
utvoftily vyslednou triangulaci.

Jak vime z (kap. 4.2), z kazdé triangulizované podmnoziny ziskame Ctyfi body,
které¢ tvorily krajni trojuhelniky. Dale ziskame cCtyii body, které byly nejblize
k pomocnym rohovym bodim. VSechny tyto body maji své charakteristické vlastnosti,
které budou dale vyuzity k sestaveni vysledné triangulace.

Jednotlivé triangulizované podmnoziny se budou seSivat po Ctyfech, nebot’ tim
utvoii v obecném piipadé nekonvexni polygon, ktery je mozné opét oddélené
triangulizovat, a tim vyuzit paralelizace 1 pii seSivani. Vstupem pro seSiti vnitiku
triangulace je tedy ctvetice triangulizovanych podmnozin, které se budeme snazit sesit
(viz Obr. 4.11).

Obr. 4.11: Priklad jednotlivych triangulizovanych podmnozin.

Pfi seSivani vnittku triangulace nejprve vyuZzijeme body, které tvotily krajni
trojuhelnik. Tyto body je totiZ mozné se sousednimi triangulizovanymi podmnozinami
jednoduse propojit, a tim oddélime jednotlivé vnitini diry, které budeme dale vyplnovat.
Ptiklad propojeni bodu je vidét na (Obr. 4.12).

41|Stranka



Obr. 4.12: Propojeni bodd, které tvorily krajni trojuhelnik.

Timto zplsobem nam vznikla hranice nekonvexniho polygonu, ktery
potiebujeme triangulizovat. UZite¢nou vlastnosti vzniklého polygonu je, Ze se jedna o
polygon hvézdicovitého tvaru se ¢tyfmi rameny. Této vlastnosti je vhodné vyuZzit pro

vvr

ptipad¢ propojit ¢tyfmi hranami (viz Obr. 4.13).
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Obr. 4.13: Propojeni nejblizsich bodl hranami.

Zda lze nejbliz8i body propojit pouze ¢tyimi hranami je nutné nejprve otestovat.
Test probiha tak, Ze si danou hranu mezi nejbliz§imi body pomyslné vytvoifime a
testujeme prisecik této hrany s ostatnimi hranami, které mohou kolizi vyvolat (vzdy to
jsou ty fetézce hran, které dany nejblizsi vrchol obsahuji). V ptipad¢€, ze priusecik s
hranami hranice neexistuje, je mozné danou usecku vytvotit. Pokud ovSem prusecik
existuje, je nutné danou hranu ptidat do seznamu definujici vnitini polygon (viz Obr.
4.14). Stejny princip testovani udéldme pro vSechny c¢tyfi hrany.

Obr. 4.14: Levy obrazek ukazuje prusecik pomyslné Cervené hrany s fetézcem hran.
Pravy obrazek ukazuje, jak hranu zaradit do seznamu definujici vnitini polygon.

Timto zplisobem jsme pivodni nekonvexni polygon opét rozdélili na pét
oddé€lenych ¢asti, které mizeme triangulizovat samostatné (rozdéleni viz Obr. 4.13).
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4.3.1 Triangulace stiredu hvézdice

V nejjednodussim piipadé ma wvnitini polygon pouze ctyfi hrany (tzn., Ze
neexistuji zadné priuseciky). Tento polygon méa pouze dvé moznosti, jak jej
triangulizovat. Pfidame tedy takovou hranu ze dvou moznych, kterda mé mensi délku.
Tim ziskame rovnostrannéjsi trojihelniky (viz Obr. 4.15).

Obr. 4.15: Triangulace vnitini ¢asti nekonvexniho polygonu.

V ptipadé, Ze vnitini polygon obsahuje vice hran neZ jen Ctyfi je nutné diru
triangulizovat jinym zptisobem. Algoritmus, ktery je vyuZzit pro triangulaci je nazyvan
odfezdvani usi. Hranice diry je postupné prochazena dokola a je testovdno, zda je
mozné z dvou po sob¢€ nasledujicich hran vytvofit trojuhelnik. K tomuto testovani je
vyuZit znaménkovy test orientace:

Ay A, 1
6 = Bx By 1 ) (42)
C C 1

kde body A = [Ay,A,]", B =[B,B,] a C=[Cy.C,]" jsou ti po sob& jdouci body
hranice. Pokud jsou vytvafeny trojuhelniky s orientaci ve sméru hodinovych rucicek,
pak je mozné trojuhelnik vytvofit pokud je vysledné 6 ze vzorce (4.2) zaporné. Pii
sestavovani trojuhelnikl s orientaci proti sméru hodinovych rucicek musi byt 6 vétsi
nez nula.

44|Stranka



Usi, nebo-li trojuhelniky, jsou odfezdvany do doby, néz zlstanou pouze Ctyti
body hranice. V tomto okamziku se vyuzije postup jako pfi triangulaci diry pouze o
¢tytech vrcholech (postup popsany vyse).

4.3.2 Triangulace ramen hvézdice

Dalsi postup algoritmu je triangulace zbyvajicich ¢asti ptiivodniho nekonvexniho
polygonu, tak zvanych ramen hvézdice. Zde si 1ze v§imnou toho, ze jednotlivé ¢asti jsou
vzdy monotonni bud’ v jedné ¢i druhé ose. Toho Ize s vyhodou vyuzit a je mozné
aplikovat algoritmus triangulace monoténniho polygonu, ktery je uveden nize (pfevzato
z [Kol]):

{ C —retézec vrcholu, vrsek t, dno b, pridava se na dno,
V — aktualni vrchol, v+ sousedni vrchol a je nad v }
Seradit vrcholy sestupné/vzestupné podle monotonni osy
C € 2 nejvyssi vicholy, v € 3. nejvyssi vrchol
case 1: //vijev 2. retézci nez je C
veést diagondlu z v do t+1
odstranit z C v+
if |C| < 2 then pridat v do C, v € next(v)
case 2: // v sousedi se dnem C
case 2.a // v+ je ostre konvexni
vest diagondlu z v do b-1
odstranit z C v+
if |C| < 2 then pridat vdo C, v € next(v)
case 2.b // v+ neni konvexni
pridat v do C, v € next(v)

Nyni mame triangulizovany cely plvodni nekonvexni polygon. Vysledek je
mozné vidét na (Obr. 4.16). Jak jiz bylo feceno, tento postup je mozné aplikovat
oddélené pro vSechny diry a vypocet provadét paralelné.
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Obr. 4.16: Hotova triangulace nekonvexniho polygonu.

4.4 Odebrani pridanych bodii

Pfi rozdé€lovani vstupnich bodi do jednotlivych gridd miizky je mozné, Ze
nékteré gridy zlstanou prazdné. V takovych ptipadech bylo do téchto gridi ptidano
vzdy po jednom vygenerovaném novém bodu. V tomto okamziku jsou jiz vSechny
Castecné triangulace spojeny a je nutné odebrat vSechny piidané body, které nebyly
soucasti vstupni mnoziny bodt pro triangulaci.

Odebirany bod muze lezet bud’'to uvnitt triangulace a poté je po jeho odebrani
nutné vyplnit vzniklou diru. Druhy piipad je, kdyz odebirany bod lezi na okraji
triangulace. V takovém pftipad¢ je nutné triangulizovat hranici triangulace a vytvorit
konvexni obal hranice.

Zjisténi, zda se odebirany bod nachazi uvniti nebo na okraji triangulace, se
provadi pomoci testovani hranice diry, kterd vznikne po odebrani vSech trojuhelnika
obsahujicich odebirany bod. Pokud je sefazena orientované hranice uzaviena, nebo-li
prvni a posledni bod hranice je shodny, pak se jednalo o bod, ktery byl uvnitf
triangulace. V opacném piipadé se jednalo o bod na okraji triangulace.

4.4.1 Odebrani bodu uvniti triangulace

Postup pro odebrani bodu z triangulace je nasledujici. Nejprve jsou z triangulace
odebrany vSechny trojuhelniky, které obsahuji odebirany bod, a zaroven se uklada
hranice vytvofené diry. Po odebrani vSech trojuhelnikii obsahujicich dany bod je
ziskéana sefazena orientovana hranice vzniklé diry v triangulaci.
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Algoritmus vyuzivany pro triangulaci diry je stejny jako algoritmus pro
triangulaci stfedu hvézdice (viz kap. 4.3.1).

4.4.2 Odebrani bodu na okraji triangulace

Pfed samotnym odebiranim ptidanych bodi na okraji triangulace mé docasna
triangulace podobu zobrazenou na (Obr. 4.17). Je nazorné vidét, Ze vSechny ptidané
body na okraji jsou za budouci konvexni obalkou vysledné triangulace. Postupnym
odstraniovanim téchto bodt se tedy bude postupné vytvaret konvexni obalka findlni
triangulace.

Y

: Av‘.'ié M
S NS

N

Obr. 4.17: Triangulace s pfidanymi body na okrajich (zvyraznény tu¢né).

Pfi odebirani bodu na okraji triangulace jsou nejprve odstranény vSechny
trojuhelniky obsahujici odebirany bod a zaroven je sestavovana hranice vznikla
odebranim trojuhelniki. Po odstranéni vSech potiebnych trojuhelniki je ziskéna
orientovand hranice, kterou je nyni nutné triangulizovat.

Algoritmus pro triangulaci hranice je podobny algoritmu pro triangulaci diry
(viz kap. 4.3.1). Jedna se opét o algoritmus ofezavani usi. Postupné se prochazi cela
hranice od pocatku a testuje se, zda lze odfiznout ucho a vytvofit tak novy trojuhelnik.
K testovani se vyuziva znaménkového testu pro spravnou orientaci trojihelniku (4.2).
Pfi pfidani trojuhelniku je nutné aktualizovat hranici. Z plivodni hranice je odebran
jeden bod, ktery je spole¢ny pro dvé hrany hranice, které byly pozity pro vznik nového
trojuhelniku. Poté co se dojde na konec hranice, je aktudlni hranice testovana znovu od
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pocatku. Algoritmus kon¢i v ptipadé, Ze béhem jednoho celého priichodu nebyl
vytvoren ani jeden novy trojuhelnik nebo pokud hranice obsahuje pouze dva body.

Postupnym odebranim vsSech okrajovych bodi se vytvofi konvexni obalka
triangulace. Vznikla triangulace i s jeji konvexni obalkou je zobrazena na (Obr. 4.18).

GEA T

Obr. 4.18: Vysledna triangulace s vytvofenou konvexni obalkou.
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5 Paralelni tetrahedronizace v E3

V ptedchozi kapitole byla popsana nové navrzend metoda pro paralelni
triangulaci mnoZiny bodli v E2. V této kapitole bude popsdna metoda pro paralelni
tetrahedronizaci mnoziny bodti v E3 [Skal2]. Hlavni princip metody je podobny jako
pro navrzenou triangulaci.

5.1 Rozdéleni bodua

Vstupem pro tetraheronizaci je mnozina bodl v prostoru. Pro paralelni
tetrahedronizaci je nutné tuto mnozinu boda rozd¢€lit do nékolika nezavislych gridu.
Pocet gridli a zéroven tedy 1 pocet déleni v kazdé ose je vypocteno podle vzorce

pocet bodu (5.1)

3
ocCet déleni = - 5 —
P \]pocet bodu na grid
kde pocet bodii na grid je proména, jejiz optimalni hodnota budede nalezena ve fazi
testovani tetrahedronizace.

V dal$im kroku je nejprve nutné najit tzv. min max box, coz je obalovy hranol,
ktery ve svém objemu obsahuje vSechny vstupni body. Pro nalezeni min max boxu je
nutné nalézt minimum a maximum v kazdé ze tii soufadnic x, y a z.

Po nalezeni minimalnich a maximalnich hodnot ve vSech soufadnicich je vhodné
tyto hodnoty od sebe na vSech osach mirné oddalit, neboli mirné nafouknout min max
box. Zvétseni je provadéno z duvodu vétsi numerické stability tetrahedronizace.
Rozsifeni se provadi vzdy o 0,1% kazdém sméru. Je tedy nejprve nutné vypocist po
jakych rozsazich by se body rozdélily do jednotlivych gridi miizky. Vypocet je
proveden podle nasledujiciho vzorce

{dx dy dZ} _ {Xmax — Xmin Ymax — Ymin Zmax — Zmin }

potet déleni’ potet déleni’ potet déleni (5.2)

kde dx, dy a dz je délka hrany gridu v soufadnicich x, y a z a pocCet déleni je
vypocten pomoci vzorce (5.1). V dalsim kroku je nutné rozsitit obalovy min max box,
coz se provadi pomoci vzorce

{ex &y,€,} = {0,001 - dx, 0,001 - dy, 0,001 - dz}
{xmin’xmax} = {xmin — € Xmax T gx} (53)

{ymin: ymax} = {ymin — €y, Ymax + gy}
{Zmin'zmax} = {Zmin — €2 Zmax T Sz}-
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Po provedeni zmény minimalnich a maximalnich soufadnic podle vzorce (5.3) je
znovu piepocteno po jakych rozsazich se budou body rozdelovat do gridi. Pro vypocet
je vyuzit vzorec (5.2).

Jeden bod po druhém je nutné projit a priradit do spravného gridu v pravidelné
miizce. Soufadnice gridu jsou vypocteny podle vzorce

. (x - xmin)
b= _T|
| = ymin)
(z - Zmin)
k - T|

Po roztiidéni bodu do jednotlivych gridu podle (5.4) je nutné vygenerovat body,
které tvori pravidelnou mitizku gridi a jsou vzdy hrani¢énimi body pro kazdy grid.
Vygenerované body je nutné také ptiradit vzdy spravnému gridu, ve kterém budou
pozd¢ji vyuzivany k vytvoreni obalového kvadru.

5.2 Tetrahedronizace jedné mnoZiny bodi

Vstupem je mnozina bodu, které nalezi do shodného gridu. Tetrahedronizace
jednotlivych mnozin bodd je mozné provadét soucasné, nebot’ jsou na sobé nezavislé.
Navic neni pfi paralelni tetrahedronizaci gridi nutnd Zadna vnitini komunikace mezi
jednotlivymi tetrahedronizacemi.

Pro tetrahedronizaci je moZzné pouzit jakoukoliv metodu tetrahedronizace.
V ptipadé této prace bude vyuzita Delaunayova metoda pomoci inkrementalniho
vkladani. Prvnim krokem metody inkrementalniho vkladani je nalezeni min max boxu
mnoziny tetrahedronizovanych bodl a v dalSim kroku vytvofeni pocate¢niho velkého
tetrahedronu. V tomto ptipadé je ovSem znam obalovy kvadr a i osm bodu, které ho
definuji. Této vlastnosti je mozné vyuzit a vytvofit tak poCatecni tetrahedronizaci, do
které budou poté postupné vkladany jednotlivé body. Z mnoziny bodi je nutné vybrat
jeden nahodny bod, ktery lezi uvniti obalového kvéadru, tudiZ neni jeho vrcholem.
Kazdou sténu kvadru je mozné rozdélit na dva trojuhelniky. Kazdy trojihelnik je moZzné
spojit s vybranym bodem uvnitt kvadru a vytvofit tak vzdy jeden novy tetrahedron
(viz Obr. 5.1). V dalsim kroku je nutné legalizovat vSechny tetrahedrony a zajistit tak
spInéni Delaunayovského kritéria.
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Obr. 5.1: VloZeni prvniho bodu do obalového kvadru.

Nyni je jiz mozné pokracovat v bézném inkrementdlnim vkladani bodd do
tetrahedronizace. Po vlozeni vSech bodid do tetrahedronizace se jiz neprovani
odstranovani pocatecniho tetrahedronu, nebot’ body definujici obalovy kvadr jsou
soucasti tetrahedronizace.

Po dokonceni tetrahedronizace gridu je nutné nalézt nékteré body, které budou
vyuzivany pro budouci spojovani tetrahedronizaci. Takovych bodu je v kazdém gridu
Sest (stejny pocet jako pocet stén kvadru). Pro kazdou sténu je nutné nalézt bod, ktery
neni vrcholem kvadru a je obsaZen v tetrahedronu, jehoz jedna sténa je totozna s danou
sténou (viz Obr. 5.2). Nalezenych Sest bodi nemusi byt nutné Sest rtznych bodu.
V krajnim ptipad¢ se mlZe stat, Ze vSech Sest bodl bude totoZnych (to v ptipadé, ze
uvniti gridu byl pouze jeden bod).
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Obr. 5.2: Spojovaci body (nezobrazeny body pro piedni a zadni sténu kvadru).
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5.3 Spojeni jednotlivych mnoZin

Jednotlivé mnoziny bodu byly nezavisle tetrahedronizovany a v dal$im kroku je
nutné jednotlivé tetrahedronizace spojit do jednoho celku. Pro spojovani se vyuziji
body, které byly nalezeny po dokonéeni kazdé tetrahedronizace (viz Obr. 5.2).

Pro spojeni tetrahedronizaci je nutné projit vSechny stény kvadrt, které jsou
obsazeny ve dvou gridech. To znamena vSechny stény, kromé stén na povrchu min max
boxu vSech bodii. Prochézeni téchto stén je opét mozné provadét paralelné. Dva gridy
jsou vzdy spojeny pies spolecnou sténu pomoci jiz diive nalezenych bodi a to tak, ze se
mezi témito gridy vytvofi ¢tyfi nové tetrahedrony (viz Obr. 5.3). Puvodni tetrahedrony,
které obsahovali jiz diive nalezeny bod a jejich jedna sténa je totozna se sténou mezi
aktudlnimi dvéma gridy jsou z tetrahedronizace odebrany.

Obr. 5.3: Spojeni tetrahedronizaci se spole¢nou sténou.

V piipadé, Ze by bylo moZné ponechat v§echny navic pfidané body ve vysledné
tetrahedronizaci, tak je vtomto okamziku tetrahedronizace dokoncena. V opa¢ném
pfipad¢ je nutné tyto body postupné odebrat. Zplsob, jakym jsou body odebirany je
popsan v nasledujicich kapitolach.

5.3.1 Odebrani vnitinich ridicich bodu z tetrahedronizace

Problém odstranéni bodu z tetrahedronizace se da feSit pomoci dvou raznych
zpusobl. Prvni moZnosti je odebrat z tetrahedronizace vSechny tetrahedrony, které
obsahuji odstraiiovany bod. Timto zpiisobem vznikne v tetrahedronizaci dira, kterou je
nutné znovu retetrahedronizovat. Druhou moznosti je postupnym posouvani piemistit
odstranovany bod k jinému bodu v tetrahedronizaci. Posouvani je nutné provadét po
urcitych krocich a po kazdém kroku néjakym zplsobem upravit tetrahedronizaci.

Ptistup odstrafiovani bodu z tetrahadronizace, ktery bude vyuzivan pro odebrani
vnitiniho  fidictho bodu, bude postupné posouvani bodu k jinému bodu
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v tetrahedronizaci. Je totiz vyhodné&jsi vyuzit strukturu tetrahedroni a pouze ji
upravovat, nez vytvaret vSechny tetrahedrony zcela od zacatku.

Misto, kam se bude odstraiovany bod pohybovat, bude nejblizsi bod
k odstrafiovanému bodu. Cim je totiz vzdalenost pfesunuti budu kratii, tim by mél byt
pocet nutnych uprav tetrahedronizace nizsi.

Hlavni otazkou, kterou je nutné zodpovédet, je velikost jednotlivych kroki
posouvani bodu. Neboli jak daleko je mozné posunout vrchol v ur¢itém sméru, aby
Vv tetrahedronizaci nevznikly protinajici se tetrahedrony. Pokud se dva tetrahedrony
protnou, tak to znamena, ze jeden tetrahedron pii posouvani bodu zménil svou orientaci.
Orientaci tetrahedronu s vrcholy A, B, C a D lze zapsat nasledovné

AP AP AP 1
® g pO
I A A A
S O
b pP pP 1 (5.5)

4D _p® O _c® pO _ p

AS) _ Bz(i) Bz(i) _ Cz(i) Bz(i) _ Dz(i)

kde Vo(i) je orientace i-tého vrcholu. Nyni Ize zvolit, ze vrchol tetrahedronu, ktery se
bude pohybovat je naptiklad vrchol A. Poté Ize novou pozici vrcholu zapsat pomoci
parametrického ptredpisu

A=A+ AN, (5.6)

kde 1 € R, A= (Ax, Ay, Az) a A je smérovy vektor posouvani odstranovaného bodu.
Finalni pozice pfemistovaného bodu Se ziska dosazenim hodnoty 1 za parametr A.
Nasledné 1ze ptepsat vzorec (5.6) pomoci vyuziti vzorce (5.5) jako

A, BY —c® p® _pW
v =y® 42, A, BY —c® BY_p®|. (5.7)
p, BY-¢P B -Df

Maximalni pozice, kam az lze odstranovany bod piesunout je takova, kdy

hodnota Vl(i) dosahne hodnoty nula. To znamena, ze se vSechny ¢&tyfi body definujici
tetrahedron ocitnou Vv jedné roviné a vysledek orienta¢niho testu (5.5) a i (5.7) bude
roven nule. Diky tomuto poznatku Ize vypocist pro kazdy tetrahedron hrani¢ni hodnotu
parametru 4;, kam az se miize bod maximalné posunout bez nutnosti tetrahedron nijak
transformovat. Vypocet hodnot A; se vypocte podle vzorce
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0)
_Vol
A, B®Y—c® p®»_pW®
O _ ,0 pd
A, BP —c® BP - Df
A, BY —c® p®_p®

(5.8)

Hodnoty parametru A; je nutné vypocCist pro vSechny tetrahedrony, které
obsahuji jako jeden ze svych vrcholl odstraiiovany bod A. Zajimavé hodnoty parametru
A; jsou poze ty z intervalu A; € (0; 1). Tyto hodnoty je nutné sefadit vzestupné a tim tak
ziskat pozice, do kterych se postupné bude odstrafiovany bod piemist'ovat.

Béhem kazdého posunuti bodu A do pozice A" = A + A;A se musi transformovat
tetrahedron s indexem i. Tento tetrahedron ma trojihelnik, ktery neobsahuje bod A a je
K nému nutné nalézt jeden ze tii sousednich trojihelnikli na povrchu diry, ktery s nim
ma spole€nou hranu a zarovii mohou spoleéné vytvofit novy tetrahedron. Nové
vytvoreny tetrahedron musi vyplnit pomyslnou diru pfi odstranéni bodu A. Je tedy nutné
kontrolovat spravnou orientaci tetrahedronu, aby neprotnul zadny sousedni tetrahedron.
Tento nové vytvofeny tetrahedron je vlozen do tetrahedronizace a zaroven jsou
odstranény oba tetrahedrony, jejichZz trojuhelniky byly pouzity k jeho tvorbé. Déle je
potieba do tetrahedronizace ptidat dva nové tetrahedrony, které¢ budou obsahovat bod A
a dva novée vytvorené trojuhelniky, které v tetrahedronizaci predtim nebyly. Pro tyto dva
tetrahedrony je nutné vypocist hodnotu parametru A; a zaradit ji mezi sefazené hodnoty.
Zajimavé hodnoty parametru A; jsou nyni jiz jenom hodnoty z intervalu
Ai € Aposieanis 1), Aposieani j€ posledni pouZitd hodnota parametru A; pro posunuti
odstraiiovaného bodu.

Po zpracovani vSech zajimavych hodnot parametru A; je nutné
z tetrahedronizace odstranit vSechny tetrahedrony, které obsahuji jako vrchol bod A a
zaroven A'. V dal$im kroku je nutné piepstat v tetrahedronech vSechny vrcholy A na
vrchol A’. V tomto okamziku je bod A Gspésné odstranén z tetrahedronizace.

5.4 Odebrani prridanych bodi

V piipadech, kdy grid neobsahoval zadny vnitini bod z mnoziny vstupnich bodt,
byl uvnitf tohoto gridu vygenerovan novy ndhodny bod. V tomto okamziku je nutné
tento bod odstranit. Odstranéni bodu probihd pomoci stejného algoritmu jako
odstrafiovani vnitinich fidicich bodi z tetrahedronizace (viz kap. 5.3.1).

5.5 Tvorba konvexni obalky

Kazda tetrahedronizace musi spliiovat podminku, ze povrch tetrahedronizace je
zaroven konvexni obalkou vSech bodu tetrahedronizace. Vytvofeni konvexni obalky
probéhne postupnym odebranim vSech piidanych fidicich bodi, které jsou na povrchu
min max boxu vSech vstupnich bodi. Po odebrani téchto bodl zlistanou
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v tetrahedronizaci pouze body, které byly ve vstupni mnozin¢ bodi pro
tetrahedronizaci.

Pro odebirani bodd je vyuzit algoritmus pro odstranéni bodu uvnitf
tetraheronizace (viz kap. 5.3.1) s drobnymi modifikacemi. Zmény se tykaji parametra A;
pro tetrahedrony ziskané ze vzorce (5.8). V tomto piipadé jsou vzdy zajimavé vSechny
parametru A;. Dalsi zménou je, ze pokud nelze vytvofit novy tetrahedron pomoci
zadnych ze tfi sousednich trojuhelnikii, je pouze hodnota parametru A; odebrana ze
seznamu zajimavych hodnot.

V okamziku, kdy je seznam zajimavych hodnot parametru A; prdzdny, je nutné
Z tetrahedronizace odstranit v§echny tetrahedrony, které obsahuji jako vrchol bod A a
zaroven A’. V dal$im kroku je nutné piepstat v tetrahedronech vSechny vrcholy A na
vrchol A'. V tomto okamziku je bod A Gspésné odstranén z tetrahedronizace.

Po odstranéni vSech pfidanych bodl obsahuje tetrahedronizace jiz pouze vstupni
body pro tetrahedronizaci. Algoritmus pro tvorbu tetrahedronizace tedy v tomto
okamziku kon¢i.
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6 Implementace

V ptedchozich kapitolach byly prezentovany nové algoritmy pro triangulaci
mnoziny bodi v E? a tetrahedronizaci mnoZiny bodi v E3. Tyto algoritmy byly
implementovany, aby bylo mozné ovéfit jejich spravnost a jejich vlastnosti.
V nasledujicich kapitolach budou popsany jednotlivé implementace, které byly
vytvofeny.

6.1 Paralelni triangulace v E2

Implementace paralelni triangulace probihala ve vice fazich. V prvni fazi byla
provedena implementace v programovacim jazyce C# a to pouze pro ucel ovéfeni
spravnosti navrzeného algoritmu. V druhé fazi byla provedena implementace na GPU
pomoci CUDA [NVi], kterou je mozné ptelozit a spustit na GPU nebo pomoci
podminéného piekladu i na CPU.

Pro triangulaci bodi vjednom gridu byla ve vSech niZze popsanych
implementacich vyuzita implementace triangulace, jejiz oéekavana sloZitost je O(N?).

6.1.1 C# verze triangulace

Nejprve bylo nutné otestovat, zda navrzeny algoritmus funguje spravné a lze
pomoci n¢j triangulizovat rizné velké mnoZiny bodil s riznym typem rozloZeni. Pro
tuto implementaci byl vybran programovaci jazyk C# a graficka knihovna SlimDX
[SDX] pro zobrazeni vysledné triangulace.

Pomoci implementovaného programu je mozné automaticky vygenerovat body
sndhodnym a gausovskym rozloZzenim a ty poté pomoci paralelni metody
triangulizovat. Dale je mozné vyuzit GUI aplikace a ru¢né vygenerovat body pro
triangulaci (viz Obr. 6.1). Nejprve se pomoci mysi zvoli nékolik zakladnich bodd,
kolem kterych je poté mozné automaticky vygenerovat ndhodné body s gausovskym
rozlozenim.
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Obr. 6.1: Generovani bodu.

Vygenerované body lze ulozit na disk a pozdé&ji triangulizovat pomoci navrzené
paralelni metody i pomoci Delaunayovy triangulace. Ob¢ triangulace se poté zobrazuji
vedle sebe, aby je bylo mozné navzajem porovnat (viz Obr. 6.2). Delaunayova
triangulace se ovSem pocita pouze v ptipadé, ze pocet vstupnich bodi pro triangulaci je
nizky (maximalné rady tisicil), nebot’ o¢ekavana algoritmicka slozitost implementované
metody je O(N?).
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Obr. 6.2: Triangulace bodu. Vlevo je triangulace pomoci paralelni metody, vpravo je
Delaunayova triangulace.

Na (Obr. 6.2) je mozné pozorovat, ze se ob¢ triangulace od sebe vyrazné lisi
hlavné ve svych dlouhych hranach. V paralelni metod€ jsou tyto hrany (trojuhelniky)
vytvateny pii spojovani triangulaci jednotlivych gridu a pfi odebirani fidicich bodd, ale
jiz neni kontrolovano Delaunayovo kritérium.

6.1.2 GPU triangulace

Navrzena paralelni triangulace se zda byt vhodnd pro GPU. Pocet nezavislych
vypodti, které lze provadét paralelnd je velmi mnoho (pro 10° bodd je pocet
nezavislych vypocéti Vv fadech tisici). Pro implementaci triangulace na GPU byla
vyuzita CUDA spolu s programovacim jazykem C++.

CUDA (= Compute Unified Device Architecture) [NVi] je paralelni vypocetni
platforma vytvofena spole¢nosti NVIDIA. CUDA je implementovana pomoci
grafickych procesori od NVIDIA. CUDA déava programatorim piistup k virtudlnimu
setu instrukci a paméti na GPU.

Na GPU jsou pocitany pouze ty casti triangulace, které jsou paralelizovany.
Prvni Casti je triangulace jednotlivych gridii a druhou ¢asti je spojeni triangulaci
Z jednotlivych grida. Pfed spusténim vypoctu na GPU je nutné alokovat pamét na GPU
a nakopirovat potfebnd data pro vypocet. Po skonceni vypoctu na GPU je nutné ziskana
data zkopirovat zpét z GPU paméti do paméti RAM, aby mohla byt triangulace
dokoncena pomoci CPU.
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Pfi vyuzivani GPU je nutné alokovat veskerou potfebnou pamét predem a pii
samotném vypoc¢tu na GPU nelze pamét’ dynamicky alokovat. Z tohoto divodu neni
mozné pouzivat na GPU zadné dynamické struktury. Velikost pouzivanych struktur pti
vypoctu musi byt urCena jiz pii kompilaci programu. Zarovenn maximalni pocet
vytvofenych trojihelnikli v kazdém gridu musi byt stanoven pfed samotnym vypoctem
triangulaci jednotlivych gridd. Podminku maximalniho poctu trojuhelnikd pro jeden
grid 1ze splnit jednoduse, nebot’ z poctu triangulizovanych bodi v gridu lze vypocist
maximalni mozny pocet v budoucnu vytvorenych trojihelniki.

Zasadnim problémem je ovSem, Ze velikost pouzivanych struktur pii vypoctu
musi byt urCena jiz pii kompilaci programu. Pouzivand konstanta velikosti je tedy
nastavena pro urcity maximalni pocet bodii na grid. Pokud ovSem nastane situace, kdy
by bylo potieba strukturu realokovat (zvétsit jeji velikost), nebude to mozné. Z tohoto
divodu je mozné pomoci GPU triangulizovat pouze body s rovnomérnym rozlozZenim,
nebot’ po rozdéleni bodu do grid bude v kazdém gridu piiblizné stejny pocet bodu.

Implementovana paralelni triangulace na GPU je schopna vyuzivat i vice GPU,
pokud jsou k dispozici na daném pocitaci. V takovém piipadé je nutné mezi GPU praci
rozdéelit. V prvni fazi je provadéna triangulace jednotlivych gridii a je nutné, aby se
jeden fadek gridu triangulizoval na dvou GPU (viz Obr. 6.3).

( n

o J

Obr. 6.3: Rozd¢leni gridu pro triangulaci mezi dvé GPU. Zvyraznéné gridy jsou
triangulizovany na obou GPU.

Béhem spojovani triangulaci je vyuzito, Ze jeden fadek gridl byl triangulizovan
na dvou GPU a tudiZ neni nutné mezi GPU kopirovat zadné data. Na kazdém GPU se
triangulizuje vznikla hvézdice mezi kazdymi ¢tyfmi sousednimi gridy (viz Obr. 6.4).
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Obr. 6.4: Spojeni triangulaci gridi (triangulizuje se vzdy hvézdice mezi 4 gridy).

Po dokonceni triangulace na vSech GPU se ze vSech GPU zkopiruji vzniklé
triangulace do paméti RAM. Pomoci CPU jsou poté dokonceny zbylé faze triangulace,
které jiz nejsou vykonavany paraleln¢.

6.1.3 CPU triangulace

Triangulaci, ktera byla implementovana pro béh na GPU (C++ a CUDA), je
mozné pomoci podminéného piekladu pielozit i pro CPU (C++). Rozdil ve
vykonavaném kodu pomoci CPU a GPU verze triangulace neni témét Zadny. Diky této
skute€nosti je moZné porovnat dva téméf totoZn€ napsané algoritmy, kde jeden bézi
s vyuzitim GPU a druhy pouze na CPU.

Pro paralelizaci vypoétu bylo vyuzito OpenMP [OMP]. OpenMP je API
(= Application Program Interfeace), které podporuje paralelni programovani se
sdilenou paméti v C/C++ a Fortran. Sklada se z direktiv pro pieklada¢, knihovny a
n¢kolika globalnich proménnych, které ovliviiuji béh programu.

6.2 Paralelni tetrahedronizace v E3

Programovaci jazyk, ktery byl pouZzit pro implementaci navrZzené metody
tetrahedronizace, je C++. Pro paralelizaci vypocétu bylo, jako v pfipad¢ implementace
triangulace na CPU, vyuzito OpenMP.

Céasti  tetrahedronizace, které se mohou vykondvat paralelng, jsou
tetrahedronizace jednotlivych gridi a poté spojovani tetrahedronizaci jednotlivych
gridi. Pfi tetrahedronizaci jednotlivych gridi je moZzné provadét vSechny
tetrahedronizace nezavisle a tudiz pfi paralelnim b¢hu neni nutnd z4dna komunikace
mezi vldkny.
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Pfi spojovani tetrahedronizaci jednotlivych gridi se vzdy postupné presouva
jeden ftidici bod, aby se nakonec mohl odstranit. Pfi piesouvani se mohou meénit
tetrahedrony ve vSech osmi okolnich gridech (gridy, které obsahuji odebirany bod jako
svlj gridovy bod). Tudiz neni mozné provadét spojovani gridii najednou bez nutnosti
vnitini komunikace. Je ovSem ale mozné gridy rozd¢lit do disjunktnich mnozin vzdy o
osmi gridech a poté v kazdé mnoziné osmi gridi odstranit fidici gridovy bod, ktery lezi
ve stiedu danych osmi gridi. Disjunktni mnoziny po osmi gridech lze vytvaret osmi
riznymi zpusoby tak, ze nakonec budou postupné odebrany vSechny vnitini fidici body.
Odebirani fidicich bodi v takovém piipadé muize v ramci kazdé disjunktni mnoziny
osmi gridi probihat paralelné bez nutnosti vnitini komunikace mezi vldkny.
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7 Testovani

Testy triangulace a tetrahedronizace probihaly na §kolnim pocitaci, jehoz sestava
je popsana nize:

CPU: Intel(R) Core(TM) i7 920 (4 x 2,67GHz) s 8 HyperThreads

pamét’: 12 GB RAM

GPU: 2 GeForce GTX 295
o 30 multiprocesort x 8 CUDA Cores na jeden multiprocesor (1,38GHz)
o pamét: 896MB (1,05GHz)

e operacni systém: Microsoft Windows 7 64bit

7.1 Paralelni triangulace v E2

Pfi testovani triangulace byla Vv prvni fazi vstupni mnoZina bodid vzdy
generovana tak, Ze body se nachazely v prostoru (-1;1) x(-1;1). Body byly
generovany s ndhodnym rozlozenim. Po otestovani triangulace na bodech s ndhodnym
rozloZenim byly provedeny testy na realnych datech (viz kap. 7.1.5).

7.1.1 Pocet bodii na grid

Jednim z parametrii, na kterém zavisi doba triangulace, je pocet déleni v kazdé
ose, neboli také primérny pocet bodl na jeden grid. Pokud bude totiz v jenom gridu
prilis mnoho bodi, bude triangulace trvat dlouhy ¢as, ovSem spojeni triangulaci a tvorba
konvexni obalky bude rychla. Opacény piipad je, kdyz pocet bodl na jeden grid je ptilis
maly. V tom pfipad¢ je triangulace gridl rychlé, ovSem spojeni jednotlivych triangulaci
a tvorba konvexni obalky bude trvat dlouhou dobu. Z tohoto diivodu je nutné nalézt
optimalni hodnotu pro pocet bodl na jeden grid.

7.1.1.1 Testovani na CPU

Triangulace probihala s vyuZitim osmy vlaken, coZ je maximum vldken, které
mohou bézet na daném procesoru paralelné (s vyuzitim metody Hyperthreading).
Testovani probihalo na nahodné rozloZenych datech o riznych velikostech. Velikosti

v

bodi byl 1000.

Pro kazdou mnozinu bodl byly postupné zkouSeny rtizné hodnoty poctu bodii na
jeden grid. Casovéa naroénost algoritmu pro rtizné poéty vstupnich bodi v zavislosti na
poctu bodl v gridu je zobrazena v grafech (Graf 11.1 az Graf 11.7). Prabéh vsech grafu
je priblizné stejny. Nejprve se ¢asova ndrocnost triangulace sniZuje se zvySujicim se
poctem bodid na grid. V ur€itétm momentu se situace obrati a casova ndrocnost
triangulace se zacne zvétSovat. V kazdém grafu je tedy mozné nalézt minimum a
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pfiblizny interval, ve kterém jsou vSechny Casy pfiblizn¢ shodné a zarovent minimalni.
Tyto hodnoty jsou zobrazeny v grafu (Graf 7.1).

Optimalni pocet bodi na grid

o Pt
/\5 /-t-\r-'-—_;

1000 10 000 100 000 1 000 000

pocet bodi

o

o

bodii / grid
W =~ Un
o

=—4—max min  =k=—nejlepsi ====vhodna hodnota

Graf 7.1: Souhrnné zobrazeni optimalniho poétu bodt na grid.

V grafu (Graf 7.1) predstavuje plocha mezi kiivkami min a max vsechny
mozné vhodné kombinace poctu vstupnich bodii a poctu bodl na jeden grid. Déle je zde
zobrazena ktivka, kdy bylo dosazeno nejnizsi ¢asové naro¢nosti triangulace.

Optimalni hodnota poc¢tu bodi na grid mize byt zvolena konstantni a to velikosti
41 bodl na grid. Pomoci této hodnoty bude tedy vzdy vypocten pocet déleni v kazdé
0ose.

7.1.1.2 Testovani na GPU

Testovani optimalniho poctu bodi na grid probihalo stejnym zpiisobem, jakym
probihalo testovani na CPU. Vysledné grafy znazoriiujici asovou ndroc¢nost triangulace
na poctu bodl na grid jsou zobrazeny v grafech (Graf 11.8 az Graf 11.14). Vysledny
souhrn z téch grafii je zobrazen na nasledujicim grafu.
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Optimalni pocet bodi na grid
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Graf 7.2: Souhrnné zobrazeni optimalniho poétu bodt na grid.

Z grafu (Graf 7.2) je vidét, Zze vhodny pocet bodu na grid je mnohem niz$i nez
pfi testovani na CPU. Dlvod je pomalejsi vypocet triangulace na GPU. Pokud by byla
frekvence grafického procesoru vyssi nebo pokud by bylo mozné vyuzit vétsi mnozstvi
mikroprocesort, byl by vypocet rychlejsi a tim padem by se i zvysil optimalni pocet
bodu na grid.

Jako optimalni hodnota poctu bodti na grid byl zvolen konstantni pocet 15 bodt
na jeden grid. Pomoci této hodnoty je opét mozné vypocist piislusny pocet déleni
v kazdé ose. Pro malé pocty vstupnich bodu je tato zvolend vhodna hodnota poctu bodt
na grid mnohem vyssi, nez nejlepsi hodnota. Celkova doba triangulace je ovSem pro
malé pocty bodli velmi nizkd a tudiz je Casové navySeni doby triangulace téméf
zanedbatelné.

7.1.2 Pocet vlaken na blok v CUDA (GPU)

Kazdy CUDA program musi pfi spusténi kernelu nastavit pocet vlaken na jeden
blok. Nejvhodnéjsi pocet vlaken na grid je vhodné otestovat a ziskat tak optimalni
hodnotu, ktera bude vyuZzivana pii spousSténi triangulace na GPU. Pro rizné pocty
vstupnich bodi byl kernel postupné spoustén s riznymi hodnotami poctu vlaken.
CUDA jader, ktery obsahuje jeden mikroprocesor na GPU. Méfen byl pouze ¢as doby
béhu obou kernelti na jednom GPU. Vysledky méfeni jsou zobrazeny v grafech (Graf
11.15 az Graf 11.21). V tabulce (Tab. 7.1) je zobrazen vzdy pocet blokt spusténych na
GPU pfii daném poctu vldken a poc¢tu bodl. Tuéné vyznacené hodnoty poctu blokl jsou

v
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Pocet vlaken na blok v GPU
Pocet bodil | Pocet grida 1 8 16 32 64 96
1000 64 64 8 4 2 1 1
3162 196 196 25 12 6 3 2
10 000 625 625 78 39 20 10 7
31 622 2 025 2 025 253 127 63 32 21
100 000 6 561 6 561 820 410 205 103 68
316 227 21 025 21 025 2628 1314 657 329 219
1 000 000 66 564 66 564 8321 4160 2 080 1040 693

Tab. 7.1: Pocet bloku spusténych na GPU. Tu¢né vyznaceny nejlepsi hodnoty.

Z tabulky (Tab. 7.1) je mozné zjistit, ze pocet bloki, které jsou spustény na GPU
musi byt vétsi nez 60, coz je dvou nasobek po¢tu mikroprocesori (2 X 30 = 60). Pocet
vlaken v zavislosti na poc¢tu bodl je znazornén v grafu (Graf 7.3).

Optimalni pocet vlaken na blok v GPU

32

) /
} /

8 /
-~

1000

pocet vlaken na blok

10 000 100 000 1 000 000

pocet bodi

Graf 7.3: Pocet vlaken pro jeden blok v zavislosti na poctu vstupnich bodi.

7.1.3 Casova naro¢nost

Rychlost triangulace je jednim z dilezitych aspektii kvality. V nasledujicich
kapitolach bude zméfena Casova narocnost triangulace na CPU a na GPU. M¢éteni
casovych narocnosti Ize rozdélit do nékolika casti, které jsou pro CPU i GPU shodné.
V nasledujicim vyctu jsou popsany jednotlivé casti:

e Rozd¢leni bodi: Vstupni mnozina bodt je rozdélena do jednotlivych gridu.

e Alokace paméti: Je alokovana pamét’ pro uloZeni vytvofenych trojuhelnikii a
dalsi potfebna pamét.

1. Kernel: Triangulace jednotlivych gridu.

2. Kernel: Spojeni triangulaci jednotlivych gridu.
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e Konvexni obalka: Vytvoieni konvexni obalky pomoci postupného odebirani

piidanych bodii kolem vstupni mnoziny bodu.

e Pole trojuhelnikd: Spojeni jednotlivych poli trojuhelniki do jednoho
vysledného pole.

Vysledny cas triangulace je poté ziskan jako soucet dob trvani jednotlivych ¢asti

triangulace.

7.1.3.1 Testovani na CPU

V této kapitole bude popsano testovani, které probihalo na CPU s vyuzitim 8
vlaken. V nasledujici tabulce jsou zobrazeny ziskané Casy.

Doba trvani [ms]
Potet bodii Rozd¢leni | Alokace | 1. Kernel | 2. Kernel | Konvexni Pole Celkemn
bodi pameéti na CPU na CPU obalka | trojuhelniki

1000 0,015 0,016 0,145 0,007 0,040 0,006 0,23
3162 0,044 0,020 0,378 0,022 0,102 0,013 0,58
10000 0,136 0,021 1,012 0,064 0,238 0,068 154
31622 0,426 0,023 3,033 0,192 0,561 0,220 4,46
100 000 1,672 0,018 9,369 0,611 1,764 0,741 14,17
316 227 8,116 0,012 29,608 2,089 5,610 2,863 48,30
1 000 000 32,887 0,020 95,943 7,718 17,262 9,345 163,17
3162 277 125,620 0,043 310,787 27523 70,975 29,925 564,87
10 000 000 534,687 0,226 | 1043590 93,971 189,399 95,304 | 195718

Tab. 7.2: Doba trvani triangulace v zavislosti na po¢tu vstupnich bodh.

Pomoci ¢ast ziskanych méfenim a shrnutych v tabulce (Tab. 7.2) je mozné
vypocist procentualni narocnost jednotlivych fazi triangulace vzhledem k celkové dobé
triangulace. Tyto hodnoty jsou zobrazeny v nasledujici tabulce.

Casova narocnost [%]

Pocet bodii Rozdéleni | Alokace | 1. Kernel | 2. Kernel | Konvexni Pole Celkem
bod pameti na CPU na CPU obalka | trojihelnik(

1000 6,7% 7,2% 63,0% 3,2% 175% 2,5% 100%
3162 7.7% 34% 65,2% 3,8% 17,6% 2,3% 100%
10 000 8,9% 1,4% 65,7% 4,2% 15,5% 4.4% 100%
31622 9,6% 0,5% 68,1% 4,3% 12,6% 4,9% 100%
100000 | 11,8% 0,1% 66,1% 4,3% 12,4% 5,2% 100%
316227 | 16,8% 0,0% 61,3% 4,3% 11,6% 5,9% 100%
1000000| 20,2% 0,0% 58,8% 4,7% 10,6% 5,7% 100%
3162277 222% 0,0% 55,0% 4,9% 12,6% 5,3% 100%
10000000 | 27,3% 0,0% 53,3% 4,8% 9,7% 4,9% 100%

Tab. 7.3: Procentualni naro¢nost jednotlivych ¢asti triangulace.
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Z tabulky (Tab. 7.3) a grafu (Graf 7.4) je mozné vycist, ze nejdelsi dobu trva
triangulace jednotlivych mnozin. Pokud by se mél snizit celkovy Cas triangulace, bylo
by vhodné upravit praveé ¢ast triangulace jednotlivych gridi. Nyni je pro tuto triangulaci
vyuZivdna metoda, kterd ma ocekdvanou ¢asovou naro¢nost O(N?2). Pokud by byla
pouzita implementace triangulace s o¢ekavanou slozitosti O(NlogN), byl by cas
triangulace gridi snizen. S vyuzitim hodnot z tabulky (Tab. 7.3) je mozné vytvofit
nasledujici graf.

Doba trvani jednotlivych fazi triagulace
(8 vlaken na CPU)
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1000 3162 10 000 31622 100 000 316227 1000000 3162277 10000000
poiet bodi
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B 2. Kernel na CPU = Konvexni obalka m Pole trojahelnikd

Graf 7.4: Procentualni naro¢nost jednotlivych ¢asti triangulace.

Shrnuti ¢asové naro¢nosti triangulace na CPU je zobrazeno v grafu (Graf 7.5).
Pribéh grafu je témét linearni. To lze vysvétlit tim, ze kdyz se zvétsi pocet bodt na k
nasobek, poté se také zveEtsi pocet gridi na k nasobek, pocet spojovani gridi se také
zvetsi na k nasobek. Jelikoz triangulace jednoho gridu a jedno spojeni gridu trva vzdy
stejnou dobu (poc¢et bodi v gridu je vzdy stejny) znamena to, ze se celkovy cas
triangulace také zvysi na k nasobek ptivodni hodnoty.
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Doba triangulace na CPU
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Graf 7.5: Casova naro&nost triangulace.

7.1.3.2 Testovani na GPU

V této kapitole bude popsano testovani triangulace na GPU. V prvni fazi byla
casova narocnost triangulace testovana pouze pomoci jednoho GPU. Vysledky z méteni
jsou zobrazeny v nasledujici tabulce.

Doba trvani [ms]
Poet bod Rozdéleni| RAM -> | 1. Kernel | 2. Kernel | GPU -> | Konvexni Pole Celkem
bodi GPU na GPU | na GPU RAM obalka | trojihelnika
1000 0,025 4,330 4,186 8,042 0,105 0,067 0,005 16,76
3162 0,069 5,355 4,579 8,316 0,160 0,149 0,019 18,65
10 000 0,196 8,380 7,067 8,398 0,353 0,338 0,074 24,81
31622 0,654 8,412 10,210 8,753 0,815 0,945 0,236 30,03
100 000 3,174 9,083 23,580 10,575 2517 2,810 0,823 52,56
316 227 14,990 11,093 74,045 16,790 11,697 10,039 5338] 143,99
1 000 000 50,302 16,389| 220,923 35,835 27,458 27,907 11,862 390,68

Tab. 7.4: Doba trvani triangulace na 1 GPU.

V tabulce (Tab. 7.4) jsou navic oproti méfeni na CPU piidany polozky
RAM->GPU a GPU->RAM, které znamenaji kopirovani dat zRAM do paméti na
grafické kart€ a opacné.

Pomoci tabulky (Tab. 7.4) 1ze vytvotit tabulku (Tab. 7.5) a také graf (Graf 7.6),
kde jsou zobrazeny procentudlni naroc¢nosti jednotlivych ¢asti triangulace vzhledem
k celkové dobé¢ triangulace pro dany pocet vstupnich bodi.
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Casové naroénost [%]
Pocet bodil Rozdéleni| RAM -> | 1. Kernel | 2. Kernel | GPU -> | Konvexni Pole Celkem
bodi GPU na GPU | na GPU RAM obalka | trojihelnikd
1000 01% 25,8% 25,0% 48,0% 0,6% 0,4% 0,0% 100%
3162 0,4% 28,71% 24,6% 44,6% 0,9% 0,8% 0,1% 100%
10000 0,8% 33,8% 28,5% 33,9% 14% 14% 0,3% 100%
31622 2,2% 28,0% 34,0% 29,2% 2,1% 3,1% 0,8% 100%
100000| 6,0% 17,3% 44,9% 20,1% 4,8% 5,3% 1,6% 100%
316 227 | 104% 7,1% 51,4% 11,7% 8,1% 7,0% 3,7% 100%
1000000 | 12,9% 4.2% 56,5% 9,2% 7,0% 7,1% 3,0% 100%

Tab. 7.5: Casova naroénost jednotlivych fazi triangulace na 1 GPU.

Z tabulky (Tab. 7.5) a také grafu (Graf 7.6) je mozné vycist nasledujici
vlastnosti. Pfi malém poctu vstupnich bodu je kopirovani (a zaroven i alokace paméti)
dat z RAM do GPU paméti ¢asové narocné vzhledem k celkové dobé triangulace. Dale
pfi malém poctu bodi je pomaly druhy kernel pocitany na GPU. To je nejspiSe

GPU se totiZ musi provést i ostatni Glohy opera¢niho systému po ukonceni prvniho

kernelu.
Doba trvani jednotlivych fazi triagulace
(1GPU)
100% —
oo ‘
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'E' 70%
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-5 30%
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1000 3162 10 000 31622 100 000 316227 1000000
pocet bodi
B Rozdélenibodl = RAM -> GPU M 1. Kernel na GPU ® 2. Kernel na GPU
N GPU -> RAM m Konvexni obdlka = Pole trojuhelnikd

Graf 7.6: Casova naroénost jednotlivych fazi triangulace na 1 GPU.
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Pfi druhém testovani Casové néarocnosti triangulace na GPU byly vyuzity dvé
GPU. Provedené testy se shoduji s testy, které byly vykondny pomoci pouze jednoho
GPU. Ziskané namétené hodnoty jsou zobrazeny v nasledujici tabulce.

Doba trvani [ms]
Potet bodil Rozdéleni| RAM -> | 1. Kernel | 2. Kernel | GPU -> | Konvexni Pole Celkem
bodi GPU na GPU | na GPU RAM obalka | trojihelnikd
1000 0,025 3,596 2,497 4212 0,095 0,067 0,005 10,50
3162 0,069 4,781 2,582 4,299 0,144 0,149 0,019 12,04
10 000 0,196 6,792 3,544 4,308 0,308 0,338 0,074 15,56
31622 0,654 7,322 5401 4,486 0,667 0,945 0,236 19,71
100 000 3,174 7,586 12,886 5,642 2,175 2,810 0,823 35,10
316 227 14,990 9,709 39,022 8,849 9,994 10,039 5,338 97,94
1 000 000 50,302 13,295] 120,072 18,473 22,845 27,907 11,862 264,76

Tab. 7.6: Doba trvani triangulace na 2 GPU.

Z tabulky (Tab. 7.6) je ziejmé, ze Casova naroc¢nost vykonavani jednotlivych
kerneli na GPU se snizila na polovinu. Tento vysledek je shodny s tim, ze vykondvané
mnozstvi prace se rozdélilo na polovinu pro kazdé GPU. Ostatni ¢asy, které nesouvisi
s GPU jsou shodné, nebot’ kod, ktery je vykonavan pomoci CPU je shodny, jak pro
jedno GPU, tak i pro dvé GPU.

V nasledujici tabulce (Tab. 7.7) byla opét ¢asova narocnost jednotlivych fazi
triangulace pfepoctena na procentni podil vzhledem k celkové dob¢ triangulace.

Casové naroénost [%]
Pocet bodi Rozd€leni| RAM -> | 1. Kernel | 2. Kernel | GPU -> | Konvexni Pole Celkem
bodi GPU na GPU | na GPU RAM obalka | trojihelnika
1000 0,2% 34,3% 23,8% 40,1% 0,9% 0,6% 0,0% 100%
3162 0,6% 39,7% 21,4% 35,7% 1,2% 1,2% 0,2% 100%
10 000 1,3% 43,6% 22,8% 27,1% 2,0% 2,2% 0,5% 100%
31622 3,3% 37,1% 274% 22,8% 3,4% 4,8% 1,2% 100%
100 000 9,0% 21,6% 36,7% 16,1% 6,2% 8,0% 2,3% 100%
316 227 | 15,3% 9,9% 39,8% 9,0% 10,2% 10,3% 5,5% 100%
1000000 | 19,0% 5,0% 454% 7,0% 8,6% 10,5% 45% 100%

Tab. 7.7: Casova naroénost jednotlivych fazi triangulace na 2 GPU.

Pomoci tabulky (Tab. 7.7) byl vytvoien graf (Graf 7.7) ve kterém jsou zobrazeny
procentudlni narocnosti jednotlivych fazi triangulace.
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Graf 7.7: Casova naro¢nost jednotlivych fazi triangulace na 2 GPU.

Vysledné casové narocnosti triangulaci pomoci jednoho a dvou GPU je mozné
porovnat pomoci grafu (Graf 7.8). Je nazorné vidét, Ze triangulace pomoci vétsiho poctu
GPU je rychlejsi a pomérné zrychleni triangulace pti vyuziti dvou GPU oproti jednomu
GPU je zobrazeno v grafu (Graf 7.9).
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Graf 7.8: Doba trvani triangulace.
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Zrychleni pri vyuziti 2 GPU
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Graf 7.9: Pomérné zrychleni triangulace pfi vyuziti 2 GPU oproti jednomu GPU.

7.1.3.3 Porovnani CPU vs. GPU

Metoda paralelni triangulace je napsdna tak, Ze téméf nepozménény kod bézici
pomoci CUDA na GPU lIze pielozit a spustit na CPU. Diky této vlastnosti je mozné
porovnat jaky je rozdil v ¢asové naro¢nosti téch samych triangulaci pti vyuziti GPU a
CPU. Zgrafu (Graf 7.10) je mozné pozorovat mnohem vys§i Casovou narocnost
triangulace na GPU pro mensi poc¢ty bodii nez na CPU. To je zpisobeno overheadem
pouzivani GPU (alokace a kopirovani paméti, spousténi kernelu). Pfi vétSim poctu bodl
se k sob¢& ¢asy dvou triangulaci postupné ptiblizuji, ovSem stale je triangulace na CPU
rychlejsi.

Doba trvani triangulace
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/
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161 |
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pocet bodi
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Graf 7.10: Doba trvani triangulace na GPU a CPU.
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7.1.3.4 Porovnani s ostatnimi metodami

Implementace navrhnuté paralelni triangulace vyuziva pro triangulaci kazdého
gridu Delaunayovu triangulaci s o¢ekavanou slozitosti O(N?). Je vhodné porovnat,
jakého urychleni bylo dosdhnuto pomoci navrhnuté paralelni metody.

1= treferen(:m’ algoritmus, (7.1)

ttestovany algoritmus

kde A je pomérné zrychleni testovaného algoritmu vuci referenénimu algoritmu a t,, je
doba vypoctu algoritmu.

V nasledujicim grafu je zobrazeno zrychleni paralelnich metod na CPU a GPU
oproti Delaunayové triangulaci vyuzivané pro triangulaci jednotlivych grida.

Pomérné zrychleni paralelni

triangulace

. 1000 000
§ 100000
-
£ 100 //
£ 10—
& 1

1000 10 000 100 000 1,000 000

Axis Title

=—7rychlenina CPU  ===zrychleni na GPU

Graf 7.11: Pomé&rné zrychleni paralelnich triangulaci oproti vyuzivané Delaunaové
triangulaci pro triangulaci jednoho gridu.

Z grafu (Graf 7.11) je nazorné vidét, ze pti rozdéleni vstupni mnoziny bodi na
nékolik nezavislych mnoZin, a poté jejich triangulace pomoci jedné metody je mozné
ziskat urychleni oproti triangulaci tou samou metodou az 10° pii poétu 10° bodi.

Jednou z popsanych metod paralelni triangulace je metoda z (kap. 2.1.4.2). Pro
tuto metodu byly naméfeny Casové narocnosti triangulace pro rtzné velké vstupni
mnoziny bodl s ndhodnym rozloZenim. Vypocet triangulace probihal pomoci 8 vlaken.
Po ziskani namétenych ¢asovych slozitosti byl vytvoren graf (Graf 7.12) porovnavajici
pomérné zrychleni navrhnuté paralelni metody na CPU a GPU oproti této metodé z
(kap. 2.1.4.2).

73|Stranka



Pomeérné zrychleni paralelnich

triangulaci

_ 30

525 —

-Ea'- 20 —

\; 15 /___..—-"""

£ 10

ag s /

=] —

20

1000 10 000 100 000 1000 000
pocet bodi

——GPlU  e—CPU

Graf 7.12: Pomé&rné zrychleni paralelnich triangulaci oproti paralelni metod¢ triangulace
popsané v (kap. 2.1.4.2).

7.1.4 Pamétova narocnost

Jednim z dal$ich tidaji mimo c¢asové narocnosti, ktery je dilezity, je pamétova
narocnost triangulace. Pamétova narocnost byla naméfena pro Obé implementace
paralelni triangulace. Pro triangulaci na CPU byla méfena velikost paméti RAM
potiebna k behu a pro triangulaci na GPU byla taktéz méfena velikost paméti RAM, ale
poté i potiebna pamét na GPU. Graf zobrazujici potfebnou pamét je zobrazen
V nasledujicim grafu.

Pamétova narocnost

g

1000 /

100

pamét [MB]
)

=
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pocet bodi

==GPU - GPU RAM GPU-RAM  =—(CPU - RAM

Graf 7.13: Pamétova narocnost triangulace na GPU a CPU. GPU potiebuje GPU RAM
a RAM, CPU potiebuje pouze RAM.
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V grafu (Graf 7.13) jsou polozky GPU-GPU RAM a GPU-RAM velikosti
pottebné paméti na GPU a v RAM pro triangulaci na GPU. Tteti polozka CPU-RAM je
poté potiebnd pamét pro triangulaci pomoci CPU. Je nazorné vidét, Ze nejprve se
hodnoty velikosti jednotlivych potfebnych paméti lisi. S pfibivajicim poctem bodl pro
triangulaci se k sobé vSechny tfi hodnoty piiblizuji az od jistého poétu bodu jsou
shodné. Velikost potfebné paméti (na CPU 1 GPU) je linearné zavisla na poctu boda pro
triangulaci.

7.1.5 Triangulace realnych dat

Paralelni triangulace byla testovana i na realnych datech. Jako redlna data byly
pouzity GIS data. Tyto data obsahuji soufadnici bodu a jeho nadmotskou vysku, jedna

se tedy 0 2 %D data.

Ukazka vysledné triangulace dat Jizni Ameriky (Chile + Argentina) je zobrazena
na (Obr. 7.1). Vstupni data obsahuji 1 109 932 bodu.

Obr. 7.1: Triangulace povrchového modelu Jizni Ameriky (Chile + Argentina).

7.2 Paralelni tetrahedronizace v E3

Pti testovani tetrahedronizace byla vstupni mnozina bodl vzdy generovana tak,
7e body se nachazely v prostoru (-1;1) X (-1; 1) X (-1;1). Body byly generovany
s ndhodnym rozlozenim.

7.2.1 Pocet bodi na grid

Pti rozdélovani boda do gridu je nutné znat rozméry miizky, kterd predstavuje
rozdeleni do gridi. Aby se rozmér mtizky dal vypocitat, je nutné znat primérny pocet
bodu, které maji byt v jednom gridu. Vysledny ¢as tetrahedronizace poté zavisi na
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zvoleném poctu bodl. Pokud by se zvolil pocet bodl na grid ptili§ maly nebo naopak
ptilis velky, byla by vysledna doba tetrahedronizace zbyte¢n& dlouha. Ukolem je tedy
najit takovy pocet bodi na grid, pro ktery bude vysledny cas tetrahedronizace
minimalni.

Tetrahedronizace byla otestovéana s riiznymi pocty bodti na grid pro rizné pocty
vstupnich bodl s ndhodnym rozlozenim. Ziskané vysledky byly zpracovany a vytvoreny
grafy (Graf 11.22 az Graf 11.30), pro rizné pocty vstupnich bodt, na kterych je
zobrazena Casova naro¢nost tetrahedronizace pii rtiznych poc¢tech bodii na grid. Pomoci
téchto grafi byly nalezeny intervaly poctu bodi na grid, ve kterych je doba
tetrahedronizace nizka. Dal§imi nalezenymi hodnotami je pocet bodii na grid, pii kterém
je doba triangulace nejnizsi. Tyto ziskané hodnoty poc¢tu bodl na grid jsou zobrazeny
V nasledujicim grafu.

Optimalni pocet bodu na grid

350
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=—fe=MaxX =====min ===nejlepsi vhodna hodnota

Graf 7.14: Souhrnné zobrazeni optimalniho po¢tu boda na grid.

V grafu (Graf 7.14) je vidét, Ze nejlepsi pocet bodi na grid je piiblizné
konstantni. Jako optimalni pocet bodl na grid 1ze tedy pouZit hodnotu 171 bodd, coz je
vhodny konstantni pocet bodii na grid.

7.2.2 Casova naro¢nost

Jednim z dulezitych faktorii kvality tetrahedronizace je jeji rychlost. Testovani
probihalo na mnoZzinach bodl s rovhomérnym rozlozenim a rtiznym poctem. Méteny
byly postupné¢ casové narocnosti jednotlivych ¢asti tetrahedronizace, které jsou
nasledujici:

e Rozd¢leni bodl: Vstupni mnozina bodu je rozdélena do jednotlivych gridi.
e Tetrahedronizace gridu: Tetrahedronizace bodl piislusejicich vzdy jednomu
gridu.
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e (Odebrani vnitinich bodii: Odebrani ptidanych fidicich bodl, které nelezi na
povrchu obalového kvadru vSech vstupnich bodt, a odebrani pfidanych bodua
do gridu (pokud byl prazdny).

e Konvexni obalka: Odebrani zbylych bodi fidici miizky a vytvofeni tak
konvexni obalky tetrahedronizace.

e Pole tetrahedrond: Spojeni jednotlivych poli tetrahedronit do vysledného
pole tetrahedronti.

Namétené Casové narocnosti byly zpracovany a pomoci nich byla vytvofena
nasledujici tabulka.

Doba trvani [ms]
Potet bodii Rozdéleni | Tetrahedroni. | Odebrani Konvexni Pole Celkem
bod grida vnitfnich bodl obalka tetrahedron
1000 0,018 2,377 0,006 0,378 0,010 28
3162 0,052 5453 0,277 3,601 0,160 95
10 000 0,164 15,066 2,324 12,023 0,745 30,3
31622 0,449 49,282 6,152 34,599 2,560 93,0
100 000 1,992 145,094 23,913 119,131 9,273 2994
316 227 7,145 445673 72,939 321,891 24,894 8725
1 000 000 31,198 1 377,690 186,540 920,592 95,005 26110
3162 277 115,407 4 324,620 734,558 2 938,090 233,924 8 346,6
10 000 000 465479 | 13 703,500 2 039,450 9 509,000 858,456 26 5759

Tab. 7.8: Doba trvani tetrahedronizace v zavislosti na po¢tu vstupnich bodd.

Z tabulky (Tab. 7.8) je mozné pozorovat, Ze ¢asova naroc¢nost tetrahedronizace
je témetr linedrni. To lze zdGvodnit tak, ze pokud se zvysi pocet bodl pro
tetrahedronizaci, pak se imérné zvysi pocet gridl i pocet fidicich bodl. Tim padem se i
zvySeni poctu bodii umérné€ zvysi i Casova naro¢nost celkové tetrahedronizace.

Vysledné Casy trvani celkové tetrahedronizace v zdvislosti na velikosti mnoziny
vstupnich bodi jsou zobrazeny v nasledujicim grafu.
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Doba trvani tetrahedronizace
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Graf 7.15: Celkova doba tetrahedronizace.

S vyuzitim hodnot z tabulky (Tab. 7.8) lze vypocitat procentualni naroc¢nost
jednotlivych ¢asti tetrahedronizace pro rtizné velké mnoziny bodi. V nésledujici tabulce
jsou takto vypoctené hodnoty zobrazeny.

Casova naro¢nost [%]
Pocet bodii Rozdéleni | Tetrahedroni.| Odebrani Konvexni Pole Celkem
bodt gridl vnitinich bodl obalka tetrahedronti
1000 0,6% 85,2% 0,2% 13,6% 0,3% 100%
3162 0,5% 57,1% 2,9% 37,7% 1,7% 100%
10 000 0,5% 49,7% 7,7% 39,7% 2,5% 100%
31622 0,5% 53,0% 6,6% 37,2% 2,3% 100%
100 000 0,7% 48,5% 8,0% 39,8% 3,1% 100%
316 227 0,8% 51,1% 8,4% 36,9% 2,9% 100%
1 000 000 1,2% 52,8% 7,1% 35,3% 3,6% 100%
3162 277 14% 51,8% 8,8% 35,2% 2,8% 100%
10 000 000 1,8% 51,6% 7,7% 35,8% 3,2% 100%

Tab. 7.9: Procentualni naro¢nost jednotlivych ¢asti tetrahedronizace.

Pomoci tabulky (Tab. 7.9) je mozné zjistit, ze polovinu z celkového casu
tetrahedronizace zabere tetrahedronizace bodu v gridech, ktera navic bézi paraleln¢ za
vyuziti 8 vldken. Druhou nejnaro¢néjsi ¢innosti je vytvofeni konvexni obélky, coz
zabere pfiblizné tfetinu z celkového Casu tetrahedronizace. Tato ¢innost ovSem nebé&zi
paralelné, tudiz by pii sériové verzi celé¢ tetrahedronizace zabirala ptiblizné 7%
celkového casu.

Hodnoty v tabulce (Tab. 7.9) je mozné zobrazit do grafu (Graf 7.16), kde je poté
nazorn¢ videét Casova slozitost jednotlivych casti tetrahedronizace v zavislosti na
celkovém cCasu.
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Graf 7.16: Procentualni naro¢nost jednotlivych ¢asti tetrahedronizace.

7.2.3 Pamétova naroc¢nost

Paralelni tetrahedronizace potfebuje pii svém vypoctu ur€ité mnoZstvi paméti.
Program pro tetrahedronizaci byl postupné spuStén pro rtizné pocty vstupnich bodi.
Nejnizsi pocet bodi byl 10% a poté V10 nasobky az do poétu 107 bodi. Pro kazdy
pocet bodii byla zméfena pozadovana pamét pro béh a ziskané vysledky byly

zpracovany do nasledujiciho grafu.
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Graf 7.17: Pamét’ova narocnost tetrahedronizace.
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Z grafu (Graf 7.17) je mozné pozorovat, ze zavislost velikosti potiebné paméti
pro tetrahedronizaci je linedrné imérna poctu tetrahedronizovanych bodi. Pamétova
narocnost paralelni tetrahedronizace je tedy O(N).
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8 Zaver

V ramci této prace byly popsany sériové 1 paralelni metody triangulace a
tetrahedronizace. Hlavni ¢asti prace bylo navrhnuti nové paralelni metody triangulace
bodi v EZav E3.

Mezi vstupni body pro triangulaci se vlozi body definujici pravidelnou miizku.
Vstupni mnozina bodu se poté rozd€li do jednotlivych gridi definovanych fidicimi body
miizky. V dal$im kroku se paraleln¢ provedou triangulace vSech gridii, nebot” jednotlivé
triangulace jsou na sobé& nezavislé. Pokud je mozné ve vysledné triangulaci ponechat
navic pridané body staci pouze provést swap hrany mezi vSemi gridy a je vytvofena
vysledna triangulace. Pro dopocteni hodnot v ponechanych bodech je mozné vyuzit
RBF. V opac¢ném piipad¢ je navic nutné pridané body z triangulace odebrat. Odebirani
bodu Ize opét provadét paralelné, nebot’ 1ze zajistit nezavislost pii odebirani bod.

Algoritmus triangulace bodéi Vv E? byl nejprve implementovan pomoci
programovaciho jazyka C#, aby se ovéfila spravnost navrzené metody. V dalSim kroku
byla paralelni triangulace implementovana pro vypocet na GPU s vyuzitim CUDA a
C++. Vypocet triangulace je mozny rozdélit mezi vice GPU, k ¢emuz bylo vyuZito
OpenMP. Implementovana triangulace pro GPU neni schopna triangulovat vstupni body
S nerovnom&rnym rozloZzenim, nebot’ neni mozné dynamicky alokovat pamét’ na GPU
za b&hu kernelu. Pomoci podminéného piekladu je mozné implementaci triangulace pro
GPU pielozit také pouze pro CPU. Algoritmus tetrahedronizace bodi v E3 byl
implementovan v C++ s vyuzitim OpenMP pro paralelizaci. Implementace umoziuje
tetrahedronizovat body s libovolnym rozlozenim.

Pro implementované paralelni triangulace a tetrahedronizace byl pomoci test
ur¢en optimalni pocet bodt v jednom gridu. Pro testovaci sestavu pocitace byl nalezeny
pocet bodi vzdy konstantni a nezavisly na pocétu vstupnich bodd pro triangulaci
(tetrahedronizaci). Pfesna hodnota optimalniho poctu bodt ovSem zavisi na dané
sestavé PC.

Hlavnim divodem paralelizace je vzdy snaha o snizeni Casové naroc¢nosti
algoritmu. Jednim z provedenych testli bylo zjiSténi Casové ndrocnosti triangulaci a
tetrahedronizace pro rizné pocty vstupnich bodi. Méfeni byla provadéna pro pocet
vstupnich bod@ v rozmezi od 103 az do 10° (107). Z namétenych vysledkt vyplynulo,
ze Casova naro¢nost navrzenych metod je O(N). Pii k zvétSeni poétu vstupnich boda se
k krat zvétsi pocet gridi, tim padem triagulace gridd bude trvat k krat déle. To samé
plati pro pocet spojovani grida. Posledni ¢asti navrzené metody je vzdy tvorba konvexni
obalky, jejiz Casova ndro¢nost se také k krat zvétsi, nebot’ se k krat zvétsil pocet
fidicich bodt vyuzivanych pro tvorbu konvexni obalky.
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Pomoci pfidani dodatecnych fidicich bodli mezi mnozinu vstupnich boda se
docililo jejiho jednoduchého rozdéleni a po provedeni triangulaci (tetrahedronizaci), na
mnozinach bodd, jejich jednoduchého spojeni ve vyslednou triangulaci
(tetrahedronizaci).

Tato préace slouzila k ovéfeni navrhnuté paralelni triangulace (tetrahedronizace)
a Z tohoto divodu byl pro triaungulaci (tetrahedronizaci) pouzit algoritmus brutalni sily.
V dalsim postupu bude tento algoritmus zaménén za jiny efektivni algoritmus
triangulace (tetrahedronizace).

V navazujici praci je mozné upravit pravidelné de¢leni vstupnich bodi na
dynamické déleni. Pokud bude v gridu stale pfiliS mnoho bodii je mozné jej dale
rozdé¢lit na dalsi dveé nebo Ctyii Casti. Diky této upraveé by ¢asova narocnost triangulace
(tetrahedronizace) nebyla zavisla na rozloZeni vstupnich bodd.
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9 Prehled zkratek a pojmu

CPU:

procesor ( = Central Processing Unit)

graficky procesor ( = Graphic Processing Unit)
dvourozmérny prostor, kde body maji soutadnice [x, y]”
trojrozmérny prostor, kde body maji soufadnice [x, y, z]T
Delaunayova triangulace mnoziny bodu P

Konvexni obalka mnoZziny bodt P

Radialni bazové funkce
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A Uzivatelska prirucka

A.1 Generovani bodua

Pomoci aplikace je mozné automaticky vygenerovat body a ndhodnym nebo
gaussovskym rozlozenim. Pro vygenerovani bodu je nutné zvolit v menu polozku
Uniform distribution (Gauss distribution) — 2D points (viz Obr. 11.1).

o' Parallel Triangulation

File ‘ Generate points | Triangulation

H Uniform distribution  » | 2D points  FS
Gauss distribution » 3D points
From image »
Paint 2D...

Obr. 11.1: Generovani bodu.

Po kliknuti na pfislusné tlacitko 2D points se zobrazi dialog, ve kterém je
mozné zvolit poéet generovanych bodi (viz Obr. 11.2). V ptipad¢, ze je pozadovano
vygenerované body pouze ulozit do souboru a netriangulizovat, je nutné zaskrtnout
policko Save to file a vyplnit jméno vystupniho souboru. Vygenerovany soubor
s body bude mit koncovku *. point2D.

rDiaIi:wg{}::nunt
Points court 1000 =
Save to file [
File name points

Obr. 11.2: Pocet generovanych bodd.

Dalsi moznosti generovani bodi je s vyuZitim vstupniho obrazku. Po kliknuti na
From image — 2D points je nutné zvolit vstupni obrdzek v béZzném formatu (*. jpg,
x.png, *. gif nebo *. bmp). Vstupni obraz je preveden na Cernobily a kazdy pixel,
jehoz intenzita je vétsi nez 50%, je preveden na 2D bod. Vystupem zpracovani obrazku
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je vstupni soubor s body *.point2D, ktery je umistén ve stejné sloZzce jako vstupni
obrazek.

Posledni moznosti generovani bodl pro triangulaci je ru¢ni vygenerovani. Po
kliknuti na Paint 2D ... se zobrazi okno pro generovani boda (viz Obr. 11.3). V levé
¢asti okna je mozné klikanim ptidavat body.

o WindowPoints = | E] |-
f Info
k Points count: 3996
S, Expand pairts
' Points accumulation: 5 =
%
. Radius [pixels]: 50 L
Expand
Remaove last points
MNumber of points: 1 =
et g
. Delete points.
N Radius [pixels]: 1 L
™

Obr. 11.3: Okno pro ru¢ni generovani bodu.

Body zobrazené vlevé casti okna je mozné pouzit jako stfed pro noveé
vygenerované body s gaussovskym rozloZzenim. Pro expandovani bodl je nutné zvolit
pocet bodi, které budou kolem kazdého bodu vygenerovany a polomér vzdalenosti (v
pixelech). Po stisknuti pravého tlacitka je mozné mazat zobrazené body.

Po dokonceni generovani bodii je mozné vysledné rozloZzeni bodl ulozit do
souboru *. point2D pro budouci zpracovani.

Body ze souboru x.point2D nebo =x.triangle2D je mozné nalist a
ztriangulizovat. Samoziejmosti je i ulozeni bodi do souboru. Pro nacteni (ulozeni) bodu
je nutné zvolit v hlavnim menu programu File —» Open (Save).

A.2 Triangulace

Program umoziiuje porovnani triangulace vytvofené pomoci navrhnuté paralelni
metody a Delaunayovy triangulace. V levé ¢asti okna (viz Obr. 11.4) je zobrazena
triangulace vytvofend pomoci paralelni metody a v pravé casti je zobrazena
Delaunayova triangulace. Pomoci koleCka mysi je mozné pfiblizovat a oddalovat
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triangulaci. Pomoci klaves W, S, A a D je mozné s triangulaci pohybovat do vSech ¢tyt

stran.

a5l Parallel Triangulation

File  Generate points  Triangulation

== Rt
gy

e

Obr. 11.4: Hlavni okno programu. Zobrazeni dvou triangulaci pro moznost porovnani
(vlevo: paralelni metoda, vpravo: Delaunayova triangulace).

Po kliknuti volby Triangulation v hlavnim menu (viz Obr. 11.5) je mozné
provadét rizné operace s triangulaci. Triangulaci vytvofenou pomoci paralelni metody
je mozné uloZit (Save) do souboru nebo nacdist (Load) ze souboru, ktery ma koncovku

x.triangle2D.

{ = -
! Parallel Triangulation

File  Generate points

Triangulation

Load

Save

Analyze

Create convex hull

Re-Triangulate

Obr. 11.5: Menu pro praci s triangulaci.

Pomoci volby Analyze je mozné zobrazit informace o triangulaci (viz Obr.
11.6). Mezi informace patii pocet bodu a trojuhelniki, pocet bodu, které jsou (a nejsou)
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zahrnuty v triangulaci, a pocet trojuhelnikt s orientaci po (proti) sméru hodinovych
rucicek.

Obr. 11.6: Okno s informacemi o triangulaci.
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B Grafy - triangulace

B.1 Pocet bodii na grid

B.1.1 Testovani na CPU

Pocet bodu na grid
(1 000 bodi)

7 0,
k| 0:21 ~

0 10 20 30 40 50 60 70 80 90 100

pocet bodi

Graf 11.1: Casové naro¢nost v zavislosti na po&tu bodd na grid.

Pocet bodu na grid

(3 162 bodi)
0,90
0,85
0,80 "\_\
= 0,75
r /
E 070 \

8 0)65 \ —
’ /

0 10 20 30 40 50 60 70 80 90 100

pocet bodi

Graf 11.2: Casové naro¢nost v zavislosti na poétu bodii na grid.
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Pocet bodu na grid
(10 000 bodi)

e

'E'l,S
l: ~ 1\_/\-—-\ //
& 1,6 b

AV

0 10 20 30 40 50 60 70 80 90 100
pocet bodi

Graf 11.3: Casova naro¢nost v zavislosti na poétu bodii na grid.

Pocet bodti na grid
(31622 bodi)

8,0

7,5

7,0
= 0,5
— 6,0
0 5,5

/

5,0

fl /

4.5 mv\-_—/..___..f‘

4,0

0 10 20 30 40 50 60 70 80 90 100
pocet bodi

Graf 11.4: Casové naro¢nost v zavislosti na poétu bodi na grid.

92|Stranka



Pocet bodu na grid

(100 000 bodt)
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pocet bodi

Graf 11.5: Casové naro¢nost v zavislosti na poétu bodii na grid.

Pocet bodi na grid
(316 227 bodi)
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65
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50 S~ ——

45
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Graf 11.6: Casova naro¢nost v zavislosti na po&tu bodd na grid.
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Pocet bodu na grid
(1 000 000 bodii)

2
220 \

200 \
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0 10 20 30 40 50 60 70 80 90
pocet bodi

100

Graf 11.7: Casové naro¢nost v zavislosti na poétu bodii na grid.

B.1.2 Testovani na GPU

Pocet bodt na grid
(1000 bodu)

5 10 15 20 25 30

pocet bodi

35

Graf 11.8: Casova naro¢nost v zavislosti na po&tu bodd na grid.
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Pocet bodu na grid
(3 162 bodi)
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Graf 11.9: Casové naro¢nost v zavislosti na poétu bodii na grid.
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Graf 11.10: Casova naroénost v zavislosti na poétu bodti na grid.
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Pocet bodi na grid
(31322 bodi)
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Graf 11.11: Casova naroénost v zavislosti na poétu bodti na grid.
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Graf 11.12: Casova naroénost v zavislosti na poétu bodt na grid.
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Pocet bodt na grid
(316 227 bodt)
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Graf 11.13: Casova naroénost v zavislosti na poétu bodti na grid.

Pocet bodu na grid
(1 000 000 bodii)
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pocet bodi

Graf 11.14: Casova naroénost v zavislosti na poétu bodt na grid.
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B.2 Pocet vlaken na blok v CUDA (GPU)

Pocet vlaken / CUDA blok

(1 000 bodi)

z /
— 15
v

-5 /

14 /

13 /
0 8 16 24 32 40 48 56 64 72 80 88 96 104 112 120 128
pocet vlaken na blok

Graf 11.15: Casova naro¢nost v zavislosti na po¢tu vlaken na blok.
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pocet vlaken na blok

Graf 11.16: Casova naro¢nost v zavislosti na poétu vlaken na blok.
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Pocet vlaken / CUDA blok

(10 000 bodu)
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Graf 11.17: Casova naroénost v zavislosti na po¢tu vlaken na blok.
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Graf 11.18: Casova naroénost v zavislosti na po¢tu vlaken na blok.
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Pocet vlaken / CUDA blok

(100 000 bodii)
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Graf 11.19: Casova naro¢nost v zavislosti na poétu vlaken na blok.
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Graf 11.20: Casova naroénost v zavislosti na po¢tu vlaken na blok.
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Pocet vlaken / CUDA blok
(1 000 000 bodii)
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Graf 11.21: Casova naroénost v zavislosti na poétu vlaken na blok.
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C Grafy - tetrahedronizace

C.1 Pocet bodii na grid

Pocet bodu na grid

(1 000 bodi)
6,0
5,5
5,0 \\
— 45 M/

E 4o N— J
§ 3}5 \a f/\/
3)0 v‘\\ ‘/v

v

0 50 100 150 200 250 300 350 400

pocet bodi

Graf 11.22: Casova naroénost v zavislosti na poétu bodii na grid.
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Graf 11.23: Casova naroénost v zavislosti na poétu bodti na grid.
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Pocet bodi na grid

(10 000 bodi)
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Graf 11.24: Casova naroénost v zavislosti na poétu bodti na grid.
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Graf 11.25: Casova naroénost v zavislosti na poétu bodi na grid.
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Pocet bodti na grid
(100 000 bod)
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Graf 11.26: Casova naroénost v zavislosti na poétu bodti na grid.
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Graf 11.27: Casova naroénost v zavislosti na poétu bodt na grid.
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Pocet bodu na grid
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Graf 11.28: Casova naroénost v zavislosti na poétu bodti na grid.
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Graf 11.29: Casova naroénost v zavislosti na poétu bodt na grid.
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Graf 11.30: Casova naroénost v zavislosti na poétu bodt na grid.
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