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1 UVOD

Jako téma své bakalafské prace jsem si vybral Normalni rozdéleni a rozdéleni
Z n¢ho odvozena, s kterymi jsem se setkaval béhem celého svého studia, a moznosti jejich
aplikace.
spojitych rozdéleni. Nekdy se téz nazyva Laplaceovo-Gaussovo rozdéleni podle
némeckého védce C. F. Gausse a francouzského védce Pierre-Simon Laplaceho.

Normalni rozdéleni hraje ze spojitych rozdé€leni nejvétsi roli v teorii
pravdépodobnosti a statistice a fidi se jim (alespon “pfiblizné) vice ndhodnych veli¢in
(proménné, jejichz hodnoty jsou jednozna¢né uréeny vysledkem nahodného pokusu). Jako
ptiklad miizeme uvést velikost ndhodnych chyb vznikajicich pfi jakékoliv ¢innosti (napf.
pii vyrobé soucastek odchylky v rozmérech od ptedem stanovené normy), dale u vétSiny
méfitelnych charakteristik biologickych statistickych jednotek (u hospodaiskych zvifat, pii
pokusnych bunéénych kulturach, ale také u lidi, aj.). Vezmeme-li to uplné konkrétng,
normalni rozdéleni nalezneme napt. u hmotnosti, 1Q, vysky, aj.

Velmi dobrym piikladem tohoto rozdéleni je rozdéleni ndhodnych chyb, které
vznikaji pfi méfeni veli¢in. Budeme-li opakovat méfeni stejné veliCiny pii shodnych
podminkach jako napoprvé, tak zplisobuji nahodné vlivy odchylky od skutecné hodnoty
naméfené veli¢iny. Proto mlzeme fici, Ze normalni rozdéleni je dobrym
pravdépodobnostnim modelem, kdyZ na kolisani ndhodné veli¢iny plsobi vétsi pocet
malych na sobé nezavislych vlivli. Diky tomu se normalnimu rozdéleni mtize obcas tikat
rozdéleni chyb. Normalni rozd€leni se mize vyuzivat k aproximaci nékterych rozdéleni
(Binomického, Poissonova, aj.). Normalni rozdéleni mutize byt také velice dobfe vyuzito
ve fyzikalnich a technickych veli¢inach.

Vzhledem K tématu prace jsem jeji prvni ¢ast vénoval historii vzniku normalniho

rozdé€leni a vyznamnych matematiki.



2 HISTORIE NORMALNIHO ROZDELENI A VYZNAMNI
MATEMATICI

V této kapitole si rozebereme historii normalniho rozdéleni a vyznamnych
matematikt, ktefi se normalnim rozdélenim béhem svého zivota zabyvali. Informace

byly Cerpany z literatury [7], [8], [9], [10].

2.1 HISTORIE

Abraham de Moivre byl v 18. stoleti casto nabadan, zda by nebyl schopen zkratit
dlouhé vypocty danych matematickych tkold své doby. Uvedeme si zde piiklad vypoctu
pravdépodobnosti - pokud 100 krat hodime minci, jaké je pravdépodobnost, Ze padne

40 krat nebo vicekrat hlava. Dany ukol by se dal vypocitat pomoci nésledujiciho vzorce

N!
x!(N—x)

P(x) = m*(1 — m)N7* kde x je podet hozenych hlav (40), N je pocet hodf (100),

am je pravdépodobnost, ze padne hlava (0,5). Takto bychom museli vzdy spoditat
pravdépodobnost, Ze padne hlava 40 krat, poté 41 krat, atd. a seCist vSechny tyto
pravdépodobnosti dohromady. Diive moznost pocitaci a kalkulacek nebyla, a proto se
obraceli pravé na Moivra. Ten poznamenal, Zze jestli zvysi Cislo hodu, tvar binomického

rozdéleni se pfiblizi k hladké kiivce.
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Obrazek 1: Zobrazeni binomického rozdéleni pro hodnoty 2, 4, 12
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Jakmile byl Moivre schopen najit matematické vyjadreni pro kiivku, zacal se
domnivat, Ze bude schopen vyfesit, jaka je pravdépodobnost, ze padne 40 krat nebo

vicekrat hlava ze 100 hodd, coz se mu povedlo.
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Obrazek 2: Aproximace binomického rozdéleni normalnim rozdélenim

Na obrazku 2 si mizeme vSimnout aproximace binomického rozde€leni rozdélenim
normalnim pro 12 hodd minci. Zde je patrné, Ze aproximované binomické rozdéleni
Vv modré barvé je srovnatelné s kiivkou. Dulezitost pravé vyvozené kiivky spoc¢iva v tom,
Zze mnoho ptirodnich jevi (viz. vyse) se fidi pomoci normalniho rozdéleni.

Jedno z prvnich vyuziti normalniho rozdéleni byla analyza chyb vzniklych
pfi astronomickych méfenich. Tyto chyby mohly vzniknout pomoci nedokonalych pfistrojii
nebo Spatnych pozorovatelt. V 17. stoleti Galileo Galilei poznamenal, Ze tyto chyby jsou
symetrické, a navic se malé chyby vyskytovali ¢astéji nez velké chyby. Tato pozndmka
vedla k nékolika hypotézam Sifeni chyb v 19. stoleti kdy, doslo k objevu, Ze tyto chyby
mizeme chéapat jako normalniho rozdéleni. Poté nezavisle na sob& védci a matematici
vytvoftili vzorec pro normalni rozdéleni. Adrian vzorec vytvoril v roce 1808 a Gauss v roce
1809. Diky tomuto vzorci poukézali na dané chyby (viz. nasledujici kapitoly) zapadajici
do normalniho rozdéleni. Stejné rozdéleni bylo popsano uz vroce 1778 Laplacem, kdy
odvodil také velmi dalezitou centralni limitni vétu. Laplace v podstaté dokazal, ze 1 kdyz
neni rozdéleni normalné¢ distribuované (nejde nahradit normalnim rozdélenim),
opakovanim se pfiblizi k normalnimu rozdéleni, a Ze ¢im vétsi pocet opakovani, tim vice
by se to mélo blizit normalnimu rozdéleni. Byl také prvni, kdo aplikoval normalni
rozdéleni na lidské vlastnosti. Poznamenal, Ze charakteristiky jako vyska, vaha a sila se tidi

normalnim rozdélenim.



2.2 VYZNAMNI MATEMATICI

V této casti kapitoly jsou v kratkosti popsdny zivoty matematiki, kteti

se normalnim rozdélenim zabyvali béhem svého Zivota.

2.2.1 ABRAHAM DE MOIVRE

Abraham de Moivre (1667-1754) se narodil ve Vitfe, ktera se nachazi mezi Pafizi
a Nancy. Jeho otec pracoval jako chirurg v Nancy. Jejich rodina nepatfila mezi bohaté, ale
diky stalému piijmu vedli spokojeny Zzivot. Jejich cela rodina byla protestantského
vyznani, presto §el Abraham nejdfive na katolickou $kolu, ktera byla tolerantni viuci jinému
vyznani zejména kvili nabozenskym problémim ve Francii. V 11 letech byl poslan
na protestantskou skolu v Sedanu, kde se ucil recky.

Tato Skola byla pro nabozenské problémy uzaviena, proto musel jit Moivre
studovat na Saumur, kde studoval do roku 1684. Na této Skole nebyla matematika soucasti
oboru, ktery studoval. Presto svilij veskery volny Cas travil ¢tenim matematickych ¢lank,
matematika byla jeho zalibou. V té dobé se jeho rodi¢e rozhodli pfestéhovat do Patize.
Rozhodl se odejit s nimi a v jeho studiich pokra¢oval na Harcourtu. Zde poprvé studoval
samostatnou matematiku.

Poté co Ludvik XIV. zrus$il edikt nantsky, byli protestanti pronasledovani, coz
vedlo k vyhnani Hugenot a Moivre byl véznén za jeho nabozenské vyznani. Po propusténi
odcestoval do Anglie, kde se stal soukromym ucitelem.

Zakladni matematické texty si velmi dobfe osvojil, ale poté co Cetl Newtonovo
Principia si uvédomil, ze bude muset matematiku studovat mnohem hloubé&ji. Rozhodl se,
Ze se bude tomuto mistrovskému dilu snaZit porozumét, coz se mu také nakonec podatilo.
Mezitim se uchazel o misto matematika v Anglii, ale diky svému vyznéani byl stale
diskriminovan. Pozd¢ji se setkal s Newtonem, a stali se znich pratelé. Jeho prvni
dokument byl vydan v roce 1695 pod nazvem Method of fluxions. Moivre byl prikopnikem
v analytické geometrii a teorii pravdépodobnosti. Publikoval The Doctrine of Chance:
A methodof calculating the probabilities of events in play v roce 1718, jeji latinska verze
byla publikovana v nejvyssich védeckych kruzich. Francis Robartes navrhl, aby Moivre
predstavil S$irSi pojeti teorie pravdépodobnosti, nez kterou uvedl Montmort v Essay

d’analyse sur les jeux de hazard. Montmort byl ve sporu s Moivrem kvili napadeni svého

4



dila v Moivrové dile. Pozd¢ji se The Doctrine of Chance objevila v rozsifenych verzich,
ato vletech 1718, 1738 a v roce 1756. Vydani v roce 1756 je velice dulezité, protoze
Vv tomto vydani Moivre pfiblizuje binomické rozd€leni k normalnimu rozdéleni v ptipade
velkého poctu pokusii. Moivre také pracoval na statistice umrtnosti a zékladech teorie rent.
V Miscellanea Analytica(1730) popsal Stirlingovu formuli, ktera je chybné piipisovana
Stirlingovi. Formuli vroce 1733 pouZije kpopsani normalni kiivky aproximaci
binomického rozdéleni pti velkém poctu hodnot. V druhém vydani chvali Stirlinga, ktery
vylepsil jeho formuli. Moivre je také piipominan za sepsani formule (cosx + isinx)",
kterd prevadi trigonometrii do analyzy a je také dulezita k brzkému vyvoji komplexnich
¢isel. Navzdory jeho dobrému védeckému postaveni a snaze ziskat kieslo profesora na
Cambridge, jeho hlavni pfijem byl ze soukromych matematickych hodin. Diky tomu také
pozdéji zemfiel v chudobé. Ke kieslu profesora mu nepomohli ani jeho nejlepsi pratelé jako
Newton a Halley, ktefi se o to snazili. Velice zajimava je jeho smrt. Moivre si ji sam
predpovedél. Zjistil, ze kazdy den spi o 15 minut vice a seCtenim aritmetickych progresi

a jejich vypoctenim zjistil, Ze zemfe v den, kdy bude spat 24 hodin a tak se i stalo.

2.2.2 PIERRE-SIMON LAPLACE

Pierre-Simon Laplace (1749-1827) pochazel zbohaté rodiny. Jeho otec byl
zamozny podnikatel a matka byla ze zeméd¢€lské rodiny, kterd vlastnila pozemky okolo
Tourgéville. Laplace nejdiive navstévoval benediktinskou Skolu Beaumont-en-Auge,
protoze jeho otec byl toho nazoru, ze udéla kariéru v cirkvi. V 16 letech vstoupil
na univerzitu v Caen. Zde si zapsal teologii, ale béhem prvnich 2 let si oblibil matematiku,
na kterou mél talent. Zasluhu na tom zjisténi m¢li jeho dva ucitelé na univerzité
C. Gadbled a P. Le Canu, ktefi si uvédomili jeho matematicky potencial.

Jakmile si uvédomil, ze chce dale pracovat s matematikou, odchazi v 19 letech
do Patize, aniz by ukoncil studium. Zde se setkal s d’Alembertem, kterého hned zaujal,
a ktery se mu snazil pomoci sehnat praci. Kratce poté nastupuje jako ucitel matematiky
na Ecole Militaire.

Velice brzy zacal vydavat zajimavé matematické dokumenty. Prvni z téchto
dokumentd byl predlozen Akademii véd v Pafizi 28. biezna 1770, popisoval v ném minima
a maxima kiivek, a zlepSil metody vypracované Lagrangem. Jeho dal§i dokumenty pro

Akademii véd na sebe nenechaly dlouho cekat. Napiiklad 18. cervence 1770 piedlozil
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dokument o diferen¢nich rovnicich. Dulezité je podotknout, ze tyto dokumenty byly uréené
jen pro cteni a ne pro tisk.

Jeho prvni dokument pro tisk se piedstavuje v roce 1771, byl pielozen do latiny
a vydan v Lipsku pod nazvem Nova acta eruditorum. O 6 let pozd¢&ji publikuje opravenou
verzi a za chyby se omlouva, ale fikd, ze za n¢ mize tiskarna.

V roce 1771 se také poprvé snazi dostat do Akademie véd, ale uptednostnén byl
Vandermonde. O rok pozdé&ji to zkous$i znovu, ale tentokrat byl upiednostnén Cousin.
Zklaman byl Laplace i jeho velky pfiznivce D"Alembert. Ten proto 1. ledna 1773 napsal
Lagrangovi, zda nemiize byt zvolen Laplace v Berlin¢ v Akademii véd a zda by tam také
nemohl pracovat. Pfedtim nez mohl Lagrange zareagovat a odpovédét, naskytla se pro
Laplaceho dalsi ptilezitost a 31. biezna 1773 byl zvolen do Akademie véd.

Laplace se v pribéhu zivota zabyval 2 hlavnimi tématy (matematicka astronomie
ateorie pravdépodobnosti). Mezitim jeho povést dale a dale rostla a v 80 letech byl
povazovan za nejvétsiho védce, kterého svét vidél. Jak ale rostla povést, zhorSovaly se
vztahy s jeho kolegy, protoze neuznaval jejich praci.

V roce 1784 byl jmenovan zkousejicim Royal Artillery Corps, kde roku 1785
zkous$el dokonce Napoleona Bonaparte. Tato prace ho velmi zaméstnavala, ale diky ni se
znal s lidmi na dulezitych mistech.

V roce 1785 Lagrange opustil Berlin a pfidal se k Laplaceovi v Patizi, jenz byl
mezitim povySen na hlavni pozici v Akademii véd. 15. Kvétna 1788 se ozenil s Marii
Charlotte de Courty de Romanges. Spole¢né méli 2 déti. Z diivodu revoluce roku 1793
opustil Patiz, kam se nechtél vracet, aby se vyhnul giloting.

V roce 1796 predstavil svoji slavnou hypotézu mlhovin v knize Exposition du
systeme du monde. Tato kniha je rozd€lena na 5 Casti. V prvni ¢asti piSe o pohybu
nebeskych téles, pohybu mofe a také o atmosférické refrakci, druha ¢ast popisuje skutecny
pohyb nebeskych téles, treti ¢ast o sile a hybnosti, ¢tvrtd ¢ast o teorii univerzalni gravitace
a Vv paté casti se objevuje jeho slavna hypotéza mlhovin.

Napoleon ve svych pamétech napsal, ze Laplace byl clenem senatu, kancléfem
apoté obdrzel i Rad Cestné legie, ale i tak ho ztfadu ministra vnitra odstranil
po 6 tydnech. V roce 1806 se stal hrabétem a vroce 1817 byl jmenovan markyzem
po obnoveni Bourboni.

Hlavnim jeho dilem bylo Théorie analytique des Probabilités. Prvni vydani vyslo
vroce 1812. Prace se skladala ze dvou c¢asti. Prvni ¢ast obsahuje generovani funkci

a aproximaci riiznych vyrazl v teorii pravdépodobnosti. Druha ¢ast obsahuje definici teorie

6



pravdépodobnosti a také Bayesovo pravidlo. Pozdéjsi vydani knihy bylo doplnéno
0 aplikovani pravdépodobnosti, chyb v méfeni aj. Na tomto dile pracoval hlavné mezi lety
1817-1822.

Postupné jeho vliv upadd a opousti ho i jeho pratelé. Kdyz roku 1826 odmitl
podepsat dokument Francouzské akademie véd, prisel také o své posledni piatele, které
mél v politice.

Laplace zemiel rano 5. 3. 1827. Vtento den Akademie véd zruSila zasedani

z divodu ucty k nému. VSichni ho totiz povazovali za jednoho z nejvétSich védct vSech

dob.

2.2.3 JOHANN CARL FRIEDRICH GAUSS

Johann Carl Friedrich Gauss (1777-1855) zacal v 7 letech chodit na zakladni $kolu,
kde jeho nadani objevili ucitelé¢ Biittner a asistent Martin Bartels . Velmi je zaujalo, jak
rychle Johann spocetl soucet ¢isel od 1 do 100. Vyuzil toho, ze vytvoiil 50 dvojic. Poté byl
vypoCet velmi jednoduchy, protoze védél, Ze soucet dvou Ccisel je vzdy 101
(1+100,2+99,...). Vroce 1788 zacal studovat na gymnaziu. Pozd&ji obdrzel studijni
stipendium a v roce 1792 nastoupil na Brunswick Collegium Carolinum. V roce 1795
odesel studovat na Goéttingen University, kterou opustil v roce 1798 bez diplomu. Zde i tak
ptisel na jeden ze svych nejvétsich objevil, ¢imz je konstrukce 17-ti thelnika pouze pomoci
pravitka a kompasu. V této oblasti to byl nejvétsi pokrok od dob fecké matematiky. Poté se
vratil zpét na Brunswick, kde v roce 1799 obdrzel titul. Svoji disertacni praci piedlozil na
Univerzité v Helmstedtu. Téma jeho prace bylo Zakladni véty algebry.

Diky svému stipendiu nemusel hledat praci a vénoval se vyzkumu. Olbers mu
nabidl, aby se stal feditelem nové hvézdarny v Gottingenu, ale nedoslo k tomu. Mezitim
si zacal dopisovat s Besselem a Sophii Germain. Roku 1805 se ozenil s Johannou Ostoff.
V roce 1807 opousti Brunswick a nastupuje jako feditel hvézdarny v Gottingenu. Roku
1808 mu umird otec a pozd¢ji tohoto roku i jeho zena pfti porodu jejich druhého ditéte.
O rok pozdg¢ji se Gauss ozenil podruhé s Minnou. Spoleéné méli 3 déti.

V roce 1809 publikuje svoji druhou knihu Theoria motus corporum coelestium in
sectionibus conicis Solem ambientium. Tato kniha je rozdélena na dvé hlavni ¢asti. Prvni

¢ast pojednava o diferenciadlnich rovnicich, fezech kuzelem a eliptickych orbitach. V druhé



¢asti ukézal, jak odhadnout a poté i upfesnit odhad dané ob&zné drahy planety. Ptispévky
k astronomii pfestal psat v roce 1817.

Mnoho ¢asu Gauss vynalozil do vystavby nové hvézdarny, ktera byla s jeho pomoci
dokoncena v roce 1816. Béhem této doby piesto nasel ¢as k publikovani. Vydal napiiklad
Disquisitiones generales circa seriem infinitum, ve které piedstavuje hypergeometrické
funkce. Dale Methodus nova integralium valores per approximationem inveniendi, ktera je
praktickou eseji o pfiblizné integraci, ¢i Bestimmung der Genauigkeit der Beobachtungen
(diskuze o statistickych odhadech).

Pozdé&ji byl inspirovan geodetickymi problémy a zaujaty teorii potencidlu. Zacal se
tedy vice zajimat o geodézii. V této dobé vynalezl Gauss heliotrop, ktery pracoval
na principu odrazeni slunecnich paprskii pomoci zrcadel a malych dalekohledim. Mezi
lety 1820-1830 vydava kolem 70 dil¢ich praci.

Od pocatku roku 1800 se zacal zajimat o otdzku existujici ne-Eukleidovské
geometrie. O tomto tématu Si psal na dalku s Farkasem Bolyaiem, v dopisech
se Schumacherem a Gerlingem. V recenzi knihy v roce 1816 diskutuje nad dukazy, které
poukazuji na existenci riznych axiomi od Eukleidovskych axiomu. Z toho duvodu vétil
v existenci ne-Eukleidovské geometrie.

Pozdgji se staral o svou nemocnou matku, u které byl po celou dobu jeji nemoci.
V téchto letech se zacal velmi zajimat o fyziku, kde spolupracoval s Weberem a spole¢né
vydali mnoho ¢lankd. Béhem 6 let spole¢né spoluprace dosahli mnoha uspéchii. Objevili
Kirchhoffovy zékony, vynalezli telegraf, ktery byl schopen posilat zpravy na vzdalenost
5000 ft (1,524 kilometra). Toto vSe bylo pro Gausse jen zabavou. Hlavnim Gaussovym
ukolem bylo vytvofit celosvétovou sit’ magnetickych pozorovacich bodd. V roce 1837 byl
Weber nucen opustit Gottingen, protoze byl zapleten do politickych sport a od té doby
Gauss svoji Cinnost snizoval. Mezi lety 1845-1851 strdvil Gauss spravovanim
a vylepSovanim vdovského fondu na Gottingské univerzité. Tato profese mu ptidala
zkusenosti ve finan¢ni matematice. Od roku 1850 byly jeho prace pouze jen praktické. Dne

23. 2. 1855 zemfel.



3 TEORIE CHYB

Vypracovano s pouzitim literatury [12], [14].

Teorie chyb mé za sebou pomérné znacnou historii. Celkové se za moderniho
zakladatele teorie chyb povazuje Jacob Bernoulli. Obecné totiz nemiizeme fict o zadné
namétfené hodnoté, Ze byla zméfena bez chyby s absolutni ptesnosti. Bez chyby nemutizou
zustat ani pristroje. Chyby jsou zpisobené¢ nedokonalosti nasich smysld, neptesnosti
pfistroji, kterymi métime, nebo nemoznosti splnit Giplné piesné podminky pro dané méteni
(napt. vlhkost, tlak). Dal§imi pifi¢inami jsou vn&jsi vlivy (otfesy budov, apod.). Abychom
snizili pravdépodobnost vyskytu chyb, je dilezité, vybrat sprdvnou metodu a méfici
pfistroje.

O existenci chyb se muizeme piesvédCit, Ze stejné méfeni budeme opakovat
vicekrat. Po vétSim poctu méfeni odhalime, ze jsme ziskali odlisné vysledky a nikoliv vzdy

stejné. Zjisténé vysledky se od sebe ve vétsiné méfeni 1i$i minimalné.

Chyby mtzeme rozdélit do tii skupin podle pivodu jejich vzniku:

1) hrubé chyby (omyly) — u téchto chyb je hlavnim faktorem nepozornost lidi pii méfeni,
zapisu vysledkti nebo pouzitim Spatné fungujicich pristroju aj. Vysledek, ktery vznikne
timto méfenim, pozname snadnéji, protoze se vice liSi od ostatnich vysledkd.
K dosaZeni vysledki se hrubé chyby nepocitaji, misto toho se udéla dopliujici méteni.

2) systematické chyby — vznikaji pfi pokusu na pouzivanych zafizenich nebo vné&j$imi
vlivy. Vzniklé chyby miizou byt zpiisobeny netplnosti, neptesnosti nebo nedokonalou
metodou. Patii sem i chyby osobni, které jsou zplisobeny schopnostmi pozorovatele
(patii sem naptiklad zaokrouhlovani, aj.). Muzeme je omezit, pokud pouzijeme rtizné
metody k méfeni a rizné piistroje.

3) nahodné chyby — vznikaji z blize neuréenych pticin. Zjistime je, pokud se po odstranéni
chyb hrubych a systematickych budou po méteni jednotlivé veli¢iny od sebe lisit a my
nebudeme schopni urcit pficinu, z jakého divodu k tomu dochazi. Jejich hodnoty
mohou byt kladné i zaporné a rizné veliké. Nejvice osciluji kolem nuly. K témto
chybam muze dojit po kolisani tlaku, teploty, aj. Piestoze jejich pfi¢inu nejsme schopni

urcit, pomoci rtiznych matematickych metod jsme schopni dané¢ chyby zpracovat,



protoze zname jejich charakteristické vlastnosti (velké chyby nejsou tak casté jako
malé, pfi nekoneéné velkém poctu méfeni je u nahodilych chyb soucet roven nule).

Abychom mohli zpracovat vysledky méfeni pomoci matematické statistiky, je
dalezité mit statisticky soubor naméfenych hodnot. V daném ptipad€ je to pocet méieni
a lépe je, pokud jich je co nejvice.

Velmi dobfe miizeme vysledky méteni ukazat na grafu. Na vodorovné ose budeme
umistovat usecky, které odpovidaji danému vysledku méfeni. Na svislé ose budeme
nanaset, kolikrat se dany vysledek v métenich objevil. Vysledek specifického n méieni
dané veli¢iny X bude vzdy jiny, ale celkové se budou vysledky nejvice uskupovat kolem

stfedni hodnoty X. Poté jestli x,, je n-ta naméfena hodnota, tak bude pro i platit
% =% x (1),

Cislo x se bude poté moci nazyvat aritmeticky primér ze vSech hodnot, které byly
nameéieny.

Velice podstatné je, ze takto uréeny aritmeticky pramér (viz. 1) neni plné piesny.
Dano tim, Ze kazdé dal$i méfeni ndm pozméni vysledek vypocteného X. Pfi nekonecné
mnoho méfeni bude aritmeticky primeér roven skute¢né hodnoté x = u . Pii velkém poctu

pokust a jejich méfeni dostaneme danou kiivku (viz. Obrazek 3)

ay

—~dx X=u +dx

Obrazek 3: Gaussova kfivka
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Obrazek 3 zobrazuje kiivku p(x), kde na vodorovnou osu nanasime naméiené
hodnoty x na svislé ose y nanaSime pocet méfeni, kde bylo vzdy vysledkem x.

Vyjadienim této kiivky se zabyval Gauss a dosel ke vztahu:

exp {_M } @

26°

p(x)=m/2_n

Stiedni hodnota (¢) nadhodné veli¢iny X urcuje vrchol Gaussovi kiivky. Rozptyl
(o?) urcuje, jaky tvar bude kiivka mit. Problémem miize byt, jak nejlépe prolozit
Gaussovu kiivku naméfenymi hodnotami. K tomuto tkolu je podstatné znat parametry u a
0?2, které zjistime pomoci metody maximélni vérohodnosti. Pro jejich zjisténi hledame
rozdéleni p(x), pro které zjisténé hodnoty {x4, ..., x,,} je nejvice pravdépodobné. Uréime si

L jako miru pravdépodobnosti, pro kterou bude platit:

L =px).p(x2). ..p(xn) = [lisap(x) @)

_(xi—w?

- } Proto muzeme
(o)

V tomto konkrétnim piipadé bude p(x;) = ﬁﬁexp{

—_n\2
napsat, ze L =[], 12n exp {— (XZ;) } Funkce L je tedy funkci dvou proménnych.

(9

Uréeni u a o2, aby funkce L mohla byt maximalni, provedeme pomoci matematické

analyzy.

dL(u,0) _  OL(u,0) _
ou ' 902 =0 (4)

Jelikoz L je funkci nezndmych parametr, které jsou odhadovany, metoda
maximalni v€rohodnosti je zaloZena na ziskdni takovych hodnot, kterd maximalizuji L.
V praxi maximalizujeme In L misto L, jelikoz obé operace jsou ekvivalentni a davaji stejné

vysledky. Funkce L a In L jsou monotdénni, z toho plyne, ze maji i stejné extrémy.

Ll —=n=-2[nLl] (5

9
u  ou da?
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Pomoci tprav bychom poté dostali, ze L = —gln[Zn] —gln[az] . Nyni budeme

derivovat podle p:

oL _0| np ooy (xi—u)zlz_z‘—(xi—u)zzxi—u

2 2 2
au ul 2 £ 20 e 20 o 20
n n n n n
aL X;i— U
—:O:Z :>Z(xi—u):0:>2xizz,u:>nu22xl:>
du s 207 : : : :
=1 =1 =1 =1 =
_ {1 X
n
Dale budeme derivovat podle o2 :
n n
aL oL n, (21] l le U _n, 1 (x; — 1)?
do?  do?| 2 nen nlo n 202 2 202 - 20%
i= 1=

Z (i—w? n
204 202

oL x;—Ww? n = (x; — p)?
— =0 = (‘ ,u)_ =O:ZM_n=O
202

do? , 204 , 202
=1 i=1
n n 2
X —
i=1

V tomto vyrazu pro o nezndme hodnotu u . Proto naSim dalSim krokem bude

vyjadieni o takové, ze nebude funkci p. K tomuto ukolu si zavedeme dana ¢isla:

g =X = U (6)
Ap=xp — X (7)
e —M=x—p (8

Rovnost (8) vznikla pomoci porovnani vyrazi (6) a (7). Nyni jsme schopni

pokradovat a vyjadiime o2,

n n
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n

n-—1

Poté upravami sumy Y'-,e? bychom dospéli postupné k vyrazu Y™, e? =
p Yy =1¢<i Y p p p y i=1¢<i

™ A?  Jelikoz jsme si zavedli vztah (9), ktery plati, tak budeme moci pokragovat:
=141

Postupné jsme tedy dospéli k tomu, ze hodnotam u a o, které jsou podstatné pro

uréeni Gaussovy ktivky, odpovida aritmeticky primér a stfedni kvadraticka chyba jednoho

méfeni:

n o Ny — )2
p= 1;11 -, 0 = —1‘1(;1 #) (10)

wevr

nyni rozebereme:

1)

2)

3)

charakteristika polohy — urcuje stiedni hodnotu nahodnych veli¢in. Zjisténé hodnoty
kolem stfedni hodnoty kolisaji. V tomto pfipadé je to odhad skute¢né hodnoty. Polohu
charakterizuje median (specificka hodnota, kterd rozdéli obor ndhodné veli¢iny na dvé
poloviny se stejnou pravdépodobnostni hodnotou). Dalsi, co milzZe charakterizovat
polohu, je modus (veliina s nejvétsi Cetnosti vyskytu) a aritmeticky pramér, ktery je
uhrnem hodnot veliiny v souboru déleny rozsahem souboru.

charakteristika SpiCatosti a Sikmosti — tyto dvé charakteristiky ukazuji, zda na méfeni
nem¢l vliv faktor, ktery by zptisobil asymetrii a zda se velké chyby neobjevuji na ukor
malych a opacné (vliv na $picatost). Zde je nejvice pouzivan koeficient Sikmosti
(tzv. tieti normovany moment) A = u3(t) = “z—gx) Tato charakteristika pro rozdéleni,
ktera jsou symetricka, je rovna nule. Koeficient $picatosti (Ctvrty normovany moment)
muzeme pouzit pro charakteristiku Spicatosti p,(t) —3 = ”‘;—Fj‘) — 3. U normalniho
rozdéleni je roven nule. Pokud je koeficient kladny, dané rozd€leni je oproti
normalnimu rozdéleni Spicatéjsi a naopak pokud je zaporné, je vice ploché.
charakteristika variability — ukazuje, jak se hromadi naméfené hodnoty kolem stfedni
hodnoty (jestli jsou vice nebo méné rozptylené). Proménlivost se charakterizuje pomoci

sttedni kvadratické odchylky od dané stfedni hodnoty. Proménlivost mizeme také

13



charakterizovat pomoci primémé odchylky nebo také pravdépodobné odchylky

od stfedni hodnoty.
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4 NORMALNI ROZDELENI A ROZDELENIi Z NEHO
ODVOZENA

Vypracovano s vyuzitim literatury [1], [2], definice piejaty z literatury [21].

Pro pokracovani si nejdiive zavedeme pojmy, které nyni budeme pouzivat. Budeme
uvazovat, ze mame pravdépodobnostni prostor {Q, A, P}. Q je neprazdna mnozina vSech
vysledkt nahodného pokusu, vysledky oznacujeme w. A je o-algebra sestrojena na Q.

P: A - (0,1) c R je funkce piifazujici kazdé mnoziné A € A jeji pravdépodobnost.

Definice

Nahodnou veli¢inou rozumime kazdé méfitelné zobrazeni X z

{Q,A,P}doR.

Dulezité si je uvédomit, ze existuji dva typy nahodnych veli¢in. Jestlize mnozina
moznych vysledki nahodné veli¢iny obsahuje kone¢né mnoho hodnot, pak mluvime
0 diskrétni ndhodné veli¢iné. Pokud mnozZina moZnych vysledkli nahodné veliCiny

obsahuje nespocetné mnoho hodnot (je interval), pak hovotime o spojité nahodné veli¢inég.

Definice
Funkci F(x): R —> R definovanou vztahem Fy(x) =P(X <x)

nazyvame distribué¢ni funkei ndhodné veli¢iny X.

Diilezité si je uvédomit, ze existuji dva typy nahodnych veli¢in. Jestlize mnoZina
moznych vysledki nahodné veliCiny obsahuje kone¢né mnoho hodnot, pak mluvime
0 diskrétni nahodné veli¢in€. Pokud mnozina mozZnych vysledkli ndhodné velic¢iny

obsahuje nespocetné mnoho hodnot (je interval), pak hovofime o spojité ndhodné veli¢in€.

Definice
Pro nadhodnou veli¢inu X definujeme hustotu pravdépodobnosti f (x)

dFx(x)
d

pomoci distribu¢ni funkce Fy(x) vztahemfy(x) = nebo

Vv integralnim tvaru Fy(x) = fio f(t)dt.
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Distribucni funkce tedy pfifazuje kazdému redlnému cCislu pravdépodobnost, ze ndhodna
veli¢ina nabude hodnoty, kterd je mensi nebo rovna tomu ¢islu.
Nez se zaméiime na normalni rozdéleni, popiSeme si zde par zakladnich rozdéleni

diskrétnich nahodnych veli¢in, s kterymi budeme v nésledujici ¢asti také pracovat:

Alternativni  rozdéleni A(p) predstavuje Uspéch nebo nelGspéch  pokusi
s pravdépodobnosti 0 < p < 1. Alternativni rozdéleni nabyva pouze dvou hodnot
(aspéch — 1, netspéch — 0).

PX=1)=p,PX=0)=1-p.
E(X) =p,VAR(X) = p(1—p)

Binomické rozdéleni Bi(n, p) predstavuje pocet Gspéchi v n nezavislych pokusech, kdy

pravdépodobnost Gspéchuje 0 < p < 1.
n
P(X =k) = (k) pk(1 =) k=123, ..,n

E(X) = np,VAR(X) = np(1 —p)

Poissonovo rozdéleni Po(1)1 > 0 piedstavuje pocéet udalosti, ktera nastanou za urcity ¢as.
/1k
— 1) = o2
PX=k)=e =

E(X) = L, VAR(X) = A

4.1 NORMALNI ROZDELENI

Normalni rozdéleni je ur¢eno dvéma parametry. Prvnim z nich je stfedni hodnota,
ktera charakterizuje polohu (u tohoto konkrétniho budeme znacit 4 a ne E(X)). Druhym
parametrem je smérodatna odchylka (piSeme o), ktera charakterizuje variabilitu nahodné
veli¢iny X. Mame-li urCeny dané parametry, mizeme nahodnou veli¢inu X, kterda ma
normélni rozdéleni, zapsat takto: X~N (u,02),u € R,6%> > 0. Potom miize nabyvat

veli¢ina X hodnot od —oo do +oo.

Definice
Nahodna veli¢ina X ma normalni rozdéleni N (u, 62) pravé tehdy, kdyz ma
_G&-p?

hustota pravdépodobnosti tvar: f(x) = G—\/lz_ne{ 20% } pro x € (—oo, +0)
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Obriazek 4: Graf hustoty norméalniho rozdéleni

Grafem hustoty je Gaussova kiivka (obr. 4). Z obrazku 4 si miZeme vS§imnout, Ze
sttedni hodnota uréuje, kde kiivka dosahuje svého maxima. Smérodatna odchylka urcuje,
jak je roztazena do Sifky. Hustota pravdépodobnosti ndm vsSak nic nefikd o piipadné
pravdépodobnosti. Abychom urcili pravdépodobnost dané ndhodné veliCiny, je potieba

distribu¢ni funkce, kterou ziskame integraci hustoty pravdépodobnosti:

1 x {_(X—u)z }
F(x) = J el 20° Jdt,x € (—o,40) (11)
oV2n J_w

Normalni rozdéleni je velice dulezité, protoze se vyskytuje nejcastéji. Timto
rozdélenim se fidi velké mnoZstvi ndhodnych veli¢in (vySky, objemy hrudniku, vahy,
chyby v méfeni). Casto budeme moci aproximovat (nahradit) nespojita i spojita rozdéleni
pomoci N (p, 62). DiileZita je symetrie kolem x = u, protoZe rozd&lime-li zadanou kiivku
piesné v bodé u, ziskame dvé totozné poloviny. Normalni rozdé€leni i s rozdélenimi z n¢j

odvozenych se vyuzivaji pti testovani hypotéz, bodového odhadu, aj.
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Vypocet E(X), VAR(X) :

+00 +o0 1 {_M} X — U
EX) = f x. f(x)dx = f X. el 2¢* Jdx = (substituce = t)
—o - OV2m o

tZ
e 2.o0dt

=f_oo(a.t+u).0m

+o0 1 t2 +o0 1 t2
= 0. t. e 2.0dt+ f . e 2.0dt=04+ul=yu
.f_oo oV2an H —o OV2m

e{_% }dx

VAR(X) =f_ (=) f(x)dx = f_ (x—#)z-cm

. xX—p
= (substltuce - = t)

400 " 1 t2 5 1 t2 400 t2
= o.t*.—.e 2.0dt=0°.—.| lim|—t.e” 2 +f e 2dt
-’;oo VZT[ VZT[ <n_>00|‘ l —o0 >

= 02.\/%.(0+\/ﬁ) =¢g?

Priklad 4.1.1

Mame danou ndhodnou veli¢inu X, kterd je urena rozdélenim N(12,9). Jaka je
pravdépodobnost, ze X bude nabyvat hodnoty a) mens$i nez 13, b) vétsi jak 19,
c) 11<X<17?

ReSeni:
a) P(X<13) =P(—0 <X <13)=F(13) - F(—-) = F(13)

Urc¢it, ¢emu se rovna distribuéni funkce pro hodnotu 13 lze vice zpisoby. Prvnim
Z nich je prevést si normalni rozdéleni na normované normalni rozdéleni (viz. nize).
Druhym zpiisobem je vypocet pomoci Excelu, kde je ptfeddefinovana funkce NORMDIST.
Nyni pouZzijeme druhou moZzZnost.

P(X <13) = F(13) = NORMDIST(13;12;3;1) = 0,630559

Prvnim ¢islem v zavorce je hodnota distribu¢ni funkce, kterou pocitdme. Druhym
parametrem je stfedni hodnota normalniho rozdéleni, tfetim smérodatna odchylka uré¢eného
rozdéleni a poslednim je pravdivostni hodnota 1 (zadavd se vzdy, kdyZz chceme urcit
hodnotu distribu¢ni funkce). Nahodné veli¢ina X bude tedy mensi nez 13 s 63,0559%

pravdépodobnosti.
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b) P(X>19)=P(19<X<x©)=1-F(19) =1—- NORMDIST(19;12;3;1) =
0,009185
Vysledna pravdépodobnost, ze bude vétsi jak 19, je 0,9185%.

)  P(11<X < 17) = NORMDIST(17;12;3;1) — NORMDIST(11; 12;3; 1) =
0,582769

Nahodna veli¢ina bude v rozmezi 11 az 17 s pravdépodobnosti 58,2769%.

4.2 NORMOVANE NORMALNI ROZDELENI

Jedna se o modifikovany piipad normalniho rozdéleni, kdy bude yu = 0,02 = 1.
Znaci se U. Hodnoty normovanych veli¢in po¢itdme pomoci predpisu: U = X#

Hustota pravdépodobnosti pro normované normalni rozdéleni:

2

1w
f(u)=\/7—n-€ 2 (12)

Pro vypocet distribu¢ni funkce provedeme integraci hustoty:

t2

@ e zdt  (13)

1 u
V2 f_oo
ProtoZe dané rozdé€leni je tabelovano, vyuZiva se pii vypoctu piikladi u normalniho
rozdéleni. Postup pii vypoctu, mame-li ndhodnou veli¢inu, kterd ma normalni rozdéleni je
nasledujici. Zjistujeme jeji distribuéni funkci F(x) = P(X < x). Poté nahodnou veli¢inu

X ptevedeme podle pfedpisu na normovanou normalni veli¢inu:

<

Fe) = P(X <) =P ) =PW <w = FQw.
Diulezitou vlastnosti, ktera vyplyva ze symetrie, pro normalni a normované
normalni rozdéleni je nasledujici: hustota pravdépodobnosti se rovna hustoté

pravdépodobnosti ze zapornych hodnot hustoty dané veli¢iny.
fG)=f(=x) (14
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Potom plati:

F(—x) =1—-F(x) (15)

Pokud zname tento vztah (15), uz neni dulezité znat vSechny hodnoty pro hustotu a
distribu¢ni funkci, a budou stacit pouze kladné hodnoty. Konkrétné budeme moci psat:
PX<-1)=1-PX<1) (16)
PX<-1)=PX>1) (17)
Pro distribu¢ni funkci:

F(-1)=1-F(1) (18)
Priklad 4.2.1

Mame danou nahodnou veli¢inu X Snormalnim rozdélenim N(12,16). Jaka je

pravdépodobnost, Ze X bude nabyvat hodnoty a) mensi nez 4, b) vétsi jak 13, ¢) 8<X<11?

ResSeni:
a) Pfevedeme nahodnou veli¢inu X na nahodnou veli¢inu U, kterd bude mit

normované normalni rozd¢€leni.
X —12 < 4—-12
4 4
Nyni vyuzijeme symetrie, kde plati vztah (15).
PU<-2)=1—-F(2)

P(X<4):P< )=P(U<—2)

Najdeme hodnotu distribu¢ni funkce pro normované normalni rozdéleni v tabulkéach.
1-0,97725 = 0,02275

Pravdépodobnost, ze nahodna veli¢ina bude mensi nez 4 je 2,275%.

b) P(X>13)=1-P(X<13)=1-F(13)
Zde musime provést transformaci na normované normalni rozdéleni, protoze hodnotu

distribu¢ni funkce pro normalni rozdéleni v tabulkdch nenalezneme.
X—12 13-12
4 < 4
Nyni najdeme hodnotu distribu¢ni funkce pro u = 0,25 v tabulkach a vyjde nam:
1-0,59871 = 0,40129

1—P(X<13)=1—P( >=1—P(U<%)

Pravdépodobnost, ze nahodna veli¢ina bude vétsi nez 13, je 40,129%.
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C) Transformujeme opét na normované normalni rozdéleni:
8—12<X—12<11—12
4 4 4

Nyni odecteme od sebe hodnoty distribu¢nich funkci a vyuzijeme i vlastnosti, ze se jedné o

P(8<X<11)=P( )=P(—1<X<—%)

symetrickou funkci.

F (— %) _F(=1) = [1 _F (%) —1- F(1))] — F(1)—F G) — 0,84134 — 0,59871
— 0,24263

Pravdépodobnost, Zze ndhodna veli¢ina X nélezi do intervalu od 8 do 11 je 24,263%.

4.3 PEARSONOVO y%-ROZDELENI

x? (8teme chi kvadrat) rozdéleni je prvnim z odvozenych od normalniho rozdéleni.
Ma pouze jeden parametr v (poCet stupiii volnosti). Mame-li v nahodnych veli¢in
Uy, Uy, Us, ..., U,, které jsou navzajem nezavislé (viz. pojmy vySe) a kazda znich je
normovanym normalnim rozdéleni N (0,1), potom soudet &tvercli oznatujeme y?-rozdéleni

se stupném volnosti v.
v
¥=) Ut a9
i=1

Zde si mUZeme vSimnout, Ze pocet stupiili volnosti je dan poctem nahodnych
veli¢in, které s¢itame. Stfedni hodnota je rovna poctu stupnt volnosti a rozptyl je roven

dvojnasobku poctu stupiiti volnosti.

Ex®») =v,D(y*) =2.v (20)

Hustota pravdépodobnosti pro y?2-rozdélent:

1 X vy
f(x)—zgf (%)e () (21)
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(7%

v=n-1

Obriazek 5: Graf hustoty )(Z se stupni volnosti v.

Z obrazku 5 je vidét, ze kiivky hustot y? jsou asymetrické. U malych vybéri je
asymetrie znacna. Pfi v > 100 budeme dané rozdéleni povazovat uz za normované
normélni rozdéleni. Hodnoty x? jsou tabelovany v statistickych tabulkach. Funkce I

(Euleriiv integral) bude mit pro p > 1 dana ptedpis:

o]

r'(p) =f xP~l e *dx (22)
0

Distribuéni funkce:

1
E,(x) = v

()

je tabelovana. Misto ni mohou byt tabelovany jen kvantily nebo kritické hodnoty. Kvantily

f Cehtar (23)
0

)(5 budeme chapat jako hodnoty, které splituji pro uréené v vztah:

P(x*<x)=p, (%

22



Kritické hodnoty y2 naproti tomu budou spliiovat vztah:
P*>xa)=a=1-p, (25
kdy a popisuje riziko nebo hladinu vyznamnosti.

V&tsi vyuziti ma y2-rozdélent pii statistickych aplikacich:

a) pokud provadime test dobré shody (urovani nahodnych veli¢in zda nepochazi
z nekterého konkrétniho rozdéleni).

b) k ovéfeni nezavislosti nahodnych veli¢in.

c) ke kontrole a ovéfeni (na zaklad¢ dat), zda dva a vice vybéru budou homogenni
k urcité veli¢iné. Ptikladem mohou byt nédbozenské nazory a jejich urceni, jestli
jsou ruzné v odlisnych oblastech.

d) mame-li dany nahodné veli¢iny X;,X,, X3, ...,X,, které budou mit rozdéleni
N(u,c?), potom vyb&rovy rozptyl (viz. 26) vydéleny 62 a soub&zné vynasobeny
(v — 1) bude mit rozdéleni y?(v —1). Velice ¢asto je to potom vyuZivano
V testovani hypotéz.

Y (X — x)?

S§? =
n—1

(26)

4.4 STUDENTOVO ROZDELENI

Casto se oznaduje jako t-rozdéleni. William Sealy Gosset odvodil t-rozd&leni, aby
mohl s malym poctem vzorka ziskavat pouzitelné zavéry piikladi a pokusi. Ma jeden
parametr v, ktery udava pocet stupnil volnosti.

Mame danou nadhodnou veli¢inu U s rozdélenim N (0,1) a ndhodnou veli¢inu Z, kterd ma
rozdéleni y?(v). Jestli jsou dané ndhodné veli¢iny nezavisle, potom plati, Ze nihodna
veli¢ina

T = (27)

X2
v

ma t-rozdéleni o v stupnich volnosti. Struéné se znaci t,,.

23



Stfedni hodnota a rozptyl jsou rovny:

E(X) = 0,D(X) = % (28)

Hustota pravdépodobnosti pro t-rozdéleni:

v+1) .2 _lth_l
ﬁ(t)=—2<1+—> —o<t<ov=12. (29
r (%) vak v

f(t)

v/v-2 = giika kiivky

(v=n-1)

Obrazek 6: hustoty t-rozdéleni

Na obrazku 6 je zobrazeno t-rozd€leni pro rizné velké soubory. Rozsah vybéru
ur¢uje n, v udava pocet stupntl volnosti. Z obrazku je patrné, ze Studentovo rozdéleni je
symetrické s vrcholem v nule. Pfi zvétSovani vybéru se kiivka zvySuje a zuzuje. Pro
v > 100 Ize nahradit rozdélenim N(0,1).

Distribuéni funkce:

Fy() = f f®dt (30)

Vyuziti t-rozd€leni je mnoho. Uvedeme zde nékolik ptikladii (vice popsano v
kapitole s vyuzitim):
a) Pii intervalu spolehlivosti pro u, kdyz nezname 2. Necht’ Xy, ..., X;, je vybér
ZN(u,0%), n> 1,02 > 0. Nasim ukolem je sestrojit oboustranny interval spolehlivosti

pro u na hlading 1 — a. Nyni vyuZijeme véty: Necht' Xj, ..., X, je vybér z N(u,c?), kde
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n>2ao? >0, ndhodna veli¢ina T = %\/ﬁ ma rozdéleni t,_;. Nasledn¢ dostaneme
P{IX — ulvn/S < t,_1(@)} =1 —a. Z rovnice dostaneme P{X — St,_,(C)/Vn<u<
X+ St,_1(a)/vVn} =1—a. Nami hledany interval spolehlivosti pro uje tedy X —
Stu_1(@)/Nn, X + Sty_q1(a) /Vn

b) Jednovybérovy t test. Budiz X, ..., X,, vybérz N(u,c?), kde n > 1. Parametr

a2 > 0 je neznamy. Potieba testovat hypotézu Hy: . = o proti Hy : u # pg, kde pg je
dané ¢islo. Hypotézu H, budeme moci zamitnout, kdyz bude X hodné vzdalené od ¢isla py.
H, tedy zamitneme na hladiné a, kdyz bude platit |X — po|vVn/S = t,_; (). Neplati-li

nerovnost, tak H, nezamitame. S zjistujeme z S% = ﬁ (X, X7 —nX?).

Priklad 4.4.1

Mame automat, ktery plni soli balicky o hmotnosti 1kg. Pti kontrole byly pii
presném pievazeni 5 balickl zjistény odchylky (v gramech) od pozadované hodnoty. Dané
odchylky byly —3,2,—-2,0,—1. Ukolem je zjistit, zda dany automat nema systematickou
odchylku od hodnoty, kterou vyzadujeme?

Reseni: jednotlivé odchylky budeme povaZovat za realizaci nezavislych ndhodnych veligin
s rozdélenim N (u, 02), kde o2 je nezndma. Musime otestovat hypotézu Hy: u = 0.

n=>5 =0

n
1 1
xz—E X;==(-3+2-240-1) = —0,8;
ni=0 5

n

1
52 = (fo _nx?) =

n—1
i=0

= %{[(—3)2 +22 4+ (=2)2 4 0% + (-1)?] - 5.(—0,8)*} = 3,7;

S =1,9235;
X - #0 _0,8
T = = 5=-0,9300
S Ve 1,9235 e

Pak lze porovnat 0,9300 < t,(0,05) = 2,776. Z toho muzeme vidét, Zze zjisténa
data neodporuji predpokladu, Ze dany automat nema systematickou odchylku.
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c) Parovy t test. Budeme mit vybér(Yy, Zy), ..., (Yn, Z,,), ktery bude nahodny, z daného
dvojrozmérného rozdéleni, a ktery bude mit vektor stfednich hodnot (4, ;). Nasim
ukolem bude testovat hypotézu H,: pu; — u, = A, kde bude A né&jaké dané Eislo. Potom
mame nezavislé ndhodné velic¢iny X; = Y; — 73, ..., X, = Y, — Z,,. Budeme predpokladat,
ze dané veli¢iny maji normalni rozdéleni, pak je ziejmé, Zze u; = u,. Splnime-li tyto
predpoklady, bude se jednat o test Hy: u = A proti Hy: u # A. Z toho se opét dostavame
k pfedchozimu vyuziti, kterym je jednovybérovy t test. Hypotéza bude moci byt zamitnuta
na hlading (a), kdyz|X — Alvn/S > t,_,(@). Tento test je vyuzit v piipadech, kdy jsou
na kazdém z n objekti méfeny pouze dvé veli¢iny. Piikladem mutze byt prah slysitelnosti

u lidi na rizné frekvenci zvuku. Zjistujeme, zda levé a pravé ucho maji stejnou citlivost.

Priklad 4.4.2

rrrrrr

rychlosti. Mame 6 novych osobnich automobilii, které maji spravné sefizenou geometrii

vozu. Po delsi dob¢ se u nich zjistilo, o kolik mm se sjely jejich pfedni pneumatiky.

Cislo 1 2 3 4 5 6
automobilu
Sjeti pravé 1,8 1,0 2,2 0,9 15 1,6
pneumatiky
Sjeti levé 1,5 1,1 2,0 11 1,4 1,4
pneumatiky
Rozdil 0,3 -0,1 0,2 -0,2 0,1 0,2

ReSeni: Rozdilem budeme rozumét realizaci nezavislych veli¢in s rozdélenim N(u, 02).
Jestlize se u aut sjizdé¢ji predni pneumatiky stejné, bude hypotéza Hy: u = 0.
n=6 A=0;

n

1 1
%= HZ X; =2 (03-0,1+02-02+0,1+02) = 0,0833

i=1

n—1

n
1 _
$=——() Xt -ni?) =
i=0
1
= (037 +0,17 + 027 + 027 + 0,17 + 0,2% — 6.0,0833%) = 0.0377;
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S =0,1941;

X — u /e 0.0833

5 0'1941\@: 1,0512.

T =

------

pfedni pneumatiky stejné, protoze 1,051 < t5(0,05) = 2,571. K lep$imu a piesnéjsimu

uréeni bychom pottebovali vétsi vyber.

4.5 FISHEROVO-SNEDECOROVO ROZDELENI

Toto rozdéleni se jinak také nazyva F-rozdéleni. Mame dvé nezavislé veliCiny
y1Y,. Veli¢ina y; ma rozdéleni x? 0 vy stupnich volnosti, veli¢ina y, méa x? rozdéleni

0 v, stupnich volnosti, potom ndhodna veli¢ina

Y1,
V1
Z = V2 (31)
(&)
ma F-rozdéleni, jehoZ hustota je rovna:
v+ v,) 21

_ F( 2 E 2 "y E —(v1+v5)
fm.vz(Z)—F(%).F(%).< ) .Z 2 _(1+v2_z) 2 (32)

Distribuéni funkce:

Foop(2) = f foo@dz  (33)
0

27



f(F)

8:;60

ViiVa

Obrazek 7: hustoty F-rozdéleni o riiznych stupnich volnosti a rizném vybéru

Je patrné (viz. obrazek 7), ze kiivka je asymetricka. Pfi mensich vybérech je asymetrie
VEtsi.

Stfedni hodnota a rozptyl nahodné veli€¢iny Z s F-rozd€lenim jsou rovny:

v 2v2. (v, + v, — 2
2_ p(z) = 2. (v + v, —2)

E(Z) = vy —2 V1. (v, — 2)2. (v, — 4)?

(34)

Uplatnéni F-rozd€leni je velice Siroké. Zakladni vyuziti test o shodnosti rozptylu
dvou nahodnych veli¢in, testy v regresni analyze a test o shodé¢ stiednich hodnot pro vice

nahodnych veli¢in.

4.6 GAMA ROZDELENI

Gama rozdéleni je zavislé na dvou parametrech m a §. Nadhodna veli¢ina X ma

gama rozdéleni, kdyzm > 0, 6 > 0 a jeji hustota pravdépodobnosti je rovna

1 x
f(x) = W(m).xm_le_g x>0, (35)
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pak oznac¢ime veli¢inu, ktera ma gama rozdéleni:

X~I'(m,8)  (36)

Hustota pravdépodobnosti Gama rozdéleni

Obrazek 8: Hustota pravdépodobnosti Gama rozdéleni s parametry m=5,6=2

Na obrazku 8 je zobrazena hustota pravdépodobnosti pro parametry m = 5,8 = 2.
Rozdéleni X~I"(m, ) je asymetrické. Je-li m < 1, je hustota klesajici funkci. Vyuziva se
V teorii spolehlivosti, pfi popsani velikosti ¢astic disperznich fazi kovovych materidld, aj.

Distribu¢ni funkci vyjadiime:
X
F(x) = f f(t)dt (37)
0

Stfedni hodnota a rozptyl jsou rovny:

E(X) =m.$, VAR(X) = m. 8?2 (38)

Zvlastnim ptipadem I'(m, §) je Erlangovo rozdé€leni, kdy se m rovna pfirozenym
Cislim. Tento typ se vyuziva v teorii hromadné obsluhy. Ptikladem uvedeme obsluhu pfi
opravé n&jakého stroje. Oprava se bude moci rozlozit na n fazi, ktera na sebe budou
navazovat. Jednotlivé doby obsluhy v kazdé fazi jsou na sobé& nezavislé ndhodné veli¢iny,
které maji Erlangovo rozdéleni Erlang(0,d), kdy m = 1 a parametr § je stejny. Dalsim
ptikladem je zivotnost n slozek kde pracuje jen jedna a ostatni jsou v rezerve. Prestane-li
tato jedna konkrétni pracovat, je nahrazena jinou, atd. Jestli jsou na sob¢ nezavislé a kazda
ma rozdéleni Erlang(0,5)se stejnym parametrem &, potom se jednd o Erlangovo
rozd¢leni.

29



4.7 BETA ROZDELENI

Zavislé na dvou parametrech m; a m,. Ndhodna veli¢ina X mé beta rozdéleni

s parametry m,; > 0 am, > 0, jestliZe je jeji hustota pravdépodobnosti f(x) rovna

fx) = a1 —x)meml x € (0,1), (39)

B (mlf mZ)
potom nahodnou veli¢inu X, ktera se tidi beta rozdélenim, znaCime:
X~B(my,my) (40)

Tvar hustoty pravdépodobnosti je zavisly (viz Obrazek 9) na danych parametrech:

Hustota my m, Tvar funkce
pravdépodobnosti
hx1 <1 <1 Tvar podobny
pismenu U
hx3 <1 >1 Klesajici
hx4 > 1 <1 Rostouci
hx5 >1 > 1 Unimodalni kiivka
hx6 > 1(my = my) > 1(my = my) Symetrie kolem
bodu 0,5
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Obrazek 9: Rizné typy grafi hustoty beta rozdéleni

Obrazek 9 zobrazuje graf pro rizné veliké hodnoty parametru, které jsou uvedeny
v tabulce vyse.

Stfedni hodnota a rozptyl jsou rovny:

E(X) = —2 _ Dx) = M 1

41
my; +m, (m; +my)%2.(my+my,+ 1) (41

Beta rozdéleni se vyuziva prevazné v ekonomii.

4.7 KRITICKE HODNOTY

Kritické hodnoty vyjadiuji hranici, kterou nahodnad veli€ina prekroci
s pravdépodobnosti a. MiiZze se jim fikat v nékterych ptipadech také kvantil. Kritické
hodnoty jsou nadefinované pro kazdé¢ rozdéleni jinym zplisobem. Jejich hodnoty
nalezneme v tabulkach.
Kritické hodnoty pro normalni rozdéleni u(a):

X~N,1), PXzul(a)=1—-«a
Kritické hodnoty pro Pearsonovo rozdéleni y7 (a):
X~xt PX2xi(@)=a
Kritické hodnoty Studentova rozdélenit,, (a):
X~t,(a), P(—tk(a) <X< tk(a)) =1-a
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Kritické hodnoty pro Fisherovo-Snedecorovo rozdéleni F, ., (a):
X~Fyy (@), P(X2Fyp (@) =a

Kritické hodnoty pro Fisherovo-Snedecorovo rozdéleni F, ,, (a) jsou tabeloviny pro

0 <a<0,5 kdyz 0,5 < a < 1 pocitame kritické hodnoty ze vztahu:
1

F, =
V1,V (a) Fvl,vz (1—a)
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5 VYUZITI NORMALNIHO ROZDELENI

V této kapitole rozebereme nékteré moznosti vyuziti normalniho rozdéleni
arozdéleni z ného odvozenych. Vypsani vSech moznosti vyuziti, by bylo na velice

obsahlou knihu, a proto zde rozebereme jen nékter¢.

5.1 TESTOVANI HYPOTEZ
Vypracovano s vyuzitim literatury [22], [24].

5.1.1 UVOD DO TESTOVANI HYPOTEZ

U hypotéz se délaji urcité zavéry, které se tykaji zékladniho souboru. Zavérem
nebude ¢islo, ale vyrok (napt. vysledkem nebude, Ze pramér lezi s danou pravdépodobnosti
vintervalu od 14 do 19, ale to zda je pramér zakladniho souboru roven 16,5 s jistou
pravdépodobnosti). Vyrok mé urcitou spolehlivost (obsahuje urCitou moznost chyby).
Abychom mohli vyslovit né&jakou hypotézu, musime wud€lat ndhodny vybér
(napt. 50 chlapct na zakladni $kole) ze zakladniho souboru (vSichni chlapci na Skole).
Jakmile mame nahodny vybér urCen, budeme moci z tohoto nahodného vybéru délat
zavery, které se tykaji parametrti zékladniho souboru.

Budeme-li vySetfovat n&jaké normalni rozdéleni N(u,c?), pak miZeme fici, Ze
0 samotné normalité nejsou zddné pochybnosti. Aby se ndm co nejjednoduseji pracovalo,
mizeme piedpokladat, ze hodnota parametru 62 > 0 je ndm znidma a o parametru u Se
domnivame, Ze by mohl byt roven pu,. Proto tvrzeni Hy: u =y, nazveme nulovou
hypotézou (nazyva se nulova, protoze vyjadiuje zadny nebo nulovy rozdil mezi
testovanymi soubory), jelikoZ si tim nejsme jisti. Druhou moznosti je alternativni hypotéza

(H,), ktera mtize byt oboustranna nebo jednostranna:

Hy:p # po (42)
Hy:p > po (43)
Hytp < o (44).
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Dvoustrannou hypotézu (42) mizeme pfijmout nebo nepfijmout, a to bude nas
vysledek, ktery hledame. Pravostrannd hypotéza (43) nam tekne, ze pramér zékladniho
souboru je vétsi nez Hy. Oproti tomu levostranna hypotéza nam tika, ze pramér zakladniho

souboru je mens$i nez Hy. My budeme dany test tvofit, abychom dokézali H; a zamitli H,.

5.1.2 HLADINA VYZNAMNOSTI A DRUHY CHYB

Velice dulezité je urcit hladinu vyznamnosti testu (pravdépodobnost, Ze zamitneme
nulovou hypotézu, ale pfitom plati). My na zaklad¢ vysledku ndhodného vybéru hypotézu
muizeme piijmout nebo zamitnout, a proto pfijeti nebo zamitnuti H, mize byt spravné ale
I Spatné. Muzeme se dopustit jedné ze dvou chyb. Prvni je chyba 1. druhu (zna¢ime «). Pfi
této chyb¢ zamitdme H,y, kdyz plati. Druhou je chyba 2. druhu (zna¢ime f). Pti této chybé
ptijimame hypotézu H,, kdyz neplati. Test, ktery by minimalizoval a a [ neexistuje,
protoze chyby spolu souvisi (¢im mensi je a, tak tim vétsi je § a naopak). My tedy budeme
pokracovat zvolenim a, kterd pro nas bude tedy hladinou vyznamnosti. « budeme volit

co nejmensi (1%, 5%, 10%).

5.1.3 POSTUP SESTROJENI HYPOTEZY

Mame-1i ur¢enou hladinu vyznamnosti, vybereme testové kritérium (T), do kterého
budeme dosazovat konkrétni hodnoty. Vysledkem budou ur¢ité hodnoty. Mnozina vsech
hodnot, kterych muze testovaci kritérium nabyt, se bude nazyvat vybérovy prostor (S),
ktery rozdélime na 2 ¢asti. Prvni je obor piijeti (V). Hodnoty nalezici V fikaji, Ze lze
piijmout H,. Druha c¢ast je kriticky obor (W). Spadaji-li hodnoty do W, pfijimame H;.
Hranice bodu, které odd€luji V od W, nazveme kritické body. Velikost W zalezi na chybé

prvniho druhu (), kterou volime. Je potieba splnit

a=P(T€W/Hy)  (45)
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Rovnost (45) ukazuje, jestli vysledek z testového kritéria bude nalezet do kritického
oboru a bude platit H,, tak je potom roven a (1%, 5%, 10%). Pii obraceni (1 — a)
ziskavame, s jakou pravdépodobnosti bude platit H;.

Budeme vzdy urcovat H;. Kdyz pro pfijeti alternativni hypotézy H; svéd¢i nizké

hodnoty testového kritéria, potom kriticky obor uréime intervalem:
W = (Thin, To)- (46)

Tinur€uje, jaké nejmensi hodnoty miize testové kritérium nabyvat. T, je alfa procentni
kvantil pro rozdé€leni testového kritéria pifi platnosti H,, protoze kazdé testové kritérium
bude uréeno pomoci néjakého rozdéleni. Tento kvantil budeme hledat v tabulkach.

Pti vysokych hodnotach testového kritéria bude kriticky obor roven:
W = (T1-a Tax) (47)

Pfi extrémné nizkych, nebo extrémné vysokych hodnotach Ize kriticky obor vyjadfit:

W= (Toin Ta) U (T, 0, Tmax)  (48)
2 2

Piedem zvolené a nam urcéuje, jak velkou chybu 1. druhu jsme ochotni nést. Vyjde-
li vzavéru testu, ze T € W, pak je prokazana platnost H; a my piijimame 100a%

moznost, Ze dany vyrok je Spatng. Pfi T € V fekneme, Ze H, nebyla prokazana.

5.1.4 PARAMETRICKE TESTY

Zde vyuzivame piedpokladu, ze zname rozdéleni zakladniho souboru. Z vétsi Casti
se jedna o normalni rozdeleni. Hlavnim cilem je vytvaret vyroky o charakteristikach
(parametrech rozdé€leni) daného zdkladniho souboru, z kterého udélame ndhodny vybér
a sestavime hypotézu Hy: u = p.

Pted samotnym testovanim je nutné brat v avahu rozsah vybéru, jestlize je maly
nebo velky (nad 100). Potom vyuzijeme ptedpis pro konkrétni testové kritérium. Musime
také znat rozptyl zdkladniho souboru. Jestlize ho znat nebudeme, musime urcit vybérovy

rozptyl, ktery se vypocte ze vzorce:
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Liz1(xi — %)

52 =
X n—1

(49)

Je-li rozsah vybéru vétsi nez 100 a zname rozptyl, potom plati:

U=x;M.ﬁ (50)

Pro rozsah vétsi nez 100 a nezndmy rozptyl plati:

szs_“.\/ﬁ (51)

X

Pti rozsahu mens$im nez 100 a nezndmém rozptylu plati:

t=x5_“.\/ﬁ (52)

X

U rovnosti (52) pfi rozsahu menSim jak 100 a nezndmém rozptylu budeme
predpokladat, Ze misto normalniho rozdéleni plati Studentovo rozdéleni. Poslednim
krokem je urceni formulace alternativniho rozdéleni (jestli bude vétsi, mensi nebo neni

roven), protoze na jeho zakladé se bude odvijet volba kritického oboru.
Piiklad 5.1.4.1

Spolecnost vyrabi auta a garantuje zakazniklim, ze primérna spotteba je Sest litrii
na sto kilometrt. Hladina vyznamnosti & = 0,1. Vybrali jsme 20 aut, u kterych se spocetlo,
ze vybérovy prameér je roven 6,2 litrii a vybérovy rozptyl 0,9. Mame zjistit, zda spole¢nost
nevydava klamnou reklamu?

ReSeni:

Hy:u=6

Hi:u>6

Jestli bude platit H;, spole¢nost se dopousti klamné reklamy. Protoze mame vybér
jen z20 aut, pouzijeme testové kritérium t = % Vn, které ma pii platnosti  H,

Studentovo rozdé€leni.
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X — 6,2—6
K m=
Sy 10,3

Zjistime ty4(19) = 1,328 a uz vidime, ze 1,6329 > 1,328. Mizeme hypotézu H,

t= .V20 =1,6329

zamitnout a fekneme, Ze spolecnost vyuziva klamnou reklamu.

Piiklad 5.1.4.2

Vyrabime auta, kde jejich primérnd spotieba je 5 litrti na 100 kilometri. Vybrali
jsme 10 aut a zméftili jsme jejich priimérnou spotiebu (5,7; 4,3; 4,8; 6; 5,1; 5,3; 4,7; 5; 4,9,

5,1). « = 0,1. Mame zjistit, zda skute¢na spotieba je uvadénych 5 litrti na 100 kilometrti?

ReSeni:
Nejprve zjistime vybérovy pramer.

10

—.x; 50,9

g=Zinti 309 oo

10 10

Z dliivodu, Ze nezname rozptyl, musime spocitat vybérovy rozptyl.
10 (x; — 5,09)2

2 = — =
Sy = 10-1 0,23877

Hy:u=5
Hi:u#5
Resime dvoustrannou hypotézu. Mame pouze 10 vybéri, a proto vyuZijeme testové

kritérium, které pfi platnosti Hy bude mit Studentovo rozdéleni.

X—U 509 -5
t = An=———.V10 = 0,5824
Sx 10,23877
Zjistime si t,_01(9) = to95(9) = 1,833, a protoze se jednd o symetrické rozd€len,
2
to05(9) = —1,833. Hodnota testového kritéria spada do oboru pfijeti a my nemtizeme H,
zamitnout.
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5.1.5 HYPOTEZY ROZPTYLU

Logika vypoctu je uplné stejna jako u testovani praiméru. Mame testové kritérium,
které spocteme. Pak rozliSujeme, jestli spada do kritického oboru. Potom zamitdme nebo

ptijimame H,. Udé€lame si vybér a sestavime hypotézu
Hy: 0% = 0§, (53)

proti této nulové hypotéze vytvofime alternativni hypotézu (jednostrannou nebo
dvoustrannou)

Hy: 0% # 02 — dvoustranna hypotéza

Hy: 0% > 02 — pravostranna hypotéza

Hy: 0% < 02 — levostranna hypotéza.
Testové kritérium ma tvar:

(n—1).52
xP=——= (54)
0Oy

Pii platnosti H, ma statistika y2-rozdéleni s v = n — 1. Proto budeme u t&chto testl
hledat y? kvantily rozdéleni. Vyjde-li ndm pii oboustranné hypotéze hodnota testového

kritéria mensi nez kvantil s n — 1 stupni volnosti

X? < X (55)
2

nebo hodnota testového kritéria vétsi nez dany kvantil s n — 1 stupni volnosti

X% < X? (56)
=3

potom piijmeme H; a zamitneme H,,.

U jednostrannych hypotéz ziskame kritické obory nasledovné:
X2 < X% X?<X2, (57)

U levostranné hypotézy budou svéd¢it nizké hodnoty, budou-li mensi jak kvantil,
muizeme zamitnout Hy a pfijmeme H; a naopak. U pravostranné hypotézy budou svédcit

pro H; vysoké hodnoty.
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Priklad 5.1.5.1

Mame pfistroj, ktery plni balicky. Primérna hmotnost balicku je 250g. Vime, ze
smérodatnd odchylka daného stroje je 10g. Chceme zjistit, kdyz dany stroj vyménime
za novou technologii, jestli je lepsi a pfesnéjsi? Bylo vybrano 10 bali¢kd, u kterych byla
zjisténa nasledujici hmotnost (238; 250; 253; 246; 260; 251; 249; 252; 254; 248).

ReSeni:

Vytvotime si nejdiive danou hypotézu.
Hy:0 =10 - 0% =100
Hi:02 <10 - 02 <100

Nyni spocteme vybérovy primér a nasledné vybérovy rozptyl.

10

- i=1Xi
= = 250,1
=0
10 (x; — 250,1)?
S,% — l—1( L ) — 32’7
10—-1

Dosadime do testového kritéria.

_(n—1).8¢ (10-1).327
¢ 100

2

= 2,949

Zjistime z tabulek x305(9) = 3,33. Resime levostrannou hypotézu, bude muset platit
x% < x2 > 2,949 < 3,33. Vidime, Ze hodnota testového kritéria je mensi nez kvantil a
patii do kritického oboru. MiiZeme zamitnout hypotézu H, a pfijmeme H;(nové dosazena

technologie je U¢inn¢j$i nez starsi, kterd byla vymeénéna).

5.1.6 DVOUVYBEROVY T TEST O ROVNOSTI PRUMERU

Méme 2 zékladni soubory a délame dva na sob& nezavislé vybery. Pti téchto testech
rozliSujeme 3 moznosti, které by mohly nastat. Prvni moznost je, ze budeme znat rozptyly
zakladnich souboru. Druhou moznosti je, Ze nezname rozptyly, ale pfedpokladame jejich
rovnost. Tteti eventualita je, Ze neznamé rozptyly a ty jsou navic rizné. Podle toho,

0 kterou variantu se jednd, se bude muset upravit testové kritérium a dany test.
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Budeme-li znat rozptyly, provedeme nahodny vybér a vytvoiime hypotézu, kdy se

budou dané vybéry rovnat:

Ho: py = Uy (58)

Proti tomu vytvotime alternativni hypotézu:
Hy: py # U, — dvoustranna hypotéza
Hy: pq > pu, — pravostranna hypotéza
Hy: py < p, — levostranna hypotéza.

Testové kritérium bude rovno:

Xy — X

U=—-L =2 (59)
9 L 9%
ng N

Pii platnosti H, se jedna o N(0,1). Z toho vyvozujeme, ze kritické hodnoty jsou
brany jako kvantily N(0,1).

5.2 ODHADY PARAMETRU

Na statisticky soubor (x4, ...,%,), ktery ziskdme statistickym Setfenim, mizeme
nahliZet jako na vyb&rovy soubor ziskany realizaci ndhodného vybéru z ndhodné veli¢iny
X. Nyni si polozime otazku: Jestli pomoci parametru statistického souboru miizeme urcit
piesné parametry nahodné veliCiny X? My na to odpoviddme ne. Parametry nelze urcit

pfesné, ale budeme je moci odhadnout.

5.2.1 BODOVE ODHADY

Statisticky soubor lze vyjadfit pomoci charakteristik (stfedni hodnota, rozptyl,
cetnost, ...). Pro zjednoduseni vytvarime vybérové soubory, u kterych zjistujeme vybérové
charakteristiky (statistiky). DilezZité je si uvédomit, Ze zdkladni soubor je pevné stanoven,
je neménny a statistiky (g) se ménit mohou. Statistiky maji charakter ndhodné veliCiny.
Rozptyl a primér budou kolisat. Budeme-li chtit zjistit charakteristiky zakladniho souboru,
nebudeme pocitat pouze jen pramér (rozptyl,...) vybraného souboru, ale budeme muset

znat pravdépodobnostni rozdéleni vhodné vybérové charakteristiky. Provedeme odhad
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neznamé charakteristiky ze zakladniho souboru (G). Z vybérového souboru spocteme
jedno Ccislo, které se bude nazyvat bodovy odhad priméru (rozptylu, medidnu,...)
zakladniho souboru. Abychom mohli vytvofit dany odhad, je dilezité, aby statistika
nevedla k systematickym chybam (stfedni hodnota vybérové charakteristiky ma byt rovna
charakteristice zékladniho souboru). Pfi rovnosti jsou statistiky nezkreslenym odhadem

zakladniho souboru. Dalsi moznosti je asymptoticky bodovy odhad:
lim(E(g) —G) =0 (60)
n—->oo

Rovnost (60) fika, ze bude-li se rozsah vybéru blizit nekonecnu, bude platit rovnost,
ze pti odecitani statistiky zakladniho souboru od stfedni hodnoty ziskame vysledek O.
Jestlize bude nezkreslenost spliiovat vice statistik, vybirame statistiku, kterd méa nejmensi
rozptyl (nejméné kolisa). Takto zjistény odhad nazyvame vydatny odhad. Pti ziskani

zkresleného odhadu je dilezité, aby byl konzistentni.

limP(|g—G|<e)=1, €¢>0 (61)
n—-oo

Uréena rovnost (61) tika, ze bude-li se rozsah vybéru blizit k nekonecnu,
pravdépodobnost, ze rozdil g — G je mensi nez &, je jedna (rozdil se nebude zvétSovat
S rostoucim vybérem).

Bodové odhady zakladnich ¢iselnych charakteristik ndhodné veli¢iny X na zakladé
vybérovych charakteristik:

1) X je nestranny konzistentni odhad stfedni hodnoty E (X);
2) ﬁ .S2 je nestranny konzistentni odhad rozptylu D (X).

Tyto dva odhady jsou nejlepsi pro normalni rozdéleni.
Bodové odhady zékladnich ciselnych charakteristik ndhodné veli¢iny X na zdkladé
empirickych charakteristik statistického souboru:

1) X je bodovym odhadem stfedni hodnoty E (X);

2) ﬁ .52 je bodovym odhadem rozptylu D (X);

3) ’ﬁ .5 je bodovym odhadem smérodatné odchylky o(X);

kde X, s2, s jsou ziskané empirické charakteristiky.
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5.2.2 INTERVALOVE ODHADY

Bodové odhady maji velkou nevyhodu, Ze jejich spolehlivost je nulova
(pravdépodobnost, Ze parametr ur¢ime piesné) a proto si zavedeme intervalové odhady.
Interval spolehlivosti pro parametr 9 se spolehlivosti 1 — « je interval, kde a € (0,1), je

dvojice takovych statistik (T;; T,), Ze

P(T,<9<T,)=1-a (62

pro libovolnou hodnotu 9. Pak piSeme, Ze intervalovy odhad parametru 9 se spolehlivosti
1—a je interval (t;;t,) a 9 € (t;;t,) , kde t;;t, jsou hodnoty statistik na uréeném
statistickém souboru.

Spolehlivost 1 — @ volime blizké jedné. Spolehlivost 1 — « udava, ze pti velkém
poctu opakovanych vybért s konstantnim rozsahem n z daného zékladniho souboru zhruba
(1 —a)100% vsech intervalovych odhadid obsahuje skute¢nou hodnotu parametru o
a naopak a100% ji neobsahuje.

S rostouci spolehlivosti roste také rozpéti intervalového odhadu. Z toho nam plyne,

ze chceme-li sniZit intervalovy odhad, tak sniZime spolehlivost (viz. obrazek 10).

9% CI for the hean Q5% CI for the hean an% I for the hzan
11,5 4 11,5 115
] L] L]
- . -
L] ] L]
11.0 L] 11.0 L] 11.0 ]
L] L] L]
10,4364
10,5 105 105
10,256
L _._l-
. |" «]®
10,0 - 10,0 10,0 b
- - B
= . = = .
B * B g *
E [ E E el—
9.5 - a.5 a5
- 9.§5188
= L]
S22 156 ]
8,04 - =] - =] L]
. - -
L] L] L]
2.5 4 2.5 2.5
L] L] ]
2.0 2.0 2.0

Obrazek 10: Intervalové odhady stiedni hodnoty se spolehlivosti 0,99, 0,95, 0,90 a pro stejny

statisticky soubor
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Postup, kdy snizujeme interval spolehlivosti, se nedoporucuje, protoze chceme
udrzet co nejvyssi spolehlivost. Lepsim zptisobem je naopak zvétSeni souboru n (dalezité

si uvédomit, Ze velikost intervalového odhadu se zmensi imérné vn (viz. obrazek 11)).

Individual Value Plot of 100 hodnot; 40 hodnot; 10 hodnot
95% I for the Mean
3 4
. @ . -
2- ¥ . *
oo * . 1,11513
]
1- 0 e | 0,895%59 T
0 - - A
-ng‘ 603 'Di'E 3 -0.786905
1] 7
* .. ® *
5 - ot o
.9 .
-3 . . .
100 hodnot 40 hodnot 10 hadnot

Obrazek 11: Intervalové odhady stfedni hodnoty pro nahodné vybéry s riznym rozsahem

5.2.3 ODHADY PARAMETRU NORMALNIHO ROZDELENI

Predpokladame, Ze pozorovana nahodna velicina X ma normalni rozdéleni

pravdépodobnosti s parametry u, o2, tak bodové odhady jsou (resp. i 9):

,uza?,azzn_l.sz,az n_l.s,19=r (63)

Intervalovy odhad stfedni hodnoty u se spolehlivosti 1 — a pfi nezndmém rozptylu

a? je roven:

iz (64)

(x — t,_a.

S _ S
ZVn—1 1-2'Vn—-1

kde t, _a je kvantil Studentova rozd€leni s n — 1 stupni volnosti.
2

Intervalovy odhad rozptylu o2 se spolehlivosti 1 — a je roven:

n.s? n.sz> 65)
Xlz_g ) é )
2 2

kde )(5 je P-kvantil Pearsonova rozd¢leni s n — 1 stupni volnosti.
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5.2.4 INTERVALOVY ODHAD STREDNIi HODNOTY POMOCI CLV

Nastane-li pfipad, ze nahodné veli¢iny nemaji normalni rozdéleni, nejsme schopni
pouzit piedchozi odhady, a proto vyuzijeme jinou moznost. Mame-li vice nahodnych
veli¢in, vyuzijeme centralni limitni véty (viz. nize).

Centralni limitni véta: necht Xj,..,X, je posloupnost nezavislych, stejné
rozd&lenych nahodnych veli¢in se stfedni hodnotou p a koneénym rozptylem o2.
Pak nahodna veli¢ina

?=1Xi —nu

Vn.o? (66)

ma pfi n — oo asymptoticky rozdéleni N(0,1).

Zjednodusené feceno, Ze soucet vétSiho poctu ndhodnych veli¢in se chova jako
normalni rozdéleni (zavisi to také na tom, jaké rozdéleni ma veli¢ina X;). Pro aproximaci
budeme vyuzivat rozsah ndhodného vybéru n > 20.

Méame ndhodny vybér Xi,..,X, Zrozdéleni skonecnou stfedni hodnotou u

a kone¢nym rozptylem o2. Potom podle centralni limitni véty ma

X—pu
S

Vi on N(0O,1)  (67)

asymptoticky normované normalni rozdéleni. Z definice kritick¢é hodnoty normovaného

normalniho rozdéleni nasledné plyne:

P(—u(l—z)s)?_“\/ﬁSu(l—z)>=1—a (68)

Upravenim dostdvame oboustranny intervalovy odhad pro stfedni hodnotu u

o spolehlivosti 1 — a:

(X—u(l—%)j—ﬁ,)?+u(1—%)%) (69)
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Priklad 5.2.4.1

Byl proveden pokus, pii kterém jsme 600 krat hazeli kostkou, kdy 75 krat padla

Sestka. Nasim ukolem bude zjistit odhad pravdépodobnosti hodu Sest na této kostce, jestli

je spravedliva (zda kazdé ¢islo padne s pravdépodobnosti % = 0,166)?

ReSeni:

My zavedeme nahodné veliCiny Xj, ..., X408 alternativnim rozdélenim A(p), kde
uspéch (X = 1) vznika, kdyz padne 6 a netspéch (X = 0), kdyz padne 1 az 5. Bodovy
odhad bude:

=" _ 0125
600

Vybérovy rozptyl bude roven:

1

S? =
n—1

n n
_ _ 1
Z(Xi - %)= Z(Xl- = X)? = =55 [75(1 - 0,125)” + 525(1 - 0,125)°]
i=1 i=1

= 0,109
Pro vypocéet o spolehlivosti 95% poticbujeme jesté zjistit u(0,975). Z tabulek

zjistime, ze u(0,975) = 1,96. Nyni uz dosadime a vychazi interval:

_ S S
X —u(0,975) —, X + u(0,975) —=) = (0,098; 0,151
( ( )\/ﬁ ( )\/ﬁ> ( )

Z vysledného intervalu vidime, Ze s pravdépodobnosti 95% lezi hod Sestky v daném
intervalu na této kostce. Pravdépodobnost, Ze padne Sestka, je v rozmezi od 9,8% do
15,1%. Ztoho také vidime, Ze kostka spravedliva neni, protoze 0,166 nelezi ve

vypocteném intervalovém odhadu o spolehlivosti 95%.

5.3 APROXIMACE NORMALNIM ROZDELENIM

Abychom mohli pokracovat, budeme si muset zavést dvé dil¢i formulace centralni

limitni véty: Linderbergovu-Lévyho vétu a Moivreovo-Laplaceovu vétu.

Linderbergova-Lévyho véta
Jestlize Xy, ..., X, jsou nezavislé ndhodné veliCiny se stejnym (libovolnym) rozd€lenim,

stejnymi stitednimi hodnotami a se stejnymi rozptyly, pak plati:
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e X —
ovn

(Y, konverguje v distribuci k rozdéleni N(0,1)). Vyplyva nam z toho, Ze pro dostatecné

n
Y, = H s lim P(Y, <w) = dw)  (70)
n—->0o

velka n:
n
X=ZXi:>E(X)=n.u,D(X)=n.02 (71)
i=1
n 2 2
gogozi=Xi X e L D) = (1) net=2 (72
n n n n n

Je patrné, Ze rozdéleni nahodné veli¢iny X, miizeme aproximovat rozd&lenim N (ny; no?).

— 2
Obdobné X miizeme aproximovat rozdélenim N (y; %)

Piiklad 5.3.1

Dlouhodobym prizkumem bylo zjiSténo, ze doba potfebnd k objeveni a odstranéni
poruchy stroje ma stfedni hodnotu 40 minut a smérodatnou odchylku 30 minut. Jaka je
pravdépodobnost, ze doba potfebna k objeveni a opraveni 100 poruch nepiekro¢i 70

hodin?

ReSeni:
X; - doba, ktera je zapotiebi k objeveni a odstranéni i-té¢ poruchy
E(X;) = 40,D(X;) = 30?% X - celkova doba k objeveni viech 100 chyb
Dulezité je, ze soucet n nahodnych veli¢in, ktera maji stejné rozdé€leni (jedno jaké), stejnou
stfedni hodnoty a stejny rozptyl miizeme aproximovat normalnim rozdélenim (viz. véty
vyse) s parametry u = n. E(X;),0? = n.D(X;). Vznikne nam
X - N(100.40;10.30%)
Na zavér spocitdme pravdépodobnost:

4200 — 4000

V90000
Pravdépodobnost, ze neptekro¢ime 70 hodin pti hledani 100 chyb je ptiblizné 75%.

P(X < 4200) = F(4200) = cp( ) = ®(0,67) = 0,749

Moivreova- Laplaceova véta
Necht mame néhodnou veli¢inu X, kterda méd binomické rozdéleni, E(X) = np,D(X) =

np(1 — p), pak pro velka n plati:
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X—np
U=——=—-N(0,1) (73)

Vvnp(1—p)
Muzeme také zapisovat X — N(np; np(1 — p)).
Nyni se zaméiime na samotnou aproximaci normalnim rozdélenim. Normalnim rozdélenim
lze aproximovat ne¢které diskrétni rozdéleni (Binomické rozdé€leni, Poissonovo rozdéleni,
Hypergeometrické rozdéleni).
My zde vypracujeme pro ukazku aproximaci Poissonova rozd€leni normalnim rozdélenim:
Podminkou je, aby ¢asovy interval (0,t) byl velky, a proto je dostatecné velkd i stiedni
hodnota At:
X - Po(At),E(X) = At, D(X) = At,
pak pro velké t bude platit, Ze X lze aproximovat normdlnim rozdélenim, které bude mit
parametry u = At,o? = At.
X = N(At, At)

Dikaz: Budeme uvazovat Poissonlv proces, ktery pozorujeme béhem casu t. My

pfedpokladdme, ze rychlost vyskytu udélosti je A. Pak pravdépodobnost, Ze se udalosti

vyskytuji béhem intervalu (0, t), je tmérnd hodnoté At . DalSim krokem bude si rozd¢lit
interval délky t na n subintervalii stejné délky (). Vyskyt udalosti bude v kazdém
intervalu nezavisly a pravdépodobnost vyskytu udalosti béhem jednoho subintervalu bude
umérna hodnoté (A. (ﬁ)) Je-li n dostate¢né velké Cislo, tak vyplyva, ze délka intervalu
bude dostatecné¢ mald, Ze pravdépodobnost vyskytu vice nez jedné udalosti v tomto
intervalu je skoro nulova a pravdépodobnost vyskytu jedné udélosti je imérna (A. (%))
Potom, bude-li X; vyjadiovat pocet vyskytii udalosti v i-tém subintervalu, je ziejmé, ze X;
bude mit alternativni rozdéleni s parametrem p = A. (i)

X; - A (A.%),E(Xi) _ A.%,D(Xi) - /1.%(1 _ /1%) (74)

Je-li ndhodnd veli¢ina X definovana jako pocet vyskyti udalosti béhem daného

¢asového intervalu (0, t), pak ma Poissonovo rozdéleni s parametrem At.

X > Po(lt)  (75)
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Nahodnou veli¢inu X lze vyjadfit jako soucet n nahodnych veli¢in X;, a proto ji

muzeme podle CLV aproximovat normalnim rozdélenim.

n
X = in = E(X) = n.EX; = At; D(X) = n. DX;

=1

2
= i et 55 = pe -0 =

X - N(At; At)

48



6 ZAVER

Cilem mé bakalarské prace bylo shrnuti normélniho rozdéleni a rozdéleni z n¢ho
odvozenych. Na zacatku jsem zminil nejdfive historii, kde jsem popsal vyvoj normalniho
rozdéleni. Uvedl jsem vyznamné matematiky, ktefi se timto rozdélenim zabyvali.

Normalni rozdéleni a rozd€leni z n¢j odvozena jsou velice dilezitd a zajimava,
protoze se vyuzivaji v mnoha odvétvich. Snazil jsem se je tedy popsat, ukazat jejich vyuziti
a spocitat nazorné piiklady, kde se S témito rozdélenimi pracuje (viz testovani hypotéz,
bodové odhady, atd.). Je dulezité poznamenat, ze vypsani vSech piikladu vyuziti, by bylo
na velmi obsahlou knihu, a proto jsou zde jen nékteré moznosti vyuziti.

Doufam, ze bude moje bakalafskd prace srozumitelna, bude se libit a ptipadné

objasni nekteré z rozdelent, které je zde rozebrano, s jeho vyuzitim.
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9 RESUME

The bachelor thesis deals with the topic Normal distribution and distributions
derived from the normal distribution. This work consists of four main parts. The first part
describes the history of the normal distribution and important mathematicians. Second part
is about theory of errors. In this part is described Gaussian curve. The third part is about
theory of normal distribution and distributions derived from the normal distribution. This
part contains examples of distribution with theirs solution and use. Last part contains use
of distributions (statistical hypothesis testing, point estimations and use the normal

distribution to approximate the distribution of other).
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