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1 UVOoD

S matematikou® se setkavame kazdy den naSeho Zivota, i kdyZ si to nemusime ani
uvédomit. V naSem Zzivot¢ ma nezastupitelnou roli. Prvni vétsi setkani s ni je jiz na
zakladni skole. Diky ni se déti uci logickému mysleni, rozviji se jejich tvofivost a uci se

zdiivodnit pro¢ to tak je ¢i neni.

Samotna matematika se sklada z mnoha disciplin. Mezi nejvyznamnéj$i a nejstarsi patii
geometrie?. P¥iroda kolem nés je plna nejrizngjsich geometrickych tvard. Toho si viimli
jiz pravéci 1idé a vyuzili toho pii vyrobé svych nastroji. Diky napodobovani tvari, které
znali z ptirody, se postupné zalinaji formovat prvni znalosti v oblasti geometrie.
ZkuSenosti, které lidé timto zpisobem ziskali, dale uplatiuji napiiklad pfi stavbé svych
obydlich apod. Jiz staroveéké civilizace si diky zakladnim znalostem geometrie troufly
vymeétovat pole, stavét lodé a dokonce realizovat také velice naro¢né stavebni prace, jako
naptiklad byly pyramidy, vodni nadrze, chramy a dal§i. OvSem az diky starym Rekéim byla
matematika povznesena na vys§i uroveii. Rekové se od nezdiivodnénych poznatkt penesli
K teoriim, ve kterych hlavni roly mély dikazy piedkladanych tvrzeni. Mezi nejvyznamnéjsi
matematiky tamé&jsi doby patii Thales z Milétu, Pythagoras ze Samu, Euklides

z Alexandrie, Aristoteles ze Stageiry ¢i Apollonius z Pergy.

Jako téma své bakalaiské prace jsem zvolila Kruhovou inverzi, kterou lze pouzit i pfi
feSeni tzv. Apolloniovych tloh. Tato prace ma za cil pfiblizit vyuziti kruhové inverze, jak
teoreticky, tak v praxi, protoze vétSina lidi se s ni setkd az na vysoké Skole. Praveé diky
»heznalosti“ kruhové inverze jsem se snazila, aby byl text srozumitelny a ptehledny.
Vyuzivam také ndzorné ilustrace a piiklady, které maji pomoci k snazSimu pochopeni

samotné latky.

Celou praci jsem rozd¢lila na 4 ¢asti:
e Vprvni ¢asti je seznameni s kruhovou inverzi, zavadim jeji zakladni pojmy a
vlastnosti. Déale uvadim vyznamné body a objekty v kruhové inverzi

e V druhé ¢asti pfipominam obecné roziazeni geometrického zobrazeni. Pfiblizuji také

vztah mezi 0sovou soumeérnosti a kruhovou inverzi.

! slovo matematika pochazi z feckého slova Mathematikés = milujici poznani
2 7 feckych slov gé = zemé& a metrein = méfit



® Ve teti Casti teoreticky popisuji zobrazeni bodl, kruznice a pfimky podle polohy.
V podbod€ Zobrazeni kuzelosecek v kruhové inverzi checi formou diskuze priblizit
aplikaci kruhové inverze na elipsu, parabolu a hyperbolu.

® Ve Ctvrté, zaverecné, Casti chei ukazat aplikaci kruhové inverze na prakticky zvolenych

ptikladech.

Vsechny obrazky jsou vytvofeny za pomoci matematického programu GeoGebra. Soucasti
prace je také pfilozené CD, na kterém jsou vSechny obrazky a dale také feSeny vSechny

ptiklady.



2 KRUHOVA INVERZE

2. 1. DEFINICE, ZAKLADNI POJMY A VLASTNOSTI

K euklidovské rovin¢ E, ptfidame jeden prvek — tzv. mevlastni bod (znacime P.), ktery je
prvkem kazdé ptimky a lezi vné kazdé kruznice v roviné E,. Mnozina M, = E, U {P..t se
nazyva Mébiova rovina. Bodim roviny E, fikime body vlastni. Pfimky roviny doplnéné o

bod nevlastni se nazyvaji rozsifené primky.

(Lavicka, 2007)
Nevlastni body nalezneme také v rozsifené euklidovské roviné E,. Touto skute¢nosti se
dostavame k otazce, jaky je rozdil mezi rozsifenou euklidovskou rovinou a Mébiovou®

rovinou, kdyZ v obou rovinach figuruji nevlastni body.

Do E, patii euklidovskd rovina rozsifend o nevlastni body, tzn., Ze mame napiiklad
rovnobézky dj, dy, které se protnou v nevlastnim bodé Poo a rovnobézky e; a e,, které se
protnou v bodé Eco. V Mdbiové roviné M, vysta¢ime pouze s jednim nevlastnim bodem,

rovnobézky d; — e, se protnou v Poo.

V Mobiove roviné M; je dana kruznice (S, r), dale uvazujme zobrazeni INV(w), které je
definovano nasledujicim predpisem:
1. Obrazem stfedu S kruznice ® je nevlastni bod Poo.
2. Obrazem nevlastniho bodu P je stfed S kruznice o.
3. Obrazem libovolného bodu X # S A X # P je bod X', ktery nalezi poloptimce SX a
téz plati, ze |SX| - [SX'| = r?

KruZznici ® budeme dale nazyvat zakladni kruZnici kruhové inverze, stted S nazveme
stfedem kruhové inverze a ¢islo r? pojmenujeme koeficient (mocnost) kruhové inverze,
k € R, x # 0. Pod koeficientem k rozumime zobrazeni f: M, — M, jehoz zGzenim na
Euklidovskou rovinu E; je kruhova inverze. Kruhovou inverzi pak rozumime zobrazeni

INV(w), které se fidi jiz zminénymi vlastnostmi.

® August Ferdinand Mébius (1790 — 1868) — némecky matematik
10



Priklad 2. 1. 1.

Sestrojte obraz bodu H, ktery lezi uvniti kruznice o(S, r).

Rozbor:

Nejdiive narysujeme zakladni kruznici o se stfedem S a libovolnym polomérem r. Dle
zadani umistime bod H do vnitiku kruznice. Sestrojime piimku p, ktera vede body S, a H.
V bod¢ H vzty¢ime kolmici k ptimce p, ta zaroven protne kruznici ® v bod¢ T. Z bodu T
vedeme te¢nu kruznice o K piimce p. V misté, kde se te¢na protne s piimkou p, vznika bod

H’, hledany obraz bodu H.

Konstrukce:

1) o (S, r); H—podle zadani
2)p;peSApeH

AT, HLp)Nno
4)H';STLp

Diskuze: Obrazek 2. 1. 1.
Pokud by byl bod H vné&j§im bodem kruZnice o, postupovali bychom obdobné. Reseni

plyne také z Euklidovy véty o odvésné (|SH| - [SH'| = r?).

Pokud je koeficient k¥ > 0, tak kruhovou inverzi nazveme kladnou, jestli je k < 0 tak
zapornou. Jestlize se pohybujeme v euklidovském prostoru Es, tak se uz nebavime o

kruhové inverzi, ale o kulové inverzi.

V definici vyse se nachazi znama Euklidova véta o odvésng (JSX| - [SX'| = r?). Pokud ji
upravime pomoci zakladnich matematickych postupti, dostaneme:

ISX'| = (r*) 1 |SX]|
Z této rovnice vidime, Ze jde o nepfimou umeérnost, z toho plyne, Ze vzdalenost [SX]| se
nerovna vzdalenosti |[SX'|. Pokud se napiiklad zvétsi vzdalenost [SX|, tak se automaticky

zmens$i vzdalenost [SX'| a naopak.

11



Zékladni vlastnosti, které miizeme vyvodit z definice kruhové inverze, jsou:
e pokud X nalezi zakladni kruznici o, tak se X zobrazi na X' A X = X'.
e jestlize X patii vnitiku zakladni kruznice o, tak X' bude nalezet vnéjsku kruznice
. *

e kruhova inverze je involutorni zobrazeni. (viz. kapitola 3)

Ted’ vime, jak se pomoci kruhové inverze zobrazuji body uvniti/vné kruznice. Mlzeme si
tedy polozit otazku, jak je to se zachovanim uhli? Mame zakladni kruznici o(S, r) a dva
body F, H A F#H A F, H # S, Poo. Ty v inverzi INV(w) pfechazeji na body F’' a H’, pak
ZSFH = ZSH'F'.

Podle Euklidovy véty o odvésné pro body F, H a F’, H" v kruhové inverzi plati
ISF| - |SF’| =1? a také |[SH]| - |SH'| =17,

ISF| - [SF’|=|SH| - [SH'| | : (ISF’| - |SHJ),
ISF| / |[SH| = |SH’| / |SF’|.

F'
L'x= 13.91°

Z obrazku 2. 1. 2. vidime, ze trojuhelniky
jsou podobné podle véty sus, z toho tedy
plyne

A SHF ~A SF'H", potom £SFH = ZSH'F".

Obrazek 2.1.2.

2.2.VYZNAMNE BODY A OBJEKTY
Z predchazejicich tadki mutzeme odvodit, které geometrické objekty patfi mezi
nejvyznamnéjsi body kruhové inverze. Jsou to bod, pfimka a kruznice. Pfipomenme je

pomoci jejich vlastnosti.

Bod

,,Bod nema zadny dil.” Tuto vyznamnou vétu nalezneme v Euklidovych Zakladech, knize,
kterd patii k nejvyznamnéjSim matematickym diliim. Body znacime v geometrii velkymi
tiskacimi pismeny latinské abecedy, napt. A, B, C. Dva body B, C mohou byt rizné (B #
C) anebo totozné (B = C).

* plati i naopak

12



Piimka

,Piimka je ¢éara, kterd se svymi body tdhne rovné.“ Pfimky znacime pfedev§im malymi
pismeny latinské abecedy, napft. a, b, p, nebo dvojici bodi, které lezi na pfimce, napi.
piimka BC, apod. Dv¢ piimky si mohou byt navzajem rovnobézné (nemaji spolecny bod),
riznobézné (maji 1 spolecny bod, kterému se fika prusecik) a totozné (piimka BC =

pfimce DE).

KruZnice

Od pevného bodu S, vedeme vzdalenost r k jinému bodu B. Tento bod B lezi na kruznici
m. Bod S nazveme stfedem kruznice, pod r si pfedstavime vzdalenost od bodu S k bodu B
(nazyvame polomérem kruznice). Zapis pro kruznici m je nasledovny — m(S, r). Body,

jejichz vzdalenost je vEtsi/ mensi nez r nazyvame vnitini/ vnéjs$i body kruznice.

13



3 KRUHOVA INVERZE V SYSTEMU GEOMETRICKYCH ZOBRAZENI

3. 1. GEOMETRICKA ZOBRAZENI

S geometrickym zobrazenim se Cloveék setka jiz na zadkladni Skole. Pojd'me pfipomenout

jeho zakladni definici.

Geometrickym zobrazenim (popf. geometrickou korespondenci ¢i pfibuznosti) nazyvame
predpis f : A — B, ktery kazdému bodu X z mnoziny A (tzv. VzOru) pfifazuje nejvyse
jeden bod X' = f(X) zmnoziny B (tzv. obraz). Je-li rovn&z pfifazeni f* : B — A

geometrickym zobrazenim, potom jej nazyvame inverznim zobrazenim K zobrazeni f.

(Lavicka 2006)
Rozd¢lme dale geometrickd zobrazeni podle jejich vlastnosti:

e surjektivni zobrazeni (surjekce) — praveé tehdy kdyz f(A) = B

e prosté zobrazeni, popt. injektivni (injekce) — riznym vzortim jsou pfifazeny rtizné
obrazy

e vzajemné jednoznacné zobrazeni, popi. bijektivni (bijekce) — zobrazeni f, které
je zaroven prosté, surjektivni a kazdému prvku z mnoziny vzort je pfifazen obraz

e geometricka transformace je jednoznac¢né zobrazeni mnoziny A na sebe samu
(f:A—>A)

e identita — pravé tehdy kdyz pro kazdé X € A je f(X) = X

e involutorni zobrazeni — geometrickd transformace na mnoziné A, ktera je inverzni

sama k sobé& (f = /™) a zarovei neni identitou

Geometrické zobrazeni miiZzeme také rozdélit na zobrazeni afinni, shodné nebo podobné.

Piipomenime je v nékolika vétach.

Afinni zobrazeni

M¢jme dva afinni prostory A, a An'. Zobrazeni f : Ay — Ay pojmenujeme afinnim
zobrazenim, prave tehdy kdyz pro kazdé tii libovolné rizné kolinearni vzory E, F, G € A,
a jejich obrazy E', F', G’ € A, plati:

e obrazy E', F', G’ jsou bud’ opét tii rizné kolinearni body anebo splynou

14




e pokud jsou E’, F', G’ tii rizné kolinearni body, tak musi platit (E, F, G) = (E', F/,
G

Afinni zobrazeni miizeme rozd¢lit dale na zobrazeni shodné a podobné.

Shodna zobrazeni
M¢éjme dva euklidovské prostory E, a E,'. Afinni zobrazeni f : E, —» E, nazveme
shodnym zobrazenim, pravé tehdy kdyz pro kazdé dva libovolné vzory F, G € E, a jejich
obrazy F', G’ € E,’ plati:

o |FG|=|FG|

e shodna zobrazeni zachovavaji obsahy, objemy a velikost uhli

Shodna zobrazeni mizeme dale rozdélit na shodnosti piimé a nepiimé. Piimé shodnosti
zachovavaji orientaci thli a nepfimé orientaci obraceji. Mezi piimé shodnosti fadime
identitu, posunuti, otoeni a stfedovou soumérnost. Do nepiimych shodnosti zafadime

osovou soumernost a posunutou soumernost.

U shodnych zobrazeni muZeme nalézt také body, které se zobrazi samy na sebe.
Pojmenujme je spoleénym nazvem samodruzné body. V nékterych matematickych
oborech je tento bod pojmenovan také jako ,pevny bod.“ Jelikoz v nasledujicich
kapitolach dokazeme existenci samodruznych bodd v kruhové inverzi a také v ni

nemusime rozliSovat vzor a obraz, miizeme ji zafadit mezi involutorni zobrazeni.

Podobna zobrazeni
M¢jme dva euklidovské prostory E, a E,'. Afinni zobrazeni f : E, — E, nazveme
podobnym zobrazenim, pravé kdyz existuje realné ¢islo k > 0 a pro kazdé dva libovolné
vzory F, G a jejich obrazy F', G’ plati:

o |FG|=k-|FG|

e podobna zobrazeni zachovavaji velikost uhlii, poméry obsahli a objemt

Stejné jako u shodnosti rozliSujeme podobnosti pfimé a nepiimé. Mezi nejvyznamnéjsi

podobnosti patii stejnolehlost.

* (E, F, G) — délici pomér tfi kolinearnich boda

15



3.2.VZTAH MEZI 0SOVOU SOUMERNOSTI A KRUHOVOU INVERZI
Na prvni pohled ndm nemusi byt jasné, jaké vlastnosti mohou mit tyto dvé véci spolecné.

Nejprve v par vétach pfipomeneme néco o 0sové soumernosti.

M¢jme piimku 0. Osovou soumérnosti S osou o rozumime zobrazeni, které libovolnému
bodu F piimky 0 ptifadi bod F' tak, ze F = F'. Dale libovolnému bodu X, ktery nelezi na

piimce 0, je pfifazen bod X' a piimka 0 je osou tsecky XX'.

Ud¢lejme seznam spole¢nych vlastnosti osové soumérnosti a kruhové inverze:

e Zptedchozich vét o osové soumérnosti vyplyva, ze osa 0 je piimka, na které se
nachéazeji samodruzné body. V Kkapitole 4. 3. se dozvime, ze samodruzné body
nalezneme také v kruhové inverzi.

e V kruhové inverzi neni tieba rozliSovat mezi vzorem a obrazem, protoze patii mezi
tzv. involutorni zobrazeni. To samé miizeme fici i 0 0osové soumérnosti.

e Dadle vime, ze osovou soumérnost je nepirimé zobrazeni (obraci orientaci thll),

v kapitole 4. 2. dokazeme, Ze to samé plati i pro kruhovou inverzi.

Nakonec si uvédomme, ze jak kruhova inverze, tak osova soumeérnost jsou urcitym typem
inverze INV(p). Jestlize je p kruznice, mluvime o kruhové inverzi. Pokud p je kruznice
s nekone¢né velkym polomérem a stiedem v nevlastnim bod¢ Poo, tzn. primka, jedna se o

0osovou soumeérnost.

16



4 ZOBRAZENi BODU A DALSICH OBJEKTU V KRUHOVE INVERZI

4.1. OBRAZ BODU V ZAVISLOSTI NA POLOZE VZORU
V kapitole 2. 1. jsme definovali zakladni vlastnosti kruhové inverze a Eukliduv prostor
jsme doplnili o nevlastni bod Poo. Nez se zaCneme vénovat samotnému zobrazeni objekti,

uvédomme i, ze v kruhové inverzi se vse tyka piedevsim pfimek a kruznic.

Nazvéme piimky a kruznice jako kruhové krivky. Shrime nékteré jejich zakladni
vlastnosti, které plati o kruhovych kiivkach v Mébiové roving. Jsou-li a, b kruhové kiivky,
poté
e a bude rozsifend pfimka, pokud se na ni bude nachézet nevlastni bod Poo, jestlize
nevlastni bod nebude patfit rozSitené ptimce a, bude se jednat o kruznici
e pokud jsou pfimky a, b rozSifenymi pifimkami, tak se vzdy protnou alespon
V jednom bodé
e kruhové kiivky se protinaji nejvyse ve dvou bodech

e pro urceni kruhové kiivky nadm staci libovolné 3 body

U posledni vlastnosti si musime uvédomit, jaké je postaveni libovolnych 3 bodii. Mizeme
dostat nékolik variant:
1. body F, G, H jsou kolinearni, tzn. body leZici na stejné piimce — kruhovou kiivkou
je rozsifena piimka
2. body F, G, H jsou nekolinearni — kruhovou ktivkou je kruznice opsana A FGH
3. jeden zbodu F, G, H je nevlastnim bodem — protoZze se pohybujeme v Mdbiové
roving, miZe nastat i tato moznost. Kruhovou kiivkou bude opét rozsifena
ptimka.Z toho plyne, ze v kruhové inverzi se kruhova kiivka zobrazi opét na

kruhovou kiivku. Nazvéme tento proces kruhovym zobrazenim.
Vime, Ze se obraz v kruhové inverzi zobrazi podle umisténi vzoru. Pokud je vzor uvnitf

zakladni kruznice ®, obraz se zobrazi vné této kruznice a naopak. Jak je to, ale se

zachovanim tvaru kruhové kiivky?

17



4. 2.ZOBRAZENI KRUZNICE A PRIMKY PODLE POLOHY
Nejdiive feknéme, jaké umisténi bude mit kruhova kiivka vici zakladni kruznici o. Jiz
vime, Ze nezalezi, jestli objekt lezi uvnitf ¢i vné zakladni kruznice. Zatim nevime, co se

stane, kdyz bude prochazet sttedem kruznice ®, popt. nebude prochdzet jejim stiedem.

Rozd€lme tedy umisténi kruhovych kiivek do nékolika ¢asti, tim zjistime, jak se zobrazi
jejich vzor po aplikaci kruhové inverze INV(m).

1. Piimka p prochazi sttedem kruhové inverze S.

2. Ptimka p neprochézi sttedem kruhové inverze S.
3. Kruznice | prochézi sttedem kruhové inverze S.
4

Kruznice | neprochdzi sttedem kruhové inverze S.

add 1.

Vime, Ze libovolny bod H, H#S, se v kruhové¢ inverzi zobrazi na bod H" (pr. 2. 1. 1.) a
body H, H’, S jsou kolinearni. Z toho plyne, Ze libovolné body se zobrazi opét na ptimku
p. Bod S, ktery je stfedem kruhové inverze, se zobrazi na nevlastni bod Poo, tento bod
muzeme také povazovat za bod, které lezi na ptimce v My. Dale se nevlastni bod P, ktery
lezi na ptimce p, zobrazi do bodu S. Z tohoto diivodu se také bod S zobrazi na ptimku p.

Z toho plyne, ze se ptimka p zobrazi sama na sebe, tzn. p=p’.

Obrazek 4. 2. 1.
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add 2.

Piimku p umistime jako vnéjsi ptimku kruznice w. (obr. 4. 1. 2.) Zvolme bod H jako patu
kolmice vedené ze stiedu S K piimce p. H” bude jeji obraz ve vysledné aplikaci kruhové
inverze. Nadale plati, Ze |SH| - |SH’| = r’. Dale si na piimce p zvolme libovolny bod F, F #
H. V pruseciku ptimky SF a Thaletovo kruznice p’, kterou jsme sestrojili nad primérem

SH’, nam vznikne bod F’. V kruhov¢ inverzi o(S, r) je bod F” obrazem bodu F.

Z véty sus, o podobnosti trojuhelniki SH'F” a SHF, ndm vyplyva nasledujici rovnost

ISF’| / [SH'| = |SH| / |SF|. Po upravé dostdvame |SF’| - |[SF| = |[SH]| - [SH’|. Vime také, ze
ISE’| - |SF| = 1%, proto i [SH| - |[SH'| = r%. Uv&domme si tedy, Ze kazdy libovolny bod
piimky p se zobrazi na kruznici p’. Nevlastni bod P se také zobrazi na kruznici p’, jelikoz

se zobrazi do bodu S.

Obrazek 4. 2. 2.

add 3.

Kruhové inverze je v geometrickém zobrazeni involuci, z tohoto divodu vychdzime také
zadd 2. Pfimka, ktera neprochazi stiedem kruznice S, se zobrazi na kruznici, ktera
prochézi sttedem kruznice S a naopak kruznice, ktera prochdzi sttedem kruznice S, se

zobrazi na pfimku, ktera neprochazi sttedem kruznice S. (obr. 4. 2. 3.)
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Obrazek 4. 2. 3.
add 4.
Kruznici | umistime tak, aby neprochéazela sttedem kruhové inverze S. Stied M kruznice 1 a
stted S zdkladni kruznice kruhové inverze ® spojime ptimkou p. Pfimka p ndm protne
kruznici 1 ve dvou bodech F a H. Po aplikaci kruhové inverze nam tyto body piejdou na
body F’ a H’, stale budou, ale lezet na pfimce p. Zvolme si proto libovolny bod G, tak aby
G # F, H. Sestrojme nad primérem F'H" Thaletovu kruznici 1" a dokazme, ze bod G” bude

leZet na obrazu kruznice 1, tzn. na kruznici 1.

Z obrazku 4. 2. 4. vidime, ze £ FGH = 90°. Z véty sus, o podobnosti trojihelniki, tedy
vyplyva, ze |£ FGH| = |£ F'G'H’|, ptipadné |£ F'G'H'| = 180° - |£ FGH|. Jelikoz se £
FGH =90°, tak 1 £ F'G'H" se musi rovnat 90°. Z toho plyne, ze bod G” lezi na Thaletové
kruznici 1". Timto jsme dokézali, Ze obrazem kruznice 1, kterd neprochédzi stiedem

S kruhové inverze je kruznice 1’, ktera téz neprochdzi jejim stiedem S.

Obrazek 4. 2. 4.
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Shriime tedy jesté jednou zobrazeni kruhovych kiivek v kruhové inverzi INV(w).

V Mobioveé roviné je dédna kruznice o se sttedem S. Po aplikaci kruhové inverze plati:

e Primka p, kterd prochazi sttedem kruhové inverze S, se zobrazi na primku p” =
p.

e Primka p, ktera neprochazi sttedem kruhové inverze S, se zobrazi na kruZnici
p’ prochézejici sttedem kruhové inverze S.

e KruZnice 1, ktera prochazi sttedem kruhové inverze S, se zobrazi na primku 1,
ktera neprochazi sttedem kruhové inverze S.

e KruZnice I, ktera neprochazi sttedem kruhové inverze S, se zobrazi na kruZnici,

ktera neprochazi sttedem kruhové inverze S.

Dokéazali jsme, ze obrazem kruhové kiivky je opét kruhova kiivka. Pokud dvé kruhové
ktivky sviraji urcity uhel o velikosti a, potom v kruhové inverzi také jejich obrazy sviraji

uhel a stejné velikosti, ale opa¢ného smyslu.

Diikaz: Chceme urcit thel, ktery sviraji dvé€ protinajici se kruznice. Tento kol si miZeme
ptevést na uréeni uhlu, ktery sviraji teCny v jednom z priseciki. Pokud mame piimku a
kruznici, tak je vhodné kruznici nahradit te¢nou. Z toho plyne, ze je lepsi tyto ukoly, co

nejvice zjednodusit a pracovat pouze s uhlem, ktery sviraji dvé piimky.

Je dana kruhova inverze o(S, r) a piimky 1, m, které se protinaji v bodé¢ H, H # S. Ani
jedna z piimek neprochazi sttedem inverze S. Z vlastnosti aplikace kruhové inverze vime,
ze se tyto dvé pfimky zobrazi na kruznice 1" a m’, které prochazi stiedem S zakladni
kruZnice kruhové inverze ®. Kromé bodu S se také ob€ kruZnice protinaji v bodé H’, ktery
je obrazem bodu H. JelikoZ nas zajima jaky thel sviraji tyto kruznice v bodé S, tak si to
zjednoduSime na urceni hlu, ktery sviraji te¢ny téchto kruznic v bodé¢ H’, popft. v bodé S.
Uhel teen ty, t, v bodé S bude odpovidat thlu, ktery sviraji te¢ny tz, t; v bodé H” kruznic 1’
am’. TeCny t; a t; jsou rovnobézné s ptimkami 1 a m, a proto budou svirat stejny thel.
Z toho plyne, Ze i teCny ts3, t4 budou svirat stejny thel jako ob€ pfimky. Opaény smysl obou
uhlt je zde jasny. Dlkaz by se mohl zjednodusit a to tim, Ze by nékterd z pfimek 1, m

prochazela sttedem S.
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Obrazek 4. 2. 5.

4. 3. SAMODRUZNE OBJEKTY

Ve 3. kapitole jsme pfipomnéli, co je to samodruzny bod. Nalezneme, ale takovyto bod
také v kruhové inverzi? Vime, Ze libovolny bod H, ktery lezi uvnitf zakladni kruznice o, se
po aplikaci kruhové inverze INV(w) zobrazi do vné&jSiho okoli této kruznice. To samé plati
také obracené. Z toho vyplyva, Ze body nejsou samodruzné, pokud lezi mimo zékladni
kruznici ®. Pokud libovolny bod H umistime na kruznici o, tak ze zékladnich vlastnosti
kruhové inverze vime, Ze se zobrazi na bod H, H = H’, tzn., Ze zakladni kruZnice je

mnozinou samodruznych bodd.
Jestlize nachazime v kruhové inverzi samodruZzné body, je jasné, Ze zde nalezneme také
samodruzné objekty. To jsou objekty, které se, stejn€ jako samodruzny bod, zobrazi samy

na sebe.

Jaky objekt nds napadne jako prvni, pokud ma byt samodruzny? Je to primka, kterd

prochazi sttedem S kruhové inverze. Tento fakt jsme dokazali v kapitole 4. 2., add 1.

Polozme si otazku, jestli kromé zékladni kruznice, existuji v kruhové inverzi také néjakeé

jiné samodruzné kruznice.
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Vzpomenme si, ze kdyz se protinaji dvé kruznice m(H, ro) a (S, r) které jsou na sebe
kolmé, tak tecna jedné bude prochazet sttedem druhé kruznice. To samé plati také opacné.

Bude tedy kruznice m samodruzna?

1. Pifedpokladejme, ze kruznice m(H, rp) kolmo protina zakladni kruznici (S, r).
Chceme dokazat, ze obraz libovolného bodu na kruznici m bude, po pouziti
kruhové inverze INV(®), opét na kruznici m. Prise¢iky F, G kruznic m a o jsou
samodruzné. Z kolmosti obou kruznic je také jasné, ze t; L tp, popt. t3 L t4. Na
kruznici m umisténa libovolny bod Z, Z # F, G. Oznaéme Z" jako prusecik
polopiimky SZ a kruznice m. Pro mocnost stfedu S ke kruznici m plati |SZ| - [SZ’]
= |SG|? = r%. Z definice zakladnich vlastnosti kruhové inverze je ziejmé, Ze obrazem
bodu Z na kruznici m je bod Z’, ktery patii téze kruznici m. Z toho plyne, ze

kruznice m je samodruzna.

Obrazek 4. 3. 1.

2. Predpokladejme naopak, ze kruznice m je samodruzna a m # ®. Chceme dokazat,
ze m | o. Kruznice m by nebyla samodruzna, kdyby obsahovala pouze body
vnitini oblasti zdkladni kruznice ®, protoze jeji obraz by obsahoval pouze body
Z oblasti vné&jsi, a naopak. Z toho plyne, ze kruznice m musi obsahovat jak body
vnéjsi, tak vnitini zakladni kruznice ®, abychom ji mohli nazyvat samodruznou
kruznici. Proto kruznice m musi protinat kruznici « ve dvou bodech F a G, F = G.
Obrazem libovolného bodu Z, Z # F, G, kruznice m bude bod Z’, ktery se zobrazi

té7 na kruznici m. Zaroven plati [SZ| - |SZ’| = r°. Prise¢iky kruznic F, G jsou
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samodruzné body, proto se zobrazi sami na sebe. Z toho vyplyva, ze [SZ| - |SZ’| =
ISG[® = r%. Takze pfimka SG ma pouze jediny spoleény bod s kruZnici o a to je bod

G. Z toho plyne, ze SG L HG a to znamena, ze m L .

Zde jsme dokazali, ze kdyz dvé kruznice m a zékladni kruznice ® jsou na sebe kolmé, tak

m je samodruZnou kruZnici.

4. 4. ZPUSOB EUKLIDOVSKE KONSTRUKCE OBRAZU V KRUHOVE INVERZI

Pti konstrukcich geometrickych uloh v praxi pouzivame rysovaci potieby. Ty jsou z velké
¢asti zastoupeny pravitkem a kruzitkem, nékdy vyuzivame i pomocnych rysovacich potieb,
jako napf. trojuhelnik s ryskou, thlomér apod. Témito pomocnymi pravitky si ulehéujeme
praci. Avsak konstrukce, které je mozno sestrojit jen za pomoci pravitka a kruzitka
nazyvame euklidovské konstrukce. Jak ndzev napovidd, tak maji tyto konstrukce blizky

vztah k Euklidovi a jeho prvnim tiem postulatéim, které najdeme v knize Zdklady®.

e Budiz ukolem od kteréhokoli bodu ke kterémukoli bodu vésti primku.
e A piimku omezenou nepfretrzité rovné prodlouziti.

e Az jakéhokoli stiedu a jakymkoli polomérem narysovati kruh.

(Lavicka, 2007)

Pravitko a kruzitko dostava v euklidovskych konstrukcich zcela jiny vyznam, nez jsme
zvykli. Euklidovské pravitko pouzivame ptedevsim ke konstrukci ptimek, tsecek. Tedy
jen ke spojeni dvou libovolné vzdalenych bodi. S timto pravitkem neméiime vzdalenosti
mezi body a ani sjeho pomoci nesestrojujeme rovnobézky, popi. kolmice. Euklidovské
kruzitko lze vyuZit k sestrojeni kruznice z pevné zvolené¢ho bodu o libovolném poloméru.
Stejné jako klasickym kruZitkem, tak i tim euklidovskym miiZzeme pienaSet délku, nebot’

mezi témito kruZzitky neni nutné délat rozdily.

Nez budeme fesit samotné konstrukéni tlohy, at’ uz se jedna o euklidovské konstrukce ¢i
Apolloniovy tlohy, zamysleme se kratce nad spravnou volbou stfedu zékladni kruZnice
kruhové inverze m. Pii vhodné volbé stfedu zakladni kruznice ® se ptivodni tloha prevede
na ulohu inverzni, ktera je, jak jiz vime, jednodussi. V ulohach, ve kterych vyuzivame

kruhovou inverzi, se, pokud to ptjde, fid'me nasledujicimi doporuc¢enimi.

® S nejvétsi pravdépodobnosti je tato kniha dilem generaci, kterou Euklides doplnil a zakon¢il.
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1. Nachazi-li se v uloze bod, zvolme si ho za stied zakladni kruznice kruhové inverze
o.
2. Jestlize v zadané uloze maji kruznice spolec¢ny bod, zvolime ho za stfed zakladni

kruznice o.

Stejné¢ dulezité, jako zvoleni stfedu inverze kruznice ®, je zvoleni jejiho spravného
poloméru, ktery by nemél byt piiliS maly, protoze vhodnou volbou mizeme ziskat
naptiklad samodruzné kruznice. Dobré je vychdzet z faktu, ze vnitini oblast kruznice se

zobrazi na jeji vnéjsi oblast a naopak.

Priklad 4. 4. 1.

Sestrojte pomoci euklidovské konstrukce obraz bodu F, ktery se nachazi v kruznici o(S, r).

Rozbor:

Ulohu budeme fesit obdobné jako v piikladu 2. 1. 1., ale s pouze s pomoci euklidovskych
prosttedkl. Kruznici o(S, r) a bod F naneseme podle zadéni. Body S a F vedeme ptimku p,
na této pfimce vznika bod S’, ktery je stejné¢ vzdaleny k bodu F jako bod S. Sestrojime
Kruznice ki a Kk, se sttedy v bodech S, S” a vzdalenosti SS’. V pruseciku téchto kruznic
dostavame bod P, timto bodem a bodem F vedeme ptimku 1. V pruseciku kruznice o a
ptimky 1, vznika bod T. Dale narysujeme ptimku m, na které¢ se nachazi body S, T, a
stejnym postupem jako u piimky p vznikne také bod, S”’. Nasledné& sestrojime kruZnice o1
a 0y(stejny postup jako u kruznic k; a kz). V priseciku téchto kruznic vznikne bod R, ze
kterého vedeme k bodu T pfimku n. Pfimky n, a p se ndm protnou v hledaném obrazu bodu

F.

Konstrukce:

1) o(S, r), F — podle zadani
2)p;peSApeF

3) S (ISF[=[FS)AS" e p

4) k1, kz; ki(S, [SS]), ka(S’, IS”S])
5) P; P e (ki N ky)
B)l;lePAleP
NT;Te(@nl)
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mmeSAmeT

9)S”; (IST|=|TS”’)A S~ em

10) 01, 02; 04(S, [SS™'[), 02(S™, [S”'S])
11)R;R € (00 0y)
12)n;neTAneR

13)F; F e (nnp)

Obrazek 4. 4. 1.

Diskuze:
Ze zapisu konstrukce vidime, Ze feSeni pomoci euklidovskych prostfedkii je velice

zdlouhavé, oproti prikladu 2. 1. 1., ale také vede k hledanému obrazu bodu F.

4. 5. Zobrazeni kuzelosecek v kruhové inverzi

Ukazme chovani kuzelosecek pii aplikaci kruhové inverze. Vyberme elipsu, hyperbolu a
parabolu. Ze vseho nejdiive pfipomeneme jejich vlastnosti. Samotnou aplikaci kruhové
inverze na téchto kuzeloseckach berme spise jako diskuzi, ve které ukazeme, jak se mohou

zobrazit.

Elipsa je mnozina vSech bodd v euklidovské roviné E,, které maji konstantni soucet

vzdalenosti 2a, od pevné zvolenych bodu F; a F,. Tyto body pojmenujme ohniska. Pokud

26



na elipse umistime libovolny bod (napf. H), tak usecka, kterd bude spojovat bod H
s jednim z ohnisek, nazveme privodic. Za stred elipsy zvolime stied S Gsec¢ky FiF,. Pod

pojmem excentricita si zaved'me vzdalenost ohnisek od stiedu.

V misté, kde ptimka F1F, protina elipsu, jsou Alavni vrcholy A, B. Témito body vedeme
ptimku AB, kterou nazyvame hlavni osa. Usetka AS, popt. SB je hlavni poloosa. Vedlejsi
vrcholy C, D najdeme v misté, kde osa usecky FiF, protind elipsu. Dale pifimku CD
ozna¢me jako vedlejsi osu a pod pojmem vedlejsi poloosa si piedstavme tse¢ku CS, popf.

SD.

Obrazek 4. 5. 1.

Hyperbola je mnozina vSech bodu v euklidovské roviné E,, které maji konstantni
absolutni hodnotu rozdilu vzdalenosti 2a, od pevné zvolenych bodd F; a F,. Tyto body
pojmenujme ohniska. Pokud na hyperbole umistime libovolny bod (napt. H), tak Gsecky,
které spojuji bod H s ohnisky, budou privodice. Za stied hyperboly zvolime stied S usecky
F1F,. Pod pojmem excentricita (linedrni vystrednost) si zaved'me vzdalenost ohnisek od
sttedu. Dale vime, Ze se hyperbola sklada ze dvou casti, kterym tikame vétve hyperboly,

tyto vétve nemaji Zadny spolec¢ny bod.
V misté, kde pifimka FiF; protina hyperbolu, jsou (h4lavni) vrcholy A, B. Témito body
vedeme piimku AB, kterou nazyvame hlavni osa. Usetka AS, popt. SB je hlavni poloosa.

Na rozdil od elipsy vedlejsi osa usecky F1F; hyperbolu neprotina.

Z predchozich tadkil o hyperbole vidime, Ze ma velice podobné vlastnosti jako elipsa.
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Obrazek 4. 5. 2.

Parabola je mnozina vSech bodu v euklidovské roviné E,, které od bodu F a ptimky d

(F ¢ d) maji shodné vzdalenosti. Ohniskem paraboly je bod F, pfimku d pojmenujme

od ohniska F. Use¢ku libovolného bodu H a ohniska, dale kolmici timto bodem k direkéni
pfimce nazveme privodice. Osou paraboly je osa soumérnosti a jeji pruseéik

V s parabolou nazveme vrcholem paraboly.

Obrazek 4. 5. 3.

Hyperbolu, elipsu i parabolu ozna¢ime spolecnym nazvem regularni kuZelosecky. I pies
to, ze kazda z téchto kuZzelosecek ma definici, specialni pro kazdou z nich. Mizeme u nich

najit spolecné vlastnosti.
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Vsechny body X € E», jejichz vzdalenost od pevné zvolené¢ho bodu F a od pevné zvolené
ptimky d (F ¢ d) jsou v konstantnim poméru
IXF| /X, d=¢€&>0,
lezi na regularni kuzelosecce, jejimz ohniskem je bod F a jejiz direkéni piimkou ptislusnou
k ohnisku F je ptimka d. Navic plati:
e £<lekjeelipsa
e &=1«kjeparabola

e £>1 < kjehyperbola

(Lavicka, 2008)
Pokud bychom brali, ze kruznice mtize byt specidlnim ptipadem elipsy, tak by zfejme

platilo, ze pro ni je € = 0.

Ptipomnéli jsme zdkladni vlastnosti zkoumanych kuzelosecek. Nyni mizeme piejit

k samotné aplikaci kruhové inverze na nich.

Zobrazeni elipsy v kruhové inverzi

Ze vSeho nejdiive si uvédomme, kde v§ude se miiZe nachézet stied kruznice. Ur¢eme
zakladni body, které si zvolime pro stfed zékladni kruZnice ®. Jsou to — hlavni a vedlejsi
vrcholy, ohniska, stfed, dale body, které se nachazeji na vné, uvniti a na samotné elipse.

V nékterych piipadech nas miZe ovlivnit také polomér kruznice o.
1. Stred kruznice wv jednom z hlavnich vrcholi, libovolny polomér

Obraz elipsy tvaroveé piipomina piimku, ktera se v priniku kruznice o s elipsou

prohne smérem k hlavnimu vrcholu, ktery je sttedem .
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Obrazek 4. 5. 4.

2. Stred kruznice oV jednom z vedlejsich vrcholii, libovolny polomer
Tvarové téméf stejnd jako v predchozim piipadé, pouze je prohnuté ke stiedu

elipsy.

Obrazek 4. 5. 5.

3. Stred kruznice Vv ohnisku, libovolny polomér
Obraz tvarem pfipomind elipsu, ¢ast je prohnuta smérem k ohnisku, u kterého se
nachazi zakladni kruZnice kruhové inverze ®. Pokud bude mit kruZnice rtizné
poloméry, tak se zachova stale stejny tvar obrazu. Zajimavé je, ze vysledny obraz
bude lezet ve stejné poloze jako kruznice ®, napf. pii vnitinim doteku w s elipsou

se bude vysledny obraz také dotykat elipsy.
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Obrazek 4. 5. 6.

Stred kruznice o stejny jako stred elipsy, libovolny polomér
V této poloze je obraz podobny elipse, ov§em jeji hlavni vrcholy bychom nasli
naproti vedlejSich vrcholl vzoru. Se zvétSujicim se polomérem kruzZnice o se

zvétsuje vysledny obraz v kruhové inverzi.

Obrazek 4. 5. 7.

Stred kruznice wV libovolném bodu, ktery se nachazi na elipse, libovolny polomér
Po aplikaci kruhové inverze dostdvame obraz podobny piimce, kterd se prohyba
smérem ke stfedu elipsy. Pokud se ovSem blizime k ohnisklim, tak se za¢ina

prohybat k hlavnim vrcholiim vzoru.
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Obrazek 4. 5. 8.

6. Stred kruznice wV bode, ktery lezi vné elipsy, libovolny polomer
Zde je zajimavé, Ze se obraz nezobrazi viude, ale jen v nékterych mistech. Cim je
vnéjsi bod elipsy bliz, tim vétsi je vysledny obraz. Tvarové pfipomind kruznici,

ktera je zaSpicat¢la smérem ke stiedu zakladni kruznice kruhové inverze o.

Obrazek 4. 5. 9.

7. Stred kruznice oV bodé, ktery se nachazi uvnitr elipsy, libovolny polomér
Obraz je tvarove stejny jako v piipadé, kdyz bod lezi vné elipsy. Zajimavé je, Ze se

zobrazi v kazdém mist¢€ a je zrcadlové preklopeny, tzn. osoveé soumérny.

32



Obrizek 4. 5. 10.
Zobrazeni hyperboly v kruhové inverzi

Obdobné jako u zobrazeni elipsy umistime stfed zékladni kruZznice o do hlavnich vrchold,

ohnisek, stfedu, vnitiku a vnéjSku hyperboly a také na jeji kiivku.

1. Sted kruznice wv jednom z hlavnich vrcholii, libovolny polomér
Obraz hyperboly v kruhové inverzi pfipomina tvarem ptimku, ktera se uvnitf
kruznice méni na smy¢ku. Cim vét$i ma kruznice o polomér, tim v&tsi je samotny

obraz hyperboly po aplikaci kruhové inverze.

Obrazek 4. 5. 11.

2. Stred kruznice wV ohnisku, libovolny polomeér

V této poloze dostdvame dva tvary. Pokud se kruznice o dotyka vrcholu hyperboly,
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dostavame tvar podobny kruznici, ktera se v ohnisku mirné prohyba a prochazi
danym vrcholem. V ostatnich pfipadech se hyperbola zméni na kruznici se

smyckou.

Obrazek 4. 5. 12.

3. Stred kruznice w ve stredu hyperboly, libovolny polomeér

Po aplikaci kruhové inverze vysledny obraz hyperboly pfipominad osmicku, ktera se

zvétsuje, kdyz se zvétSuje polomér zékladni kruZnice .

Obrazek 4. 5. 13.
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4. Stred kruznice wV libovolném bodu, ktery se nachazi na hyperbole, libovolny
polomer
Dostavame opét tvar piimky, ktery prechazi vevnitt kruznice » do smycky, ta

smétuje k vrcholu.

Obrazek 4. 5. 14.
5. Stred kruznice wV bode, ktery lezi vné hyperboly, libovolny polomér
Obraz hyperboly se nachazi v zékladni kruZnici o, tvarem pfipomina osmicku, jejiz

jedna cast je veétsi. Zalezi, u kterého vrcholu jsme.

Obrazek 4. 5. 15.

6. Stred kruznice wV bode, ktery lezi uvniti- hyperboly, libovolny polomer
V této poloze obraz hyperboly tvarové opét pfipomind kruznici, ktera prochazi

sttedem zakladni kruZnice o a vV ném tvoii smycku.
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Obrizek 4. 5. 16.
Zobrazeni paraboly v kruhové inverzi
Za stied zakladni kruznice o postupné zvolime vrchol, ohnisko, kfivku, fidici pfimku

paraboly. Dale také jeji vnéj$i a vnitini oblast.

1. Stred kruznice w ve vrcholu paraboly, libovolny polomeér

V takto zvoleném bod¢ se pii aplikaci kruhové inverze se obraz paraboly podoba

pfimce, ktera se uvnitf zakladni kruznice o ostie lame ze shora ve vrcholu vzoru.

Obrazek 4. 5.17.

2. Stred kruznice wV ohnisku, libovolny polomeér
Obraz paraboly pfipomina tvarové kruznici, ktera je ostfe zlomena v ohnisku.

Tento obraz paraboly miiZze pfipominat také tvar srdce.
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Obrazek 4. 5. 18.

3. Stred kruznice wV libovolném bodu, ktery se nachdzi na parabole, libovolny

polomer

Dostavame tvar, ktery je stejny jako v pfipadé€ zakladni kruznice o se sttedem na

rr

ktivce hyperboly, tzn. pfimka, ktera pfechazi uvnitt kruznice do smycky sméfujici

k vrcholu.

Obrazek 4. 5. 19.
Stred kruznice o na ridici primce paraboly, libovolny polomér
V tomto ptipadé€ je zajimavé, Ze se obraz paraboly nezobrazi od urcité vzdalenosti.
Tvar uvnitt kruZnice o pfipomina kruZnici se Spi¢kou. Pokud protneme kruznici,

tak vysledny obraz ji také protne.
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Obrizek 4. 5. 20.
5. Stred kruznice wV bode, ktery lezi vné paraboly, libovolny polomeér
Tvarovée stejny obraz jako v pfedchozim piipad€. Z toho plyne, Ze fidici ptimka

nijak neovliviiuje tvar vysledného obrazu

Obrazek 4. 5. 21.
6. Stred kruznice oV bodeé, ktery lezi uvniti paraboly, libovolny polomér
Po aplikaci kruhové inverze vznika kruznice ptipominajici srdce. To zvétSuje své

strany podle toho, které ¢asti paraboly je blize.

Obrazek 4. 5. 22.
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5 APLIKACE KRUHOVE INVERZE

S kruhovou inverzi se bézn¢ nesetkdme v uc¢ivu zakladni ani stiedni Skoly. VEtSinou se o ni
poprvé Clovék doslechne az na vysoké Skole. Proto miize nastat otazka, jestli je kruhova
geometrie. Specialnimi tilohami, ve kterych nam kruhova inverze ulehcuje jejich feseni,
jsou Apolloniovy tlohy a tlohy s omezenou nakresnou. Nez ukazeme jejich samotné

feSeni, fekneme o nich néco blizsiho.

Apollonios z Pergy (262 pt. n. 1. — 200 pf. n. L) patfi k jedném z nejvyznamnéjsich
feckych matematikii v helénistickém obdobi. Vénoval se také fyzice a astronomii. Je
autorem mnoha knih, napt. osmisvazkového dila Kuzelosecky, O odtinani v poméru, O
dotycich. Posledni zminéna dvoudilna kniha nebyla zachovana, ale je znama z d¢l Pappose
z Alexandrie. Tato kniha pojednava o konstrukcich kruznic, které se dotykaji zadanych

utvard (piimka, bod, kruznice). Tyto ulohy dnes nazyvame jako Apolloniovy tlohy.

V minulosti se Apolloniovy Ulohy téSily velkému z4jmu. Vénovali se jim vyznamni
matematici jako Pierre de Fermat, Isaac Newton ¢i Francois Viéte. Apollonius pozadoval,
aby se tyto ulohy fesily pouze euklidovskymi prosttedky, tzn. jen s vyuzitim pravitka a
kruzitka. Ve znéni Apolloniovych tloh se vyskytuji pouze bod, pfimka a kruznice, tj. 3
objekty, které se mohou libovolné kombinovat. Tvofime kombinace tteti tfidy z 3 prvki S

opakovanim.

aw=co = ("7 = ()0

Z rovnice je vidét, Ze Apolloniovy ulohy maji 10 variant a kazd4 Gloha mlzZe mit az 8

feSeni.
1. BBB 6. Bkk
2. BBp 7. ppp
3. BBk 8. ppk
4. Bpp 9. pkk
5. Bpk 10. kkk

Specidlnim typem Apolloniovych tloh jsou Pappovy ulohy. V Pappové uloze alespon
jeden ze zadanych prvki je bod, ktery lezi na pfimce nebo kruznici. Celkem méame 6 typt

téchto uloh.
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5.1. POMOCNE ULOHY PRI RESENI APOLLONIOVYCH ULOH

Cast Apolloniovych uloh fe$ime pomoci kruhové inverze. Po vhodné volbé stiedu pro
zakladni kruznici o se illoha pievede na vnitini Glohu, kteréd se da se jiz Iépe tesit. Ukazme
postup feSeni pomocnych vnitinich tloh. ReSeni uloh je fazeno tak, aby na sebe
navazovalo.

U nékterych feSeni vyuzivame znalosti, které jsme nalerpali jiz na ZS. Jedna se o
sestrojeni teény ke kruznici z bodu, spole¢né tecny dvou kruznic a sestrojeni kruznice

vepsané a opsané trojuhelniku. Pocita se s tim, ze je kazdy umi sestrojit.

Priklad 5. 1. 1.

Sestrojte chordalu’ dvou neprotinajicich se kruznic k(A, r) a m(B, r).

Rozbor:

Ptimku p vedeme stfedem kruznic k(A, r) a m(B, r). Dale najdeme spole¢né tecny obou
kruznic. V priniku libovolné zvolené tecny a obou kruznic dostaneme body P a Q. Ur¢ime
stted S na usecce PQ. Timto stfedem vedeme kolmici k pfimce p. Kolmé piimka k piimce

je hledana chordala 2 neprotinajicich se kruznic.

Konstrukce:
)p;pe AANB
2) t; te¢na kruznic kruznic k(A, r), m(B, r)
3)P;Pe(knt)
4Q;Qe(mnt
5)S;SetA(S=|PQ|/2)
6)ch;S Lp

Diskuze:

Tato uloha ma 1 feSeni. Obrazek 5.1.1.

Towr - .- v oy iy . Y , .o
Piimka c, ktera je mnozinou v8ech bodu v roviné majicich stejnou mocnost k nesoustifednym kruznicim kia
k2, se nazyva chordala kruznic ki, k2. (Lavi¢ka, 2007)
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Priklad 5. 1. 2.

Pteved’te neprotinajici se kruznice k(A, r), m(B, r) na soustfedné kruznice.

Rozbor:

V pruseciku piimky p, prochazi stiedy kruznic, a chordaly ch vznikne bod Q. Z bodu Q
vedeme ke kruznici m(B, r) tecnu t;. V praseciku kruznice m a te¢ny t; dostavame bod T.
Dale zkonstruujeme kruznici 1(Q, |QT]|). Dostaneme body P; a P,. Zvolime zakladni
kruznici kruhové inverze m a po aplikaci kruhové inverze se nam kruznice k a m zobrazi

na soustfedné kruznice se sttedem v bodé P».

Konstrukee:

Dp;pe ANB

2) ch; chordala kruznic k(A, r) a m(B, r)
3)Q:Q e (p~ch)

4) t3; te¢na vedena z bodu Q ke kruznici m(B, r)
5T;Te(ttnm)

6) I 1(Q. IQTI)

7) P1, P2; P1, P2 € (I p)

8) ; o (P1, |P1P2])

Obrazek 5. 1. 2.

9) Inv(w); k kruznice — k’ kruznice, m kruznice — m” kruznice

Diskuze:

Tato uloha ma 1 feSeni.

Priklad 5. 1. 3.
Sestrojte kruznice, které se dotykaji 3 kruznic. 2 kruznice jsou soustfedné a 3. lezi

Vv mezikruzi téchto 2 kruznic.

Rozbor:

Hledané kruznice se maji dotykat vSech 3 kruznic, proto za stfedy kruznic 1; a |, zvolime

rl+r2

bod A a velikost poloméru bude . Déle zkonstruujeme kruznice m; a m; se sttedem

ri—-r2

v bodé B a polomérem r3 + . 'V priniku kruznice I; s kruznicemi m; a m; vzniknou
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ri—-r2

body P; — P4, které pozdéji zvolime za stied hledanych kruznic 01 — 04 S polomérem

Obdobn¢ postupujeme u dalSich 4 hledanych kruznic.

Konstrukce:

1) Iy; 1i(A,

ri1+r2

o)

ri-r2

2) my; my(B, r3 +

)
rl-r2

)
4) Pl‘ P4; Pl, P4 S (|1 M ml)
5) P2, P3; Pz, P3 S (|1 M mz)

3) my; my(B, r3 —

ri-r2

)

6) 01 — 04; 01 — 04(P1 — Py,

rl-r2
)

7) |2; |2(A, >

rl1+72

8) ny; ny(B, r3 +

)

rli+r2
)

9) ny; na(B, r3 — .

10) Q1, Q4; Q1, Q4 € (I2 N ny)
11) Q2, Q3; Q2, Qz € (I N ny)

12) 05 — 0g; 05 — 08(Q1 — Q4, = ;rrz)

Obrazek 5. 1. 3.

Diskuze:

Tato uloha ma 8 feSeni.

5.2. APOLLONIOVY ULOHY

Jak jiz vime, madme 10 typti Apolloniovych uloh. Kazda tato uloha mé nékolik variant
feSeni. Nebudeme pifedstavovat vSechny, ukazeme fteSeni pouze téch, ve kterych

vyuzivame vlastnosti kruhové inverze.
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Priklad 5. 2. 1.: Apolloniova tloha typu BBp (bod, bod, primka)
Sestrojte kruznici m, kterd prochazi body F, H a dotyka se ptimky p.

e Je dana ptimka p a déale body F, H nelezi na pfimce p. Body F, H lezi ve stejné

poloroving a ptimka p je riiznobézna s piimkou FH.

Rozbor:

Ulohu fesime s vyuzitim kruhové inverze. Sestrojime pi¥imku p a body F, H podle
vychoziho zadani ulohy. Zakladni kruznici ® kruhové inverze zvolime se stfedem v bod¢ F
a polomérem FH. Pomoci kruhové inverze se pifimka p zobrazi na kruznici p’, bod F se
zobrazi na nevlastni bod a bod H je samodruzny. Nyni feSime vnitini Glohu — sestrojeni
tecen ti, to Z bodu H ke kruznici p”. Opétovna aplikace kruhové inverze nam z teCen m’; a

m’s> da hledané kruznice mj a m,.

Konstrukce:

1)p, F, H — podle zadani

2) o; o(F; |[FH))

3) Inv(w); p pfimka — p” kruznice

4) m’1, m’y; te¢ny z bodu H ke kruZnici p”

5) Inv(w); m’y pfimka — m; kruznice,
m’, piimka — m; kruznice

m'2

Diskuze:
Obrazek 5. 2. 1.

Tato uloha ma pravé 2 feSeni, protoZe

Z bodu H ke kruznici p” 1ze vést 2 tecny, které se zobrazi na vysledné kruznice m; a my.

Priklad 5. 2. 2.: Apolloniova uloha typu BBk (bod, bod, kruZnice)

Sestrojte kruznici m, ktera prochazi body F, H a dotyka se kruznice 1(S, r).

e Je dédna kruznice | a body F, H lezi vné€ (uvnitt) kruznice 1.
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Rozbor:
Ulohu fe$ime s vyuzitim kruhové inverze. Sestrojime kruznici 1 a body F, H podle
vychoziho zadani ulohy. Zakladni kruznici ® kruhové inverze zvolime se sttedem v bodé F
a polomérem FH. Pomoci kruhové inverze se kruznice 1 zobrazi na kruznici 1°, bod F se
zobrazi na nevlastni bod a bod H je samodruzny. Nyni feSime vnitini ilohu — sestrojeni
teCen m‘;, m‘, Z bodu H ke kruznici 1. Opétovna aplikace kruhové inverze nam z tecen
m’; m’; da hledané kruznice mj a ms.
Konstrukce:

DI(S, r), F, H — podle zadani

2) o; o(F; [FHI)

3) Inv(w); 1 kruznice — 1" kruznice

4) m’y, m'p; teény zbodu H ke
kruznici I’

5 Inv(w); m’; piimka — my

kruznice, m’, pfimka — m;, kruznice

Diskuze:
Tato uloha ma pravée 2 feseni, protoze

zbodu H ke kruznici 1" lze vést 2

teCny, které se zobrazi na vysledné

Obrazek 5. 2. 2.

kruznice m; a m,.

Priklad 5. 2. 3.: Apolloniova uloha typu Bpp (bod, primka, primka)

Sestrojte kruznici m, ktera prochazi bodem H a dotyka se ptimek p1 a p..

e Jsou dany rtiznobezky p1, p2 a dale bod H nelezi na zadné z ptimek p1,p2.

Rozbor:

Ulohu fesime s vyuzitim kruhové inverze. Sestrojime piimky pi, p, a bod H podle
vychozich zadani tlohy. Zakladni kruZznici ® kruhové inverze zvolime se sttedem v bod¢
H a libovolnym polomérem r. Pomoci kruhové inverze se piimky pi, p2 zobrazi na

kruznice p’1, p’2 a bod F se zobrazi na nevlastni bod. Nyni feSime vnitini ilohu — sestrojeni
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teCen kruznic p’; a p’z. Opétovna aplikace kruhové inverze ndm z teCenm’; a m', da

hledané kruznice m; a mo.

Konstrukce:

1) H, p1, p2 — podle zadani

2) ®; o(H, r) — libovolna velikost r

3) Inv(w); p1 pfimka — p’1 kruznice, p, pfimka — p’, kruznice
4) m’y, m’y; spolecné teCny kruznicp’yap’s

5) Inv(w); m’; pfimka — m; kruznice, m", pfimka — m; kruzZnice

Obrazek 5. 2. 3.

Diskuze:
Tato uloha mé pravé 2 teSeni, protoZe 2 protinajici se kruZznice maji 2 spolecné tecny, ze

kterych pomoci aplikace kruhové inverze vzniknou vysledné kruZznice m; a m.

Priklad 5. 2. 4.: Apolloniova uloha typu Bpk (bod, primka, kruZnice)

Sestrojte kruznici m, kterd prochazi bodem H a dotykéa se pfimky p a kruZnice I(S, r).
a) Je dan bod H, ktery nenalezi pfimce p ani kruznici 1. Pfimka p neprochazi

kruznici 1. Bod H a kruznice 1 patii do stejné poloroviny uréené piimkou p.

Bod H lezi vné kruznice 1.
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Rozbor:

Ulohu fe$ime s vyuzitim kruhové inverze. Umistime bod H, piimku p a kruznici 1(S, 1)
podle zadani. Zékladni kruznici  kruhové inverze zvolime se stfedem v bodé¢ H. Pomoci
kruhové inverze se kruznice I(S, r) zobrazi na kruznici 1’, pfimka p se zobrazi na kruznici
p~ a bod H se zobrazi na nevlastni bod. Nyni feSime vnitini tlohu — sestrojeni spolecnych
teCen kruznic 1" a p”. Opétovna aplikace kruhové inverze nam z teCen m’;, m’, m'3 am’y

da hledané kruznice mj, my ms a my.

Konstrukce:

1) H, p, I(S, r) — podle zadani

2) ®; o(H, r)

3) Inv(w); 1 kruznice — 1'kruznice, p ptimka — p” kruznice

4) m’y, m’p, m’3, m’y; spoleéné tecny kruznic 1" a p’

5) Inv(w); m’y pfimka — m; kruZznice, m’, pfimka — m’, kruZnice, m’s pfimka — m;

kruznice, m’4 pfimka — m4 kruznice

Obrazek 5. 2. 4. a)

Diskuze:
Tato uloha ma celkem 4 feSeni, protoze kruznicim 1" a p” 1ze sestrojit 4 spole¢né tec¢ny, ze

kterych pomoci aplikace kruhové inverze vzniknou vysledné kruznice.
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b) Je dan bod H, ktery nenalezi pfimce p ani kruznici 1. Pfimka p je te¢nou
kruznice 1. Bod H a kruznice | patii do stejné poloroviny uréené ptimkou p.

Bod H lezi vné kruznice 1.

Rozbor:

Ulohu fesime s vyuzitim kruhové inverze. Umistime bod H, piimku p a kruznici 1(S, 1)
podle zadani. Zakladni kruznici ® kruhové inverze zvolime se stfedem v bod¢ H, budeme
pracovat s tim, ze kruznice ® a | jsou na sebe ortogonalni, tzn. kolmé. Pomoci kruhové
inverze se kruznice I(S, r) zobrazi sama na sebe, pfimka p se zobrazi na kruznici p” a bod H
se zobrazi na nevlastni bod. Nyni fesSime vnitini Glohu — sestrojeni spolecnych tecen
kruznic 1" a p’. Opé€tovna aplikace kruhové inverze ndm z te¢en m’y, m’, m’s d4 hledané

kruznice my, m, a ms.

Konstrukce:

1) H, p, I(S, r) — podle zadani

2) ®; o(H, r), oLl

3) Inv(w); 1 kruznice = 1’kruznice, p pfimka — p” kruznice

4) m’y, m’p, m’s; spolecné tecny kruznic 1" a p’

5) Inv(w); m’y pfimka — mj kruZznice, m’, pfimka — m’, kruZznice, m’s pfimka — m;

kruznice

Obriazek 5. 2. 4. b)
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Diskuze:
Tato uloha ma celkem 3 feSeni, protoze kruznice p” a 1" jsou ortogonalni a maji 3 spolecné
te¢ny. Po zpétné aplikaci kruhové inverze dostavame hledané kruznice. Kdyby kruznice | a

o nebyly ortogondlni, tak nam vyjde stejny pocet feseni.

c) Je dan bod H, ktery nelezi na pfimce p ani kruznici 1. Déale pfimka p je

seénou kruznice 1.

Rozbor:

Ulohu fesime s vyuzitim kruhové inverze. Umistime bod H, piimku p a kruznici I(S, r)
podle zadani. Zakladni kruZnici ® kruhové inverze zvolime se stiedem v bodé H. Pomoci
kruhové inverze se kruznice I(S, r) zobrazi na kruznici l’, pfimka p se zobrazi na kruznici
p’ a bod H se zobrazi na nevlastni bod. Nyni feSime vnitini tlohu — sestrojeni spolecnych
teen kruznic 1" a p”. Opétovna aplikace kruhové inverze nam z te€¢en m’y; a m’, da hledané

kruznice my, My

Konstrukee:

1) H, p, I(S, r) — podle zadani

2) ®; o(H, r)

3) Inv(w); 1 kruznice — 1'kruznice, p ptimka — p” kruznice
4) m’y, m’y; spolecné te€ny kruznic 1" a p’

5) Inv(w); m"; pfimka — m; kruznice, m’, ptimka — m’; kruznice

Obrazek 5. 2. 4. ¢)
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Diskuze:
Tato tloha mé celkem 2 feSeni, protoze kruznicim 1" a p” lze sestrojit 2 spolecné tecny, ze

kterych pomoci kruhové inverze vzniknou vysledné kruznice.

Priklad 5. 2. 5.: Apolloniova uloha typu BKk (bod, kruZnice, kruZnice)

Sestrojte kruznici m, ktera se dotyka kruznic 15(S1, 1) a I2(Sz,r2) a prochazi bodem H.

a) Jsou dany nesoustfedné kruznice 1; a |, . Dale kruznice 1; lezi uvniti kruznice 1, a

bod H je vné kruznice 1; a uvnitt kruznice 1,

Rozbor:

Ulohu fesime s vyuzitim kruhové inverze. Umistime bod H a kruznice 11(Sy, r1), 12(S2,r2)
podle zadani. Zékladni kruznici o kruhové inverze zvolime se stfedem v bod¢ H. Pomoci
kruhové inverze se kruznice 11(S;, r1) zobrazi na kruznici 11, kruznice 15(S,,I2) na kruznici
1", a bod H se zobrazi na nevlastni bod. Nyni feSime vnitini llohu — sestrojeni spolecnych
teCen kruznic 1’1 a 1",. Opétovna aplikace kruhové inverze nam z teen m’y, m’», m'z am’y

da hledané kruznice my, My, Mz a My,

Konstrukce:

1) H, 11(S1, 1), 12(Sz, r2) — podle zadani

2) ®; o(H, r)

3) Inv(); 11 kruznice — 11 kruznice, 1 kruznice — 1, kruznice

4)m’y, m’p, m’s, m’y; spoleéné teény kruznic 1’y al’,

5) Inv(w); m’; pfimka — m; kruZnice, m’, pfimka — m’, kruZnice, m’s pfimka — m;

kruznice, m’4 pfimka — my kruznice
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Obrazek 5. 2. 5. a)

Diskuze:
Tato uloha ma celkem 4 feSeni, protoZe kruznicim 11 a ', 1ze sestrojit 4 spolecné te¢ny, ze

kterych ndm pomoci kruhové inverze vzniknou vysledné kruznice.

b) Jsou dany kruznice 13,l5, které maji vnitini dotek a dale bod H nelezi na

kruznicich 1y a |,

Rozbor:

Ulohu fesime s vyuzitim kruhové inverze. Umistime bod H a kruZnice 11(S1, r1), 12(S2,r2)
podle zadani. Zakladni kruznici o kruhové inverze zvolime se sttedem v bod¢ H. Pomoci
kruhové inverze se kruznice 13(Sy, 1) zobrazi na kruznici 1’1, kruznice 12(Sz,r2) na kruznici
1", a bod H se zobrazi na nevlastni bod. Nyni feSime vnitini llohu — sestrojeni spolecnych
teCen kruznic 1’7 a 1’,. Opétovna aplikace kruhové inverze ndm z teCen m’y, m’p, m’s da

hledané kruznice my, my, M3

Konstrukce:
1) H, 11(S1, 11), 12(S2, 12) — podle zadani
2) ®; o(H, r)
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3) Inv(w); 11 kruznice — 1’1 kruznice, 1, kruznice — 1, kruznice
4) m’y, m’y, m’s; spolecné tecny kruznic 1’3 al’;
5) Inv(w); m’; pfimka — m; kruZnice, m’, pfimka — m’, kruznice, m’s pfimka — mg

kruznice

Obrazek 5. 2. 5. b)

Diskuze:
Tato tloha ma celkem 3 feSeni, protoze kruznicim 1’1 a 1, 1ze sestrojit 3 spole¢né teCny, ze

kterych vzniknou pomoci kruhové inverze vysledné kruznice.

c) Jsou dany kruznice lj, I, které maji vné&jsi dotek a dale bod H lezi vné

kruznic 11 a l»

Rozbor:

Ulohu fesime s vyuzitim kruhové inverze. Umistime bod H a kruZnice 11(S1, r1), 12(S2,r2)
podle zadani. Zakladni kruznici o kruhové inverze zvolime se sttedem v bod¢ H. Pomoci
kruhové inverze se kruznice 13(S;, r1) zobrazi na kruznici 11, kruznice 15(Sz,I2) na kruznici

1’ a bod H se zobrazi na nevlastni bod. Nyni feSime vnitini ulohu — sestrojeni spole¢nych

51



teCen kruznic 1’7 a I',. Opétovna aplikace kruhové inverze ndm z teCen m’;, m’p, m’s da

hledané kruznice my, mp, ms,

Konstrukce:

1) H, 11(S1, 1), 12(S, 12) — podle zadani

2) ®; o(H, r)

3) Inv(); 11 kruznice — 11 kruznice, 1 kruznice — 1, kruznice

4) m’y, m’y, m’s; spolecné tecny kruznic 1’3 al’;

5) Inv(w); m’; pfimka — m; kruZnice, m’, pfimka — m’, kruznice, m’s pfimka — mg

kruznice

Obrazek 5. 2. 5. ¢)

Diskuze:
Tato uloha ma celkem 3 feSeni, protoZe kruznicim 11 a ', 1ze sestrojit 3 spolecné te¢ny, ze

kterych pomoci kruhové inverze vzniknou vysledné kruznice.

d) Jsou dany kruznice lj, I, které nemaji zadny bod dotyku a dale bod H lezi

vné kruznic 1y, |o.

Rozbor:
Ulohu fesime s vyuzitim kruhové inverze. Umistime bod H a kruznice 11(S1, r1), 12(S2,r2)
podle zadani. Zakladni kruznici » kruhové inverze zvolime se sttedem v bodé¢ H. Pomoci

kruhové inverze se kruznice 11(S;, r1) zobrazi na kruznici 11, kruznice 15(Sz,I2) na kruznici
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1’ a bod H se zobrazi na nevlastni bod. Nyni feSime vnitini ulohu — sestrojeni spole¢nych
teCen kruznic 1’1 a 1',. Opé€tovna aplikace kruhové inverze nam z teCen m’;, m’y, m’'zam’y

da hledané kruznice ms, m,, msa my,

Konstrukce:

1) H, 11(S1, 1), 12(Sz, 12) — podle zadani

2) ; o(H, )

3) Inv(w); 1 kruznice — 1’1 kruznice, I, kruznice — 1", kruznice

4)m’y, m’,, m’s, m’y; spole¢né teény kruznic 1y a1,

5) Inv(w); m’y pfimka — m; kruznice, m", pfimka — m’; kruZnice, m’s pifimka — ms

kruznice, m’4 pfimka — my kruznice

Obrazek 5. 2. 5. d)

Diskuze:
Tato uloha ma celkem 4 feSeni, protoze kruznicim 11 a ', 1ze sestrojit 4 spolecné te¢ny, ze

kterych ndm pomoci kruhové inverze vzniknou vysledné kruznice.

Priklad 5. 2. 6.: Apolloniova uloha typu pkk (primka, kruznice, kruznice)
Sestrojte kruznici m, ktera se dotyka kruznic 15(S1,r1), 12(S2,r2) a ptimky p.

e Jsou dany nesoustiedné kruznice 1; a l,. Pfimka p nema s kruznicemi I3,l; zadny

spole¢ny bod. Kruznice 13,l; leZi ve stejné poloroving.
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Rozbor:

Ulohu fesime s vyuzitim kruhové inverze. Umistime kruznice 11(S1, r1), 12(S2, r2) a pfimku
p podle zadani. Zakladni kruznici ® kruhové inverze zvolime, tak aby se kruznice 11(S;y, 1)
a 15(Sy, r2) zobrazily na soustiedné kruznice 11 a 1",, pfimka p se zobrazi na kruznici p’.
Nyni feSime vnitini tlohu — sestrojeni kruznic, kdyz dvé jsou soustiedné a tieti lezi
v mezikruzi soustfednych kruznic. Opétovna aplikace kruhové inverze nam z kruznic m’;,

m’y, m’3, m’y, m’s, m’s, m’7 am’g dd hledané kruznice mz, my, Mz, my Ms, Mg, M7 @ Mg,

Konstrukce:

1) |1(Sl, |’1), |2(Sz, rz), p —podle zadani

2) o; umistime tak, aby kruznice 1’1 a 1", byly soustifedné

3) Inv(); 11 kruznice — 1’1 kruznice, I, kruznice — 1", kruznice, p pfimka — p” kruznice
4)m’y, m’y, m’s, m’y m’s, m’s, m’7, m’g; vysledné kruznice z feSeni vnitini ulohy

5) Inv(w); m’y kruznice — m; kruznice, m’; kruznice — m’, kruZnice, m’3 kruznice — mg
kruznice, m’4 kruznice — M4 kruznice, m’s kruznice — ms kruZznice, m’g kruznice — mg

kruznice, m’; kruznice — my kruznice, m’g kruznice — mgkruznice

Obrazek 5. 2. 6.

Diskuze:

Tato uloha ma 8 feSeni.
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Priklad 5. 2. 7.: Apolloniova uloha typu KKk (kruznice, kruZnice, kruznice)

Sestrojte kruznici m, ktera se dotyka kruznic 15(S1,r1), 12(Sz,r2) a I3(Ss,r3).

a) Jsou dany nesoustiedné kruznice 13,1, a I3, které nemaji Zadny spoleény bod.

Rozbor:

Ulohu fesime s vyuzitim kruhové inverze. Umistime kruznice 11(Sy, r1), 12(S2, 2) a 13(Ss, r3)
podle zadani. Zakladni kruznici ® kruhové inverze zvolime, tak aby se kruznice 13(S1, r1) a
15(S2, 12) zobrazily na soustfedné kruznice 1'1 a 1, kruznice 13 se zobrazi na kruznici 1.
Nyni feSime vnitini tlohu — sestrojeni kruznic, kdyz dvé jsou soustiedné a tieti lezi
v mezikruzi soustfednych kruznic. Opétovnd aplikace kruhové inverze nam z kruznic m’y,

m’y, m’3, m’y, m’s, m’s, m’7 am’g dd hledané kruznice mz, my, Mz, My Ms, Mg, M7 @ Mg,

Konstrukce:

1) 11(S1, 1), 12(Sa, 12), 13(Ss, r3) — podle zadani

2) o; umistime tak, aby kruznice 1’1 a 1", byly soustfedné

3) Inv(w); l; kruznice — 1’1 kruznice, 1, kruznice — 1, kruznice, 1’3 kruznice — 1’3
kruznice

4)m’;, m’y, m’3, m’y m’s, m’s, m’7, m’g; vysledné kruznice z feSeni vnitini ulohy

5) Inv(w); m’; kruznice — m; kruznice, m”, kruznice — m’, kruznice, m’3 kruznice — ms
kruznice, m’4 kruznice — M4 kruznice, m’s kruZznice — ms kruZnice, m’g kruznice — mg

kruznice, m’; kruznice — my kruznice, m’g kruznice — mgkruznice

Obrazek 5.2.7. a)
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Diskuze:

Tato loha ma 8 fesSeni.

b) Jsou dany nesoustfedné kruznice 1y, I, a I3, které se protinaji v jednom bodé.

Rozbor:

Ulohu fesime s vyuzitim kruhové inverze. Umistime kruznice 11(Sy, r1), 12(Sz, 12) a 13(Ss, r3)
podle zadéani. Zakladni kruznici ® kruhové inverze zvolime se stiedem v bod¢ H, zde se
kruZnice protinaji. Pomoci kruhové inverze se kruznice 11(S1, 1), 12(Sz, r2) a 13(Ss, r3)
zobrazi na piimky 1’1, 1”2 a 1'3. Nyni feSime vnitini ulohu — sestrojeni kruznice vepsané a
kruznic pfipsanych trojuhelniku z ptimek 1’1, 1’ a 1'3. Opétovna aplikace kruhové inverze

nam z kruznic m’y, m’p, m’s a m’4 da hledané kruznice my, m,, Mz a My,

Konstrukce:

1) |1(S;|_, I’l), |2(Sz, rz), |3(83, r3) —podle zadani

2) H; bod ve kterém se kruznice protinaji

3) ®; o(H, )

4) Inv(w); 11 kruznice — 1’1 ptimka, 1, kruznice — 1", pfimka, 1’3 kruznice — 1’3 pfimka

5) m’y, m’,, m’3, m’y; kruznice vepsana a kruznice pripsané trojuhelniku z ptimek 13, 1'; a
1’3

6) Inv(w); m’; kruznice — m; kruznice, m’, kruznice - m’, kruznice, m’z kruznice — ms

kruznice, m’4 kruznice — my kruznice

Obrazek 5. 2.7. b)
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Diskuze:
Tato loha ma celkem 4 feSeni, protoze ptimky 1’1 a 1’5, 1'3, které se protinaji, maji 4 uhly a
kazdy tento thel ma svoji osu. Tyto osy se protnou ve 4 bodech, dostdvame 4 kruznice, které

pomoci kruhové inverze prevedeme na hledané kruznice.
¢) Jsou dany nesoustiedné kruznice 1, I a I3. Dvé z nich se protinaji.

Rozbor:

Ulohu fesime s vyuzitim kruhové inverze. Umistime kruznice 11(Sy, r1), 12(S2, 2) a 13(Ss, r3)
podle zadéani. Zakladni kruznici o kruhové inverze zvolime se sttedem v bod¢ E, zde se
kruznice protinaji. Pomoci kruhové inverze se kruznice 11(S1, r1), 12(Sz, r2) a 13(Ss, r3)
zobrazi na ptimky 1’1, 1’2 a kruznici 1'3. Nyni feS§ime vnitini tlohu — sestrojeni kruznic,
které se dotykaji ptimek 1’1, 1" a kruznice 1'3. Opétovna aplikace kruhové inverze ndm z

kruznic m’y, m’,, m’3 a m’,4 da hledané kruznice my, my, Mz a my,

Konstrukce:

1) 11(S1, 1), 12(Sa, 12), 13(Ss, r3) — podle zadani

2) E; bod ve kterém se kruznice protinaji

3) o; o(E, 1)

4) Inv(w); l; kruznice — 1’1 pfimka, 1, kruznice — 1", pfimka, 1’3 kruznice — 1'3 kruznice
5) m’y, m’y, m’3, m’s; kruznice dotykajici se ptimek 171, 1'; a kruznice 1’3

6) Inv(w); m’; kruznice — m; kruznice, m’, kruznice — m’, kruznice, m’3 kruznice — ms

kruznice, m’4 kruznice — mykruznice

Obrazek 5. 2.7. ¢)
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Diskuze:
Tato uloha ma 4 feseni, protoZze pomoci stejnolehlosti l1ze pfimkam 173, 1’ a kruznici 1'3
sestrojit 4 kruznice, které nasledné pomoci kruhové inverze prevedeme na vysledné

hledané kruznice.

5.3.ULOHY S OMEZENOU NAKRESNOU

U vétsiny ptikladii, se kterymi pracujeme, se setkdvame S neomezenou nakresnou. Ve
skuteCnosti, ale nase nakresna byva omezena, napt. konec papiru, tabule apod..
V takovychto piipadech musime ptizplisobit konstrukci dané situaci. Dostavame tedy
priklady stylu: Sestrojte primku HV, jestlize mame bod H a dvé riiznobézky o a p, které se
protinaji v nepristupném bodé V. V tlohach bez nakresny vyuzivame stejnolehlosti,
kruhové inverze atd. Na nasledujicich piikladech ukdzeme feSeni s pomoci kruhové

inverze.

Priklad 5. 3. 1.
Mame kruznice my(S;, r1) a my (Sz, r2), které se protinaji v bodech F a H. Stfedy obou

kruZnic a jeden z prisecikll jsou nepfistupné. Sestrojte tétivu téchto dvou kruZnic.

Rozbor:

Ulohu fe$ime s vyuzitim kruhové inverze. Zakladni kruZnici si zvolime v bodé H, ktery je
ptistupny. Diky kruhové inverzi se ndam zobrazi kruznice m; (Si, r;) na pfimku m’; a
kruznice m; (S, r2) na pfimku m’,. V prise¢iku piimek m’y; a m’, dostavame bod F'.

Hledanou tétivu vedeme body H a F".

Konstrukce:

1) my, my, H, F — podle zadani

2) w; o (H,r)

3) Inv(®); kruznice m; — pfimka m’;, kruznice my — ptimka m’;
HF;Fem’inm’,

5)t;te H, F’
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Obrazek 5. 3. 1.

Diskuze:
Vznik bodu F’ v prisecikdch piimek m’; a m’; mizeme také zkontrolovat tim, Ze tuto
ulohu nebudeme brat jako nepiistupnou. Pfistupny bod F se ndm zobrazi do bodu F’, stejné

jako Vv nepiistupném zadani.

Priklad 5. 3. 2.
Mame protinajici se kruznice my(Sy, r1) a my (S2, r;) v bodech F a H. Tyto kruznice jsou
nepiistupné v obou stfredech a pruseciku H. Sestrojte te¢nu kruznice m; a m, které

prochazeji bodem F.

Rozbor:

Ulohu fe$ime s vyuzitim kruhové inverze. Zakladni kruznici zvolime v bod& F, ktery je
piistupny. Diky kruhové inverzi se kruznice m; (S;, r1) zobrazi na pfimku m’; a kruznice
m; (Sz, I2) na pifimku m’,. Dale vedeme ptimku t;, kterd je rovnobézna na piimku m’; a
zaroven prochazi také bodem F. To samé plati i pro rovnobéZnou piimku t',, kterd prochazi

bodem F. Dostavame vysledné te¢ny kruZznic.

Konstrukce:

1) my, my, H, F — podle zadani

2) ®; o (F, 1)

3) Inv(®); kruznice m; — piimka m’;, kruznice my — ptimka m’;

Aty o tyf|m', | m At o F
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Obrazek 5. 3. 2.

Diskuze:
Tato uloha ma 2 feseni, protoze kruznicim mj; a m, lze sestrojit 2 te¢ny, které budou

prochazet bodem F.
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6 ZAVER

Cilem mé bakalaiské prace bylo seznameni s kruhovou inverzi, se kterou se mnozi z nés
setkavaji az pfi svém studiu na vysoké Skole. Postupovala jsem od definic a zakladnich
vlastnosti kruhové inverze az k praktickym piikladim, na kterych je ukézdna jeji

uzitecnost pfi feSeni nejriznéjsich ukolt.

Pfi samotném zpracovani tohoto tématu jsem si uvédomila, jak je kruhova inverze uzitecna
V riznych geometrickych typech tloh, naptiklad u Apolloniovych tloh nam nékteré z nich

velice zjednodusuje.
Pii zpracovani kruhové inverze, jsem velice Casto vyuzivala geometricky program
GeoGebra, ktery se pro me stal po nékolik mésict velice dobrym a chytrym pomocnikem.

Praktické ptiklady sestrojené pomoci tohoto programu najdete na pfilozeném CD.

Na zavér bych jesté jednou velice rdda podekovala mému vedoucimu bakalaiské prace

Mgr. Lukasi Honzikovi, Ph.D. za jeho cenné rady, pfipominky a pevné nervy.
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7 RESUME
This bachelor thesis deals with circle inversion geometry. The main idea of this work is a
detailed introduction to the circle inversion, especially to demonstrate its usefulness for

solving various problems.

One part of my work is devoted to the basic attributes of the circle inversion (it explains

how it works).

The final part of this works is devoted to practical examples. These examples were created

in the geometric program GeoGebra.
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