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Abstrakt

Tato prace se zabyva vlivem struktury cislicového filtru a pouzitého formatu cisel na
vznik zaokrouhlovacich chyb. Strukturalni vliv je porovnavan pro ¢tyfi typy struktur, a
to strukturu pfimou, paralelni, kaskadni a lattice-ladder. Dale zpracovava prehled v dnesni
dobé nejvice pouzivanych formati ¢isel v ¢islicovych systémech, nejvice je pak zaméiena
na popis dvou téchto formati a to s pevnou a plovouci fadovou ¢arkou. Cilem prace je
navrhnout jednotlivé struktury a zhodnotit vysledky, dosazené vypocetnim programem
MATLAB. Porovnat vliv jednotlivych struktur a formatt ¢isel, na zakladé rozdilnosti

energie chybového signalu.

Klicova slova

format s pevnou fadovou ¢arkou, forméat s plovouci fadovou ¢arkou, ¢islicovy filtr, struk-

tura filtru



Abstract

Sak, Tomé&s. Rounding Errors in Digital Systems [Zaokrouhlovaci chyby v ¢islicovijch sys-
témech]. Pilsen, 2013. Bachelor thesis (in Czech). University of West Bohemia. Faculty
of Electrical Engineering. Department of Applied Electronics and Telecommunications.

Supervisor: Jifi Lahoda

This thesis describes the effect of the structure of a digital filter, and used number
representation on the creation of rounding errors. The structural effect is compared for
four types of structures, direct, parallel, cascade and lattice-ladder structure. The main
attention is paid to the most used number representation in digital systems nowadays.
These two formats represent fixed and floating point arithmetic. The goal of this thesis is
to design various structures and to evaluate the results achieved by computing program
MATLAB and to compare the effect of the structures and number representation, based

on divergence in energy of error signal.
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fixed point, floating point, digital filter, structure of filter
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1
Uvod

Névrh c¢islicovych filtra tvoii v dnesni dobé spolecné s diskrétni Fourierovou a spektralni
analyzou zaklad klasického ¢islicového zpracovani signalu. Po masivnim néastupu ¢islicové
techniky a pocitaci se postupem casu zacalo i v tomto odvétvi prechazet od analogového
zpracovani filtru k ¢islicovému. Divody lze snadno hledat ve vétsi presnosti a snadnéjSim
navrhu cislicovych filtri. Avsak od analogovych filtrii se uplné neupustilo, vzhledem k
jejich vhodnosti filtrace vysokofrekvenc¢nich signalti.

Cislicovy filtr mfize byt algoritmus nebo obvod, jehoZ ¢innosti je zapfi¢inéna zména
spektra vystupniho diskrétniho signalu. Pomoci filtru lze realizovat modely diskrétnich
systémiti za pouziti algoritmickych a aritmetickych operaci. Cislicové filtry se lisi struktu-
rou, tedy riznou skladbou zakladnich funkénich blokt: s¢itacky, nasobicky a jednotkového
zpozdéni. Prave vliv téchto struktur na vznik chyb pii kvantovani na urcity pocet bitu je
zakladem zkoumani této prace.

Kazdy cislicovy filtr provadi svoje operace v ur¢eném forméatu ¢isel. Za nejzakladnéjsi
formaty cisel povazujeme forméaty s pevnou a plovouci fadovou carkou. Tyto formaty
také vice rozebird praveé tato prace a snazi se urcit, ktery format je vhodnéjsi pro jakou
strukturu filtru. Kazdy z téchto formatu disponuje vyhodami a nevyhodami pro urcité
vlastnosti pouzitého ¢islicového filtru.

Pro ovéfeni téchto vlivll je potfeba navrhnout kazdou strukturu zvlast a pomoci vypo-
¢etniho programu MATLAB provést jednotlivé vypocty a vykresleni grafi s dirazem na
rozdily mezi filtrem v plné pfesnosti a jeho kvantovanym ekvivalentem. Tyto vysledky a
jednotlivé formaty cisel jsou porovnany. Métitkem citlivosti chyby je zvolena energie chy-
bového signalu, kterou ziskame souctem kvadratt rozdilti impulsni odezvy v plné presnosti

a presnosti odezvy omezené na pozadovany pocet bitil.



2
Reprezentace numerickych hodnot

V této kapitole nastinim nékteré ze zpisobi reprezentace numerickych hodnot v ope-
racni paméti pocitace, registrech mikroprocesoru (CPU) ¢i v matematickém koprocesoru
(FPU). Tyto hodnoty se pro vySe uvedené aplikace ukladaji v bindrnim (dvojkovém)
formatu. Coz znamend, ze pro vyjadreni takovéto hodnoty vyuzijeme N bitt. Pomoci
této N-tice bitt je mozné vyjadiit 2V navzajem odlisnych stavt. Jeden bit je zédkladni a
zaroven nejmensi jednotkou informace, ktera se pouziva predevsim v ¢islicové technice. Je-
den bit reprezentuje informaci, ziskanou odpovédi na jednu otazku typu ano/ne, u které
je pfedem dana pravdépodobnost obou odpovédi stejnd (jinymi slovy, u které nemame
zédnou predchozi informaci, kterd by jednu z odpovédi upfednostiiovala). Tyto odpovédi
muzeme oznacit binarnimi ¢islicemi 0 a 1. Jako alternativa k znaceni binarnich dislic 0 a
1 jsou napiiklad symboly ano/ne (yes/no) nebo pravda/lez (true/false).

Nejpouzivan€jsi zobrazeni binarnich stavi je zobrazeni na interval celych kladnych ¢isel
(Unsigned Integers), popfipadé na interval celych ¢isel (Signed Integers). Nejcastéj$imi
formami reprezentace c¢iselnych hodnot jsou pak format pevné radové carky a format
plovouci fadové ¢arky. Z anglické literatury jsou zavedeny zkratky FX nebo FXP (Fized
Point) pro formét pevné fadové ¢arky a FP (Floating Point) pro formét plovouci fadové
¢arky. Princip obou formatt pro ukladani podmnoziny racionalnich ¢isel je odlisny, af
uz pro zptusob reprezentace binarniho d¢isla, tak pro aritmetické operace provadéné CPU
nebo FPU.

Kazd4 opera¢ni pamét pocitace ma konecny pocet bitli a je jen na nés, jak je pouzijeme.
To se zda byti jednim z nejvétsich problémt dnesnich programétorti, protoze nedokazi
efektivné vyuzit vsechny dostupné bity a nékteré promrhaji ukladanim nepodstatnych
informaci. Vétsina mikroprocesorti je vSak navrzena na zpracovavani konstantniho poctu
bitd. Jako priklad muize poslouzit fada procesorti 286, ktera je nejlepsi pro praci s 32 bity.
Avsak pfi vypoctu s odlisnym poc¢tem bittl jeji efektivita klesa. ReSenim tohoto problému
je vyuziti programovatelnych poli FPGA, na kterych je mozno vytvorit obvody pracujici

s riznym poctem bitt.
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2.1 Format s pevnou fadovou ¢arkou (Fixed point)

Tato podkapitola se bude vénovat popisu méné pouzivaného formatu a to formatu s
pevnou fadovou ¢arkou. Pokusim se objasnit principy uchovani dat v tomto formatu,
aritmetické operace s témito Cisly a nakonec se pokusim porovnat vyhody a nevyhody
tohoto formatu oproti formatu s plovouci fadovou ¢arkou.

Jak jiz napovida jméno formatu, radova ¢arka ma presné definovanou, pro vSechna
¢isla neménnou polohu. Ta poté rozdéluje binarni slovo na dvé riizné ¢asti a to na cast
X, ktera obsahuje celou ¢ast realného cisla a na cast Y, kterda vyjadiuje desetinnou cast
realného ¢isla (Obr. 2.1).

X Y

cela ¢ast realného gisla I desetinna ¢ast realného Cisla

Obr. 2.1: Rozdéleni na desetinnou a celou ¢ast binarniho slova ve formétu pevné radové ¢arky

pevna fadova ¢arka

Pomoci celé ¢asti X lze ménit rozsah cisel, protoze kazdy bit této Casti reprezentuje
kladnou mocninu dvojkového zakladu, naopak pomoci desetinné c¢asti Y lze ménit pres-
nost, protoze kazdy bit této Casti reprezentuje zapornou mocninu dvojkového zakladu.
nosti a rozsahu. Pokud chce programator plné vyuzit dostupnou délku slova ve formatu
pevné fadové carky, tak musi udélat jedno z téchto rozhodnuti. Pii posunu o jeden bit
doprava ztracime nejméné vyznamny bit z anglictiny znadmy jako LSB (Least Significant
Bit). Pro opa¢ny piipad lze posunout vSechny bity smérem doleva, aby nejvyssi bit byl
na pozici MSB (Most Significant Bit). Pro obé tyto operace je dulezité zapamatovat si
o kolik bitti doslo k posunu, aby bylo mozné obnovit vSechna cisla ve stejném rozsahu v
pozdéjsim stadiu.

Presnost a rozsah hodnot ve formatu pevné radové ¢arky, lze reprezentovat naptiklad
na bitovém slové o délce 8 bitid, kde cela cast X zabira 5 bitll a desetinna cast Y pak

zbylé 3 bity. Poloha fadové ¢arky v tomto uvedeném piikladu je tedy mezi 3. a 4. bitem
slova (Tab. 2.1).

Cislo bitu 8 | 716 |54 3 2 1
V4ha bitu 24 | 23222t |20 |91 9=2 | 93
Dekadicka vaha bitu | 16 | 8 | 4 | 2 | 1 | 0,5 0,250,125

Tab. 2.1: Ptiklad rozsahu hodnot ve formatu pevné radové carky
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2.1.1 Zakladni matematické operace

Zde bych se chtél pokusit popsat zakladni matematické operace pouzivané ve formatu s

pevnou rfadovou ¢arkou a to zejména ty nejpouzivanéjsi jako sc¢itani, odc¢itani, nasobeni a

déleni.

e Soudet a rozdil dvou hodnot A a B

Jako prvni jsem zvolil popis dvou jednodussich operaci provadénych ve formatu
pevné radové carky a to s¢itani a odc¢itani. Zamérné jsem tyto dvé operace spojil do
spoleéného textu, nebot pro né plati stejna pravidla. Nejprve je nutné zjistit, zda
se operace neprovadi se specialnimi typy cisel jako jsou nekonecna. Poté je nutné
zajistit, aby obé cisla byly ve stejném FX formatu, tedy aby u nich byla stejna
velikost jak celé casti X, tak i desetinné casti Y.

e Soucin dvou hodnot 4 a B

vvvvvv

Zde neni nutna podminka rovnosti celé casti X a desetinné casti Y u obou cisel
jako tomu bylo u predeslych operaci. Je zde ale jiny problém, paklize ndsobime
dvé ¢isla o N bitech, vysledné ¢islo pak méa velikost 2N biti (pokud nésobime dvé
osmibitova ¢isla, vysledek je Sestnactibitovy). Toto feseni je vSak zna¢né nevyhodné,

nebot budeme potiebovat dvakrat vice bitt.

Resenim je zmenseni desetinné oblasti Y u obou ¢isel o polovinu a posun o tuto
zmensenou oblast smérem doprava. Prebyvajici bity v celé ¢asti X se pak ofiznou na
pozadovanou velikost formatu. To mé vSak logicky za nésledek zmenseni pfesnosti
jak obou pocatecnich hodnot A a B, tak i vysledku vzniklého nasobenim takto
upravenych c¢isel. Dalsim problémem, se kterym se budeme pfi této operaci ¢asto

potykat a na ktery si musime dat obzvlast velky pozor, je preteceni a podteceni.

e Podil dvou hodnot 4 a B

Stejné jako soucet a rozdil maji podobné vlastnosti i soucin s podilem. Neni tedy
vyzadovana stejna velikost celé X a desetinné Y casti. Obdobny je i problém s
velikosti vysledku, kde se dostaneme k ¢islu s vétsim poc¢tem bitli, nez mély hodnoty
pocateéni (A a B). ReSenim je opét zmenseni desetinné ¢4sti Y a posun smérem

doprava. Logicky stejné dochézi i ke zmensSeni presnosti vysledku.
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2.2 Format s plovouci fadovou ¢arkou (Floating point)

Jako druhy pfedstavim nejpouzivan€jsi format v dnesni dobé a to format s plovouci rado-
vou ¢arkou (FP). Jak jiz nazev napovidéa nejvétsi odlisnosti od formatu s pevnou fadovou
¢arkou (FX), je to, ze fadova Carka neni pevné urend a mize se ménit jeji poloha.
Format se sklada ze dvou casti a to mantisy a exponentu, obé tyto ¢asti mohou byt
jak kladné tak zaporné. Mantisa méa v sobé obsazenou informaci o vyznamnych c¢islicich,
naopak exponent udéavd mocninu o uréitém zdkladu (nejcastéji 2,8,10 a 16), kterou jsou
vyznamné ¢islice v mantise déleny ¢i nasobeny. Ptivodni hodnotu realného ¢isla dopoci-

tame podle (rov. 2.1).
R=10b"xm [—] (2.1)

kde:

R - ptivodni hodnota realného cisla
b - baze, neboli radix
e - exponent

m - mantisa

Riizné formaty hodnot, které reprezentuji ¢isla ve formatu plovouci fadové ¢arky FP
se od sebe lisi volbou béaze (radixu), ale i po¢tem bitii vyhrazenych pro ulozeni mantisy ¢i
exponentu. Prehled téchto formatu specifikuje mezinarodni norma IEEE 754. Tato norma
je v platnosti od roku 1985 a kromé specifikaci ulozeni numerickych hodnot obsahuje
také zptsoby provadéni zakladnich matematickych operaci, pravidla pro konverzi mezi

jednotlivymi formaty a pravidla pro praci se specifickymi hodnotami jako je nekonec¢no.
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2.2.1 Norma IEEE 754

V nasledujicim textu bych chtél objasnit nejcastéji pouzivané formaty pro ulozeni nume-
rickych hodnot ve formatu s plovouci fadovou c¢arkou FP. Zakladni popis podmnoziny

racionélnich ¢isel mize vyjadiovat vztah (rov. 2.2).
R=(-1)* x 27 xom  [-] (2.2)

kde:

R - numerickd hodnota racionalniho ¢isla, umoznuje rozliSeni specialnich typu cisel

2 - béze, neboli radix, u normy IEEE 754 je baze vzdy dvojka, pro zjednoduseni

vypoctu u ¢islicovych obvodi

e - exponent, kladny posunuty o hodnotu bias

bias - takova hodnota, ktera umoznuje zobrazeni zapornych c¢isel ve formatu s posu-
nutou nulou

m - mantisa, vzdy kladna

s - bit urcujici znaménko, pokud se rovna nule, je vysledna hodnota kladna a naopak

Podle téchto parametrt rozlisuje norma IEEE 754 na dva zékladni forméaty a to na

formét jednoduché presnosti (single) a na format s dvojitou presnosti (double).

e Format jednoduché piesnosti (single)

Vv

sifenim programovacich jazykt Java a C++. Charakteristickym znakem tohoto for-
matu je ulozeni hodnoty na 32 bitech. Ty jsou dale rozloZeny na 3 ¢asti. Znaménko
je uloZeno na nejvyssim bitu (MSB), dalsich osm bitt napravo od MSB je vyhrazeno
pro ulozeni exponentu v kédu s posunutou nulou a zbylych 23 bitd je vyuzito pro
uloZeni mantisy (Obr. 2.2). Velikost 32 biti je zvolena pro svij dobry pomér mezi
presnosti a rozsahem hodnot, nehledé na to, Ze ma optimalni naroky na tlozny pro-
stor a vétsina v dnesni dobé pouzivanych architektur ma pravé 32-bitovou sbérnici.
Proto se s timto formatem mtizeme setkat u vétsiny FPU a GPU. Hodnota bias je

v tomto formatu rovna 127 (rov. 2.3).

31 30 23 22 0

S e m

Obr. 2.2: Struktura formatu s plovouci fadovou ¢arkou, jednoduché presnost
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—98-1_1 (2.3)

kde: eb - pocet bitid urcenych pro exponent

Vztah vyjadiujici popis podmnoziny racionéalnich ¢isel ve formatu jednoduché pres-

nosti pak muzeme popsat jako (rov. 2.4).
R=(-1x2%xm  [-] (2.4)

e Format dvojité presnosti (double)

Druhym ze zakladnich formati, které specifikuje norma IEEE 754 je forméat s dvo-
jitou ptesnosti (double). Jak jiz ndzev napovida, pocet bitt do kterych je mozné
hodnotu ulozit se zdvojnasobil. Takze tento format operuje s 64 bity, narozdil od
32 bitt formatu single. Bity jsou pak obdobné rozlozeny na tii ¢asti. MSB je opét
vyhrazen pro znaménko, dalsich 11 bitd pro exponent a zbylych 52 pro ulozeni man-
tisy (Obr. 2.3). Hodnota bias, ktera uréuje o kolik je exponent posunuty je v tomto
piipadé 1023 (rov. 2.5).

63 62 52 51 0

S e m

Obr. 2.3: Struktura formatu s plovouci fadovou ¢arkou, dvojita presnost

bias = 271 — 1

—oll-1_ 4 (2.5)
=1024 — 1
= 1023 [—]

Poté vztah, popisujici podmnozinu racionalnich ¢isel u formatu dvojité presnosti je

nasledujici (rov. 2.6).

R= (-1 %219 xm  [] (2.6)
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e Rozsiteny format (extended)

Pro doplnéni zakladnich formétu (single a double) z normy IEEE 754, pfedstavim
jesté rozsiteny forméat (extended), ktery norma také definuje. Ze vSech tii formatu
ma tento nejvétsi kapacitu pro praci s hodnotami a to celych 80 bitti. Bity jsou opét
analogicky rozlozeny na tii ¢asti. MSB pro znaménko, 15 bitl pro exponent a 64
bitd pro mantisu (Obr. 2.4). Jeho hlavni urceni je pro vypocty na FPU. Hodnotu

bias spocteme podle jiz zndmého vzorecku (rov. 2.7) a vyjde ndm 16383.

79 78 64 63 0

S e m

Obr. 2.4: Struktura forméatu s plovouci fadovou ¢arkou, rozsifena presnost

bias =271 —1

=9ol5-1 _1 (2.7)
= 16384 — 1
— 16383  []

Obdobné jako v predeslych pfipadech je vztah pro popis podmnoziny racionalnich

¢isel vyjadien (rov. 2.8).

R=(—1)°x2°7188 5o [] (2.8)

Na konec této kapitoly bych se jesté rad zminil o dalsich formatech popsanych v
normé IEEE 754. Témito jsou naptiklad format ZX Spectrum, jez byl pouzivam na
stejnojmenném osmibitovém pocitaci. Tento velmi populérni pocita¢ vyrobeny v roce
1982, jsme v Ceské republice znali spie pod nazvem jednoho z jeho klonti - Didaktik.
Dalsim formatem stvorenym firmou Borland pro programovaci jazyk Turbo Pascal byl
Sestnactibitovy format real. Jinym Sestnactibitovym forméatem je Minifloat, pouzivany
naptiklad na grafickych procesorech firmy nVidia. Poslednim a nejmensim formatem pro

praktické vyuziti je format Microfloat, u kterého jsou hodnoty ulozeny na pouhych osmi
bitech.

2.2.2 Zakladni matematické operace

Stejné jako u forméatu s pevnou fadovou carkou, i zde se pokusim vypracovat piehled

zakladnich aritmetickych operaci a jejich realizaci u formatu s plovouci fadovou ¢arkou.

e Soucet a rozdil dvou hodnot A a B

Obdobné jako u formatu s pevnou fadovou ¢arkou za¢nu s popisem dvou jednodus-

sich operaci a to s¢itanim a odcitanim. Zamérné jsem tyto dvé operace spojil do
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spole¢ného textu, nebot pro né plati stejné pravidla. Opét je nejprve nutné zjistit,
zda se operace neprovadi se specialnimi typy cisel. Poté je potieba zjistit, které
ze sCitanych hodnot A a B je vétsi. To se provede porovnanim hodnot exponentt
u obou ¢isel. Pokud se exponenty nerovnaji, je nutné vypocitat ¢iselny rozdil ex-
ponentd (rov. 2.9). Mantisu menstho z obou porovnavanych ¢isel pak presuneme
doprava prave o tolik bit1i, kolik jsme vypocitali rozdilem obou exponentii. Poté je
nutné zjistit hodnoty biti urcujicich znaménka obou ¢isel a podle nich je rozhodnuto
zda pujde o operaci sc¢itani ¢i odc¢itani. Vysledek této operace ma pak znaménkovy
bit rovny znaménkovému bitu vétsiho z ¢isel (tzn. pokud bude vétsi ¢islo kladné,

vysledek bude kladny a naopak).

Rizikem téchto operaci je preteceni ¢i podteceni vysledku. K tomuto dochéazi pii

dosazeni maximalni respektive minimalni hodnoty exponentu.
diference = e; — ey [—] (2.9)

Pro nazorné predvedeni operace souctu u formatu s plovouci fadovou c¢arkou po-
slouzi par prikladt. Jako prvni priklad jsem zvolil soucet 2 hodnot, na kterém vi-
dime, ze posledni tfi hodnoty c¢isla B jsou nenavratné ztraceny diky zavérecnému

zaokrouhleni. (rov. 2.10).

Pr.1 A = 538623,6 ; B = 105,4239

538623, 6 + 105,4239 = (5, 386236 x 10°) + (1,054239 x 10?)
= (5, 386236 x 10°) + (0,001054239 x 10°)
= (5,386236 + 0,001054239) x 10°
= 5,387290239 x 10°
= 5,387290 x 10°  []

(2.10)

Extrémnim pripadem vsak muze byt, Ze mensi z ¢isel nema kvili konecnému zao-

krouhleni na soucet viibec zadny vliv. Coz demonstruje druhy ptiklad (rov. 2.11).

Pr.2 A = 538623,6 ; B = 0,0001054239

538623, 6 + 0,0001054239 = (5, 386236 x 10°) + (0,00000001054239 x 10°)
= (5,386236 x 10° + 0,00000001054239) x 10°
— 5,38623601054239 x 10°
= 5,386236 x 10°  []
(2.11)
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e Soudin dvou hodnot 4 a B

vvvvvv

divodu, ze jsou hodnoty rozdéleny na mantisu a exponent. Na zacatku této operace
budeme postupovat stejné jako s¢itani ¢i odc¢itani. Musime zkontrolovat zda nebu-
deme operovat se specidlnimi hodnotami jako jsou nekonecna a tzv. NaN (Not a
Number), které vznikaji napiiklad po déleni nuly nulou. Vysledny exponent poté zis-
kame tak, Ze se¢teme exponenty obou hodnot A i B (rov. 2.12). Takto vznikly vysle-
dek pak jesté musime ponizit o hodnotu bias, z divodu zabranéni posunu vysledku
smérem doleva, ktery by mohl vzniknout kvili umisténi binarni ¢arky v mantise za
prvnim bitem. Pokud dojde pii souc¢tu exponentt k preteceni (prekroci-li se maxi-
malni hodnota) je vysledkem nekone¢no. O znaménku pak rozhoduje znaménkovy
bit. Naopak jestlize dojde pfi souc¢tu exponenti k podteceni (ptfekroci-li se mini-
méalni hodnota) vysledkem je nula a o znaménku opét rozhoduje znaménkovy bit.
Vyslednou mantisu pak spoc¢itame jako souéin mantis hodnot A a B (rov. 2.13). Po-
kud dojde k preteceni vysledné mantisy o urcitou hodnotu, je pravé o tuto hodnotu
exponent navySen. Pokud se MSB mantisy nerovna jedné, posouvaji se bity smérem
doleva a exponent naopak klesa. Nakonec spoc¢itame vysledny znaménkovy bit po-

moci bitové operace ecxlusive-or obou znaménkovych bitt hodnot A a B (rov. 2.14).

e=e1+ e [—] (2.12)
m=mj X my [—] (2.13)
S = 51D So [—] (214)

I u této operace musime brat v potaz rizika s ni spjata. A to hlavné riziko pretecent,

podteceni a problémy spjaté se zaokrouhlovanim hodnot.

e Podil dvou hodnot 4 a B

Posledni ze zakladnich aritmetickych operaci je déleni. U této operace si musime
déavat obzvlast velky pozor na situace, kdy budeme délit nulou. P¥i tomto tkonu
musi byt zachovano znaménko, aby bylo mozné detekovat, zda-li je vysledek kladné
nebo zaporné nekonec¢no. Samotné operace déléni 1ze provést tfemi riiznymi zptisoby.
Za prvé muzeme vyuzit hardwarové délicky, kterou hojné vyuzivaji v dnesni dobé
FPU. Druhym zptisobem mtze byt postupné odecitani délence od délitele, postup
s kterym jsme se seznamili na zakladni skole, pfi jednoduchych vypoctech. A do
tfetice postup, ktery vyuziva k vypoctu prevracené hodnoty délitele, se kterou je

nasledné vynasoben délenec.

10
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2.3 Porovnani FX a FP

Jak jiz vyplyva z predchoziho textu, pouzivanéjsim z obou formétu je Floating point.
Jednou z hlavnich pfednosti tohoto forméatu je podpora FP operaci na hardwarovych
jednotkdch FPU. Af uz ve formé samostatného matematického koprocesoru nebo jako
piima soucast modernéjsich mikroprocesorii. Dalsi z nezanedbatelnych vyhod je urcité
samotna existence normy IEEE 754, jez jasné definuje pravidla pro pouzivani formatu s
plovouci fadovou c¢arkou. Tyto skutecnosti pak logicky vedly k tomu, Ze tento format je
primarné implementovan jako datovy typ v drtivé vétsiné dnes pouzivanych programo-
vacich jazyki. Toto je obrovsky rozdil oproti formatu s pevnou fadovou c¢arkou, ktery je
podporovan pouze malym mnozstvim programovacich jazykt.

Kde vsak FX format pred svym pouzivanéjsim protéjskem vyhrava na celé ¢are, jsou
situace, kdy dopredu zname rozsah zpracovavanych hodnot a také pozadovanou piesnost.
Dalsi nespornou vyhodou je pfedem zndma pozice fadové carky, neni totiz nutné spolecné
s ¢iselnou hodnotou uchovavat i pozici radové carky, coz vede ke znac¢né tspore pouzitych
bitlt. Matematické operace provadéné v FX formétu jsou mnohdy rychlejsi a jednodussi,
oproti pocitani jednoduchych aritmetickych operaci ve formatu FP bez pouziti matema-
tického koprocesoru. Asi nejvétsi vyhodou formatu s pevnou fadovou ¢arkou je dodrzeni
pozadované presnosti u vSech provadénych operaci. Jak jsem naznacil diive, soucet nebo
rozdil dvou od sebe se lisicich hodnot v mnoha fadech, miize skonc¢it naprostou ignoraci
mensiho z ¢isel, nebo jesté hire zacyklenim vypocttt v nekonecnych smyckach.

Nevyhodou FX formatu jsou logicky pfipady, kde prfedem nevime s jakymi hodnotami
budeme pracovat. Pokud bychom zpracovavali hodnoty s velkym pomérem mezi nejvyssi
a nejnizsi absolutni hodnotou, musime pocitat s alokovanim velkého poctu bitt.

Nevyhody FP formatu mizeme hledat paradoxné v komplexnosti tohoto formatu. Ne-
bot rozloZeni na exponent a mantisu nepfinasi jenom vyhody. Kvili tomuto rozdéleni
je ztratovy i jednoduchy prevod mezi formatem int a single, protoze dochazi k nena-
vratnému ztraceni hodnoty na osmi nejnizsich bitech, které slouzi pro ulozeni exponentu.
Proto jsou naptiklad signalové procesory vyrabény pouze s podporou FX formatu, protoze
u nich vime, Ze na vstupu i vystupu jsou prakticky vzdy cela ¢isla. Dalsi nevyhodou, jez
vyplyva z komplexnosti formatu s plovouci fadovou ¢arkou, je prakticky nemozné vyuziti
v tzv. embedded zaftizenich, jez jsou v dnesni dobé vyuzivany vice nez klasické osobni

pocitace, nebot jak jsem psal jiz dfive matematické koprocesory jsou velmi komplikované.

11



3

Analyza vlivu struktury cislicového
filtru a vlivu pouzitého formatu cisel

na vznik zaokrouhlovacich chyb

V nasledujici kapitole se presunem od roviny teoretické, tedy popisu jednotlivych forméati,
k roviné praktické, tedy porovnani vlivu struktury ¢islicového filtru a vlivu pouzitého

forméatu ¢isel na vznik zaokrouhlovacich chyb.

3.1 Kvantovani

Hlavnim divodem vzniku zaokrouhlovacich chyb pii ¢islicovém zpracovani signalu je fakt,
ze pri pouziti filtru navrzeného v plné presnosti, je nutnd kvantizace vypocitanych koefi-
cientii. K dispozici vSak mame jen omezeny pocet bitd. Timto dochéazi k ztraté presnosti
¢isel v jednotlivych formétech. Chybu kvantovani mtizeme vyjadiit pomoci rozdilu hod-
not kvantovanych koeficienti filtru a hodnoty vypocitané v plné pfesnosti filtru (rov. 3.1),
(rov. 3.2).

Aa; = d; — a; [—] (3.1)

Ab;=b;—b;  [-] (3.2)

kde:

Aa;, Ab; - chyba vznikla kvantovanim

d;, b; - kvantované koeficienty filtru

a;, b; - koeficienty v plné presnosti

12
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Pro demonstraci chyb zptsobenych kvantovanim jsem zvolil zakladni jednorozmérny
utvar, pfimku. Na tomto utvaru lze nejsnaze a nejnazornéji ukazat jak rozdil ve volbé
formatu c¢isel, tak rozdil v poc¢tu bitl, jez mame k dispozici ke kvantovani. Pro format
s pevnou Fadovou ¢arkou jsem zvolil format s délkou zlomkové ¢asti 3 bity, (Obr. 3.1) a
format s délkou zlomkové ¢asti 5 bit, (Obr. 3.2). Tyto formaty jsem zvolil zAmérné pro
jejich nazornost a pro zachovani totozného poctu bitt na ktery kvantujeme, jez se sho-
duje s poctem bitd pouzitych pro kvantovani u nasledujiciho formatu s plovouci fadovou
carkou. Z grafii je jasné vidét, ze ¢im je zlomkova ¢ast vétsi, tim je kvantovaci krok mensi

a tim padem kvantovani jemnéjsi a presnéjsi.

Nekvantovany
Kvantovany

0.8

0.7

0.6

f(n)
o
n

T

0.4r-

031

0.2

Obr. 3.1: Format s pevnou fadovou ¢arkou, délka zlomkové ¢asti 3 bity

Nekvantovany f

Kvantovany T
0.9F 1 -

0.8 f ]
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0.4r- f .

0.2 | n

0.1k | -
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Obr. 3.2: Format s pevnou fadovou ¢arkou, délka zlomkové ¢asti 5 bitid
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Pro druhy format s plovouci fadovou ¢arkou jsem zvolil stejné dlouhé bitové délky jako
pro format predesly, avsak v tomto se lisi délkou exponentti narozdil od délky zlomkové
¢asti, coz vyplyva z predeslého textu a popisu zakladnich rozdild téchto dvou formatu.
Testy jsem tedy provedl na formatu s délkou exponentu 3 bity (Obr. 3.4) a formétu
s délkou exponentu 5 bitid (Obr. 3.4). I zde ndzorné vidime, ze pouziti vice-bitového
formatu je presnéjsi. Pro vétsi hodnoty je kvantovani hrubsi, coz je dano z podstaty

formatu s plovouci fadovou ¢arkou a jeho rozdélenim na mantisu a exponent.

Nekvantovany
Kvantovany

08l : ; | i

0.4 [ : .
03f ‘ : .

0.2 o

0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1

Obr. 3.3: Format s plovouci fadovou ¢arkou, délka exponentu 3 bity

Nekvantovany

Kvantovany J
0.9F

08l : ; | i

0.6~ n

0.5~ n

f(n)

0.4 [ : .

01 .

Obr. 3.4: Format s pevnou Ffadovou ¢arkou, délka exponentu 5 bitl
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3.2 Cislicové filtry

Pro pochopeni funkce dislicovych filtrii se nejdiive pokusim vysvétlit par nezbytnych
pojmil. Linedrné ¢asové invariantni systémy jsou zakladem prace s ¢islicovymi filtry. Ca-
sové invariantnost znamend, Ze systém odpovida stéle stejnym vystupnim signilem y(t)
na ur¢ity vstupni signal x(t). Pokud budime vstup systému signalem x(t) posunutym v

Case x(t-tp), potom systém odpovi odezvou y(t) stejné posunutou v ¢ase y(t-t) (rov. 3.3).
apy(t) —ary(t — 1) —agy(t —2) — ... = box(t) + byx(t — 1) + baz(t —2) + ... (3.3)

kde:

ag, 1, A2, Gy, by, b1, by, b, - koeficienty filtru

Linearni systém je pak takovy, ktery na nasobky vstupniho signalu x(t), odpovida
nasobky vystupniho signalu k y(t) a na sumu vstupnich signali odpovida sumou signali
vystupnich. Hodnoty vystupu realizované hodnotami v drivéjsich okamzicich pak popisuje
rekurentni tvar rovnice (rov. 3.4). Z tohoto tvaru rovnice pak Z transformaci ziskdme

obecny tvar prenosové funkce ¢islicového filtru (rov. 3.5).

y(n) =Y bix(n—i)+ > _ ay(n — i) (3.4)
i=0 i=1

Y(2) = Y 0:X(2)27"+ > a;Y(2)z7"
i =0 i=1

Y(2)(1 - ;aiz_i) = X(2) Z—:o bz (3.5)

i bizii
H _ Y(z) _ 7;:2
(Z) X(z) 1_2_: P

Prenosovou funkci pak lze nalézt Z-transformaci diferencni rovnice. Linearni ¢asové in-
variantni systémy lze popsat blokovymi schématy. Pro nazornost jsem pouzil jednoduché
schéma s tfemi zakladnimi bloky (Obr. 3.5). Rozdil mezi ¢asovou (Obr. ??) a transformo-

vanou (Obr. 3.6) oblasti je zndzornén nize.
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sz)l
%() ::>X1(n)+xz(n) x(n) > Ax(n) x(n) o] xen
a) b)

c)

Obr. 3.5: Zakladni bloky filtru: a) s¢itacka, b) nasobic¢ka konstantou, ¢) jedntokové zpozdéni

Obr. 3.6: Blokové schéma systému v transformované oblasti

3.3 Navrh déislicovych filtra

Néavrh ¢islicového filtru jako takového tvoii zaklad pro klasické ¢islicové zpracovani signélu.
Realizace ¢islicového filtru je moznd budto specidlnim obvodem, nebo pomoci vypocéetnich

programu pro stolni pocitace. Velkou vyhodou ¢islicovych filtrti oproti analogovym je

Vv

i znacné snadnéjsi navrh a nasledna simulace filtru. Na rozdil od analogovych filtra je

vsak zcela nevhodny pro vysokofrekvenéni signaly. Cislicové filtry délime:

1. podle délky impulsni odezvy na:

e filtry s konecnou impulsni odezvou (FIR)

e filtry s nekonecnou impulsni odezvou (IIR)
2. podle struktury blokového schématu na:

e filtry, jez nemaji zpétnou vazbu, tzv. nerekurzivni

e filtry, jez maji zpétnou vazbu, tzv. rekurzivni

16



Zaokrouhlovact chyby v cislicovych systémech Tomas Sak 2013

Filtry s kone¢nou impulsni odezvou (FIR)

Velkéa deviza filtru s konecnou odezvou je jeho stabilita za vSech podminek. Volime
ho predevsim tam, kde je potieba linearni fazové charakteristiky v propustném pasmu,
avsak pokud tuto vlastnost primo nevyzadujeme je lepsi volba filtru typu IIR, protoze
pro stejny utlum v nepropustném pasmu mu staci mensi pocet koeficientii. Filtr typu FIR

je tedy za takovych podminek netsporny a celkové nevhodny.
Filtry s nekone¢nou impulsni odezvou (IIR)

Tomuto typu filtru se budu vénovat vice dopodrobna, nebof tento typ pouzivam i
v analyze vlivu struktury na zaokrouhlovaci chyby. Filtr s nekone¢nou impulsni odezvou
vyzaduje vzdy alespon jednu zpétnovazebni smycku, neboli méa vzdy rekurzivni strukturu,
ktera bude blize popsana v typech jednotlivych struktur. Oproti FIR filtru je zde nutné
kontrolovat stabilitu, tedy polohu pdli prenosu vuci jednotkové kruznici. Dalsi nespor-
nou vyhodou je realizace zadani za pouziti nizsiho fadu filtru, to zptusobuje aproximace
pozadované charakteristiky racionalni lomenou funkci. Odtud plyne mensi zpozdéni sig-
nalu v rameci filtrace. Rad filtru uréuje vyssi ze stupiitt polynomt, jimiZ je reprezentovana
prenosova funkce analogového prototypu filtru. Fazova charakteristika neni nikdy linearni.

Nejpouzivanéjsi metodou navrhu je navrh pomoci analogového vzorového filtru. Pokud
vyjdeme z tabulek koeficienti analogového filtru a zobrazeni roviny P do roviny Z. Pak
najdeme pfiislusné koeficienty cislicového filtru. Leva polorovina P pak musi odpovidat
alespon casti vnitfku jednotkové kruznice v roviné Z pro zachovani stability filtru. Nejpo-
uzivanéjsimi metodami pro vyse zminénou transformaci jsou metoda impulsni invariance,
metoda ndhrady derivaci diferencemi a metoda bilinedrni transformace, ktera je nejpouzi-
vanéjsi pro jeji vylouceni aliasingu. Kvili nelinearni transformaci z analogové do ¢islicové
¢asti je potieba v ramci navrhu prepocitat mezni frekvenci filtru. Hlavnimi navrhovanymi
filtry typu IIR jsou pak zakladni kmitoc¢toveé vybérové filtry a to zejména dolni propust, ze
které navrhy vétsinou vychazeji. Pro filtry s vice propustnymi ¢i nepropustnymi pasmy se
pouziva metoda pifimého navrhu, pri které dochazi k aproximaci pozadované amplitudové

frekvencni charakteristiky cislicovym filtrem za pomoci piimkovych tsekt.
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3.4 Filtr ¢tvrtého radu, typu dolni propust

V tomto piikladu shrnu vSechny dfive popsané skutecnosti a na jejich zakladé provedu
analyzu pro filtr typu dolni propust. Strukturalni vliv ovéfime na ¢tyfech typech struktur.
A to pro pfimou, kaskadni, paralelni a lattice-ladder strukturu. Forméaty c¢isel budou
reprezentovat mnou drive pfedstavené dva typy, format s pevnou a plovouci fadovou
carkou.
Pro svoji analyzu jsem zvolil filtr ¢tvrtého fadu, analogovy prototyp je reprezentovany
pfenosovou funkei (rov. 3.6)
1
Fo = st+ 83 +3s2 425+ 1

(3.6)

Frekven¢ni a impulsni charakteristiku tohoto filtru znazornuji obrazky (Obr. 3.7),

(Obr. 3.8).
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Obr. 3.7: Frekvencni charakteristika analogového prototypu filtru

o
)

h(a), h(d)

I I I I I I I I I
5 10 15 20 25 30 35 40 45 50
tisl k[

Obr. 3.8: Impulsni charakteristika analogového prototypu filtru
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Pro vzorkovani analogového filtru jsem zvolil periodu rovnou jedné sekundé (rov. 3.7).
Z obrazku (Obr. 3.9) je patrné, ze impulsni charakteristika v plné presnosti ziskané im-

pulsni invarianci a impulsni charakteristika analogového prototypu filtru se shoduji.

T(S) =1s (3.7)

0.6 T

analogova verze|

+ cislicova verze

h(a), h(d)

I I I I
30 35 40 45 50

25
tis] k[-]

Obr. 3.9: Impulsni charakteristika analogového prototypu filtru v porovnani s jeho diskrétni

verzi

Diskrétni verzi filtru v plné presnosti ziskanou impulsni invarianci popisuje prenosova
funkce (rov. 3.8).

Y(z
H(z) = X3

Y(z) = 1,1308e-12% + 3,0882e-12% + 6,9332e-2z
X(2) = 12* — 1,21082% + 1,303322 — 9,6992e-12 + 3, 6788e-1

(3.8)

Pro porovnavani vlivu chyby vzniklé kvantovanim jsem zvolil energii chybového sig-
nalu. Tuto energie ziskame jako sumu kvadratt rozdilu impulsni odezvy v plné presnosti
a presnosti kvantované na urcity pocet biti. K vypoctu pouzijeme prvnich 100 ¢lentd im-
pulsni odezvy vyse uvedeného filtru (rov. 3.9). Porovnani energii je pak provedeno pro
vsechny 4 struktury a pro oba formaty cisel.

100

e(b) = > [h() —h(@)]*  [-] (3.9)

1 =0

kde:

e - energie chybového signalu
h(i) - v i-ty vzorek impulsni odezvy ¢islicového filtru v plné ptesnosti
hy(i) - i-ty vzorek impulsni odezvy ¢islicového filtru v pfesnosti omezené na b biti

b - pocet bittl, na které je pfesnost omezena
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3.4.1 Prima struktura

Realizace této struktury (Obr. 3.10) je nejjednodussi, jelikoz jeji parametrizace pfimo vy-
chézi z prenosové funkce analogového filtru. Jako vsechny mnou pouzité struktury, je i tato
rekurzivni, coz znamena, ze obsahuje alespon jednu zpétnovazebni vétev. Dusledek zpétné
vazby je teoreticky neomezena délka impulsni odezvy. Prakticky vsak hodnoty ziskané po-
stupnou iteraci diferen¢ni rovnice limituji k nule. Nejvétsi nevyhodou piimych struktur
je velka citlivost frekvencéni charakteristiky na presnost koeficientt a;, b;. Zejména pak
pii velkém poctu koeficientd a;, b; dochazi kvantizaci ke zméné polohy polt a nul oproti
vypoctenym hodnotam. Tyto vlivy lze zmensit postupnym délenim systémové funkce na
mensi a jednodussi systémové funkce. Kazda z takto nové vznikljch funkci ma pak jen
maly pocet poli a nul. Spojenim téchto mensich funkci pak realizujeme paralelni nebo
kaskadni strukturou.

x(i) N b, y(i)
3 %@—Q

-1

O e O

wafi) |l/ b, < >

A

1

7

PG

Obr. 3.10: Filtr realizovan pfimou strukturou

Parametrizaci filtru, ktery je realizovan pfimou strukturou je nésledujici (rov. 3.10)

b() - O
ay = —1,2108 bl = 1,13086—1
ay = 1,3033 by = 3,0882e-1 (3.10)
az = —9,6992e-1 bs = 6,9332e-2
as = 3,6788e-1 by = 0
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Struktura matic stavové reprezentace filtru realizovaného pifimou strukturou je po-

psana rovnicemi (rov. 3.11), (rov. 3.12).

wi(i+1) —a; —ay —as —ay wy (1) 1
1 1 .

wg(z. +1) | 0 0 0 wg(z.) N 0 (i) (3.11)

ws(i+ 1) 0 1 0 w3 (1) 0

wali+ 1) 0 0 0 wa(i) 0
wy (i)

y(z) = [ —boa1 + bl —boag + bz —boag + bg —boCL4 + b4 MQ(Z_) + |: bo ] SB(Z)

w3 (1)

(3.12)

Format s pevnou radovou ¢arkou

Jako prvni u této struktury zhodnotim format s pevnou fadovou ¢arkou. Kvantovani
u tohoto formatu je provedeno na 16 bitt stejné tak jako u formatu s plovouci fadovou
¢arkou. Jak vidime z obrazki (Obr. 3.11), (Obr. 3.12) neni frekven¢ni ani impulsni cha-
dochézi k preteceni a nasledné saturaci. Proto dosahnou vSechny koeficienty filtru v tomto

zobrazenl maximalnich hodnot.

1.4

0.8

[H(d)] [dB]

04r

0.2

cislicova verze nekvantovana
cislicova verze kvantovana (FX)
T

10° 107 10" 10°

f [rad/s]

Obr. 3.11: Frekvenéni charakteristika filtru realizovana pfimou strukturou, porovnani kvanto-
vané verze ve formétu s pevnou fadovou ¢arkou (16ti bitovy forméat, délka celociselné

¢asti - 2 bity) a verze nekvantované
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0.6 T T
analogova verze
O cislicova verze nekvantovana
x_ cislicova verze kvantovana (FX)| |

0.5

h(a), h(d)

-0.2 1 1 1 I I
0 30 40 50 60
tisl k[

Obr. 3.12: Impulsni charakteristika filtru realizovana pfimou strukturou, porovnani kvanto-
vané verze ve formatu s pevnou fadovou ¢arkou (16ti bitovy format, délka celoéi-

selné ¢asti - 2 bity), verze nekvantované a analogové verze filtru

Dalsi graf (Obr. 3.13) znézorfiuje zmény energie chybového signélu v zavislosti na

poctu bitt, na néz je kvantovan filtr.

Energie
o
o
T

I
4 6 8 10 12 14 16
Pocet bitu

Obr. 3.13: Zmény energie chybového signalu v zavislosti na poctu biti, na néz je filtr kvantovan

(Fixed Point - 16ti bitovy format, délka celoéiselné ¢asti - 2 bity)
Z obrazku (Obr. 3.13) je patrné, ze ¢im vice bitu ke kvantovani pouZijeme, tim je

energie chybového signalu mensi. Pro prvnich nékolik biti jsou zde velké rozdily, avsak je

vidno z obrazku, ze jiz od kvantovani na 9 a vice bitl jsou energie skoro neménné.
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Format s plovouci radovou ¢arkou

Totéz jsem provedl pro forméat s plovouci fadovou ¢arkou. Z graf (Obr. 3.14), (Obr. 3.15)
muzeme pozorovat, ze u tohoto formatu jsou vysledky horsi nez u formatu predeslého.
To jasné potvrzuje i obrazek (Obr. 3.16), ktery dokazuje, Ze energie chybového signalu
pro stejny pocet bitli na které kvantujeme, je u tohoto forméatu vétsi. Z grafu vyplyva, ze
energie chybového signalu pfi kvantovani na 5 bit u formétu s pevnou fadovou ¢arkou se
priblizné rovné energii chybového signalu pfi kvantovani na 6 bitd u formétu s plovouci
rfadovou cCarkou. Tim mtzeme prohlasit, ze format s pevnou fadovou carkou je u této

struktury vhodnéjsi.
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cislicova verze nekvantovana
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Obr. 3.14: Frekvenéni charakteristika filtru realizované pfimou strukturou, porovnani kvanto-
vané verze ve formatu s plovouci fadovou ¢arkou (16ti bitovy format, délka expo-

nentu - 2 bity) a verze nekvantované
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0.6 T T
analogova verze
©  cislicova verze nekvantovana
x_ cislicova verze kvantovana (FP)| |

0.5

h(a), h(d)

-0.2 I L L L L
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tfs] k[-]
Obr. 3.15: Impulsni charakteristika filtru realizovana pfimou strukturou, porovnani kvanto-
vané verze ve formatu s plovouci fadovou ¢arkou (16ti bitovy format, délka expo-

nentu - 2 bity), verze nekvantované a analogové verze filtru

Energie

10° I I I I I
4 6 8 10 12 14 16

Obr. 3.16: Zmény energie chybového signalu v zavislosti na poc¢tu bitl, na néz je filtr kvantovan

(Floating Point - 16ti bitovy forméat, délka exponentu - 2 bity)
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3.4.2 Kaskadni struktura

Kaskadni struktura je charakterizovana jako soucin jednodussich, dil¢ich systémovych
funkei (rov. 3.13). Jako predesla struktura i tato obsahuje alespori jednu zpétnovazebni

vétev coz je nazorné vidét ze schématu této struktury (Obr. 3.17).

=
¥

[
h<

Y3 = Hi(2)Ha(2) .. Ho(z)  [-] (3.13)

Obr. 3.17: Filtr realizovan kaskadni strukturou

Parametrizaci filtru, ktery je realizovan kaskadni strukturou vyjadfuje rovnice (rov. 3.14)

by = —1,1308e-1

a; = —1,1778 b, = 2,8091e-1
as = 4,5373e-1 by = 0 (3.14)
az = —3,2962e-1 bs = 0
ay; = 8,1078e-1 by = 1
by = 2,4682¢-1

Struktura matic stavové reprezentace filtru realizovaného kaskadni strukturou popisuji
matice (rov. 3.15), (rov. 3.16).

w1 (Z + 1) —aq —a2 0 0 wl(z) 1
wpli 1) | 0 00 wl) |0 G s
wg(l + 1) —b0a1 + b1 —b()ag + b2 —asz —aq wg(l) b()
wy(i 4 1) 0 0 1 0 w4 (i) 0

y(i) = [ bobzai + b1bs  bobzas + babs  bsas + by bsas + bs

| I
g
[V

e e e
~
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Format s pevnou radovou carkou

Stejné jako u struktury piimé i zde budu porovnavat kvantované verze filtru s nekvan-
tovanymi, u frekven¢nich a impulsnich charakteristik filtru (Obr. 3.18), (Obr. 3.19). Tato
struktura dosahuje lepsich vysledkti, nez struktura pfimd, coz dokumentuje i graf zmén
energie chybového signalu v zavislosti na pocet biti na néz je kvantovan (Obr. 3.20). I
zde pozorujeme, zZe se energie od urcitého poc¢tu bitt na néz kvantujeme jiz neméni, ale
tento jev nastava o jeden bit dfive, nez u struktury primé. Pfi kvantovani na 6 bitt, je
energie chybového signalu polovi¢ni nez tomu bylo u struktury primé. To je zapric¢inéno

prave rozlozenim systémové funkce na soucin jednoddussich, dil¢ich systémovych funkei.
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Obr. 3.18: Frekvencni charakteristika filtru realizovana kaskadni strukturou, porovnani kvanto-
vané verze ve formatu s pevnou fadovou ¢arkou (16ti bitovy format, délka celociselné

¢asti - 2 bity) a verze nekvantované
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Obr. 3.19: Impulsni charakteristika filtru realizované kaskadni strukturou, porovnani kvanto-
vané verze ve formétu s pevnou fadovou ¢arkou (16ti bitovy forméat, délka celociselné

¢asti - 2 bity), verze nekvantované a analogové verze filtru
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Obr. 3.20: Zmény energie chybového signalu v zavislosti na poctu biti, na néz je filtr kvantovan

(Fixed Point - 16ti bitovy format, délka celoéiselné ¢asti - 2 bity)
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Format s plovouci radovou ¢arkou

I u této struktury se forméat s plovouci fadovou ¢arkou jevi jako ten horsi, coz mizeme
vypozorovat z frekvenéni a impulsni charakteristiky (Obr. 3.21), (Obr. 3.22). V porovnani
se strukturou pfimou vsak vykazuje zlepseni, tedy energie chybového signalu je pro jaky-
koliv pocet bitl na néz je kvantovano nizsi (Obr. 3.23). Ustéleni zmény energie chybového

signalu, je i zde od kvantovani na 8 biti

1.4
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08 e o | 8

|H(d)I [dB]
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cislicova verze nekvantovana
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Obr. 3.21: Frekvencni charakteristika filtru realizovana kaskadni strukturou, porovnani kvan-
tované verze ve formétu s plovouci fadovou ¢arkou (16ti bitovy format, délka expo-

nentu - 2 bity) a verze nekvantované

0.6

analogova verze
O cislicova verze nekvantovana
x_ cislicova verze kvantovana (FP)| |

h(a), h(d)

I
10 20 30 40 50 60
tisl k[-]

Obr. 3.22: Impulsni charakteristika filtru realizované kaskadni strukturou, porovnani kvanto-
vané verze ve formatu s plovouci fadovou ¢arkou (16ti bitovy formét, délka expo-

nentu - 2 bity), verze nekvantované a analogové verze filtru
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Obr. 3.23: Zmény energie chybového signalu v zavislosti na poc¢tu bitl, na néz je filtr kvantovan

(Floating Point - 16ti bitovy format, délka exponentu - 2 bity)

3.4.3 Paralelni struktura

Tak jako kaskadni struktura tak i paralelni je charakterizovana jednodussimi, dil¢imi
systémovymi funkcemi, avSak ne jejich souc¢inem ale souc¢tem (rov. 3.17). I tato struktura
stejné jako predeslé patii mezi rekurentni struktury (Obr. 3.24).

H(z) = Y3 = Hi(z) + Hi(2) + Ho+ (2) ...+ Ho(2)  [-] (3.17)

>

x(d)

Obr. 3.24: Filtr realizovan paralelni strukturou
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Parametrizaci filtru, ktery je realizovan paralelni strukturou charakterizuje rovnice
(rov. 3.18).

by = —1,1397e-1
a1 = —3,2962¢-1 by = 2,3370e-1

as = 8,1078e-1 by = 0 (3.18)
as = —1,778 bs = 1,1397e-1
as = 4,5373e-1 by = —2,1629e-1

b5 — 0

Matice, které popisuje struktura stavové reprezentace filtru realizovaného paralelni
strukturou jsou pak nasledujici (rov. 3.19), (rov. 3.20).

w1 (Z + 1) —ay —a9 0 0 wl(@) 1
w(+1) | | 1 0 0 0 w(i) |, |0 o) (3.10)
w3 (i +1) 0 0 —a3 —ay ws(7) 1 '
wy (i +1) o 0 1 0 w (i) 0
wi (i)
y(Z) = — bo(ll + bl bg(lQ + bg b3a3 + b4 b3a4 -+ b5 ] wZ(Z) + [ bO i| .%'(Z) (320)
ws(4)

Format s pevnou radovou carkou

Tato struktura dosahuje zdanlivé nejlepsich vysledkt podle grafu zmény energie chy-
bového signalu (Obr. 3.27). AvSak pii blizsim prozkoumani zjistime, Ze pfi kvantovani na 5
bit1 sice vykazuje nejmensi chybovost, avsak pfi zvySovani poctu bitl na néz kvantujeme,
energie neklesa tak strmé jako u ostatnich struktur a pii kvantovani na 9 bitt jiz dosa-
huje vysledku nejhorsich ze vSech struktur. To je ddno prave s¢itanim dil¢ich systémovych
funkci.
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Obr. 3.25: Frekvencni charakteristika filtru realizovana paralelni strukturou, porovnani kvanto-
vané verze ve formatu s pevnou fadovou ¢arkou (16ti bitovy format, délka celociselné

¢asti - 2 bity) a verze nekvantované

0.6

T T
analogova verze

O cislicova verze nekvantovana
x_ cislicova verze kvantovana (FX)| |

0.5

h(a), h(d)

30 40 50 60
tisl k[-]

Obr. 3.26: Impulsni charakteristika filtru realizované paralelni strukturou, porovnani kvanto-
vané verze ve formatu s pevnou fadovou ¢arkou (16ti bitovy forméat, délka celociselné

¢asti - 2 bity), verze nekvantované a analogové verze filtru
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Obr. 3.27: Zmény energie chybového signalu v zavislosti na poctu biti, na néz je filtr kvantovan

(Fixed Point - 16ti bitovy forméat, délka celo¢iselné ¢asti - 2 bity)

Format s plovouci radovou ¢arkou
Ani u této struktury nevykazuje forméat s plovouci fadovou ¢arkou lepsich vysledki nez
ten s pevnou. Co vSak stoji za povSimnuti je, ze pfi kvantovani na 5 bitl se energie
chybového signalu témér rovna hodnoté, kterou dosahl format s pevnou fadovou ¢arkou
u pfimé struktury (Obr. 3.30). To naznacuje vyhodnost této struktury pfi kvantovani na

maly pocet bitt.

1.4

1.2

08

[H()] [dB]

04r

0.2

cislicova verze nekvantovana
cislicova verze kvantovana (FP)
T

-3 -2 -1 0

10 10 10 10
f [rad/s]

Obr. 3.28: Frekvencni charakteristika filtru realizovana paralelni strukturou, porovnani kvan-
tované verze ve formétu s plovouci fadovou ¢arkou (16ti bitovy format, délka expo-

nentu - 2 bity) a verze nekvantované
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analogova verze
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x_ cislicova verze kvantovana (FP)| |

0.5
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Obr. 3.29: Impulsni charakteristika filtru realizovana paralelni strukturou, porovnani kvanto-
vané verze ve formatu s plovouci fadovou ¢arkou (16ti bitovy format, délka expo-

nentu - 2 bity), verze nekvantované a analogové verze filtru

Energie

10 &

10" I I I I I
4 6 8 10 12 14 16

Obr. 3.30: Zmény energie chybového signalu v zavislosti na poc¢tu bitl, na néz je filtr kvantovan

(Floating Point - 16ti bitovy forméat, délka exponentu - 2 bity)
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3.4.4 Lattice-ladder struktura

Posledni strukturou jejiz vliv budu ovétovat, je Lattice-ladder struktura (Obr. 3.31). Tato

Obr. 3.31: Filtr realizovan lattice-ladder strukturou

Al = 4, 1558e-1 (51 = \/1— A% ﬁl =0

Ay = =5,5965¢e-1  §y = \/1—-A3 [y = 1,5296e-1 (3.21)
Az = 6,0659-1 03 = \/1—A3 B3 =6,2370e-1
\% 4

Ay = —3,6788¢-1 6, =+/1—AZ B, = 2,9528¢-1

wy(i+1) —AsA, J3 0 0 wi (i) P
’LUQ(Z + 1) _ —A253A4 —AgAg (52 0 Wa (Z) i ﬁg .’L‘(Z)
wg(l -+ 1) —A15253A4 —A1(52A3 _A]_AQ 51 U)g(’&) 53
’UJ4(Z + 1) 51(5253A4 (51(52A3 (51A2 Al U)4(’L) B4
(3.22)
wi (i)
y(i) = [ 6 0 0 0] wa(i) | 0 () (3.23)
ws (1)
wa(i)
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Format s pevnou radovou carkou

Jak dokazuje obréazek, frekvencni charakteristika kvantovand u tohoto formatu nej-
vérnéji kopiruje charakteristiku nekvantovanou (Obr. 3.32). To je zapiic¢inéno pouZitou
strukturou filtru, nebot u této struktury nedochézi k preteceni koeficienti. Energie chy-
bového signalu vsak nedosahuje nejlepsich hodnot (Obr. 3.34). To miZe byt zapfi¢inéno

prave slozitou parametrizaci této struktury.

1.4

121

|H(d)I [dB]

0.6

0.2

cislicova verze nekvantovana
cislicova verze kvantovana (FX)|
T

107 107 107" 10
f [rad/s]

Obr. 3.32: Frekvenc¢ni charakteristika filtru realizovand lattice-ladder strukturou, porovnani
kvantované verze ve formatu s pevnou radovou ¢arkou (16ti bitovy format, délka

celo¢iselné ¢asti - 2 bity) a verze nekvantované

0.6

T
analogova verze

O cislicova verze nekvantovana

x_ cislicova verze kvantovana (FX)| |

h(a), h(d)

I
10 20 30 40 50 60
tisl k[-]

Obr. 3.33: Impulsni charakteristika filtru realizovana lattice-ladder strukturou, porovnani
kvantované verze ve forméatu s pevnou radovou ¢arkou (16ti bitovy format, délka

celociselné ¢asti - 2 bity), verze nekvantované a analogové verze filtru
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Obr. 3.34: Zmény energie chybového signalu v zavislosti na poctu biti, na néz je filtr kvantovan
(Fixed Point - 16ti bitovy forméat, délka celo¢iselné ¢asti - 2 bity)

Format s plovouci radovou ¢arkou

I u této struktury prokazuje format s plovouci fadovou ¢arkou horsi vysledky, nez ten
s pevnou. Obdobné jako u Fixed Pointu, ani v tomto formatu neni tato struktura nejlepsi
co se tyce energie chybového signalu (Obr. 3.37). Disledky lze opét hledat ve velkém
poctu parametri lattice-ladder struktury.
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T

10° 107
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Obr. 3.35: Frekvencni charakteristika filtru realizovana lattice-ladder strukturou, porovnani
kvantované verze ve formétu s plovouci fadovou ¢arkou (16ti bitovy format, délka

exponentu - 2 bity) a verze nekvantované

36



Zaokrouhlovact chyby v cislicovych systémech Tomas Sak 2013

0.6 T T
analogova verze
©  cislicova verze nekvantovana
x_ cislicova verze kvantovana (FP)| |

0.5

h(a), h(d)

-0.2 I L L L L
0 30 40 50 60
tfs] k[-]
Obr. 3.36: Impulsni charakteristika filtru realizovana lattice-ladder strukturou, porovnani
kvantované verze ve formétu s plovouci fadovou ¢arkou (16ti bitovy format, délka

exponentu - 2 bity), verze nekvantované a analogové verze filtru
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Obr. 3.37: Zmény energie chybového signalu v zavislosti na poc¢tu bitl, na néz je filtr kvantovan

(Floating Point - 16ti bitovy forméat, délka exponentu - 2 bity)
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3.4.5 Shrnuti vysledka

Jako prvni zhodnotime formét s pevnou fddovou ¢arkou. Z grafu (Obr. 3.38) je zfejmé,
ze pro kvantovani na velmi maly pocet bit je nejlepsi paralelni struktura. Se zvysujicim
se poctem bitl vsak prokazuje nejlepsi vysledky struktura kaskadni. Nejlepsi aproximaci
frekvencni charakteristiky v plné pfesnosti dosahuje zcela urcité lattice-ladder struktura.

Coz je zapfic¢inéno jeji parametrizaci, nedochazi zde k preteceni koeficientii.

10 T T

i
—6— Prima struktura

—6— Kaskadni struktura
102k 8 Paralelni struktura L
—©— Lattice-ladder struktura

Energie
=
o
T

Il
4 6 8 10 12 14 16
Pocet bitu

Obr. 3.38: Srovnani zmén energie chybového signdlu v zavislosti na poc¢tu bitd, na néz je filtr

kvantovan (Fixed Point - 16ti bitovy forméat, délka celoc¢iselné ¢asti - 2 bity)

U formatu s plovouci fadovou ¢arkou jsme u vSech struktur dosli k horsim vysledkim
nez u formatu predeslého (Obr. 3.39). AvSak rozdily nejsou nikterak velké a pii kvantovani
na 5 bitt se nejlepsi ze struktur (kaskddni) blizi hodnotami energie chybového signélu k

nejhorsi (pfimé) struktute kvantované ve formatu s pevnou radovou ¢arkou.

T 13

—©— Prima struktura

—©— Kaskadni struktura

10 & : Paralelni struktura H
> : —©— Lattice-ladder struktura

Energie

Il
4 6 8 10 12 14 16
Pocet bitu

Obr. 3.39: Srovnani zmén energie chybového signalu v zavislosti na poc¢tu bitd, na néz je filtr

kvantovan (Floating Point - 16ti bitovy forméat, délka exponentu - 2 bity)
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Z.avér

Hlavnimi cili této bakalarské prace bylo zpracovani pirehledu v soucasnosti pouzivanych
forméatl cisel v cislicovych systémech a analyzovani vlivu struktury c¢islicového filtru a
vlivu pouzitého formatu ¢isel na vznik zaokrouhlovacich chyb.

Zakladem prace bylo navrhnout funkéni algoritmy pro jednotlivé typy struktur (p¥ima,
kaskadni, paralelni, lattice-ladder) a jejich nasledna analyza za pouZiti vypocetniho pro-
gramu MATLAB. Hlavni dtraz byl kladen na porovnani frekvenc¢nich charakteristik filtru
v plné presnosti a filtru kvantovaného na 16 bitt. Dale pak porovnani impulsnich cha-
rakteristik analogového prototypu filtru s kvantovanaou verzi ¢islicového filtru a nakonec
porovnani energie chybového signalu v zavislosti na poctu bitii, na nez byl filtr kvantovan.
Toto porovnani bylo provedeno pro vsechny struktury a pro dva formaty cisel, format s
pevnou a plovouci fadovou c¢arkou.

Na zékladé mnou ziskanych vysledkii mohu prohlasit, ze format s pevnou fadovou
c¢arkou dosahl lepsich vysledkii u vSech ¢tytech testovanych struktur. Rozdily nejsou vSak
nikterak veliké a u paralelni struktury se energie chybového signalu za pouziti formatu
s plovouci fadovou ¢arkou témeér rovna hodnoté, kterou dosahl forméat s pevnou fadovou
c¢arkou u ptrimé struktury.

7Z hlediska strukturalniho vlivu dosahuje nejlepsich vysledki v méfeni energie chybo-
vého signalu pro kvantovani na velmi maly pocet bitl paralelni struktura. Se zvysujicim
se poc¢tem bitl vSak prokazuje nejlepsi vysledky struktura kaskadni. Nejlepsi aproximaci
frekvencni charakteristiky v plné presnosti pak dosahuje lattice-ladder struktura, coz je
kladt vykazovala pro kvantovani na maly pocet bitl nejhorsi vysledky struktura prima.

Dalsim namétem k hlubsimu zpracovani této problematiky je testovani téchto struktur
a forméatt ¢isel v praxi pro rtizné ucely filtrovani a porovnani jejich vlivu na konkrétnich
prikladech.

39



Literatura

[1] YATES, Randy. Technical Reference Fized-Point Arithmetic : An Introduction.,
2013. [Cit. 26. 3. 2013]. Dostupné z: http://www.digitalsignallabs.com/fp.pdf

[2] TISNOVSKY, Pavel. Seridl Fized Point Arithmetic. Root.cz [online], 2006. [Cit. 4.
5. 2013]. Dostupné z: http://www.root.cz/serialy/fixed-point-arithmetic

[3] SOVKA, Pavel a POLLAK, Petr. Vybrané metody ¢islicového zpracovdni signdli.
Vyd. 1. Praha: Vydavatelstvi CVUT, 2001. 206 s. ISBN 80-01-02416-4.

4] BRTNIK, Bohumil. Algoritmy ¢islicového zpracovdni signdli. Praha: BEN - tech-
nicka literatura, 2011. 1 sv. (v riizném strankovani). ISBN 978-80-7300-400-2.

[5] HAASZ, Vladimir, NOVAK, Jiii a ROZTOCIL, Jaroslav. Cislicové mérici systémy.
Vyd. 2., pfeprac. Praha: Vydavatelstvi CVUT, 2000. 315 s. ISBN 80-01-02245-6.

[6] DAVIDEK, Vratislav, LAIPERT, Milo$ a VLCEK, Miroslav. Analogové a ¢islicové
filtry. Vyd. 2. Praha: Vydavatelstvi CVUT, 2006. 345 s. ISBN 80-01-03026-1.

(7] Matlab: Fized-Point Design for MATLAB Code, |online], 2013. [Cit. 12. 2. 2013].
Dostupné z: http://www.mathworks.com/help/fixedpoint/

8] Matlab: Fized-Point, [online], 2013. [Cit. 12. 2. 2013]. Dostupné z:
http://www.mathworks.com/help/vision/fixed-point.html

9] Matlab: Floating-Point Numbers, [online|, 2013. [Cit. 12. 2. 2013]. Do-
stupné z: http://www.mathworks.com/help/matlab/matlab prog/floating-point-

numbers.html

40



