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Abstract

Robust pole assignment by static state feedback and static output
feedback

This master’s thesis studies the problem of robust stabilization by static state and
static output feedback. We look for an optimal feedback that assigns the required
Jordan form to the closed-loop system and that makes the closed-loop system suffici-
ently robust or is not fragile. We describe the algorithms for solving real and complex
stability radius and use these functions as the main criteria functions for optimizing
properties of the closed-loop system. These functions together with the approach
for computation of the explicit parametrization of state and output feedback creates
a base for optimization. In this thesis we design a new algorithm for solving robust
Jordan form assignment by output feedback. As a part of this thesis we create the
library for solving the above problems and implement them in the Matlab toolbox.

Keywords: static state feedback, static output feedback, pole assignment, Jordan
form, robust stability, fragility, singular values, optimization, Hamiltonian matrix

Abstrakt

Robustńı přǐrazeńı pól̊u stavovou a výstupńı zpětnou vazbou

Tato diplomová práce se zabývá problémem robustńı stabilizace stavovou a výstupńı
zpětnou vazbou. Chceme nalézt nejlepš́ı zpětnou vazbu, která bude uzavřenému sys-
tému přǐrazovat požadovanou Jordanovu formu a pro ńıž bude uzavřený systém
dostatečně robustńı nebo která nebude křehká. Seznámı́me se s algoritmy na vý-
počet reálného a komplexńıho poloměru stability a využijeme je dále jako hlavńı
kriteriálńı funkce při optimalizaci vlastnost́ı uzavřeného systému. Tyto funkce spolu
s př́ıstupem pro výpočet explicitńı parametrizace slouž́ı jako základ optimalizace.
Dále navrhujeme nový algoritmus na výpočet robustńıho přǐrazeńı Jordanovy formy
výstupńı zpětnou vazbou. Součást́ı práce je vytvořeńı knihovny funkćı v softwaru
Matlab, pomoćı které budeme moci řešit př́ıklady z uvedené problematiky.

Kĺıčová slova: stavová zpětná vazba, výstupńı zpětná vazba, přǐrazeńı pól̊u, Jor-
danova forma, robustńı stabilita, křehkost regulátoru, singulárńı č́ısla, optimalizace,
Hamiltonova matice
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1 Úvod 1
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8 Závěr 97
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1 Úvod

Jedńım z významných problémů v teorii lineárńıch systémů je přǐrazeńı pól̊u zpětnou
vazbou. Zpětnou vazbou se snaž́ıme přǐradit systému námi požadované chováńı, které
budeme určovat zvolenými póly. Uvažujme systém (A, B, C), kde A ∈ Rn×n, B ∈
Rn×m, C ∈ Rp×n, popsaný diferenciálńı rovnićı

ẋ = Ax+Bu

y = Cx,

kde x reprezentuje stav systému, u představuje jeho vstup a y výstup. Vlastńı dy-
namické chováńı tohoto systému je dáno jeho autonomńı1 část́ı (tj. ẋ = Ax), kon-
krétně vlastńımi č́ısly a vlastńımi vektory matice A. Protože chceme źıskat stabilńı
systém, muśıme všechny póly uzavřeného systému umı́stit do otevřené levé poloro-
viny komplexńı roviny. K tomuto účelu můžeme využ́ıt zpětnou vazbu. V naš́ı práci
budeme navrhovat stavovou zpětnou vazbu F (u = Fx) a výstupńı zpětnou vazbu
K (u = Ky).

Pro uvedený systém tak chceme nalézt stavovou zpětnou vazbu F , resp. výstupńı
zpětnou vazbu K, aby matice dynamiky uzavřeného systému Ac = A + BF , resp.
Ac = A + BKC, měla požadovanou Jordanovu formu. Takových zpětných vazeb
je obecně nekonečně mnoho. V předkládané práci se budeme zabývat problémem
návrhu stavové či výstupńı zpětné vazby, která bude daný systém jednak stabilizovat
a nav́ıc v jistém smyslu optimalizovat.

Prvky matice dynamiky otevřeného systému jsou určeny hodnotami veličin reál-
ného modelu, které neznáme přesně. Proto je rozumné uvažovat, že vstupńı matice
A může být zat́ıžena jistými perturbacemi (∆). Pro systém (A, B, C) tak nestač́ı
jen naj́ıt zpětnou vazbu, která jej stabilizuje (která mu pomoćı Jordanovy formy
přǐrad́ı požadované chováńı), ale je vhodné zajistit, aby i při p̊usobeńı co největš́ıch
perturbaćı z̊ustal uzavřený systém stabilńı. Budeme se tedy snažit vybrat takovou
matici F , resp. K, aby póly uzavřené smyčky z̊ustaly v otevřené levé polorovině
komplexńı roviny i při uvažovaných poruchách. Požadujeme tak, aby pro všechny
uvažované poruchy ∆ z̊ustala stabilńı matice,

Ac +∆ = (A+∆) +BF = (A+BF ) + ∆, resp.

Ac +∆ = (A+∆) +BKC = (A+BKC) + ∆.

Je-li tato podmı́nka splněna, hovoř́ıme o robustńı stabilitě systému.

Obdobně uvažujme o přesnosti vypočtené zpětné vazby. Jej́ı realizace v č́ıslico-
vém regulátoru je možná jen na určitý počet platných cifer daný formou zobrazeńı

1systém bez vstupu
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Úvod

reálných č́ısel v použitém procesoru. Z tohoto d̊uvodu bychom chtěli mı́t zajǐstěno,
že i při určitých změnách v prvćıch matice zpětné vazby se vlastńı č́ısla matice dy-
namiky uzavřeného systému budou nacházet v otevřené levé polorovině komplexńı
roviny. Zpětnou vazbu, která by již při malých poruchách narušila stabilitu uza-
vřené smyčky, označujeme jako křehkou (fragilńı2). Chceme-li tedy zabránit křeh-
kosti zpětné vazby, požadujeme stabilitu matice

Ac +B∆ = A+B(F +∆) = (A+BF ) +B∆, resp.

Ac +B∆C = A+B(K +∆)C = (A+BKC) +B∆C.

Pro posouzeńı, jak daleko od nestability se uzavřený systém nacháźı, budeme pou-
ž́ıvat tzv. komplexńı či reálný poloměr stability.

V článćıch [7, 19] se autoři zabývaj́ı podobnou problematikou nalezeńı robustně
stabilńıho systému. V [7] je navrhován regulátor, který stabilizuje daný systém se
současnou minimalizaćı H∞ normy přenosu uzavřené smyčky a daľśım požadavkem
na stabilńı regulátor. Součást́ı těchto praćı je také volně dostupný3 program HIFOO4

sestavený v softwaru Matlab. Optimalizovanými proměnnými jsou zde př́ımo všechny
prvky matice výstupńı zpětné vazby a může jich tak být obecně velmi mnoho. Nav́ıc
při změnách prvk̊u zpětnovazebńı matice nemáme zaručeno, že uvažovaná kriteriálńı
funkce bude definována, protože uzavřený systém při změně prvk̊u regulátoru ne-
muśı z̊ustat stabilńı. Podobný př́ıstup je uvažován i v práci [19]. Zde se autoři snaž́ı
vyhnout této situaci přidáńım vedleǰśı podmı́nky, která omezuje hodnotu největš́ıho
záporného vlastńıho č́ısla uzavřeného systému. Výpočtem některých základńıch ro-
bustńıch kritéríı se zabývaj́ı i práce [31] a [15]. V [31] se autoři soustřed́ı na vykresleńı
komplexńıho pseudospektra zejména pro velké ř́ıdké pevné matice a umožňuj́ı pro
ně určit hodnotu pseudospektrálńı abscissy. V [15] je poč́ıtán např́ıklad komplexńı
poloměr stability matic, ale bez návrhu regulátoru.

V naš́ı práci zvoĺıme jiný př́ıstup, založený na minimálńı parametrizaci množiny
všech stavových, resp. výstupńıch, zpětných vazeb přǐrazuj́ıćıch požadovanou Jorda-
novu formu, která vedle stability zajǐst’uje i požadované chováńı uzavřené smyčky.
Kromě toho budeme uvažovat daľśı požadavky na maximálńı robustnost uzavřeného
systému, minimálńı křehkost regulátoru a některé daľśı praktické požadavky.

Práce je členěna do čtyř hlavńıch část́ı. V prvńı z nich je představena základńı
teorie potřebná pro uvedeńı do zmiňované problematiky, dále stručně pojednáváme
o optimalizačńıch metodách využ́ıvaných při řešeńı nast́ıněných úloh.

V druhé části navážeme na návrh explicitńı parametrizace z [25] a [16] a poṕı̌seme
nový algoritmus pro nalezeńı parametrické matice Q(α), která vede na minimálńı

2z lat. fragilis, e - křehký, nestálý
3www.cs.nyu.edu/overton/software/hifoo
4HIFOO : H-Infinity Fixed-Order Optimization
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Úvod

parametrizaci množiny zpětných vazeb a usnadňuje řešený problém. V třet́ı části si
uvedeme zvolená kritéria pro posouzeńı robustnosti systému či fragility regulátoru
a představ́ıme možnosti jejich výpočtu.

Ve čtvrté části budeme formulovat konkrétńı problém robustńıho přǐrazeńı a na-
vrhovat metody pro jeho řešeńı. Představ́ıme návrh nového numerického algoritmu
pro robustńı přǐrazeńı Jordanovy formy výstupńı zpětnou vazbou a demonstrujeme
jej na několika př́ıkladech. Součást́ı předkládané práce bude vytvořeńı knihovny
funkćı v softwaru Matlab pro řešeńı uvedené problematiky. V závěru práce budeme
ilustrovat využit́ı knihovny na několika praktických př́ıkladech, např́ıklad modelu
robotu jednonožky.
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2 Př́ıpravná kapitola

2.1 Seznam značeńı

� ukončeńı d̊ukazu

, definičńı relace
R množina reálných č́ısel
C množina komplexńıch č́ısel
∀ pro všechna
∃ existuje
⇒ implikuje
A ∈ Rn×m A je reálná matice typu n×m
In jednotková matice typu n× n
A−1 inverzńı matice k matici A
AT transponovaná matice A
A∗ hermitovsky sdružená matice A
det(A) determinant matice A
rank(A) hodnost matice A
diag{L1, . . . , Lk} blokově diagonálńı matice s diagonálńımi bloky

L1, . . . , Lk

Λ(A) spektrum matice A, množina všech vlastńıch č́ısel matice
A

σ(A) singulárńı č́ıslo matice A
σ1(A) největš́ı singulárńı č́ıslo matice A
σmin(A) nejmenš́ı singulárńı č́ıslo matice A
Re(x) reálná část komplexńıho č́ısla x
Im(x) imaginárńı část komplexńıho č́ısla x
∂Cg hranice oblasti Cg

⟨a, b⟩ uzavřený interval od a do b
o nulový vektor
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Př́ıpravná kapitola Úvodńı pojmy

2.2 Úvodńı pojmy

V teorii ř́ızeńı nás u systémů často zaj́ımá, zda jsou stabilńı, př́ıpadně, jak daleko se
nacháźı od nejbližš́ıho nestabilńıho systému. O stabilitě systému vypov́ıdaj́ı vlastńı
č́ısla matice dynamiky. Vzdálenost mezi systémy pak budeme posuzovat podle normy
perturbaćı, které ze stabilńıho systému udělaj́ı nestabilńı. Uved’me si proto nejprve
některé základńı pojmy, se kterými budeme dále pracovat.

Definice 2.1. (Norma vektoru) Necht’ V je vektorový prostor nad tělesem komplex-
ńıch (resp. reálných) č́ısel. Normou vektoru x ∈ V rozumı́me funkci, která přǐrad́ı
každému vektoru x ∈ V nezáporné č́ıslo ∥x∥ a splňuje následuj́ıćı podmı́nky:

1) ∥x∥ > 0 pro x ̸= o
2) ∥αx∥ = |α|∥x∥, pro α ∈ C (resp. R)
3) ∥x+ y∥ ≤ ∥x∥+ ∥y∥, ∀x, y ∈ V .

V této práci budeme použ́ıvat Euklidovskou normu vektoru, definovanou jako

∥x∥2 =

(
n∑

i=1

|xi|2
) 1

2

, (2.1)

kde xi je i-tá složka vektoru x ∈ Cn.

Normu matice A ∈ Cn×n budeme měřit maticovou normou generovanou Eukli-
dovskou normou (2.1)

∥A∥2 = sup
x ̸=o

∥Ax∥2
∥x∥2

= max
∥x∥2=1

∥Ax∥2. (2.2)

Pokud nebude specifikováno jinak, budeme pro matici v následuj́ıćıch kapitolách
symbolem ∥ · ∥ označovat jej́ı maticovou normu generovanou Euklidovskou normou.

Definice 2.2. Necht’ A ∈ Rn×n.

a) Matice A je symetrická, jestliže A = AT .
b) Matice A je ortogonálńı, jestliže ATA = AAT = In.

Definice 2.3. Necht’ A ∈ Cn×n.

a) Matice A je hermitovská, jestliže A = A∗.
b) Matice A je unitárńı, jestliže A∗A = AA∗ = In.

Definice 2.4.

a) Necht’ A ∈ Rn×n. Řekneme, že A = [ai,j]
n
i,j=1 je horńı trojúhelńıková matice,

jestliže ai,j = 0 pro i > j.

5



Př́ıpravná kapitola Úvodńı pojmy

b) Necht’ A ∈ Rn×n. Řekneme, že matice A je kvazi-trojúhelńıková, je-li blokově
horńı trojúhelńıková s bloky na diagonále typu 1× 1 nebo 2× 2.

c) Necht’ A ∈ Rn×n. Řekneme, že matice A = [ai,j]
n
i,j=1 je v horńım Hessenbergově

tvaru, jestliže ai,j = 0 pro i > j − 1.
d) Necht’ A ∈ Rn×n. Řekneme, že matice A = [ai,j]

n
i,j=1 je v dolńım Hessenbergově

tvaru, jestliže ai,j = 0 pro i < j − 1.

Definice 2.5. Necht’ A je čtvercová matice n-tého řádu. Polynom p(λ) = det(λI −
A) nazýváme charakteristickým polynomem matice A. Kořeny polynomu p(λ) se
nazývaj́ı vlastńı č́ısla matice A. Soubor všech vlastńıch č́ısel matice A se nazývá
spektrum matice A a označuje se Λ(A). Necht’ λ ∈ Λ(A), potom nenulový vektor
v ∈ Cn takový, že (λI − A)v = 0, tj. Av = λv, je vlastńım vektorem matice A
př́ıslušný vlastńımu č́ıslu λ.

Vlastńı č́ısla jsou tedy kořeny př́ıslušného charakteristického polynomu. Protože
pro výpočet kořen̊u polynomů pátého a vyšš́ıho stupně neexistuje obecný vzorec,
nelze ani vlastńı č́ısla matice těchto řád̊u vypoč́ıtat v konečném počtu krok̊u.

Numerické metody na výpočet vlastńıch č́ısel se lǐśı podle toho, zda chceme nalézt
všechna vlastńı č́ısla (úplný problém), nebo jen některá (potom se jedná o částečný
problém).

Definice 2.6. Řekneme, že matice A a B jsou podobné, jestliže existuje regulárńı
matice T taková, že A = TBT−1. Označujeme A ∼ B.

Věta 2.1. Jsou-li matice A, B podobné, maj́ı stejná vlastńı č́ısla.

Důkaz. Jestliže jsou matice A,B podobné, existuje regulárńı matice T a lze psát
A = TBT−1. Potom det(λI − A) = det(λI − TBT−1) = det[T (λI − B)T−1] =
det(T ) det(λI −B) det(T−1) = det(λI −B). �

Definice 2.7. Necht’ A je matice typu n ×m. Odmocniny z nenulových vlastńıch
č́ısel matice A∗A (nebo AA∗) nazýváme singulárńımi č́ısly A a označujeme σ(A), tj.

σi =
√
λi(A∗A), (2.3)

kde i = 1, . . . , k a k = rank(A).

Singulárńı č́ısla můžeme uspořádat sestupně : σ1 ≥ σ2 ≥ σ3 ≥ . . . ≥ σk > 0.

Věta 2.2. Necht’ A ∈ Cm×n a rank(A) = k. Potom existuj́ı unitárńı matice U ∈
Cm×m, V ∈ Cn×n takové, že matici A lze vyjádřit jako součin

A = UΣV ∗,

kde Σ = diag{σ1, σ2, . . . , σk, 0, . . . , 0} ∈ Cm×n.
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Př́ıpravná kapitola Hamiltonova matice, perturbace a pomocné věty

Definice 2.8. Necht’ v = [x1, x2, . . . , xn]
T ∈ Rn, p1(v), p2(v), . . . , pm(v) předsta-

vuj́ı polynomy s reálnými koeficienty v proměnných x1, x2, . . . , xn. Varietou V v Rn

nazýváme množinu

V = {v ∈ Rn : pi(v) = 0, i = 1, . . . ,m}.

2.3 Hamiltonova matice, perturbace a pomocné

věty

V této podkapitole si uvedeme d̊uležité věty, které dávaj́ı do souvislosti normu matic,
singulárńı č́ısla a perturbace v prvćıch matic.

Některé metody, které poč́ıtaj́ı hodnoty kritéria robustnosti, využ́ıvaj́ı vztahu
mezi singulárńımi č́ısly jistých matic a vlastńımi č́ısly odpov́ıdaj́ıćıch Hamiltonových
matic. Zavedeme si proto Hamiltonovu matici a zmı́ńıme některé jej́ı vlastnosti.

Definice 2.9. Matici M ∈ C2n×2n, která splňuje podmı́nku JM = (JM)∗, kde

J =

[
0 In

−In 0

]
se nazývá Hamiltonova matice.

Věta 2.3. Jestlǐze λ je vlastńım č́ıslem Hamiltonovy matice M , potom je jej́ım
vlastńım č́ıslem také −λ.

Důkaz. Mějme matici J =

[
0 In

−In 0

]
. V následuj́ıćıch rovnostech využijeme, že

JM = −M∗J , det(J) = 1 a pro A,B ∈ Cm×m je det(AB) = det(A) det(B).

pM(λ) = det(λI −M) = det(J) det(λI −M) = det(λJ − JM) =

= det(λJ +M∗J) = det(λI +M∗) det(J) = det(λI +M∗) =

= det(λI +M)∗ = det(M − (−λI))∗ = pM(−λ).

�

Věta 2.4. Necht’ M ∈ C2n×2n, M =

[
A B
C D

]
, kde A,B,C,D jsou čtvercové ma-

tice řádu n. Potom M je Hamiltonova matice, pokud jsou matice B,C hermitovské
a A+D∗ = 0.

7
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Důkaz.

JM =

[
0 In

−In 0

] [
A B
C D

]
=

[
C D

−A −B

]
,

(JM)∗ =

[
C∗ −A∗

D∗ −B∗

]
=

[
C D

−A −B

]
.

Protože (JM) = (JM)∗, je matice M podle definice 2.9 Hamiltonova. �

Věta 2.5. (Sylvestrova věta o determinantech) Necht’ maticeM ∈ Cp×q a N ∈ Cq×p,
potom plat́ı

det (I −MN) = det (I −NM) . (2.4)

Důkaz. Vyjdeme z výrazu det (I −MN), který budeme dále upravovat,

det (I −MN) = det

([
I 0
M I −MN

])
= det

([
I N
M I

] [
I −N
0 I

])
.

Nyńı užijeme, že pro čtvercové matice A,B plat́ı det (AB) = det (A) det (B). Potom

det

([
I N
M I

] [
I −N
0 I

])
= det

([
I N
M I

])
det

([
I −N
0 I

])
.

Dále upravme matici

[
I −N
0 I

]
. Vynásob́ıme druhý řádek této blokové matice

matićı N zleva a přičteme k prvńımu řádku. T́ım hodnotu determinant̊u nezměńıme,

det

([
I N
M I

])
det

([
I −N
0 I

])
= det

([
I N
M I

])
det

([
I 0
0 I

])
=

det

([
I N
M I

])
det (I) det (I) = det

([
I N
M I

])
· 1 · 1 = det

([
I N
M I

])
.

Posledńı matici opět uprav́ıme vynásobeńım zleva matićı N druhého řádku a přičte-
ńım k prvńımu, dostaneme

det

([
I N
M I

])
= det

([
I −NM 0

M I

])
= det (I −NM) .

Postupnými úpravami jsme źıskali vztah (2.4). �

Věta 2.6. Necht’ A ∈ Cm×n, plat́ı

∥A∥2 = σ1(A). (2.5)

8
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Důkaz. Ze vztahu (2.2) pro normu matice a věty 2.2 plyne

∥A∥2 = max
∥x∥2=1

∥Ax∥2 = max
∥x∥2=1

∥UΣV ∗x∥2.

Protože U a V jsou unitárńı matice a po substituci y = V ∗x (∥x∥2 = ∥V y∥2 = ∥y∥2)
dostaneme, že

max
∥x∥2=1

∥UΣV ∗x∥2 = max
∥y∥2=1

∥Σy∥2.

Předchoźı rovnost můžeme dále rozepsat (pro rank(A) = k) podle vztahu (2.1)

∥A∥2 = max
∥y∥2=1

∥Σy∥2 =

= max
∥y∥2=1

√
|σ1y1|2 + . . .+ |σkyk|2 + |0 · yk+1|2 + . . .+ |0 · yn|2 =

= max
∥y∥2=1

√
σ2
1|y1|2 + . . .+ σ2

k|yk|2 ≤ max
∥y∥2=1

√
σ2
1(|y1|2 + . . .+ |yn|2) = σ1(A).

Nakonec pro vektor y =
[
1 0 . . . 0

]T
, tj. x = v1, se maxima př́ımo dosahuje,

tedy celkem ∥A∥2 = σ1(A). �

Věta 2.7. Necht’ A ∈ Cm×n a rank(A) = n, plat́ı

min
∥x∥2=1

∥Ax∥2 = σn(A). (2.6)

Důkaz. Analogicky jako ve větě (2.6) bychom dostávali

∥Ax∥2 = ∥UΣV ∗x∥2 = ∥ΣV ∗x∥2 = ∥Σy∥2 =

=
√

|σ1y1|2 + . . . |σnyn|2 =
√
σ2
1|y1|2 + . . . σ2

n|yn|2 ≥ σn.

Pro vektor y =
[
0 0 . . . 1

]T
se minima nabývá. �

Věta 2.8. (Perturbace v součtu) Necht’ M ∈ Cm×n a rank(M) = n, plat́ı

min
∆∈Cm×n

{∥∆∥2 : rank(M +∆) < n} = σn(M). (2.7)

Důkaz. Protože rank(M + ∆) < n, existuje nenulový jednotkový vektor x, že
(M+∆)x = o. Potom je ∥Mx∥2 = ∥∆x∥2 a podle věty 2.7 źıskáme ∥∆x∥2 ≤ σn(M).
Dále, protože plat́ı ∥∆∥2∥x∥2 ≥ ∥∆x∥2 ≥ σn(M), je ∥∆∥2 ≥ σn(M). Nakonec
ukažme, že pro nějakou matici ∆ takovou, že rank(M + ∆) < n, nastává rovnost.
Pokud zvoĺıme ∆ = −σnunv∗n, je

(M +∆)vn = σnun − σnunv
∗
nvn = σnun − σnun = o,

tedy rank(M +∆) < n a pro matici ∆ plat́ı i to, že ∥∆∥2 = σn(M). �
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Věta 2.9. (Perturbace v součinu) Necht’ M ∈ Cm×p, plat́ı

min
∆∈Cp×m

{∥∆∥2 : rank(I −M∆) ≤ m− 1} =
1

σ1(M)
. (2.8)

Důkaz. Matice (I −M∆) ∈ Cm×m a rank(I −M∆) ≤ m− 1, tj. matice (I −M∆)
je singulárńı. Existuje tedy vektor x ∈ Cm, x ̸= o takový, že (I −M∆)x = o. Potom

Ix =M∆x a

∥x∥2 = ∥M∆x∥2 ≤ ∥M∥2∥∆x∥2 = σ1(M)∥∆x∥2, tedy

∥x∥2 ≤ σ1(M)∥∆x∥2. Protože x ̸= o a podle (2.2) dostaneme

1

σ1(M)
≤ ∥∆x∥2

∥x∥2
≤ ∥∆∥2.

T́ım jsme obdrželi ∥∆∥2 ≥ 1
σ1(M)

. Nyńı ukažme, že pro nějakou matici ∆ zde bude

platit rovnost. Necht’ singulárńı rozklad matice M je ve tvaru M =
∑k

i=1 σiuiv
∗
i ,

(pro rank(M) = k). Zvolme ∆ = 1
σ1(M)

v1u
∗
1. Potom pro x = u1 máme

(I −M∆)x = (I −M∆)u1 =

(
I −M

v1u
∗
1

σ1(M)

)
u1 = u1 −

Mv1
σ1(M)

a protože podle věty 2.2 je Mv1
σ1(M)

= u1 bude

u1 −
Mv1
σ1(M)

= u1 − u1 = o.

Z volby matice ∆ je ∥∆∥2 = 1
σ1(M)

a dohromady s nerovnost́ı ∥∆∥2 ≤ 1
σ1(M)

dosta-

neme min∆∈Cp×m{∥∆∥2 : rank(I −M∆) ≤ m− 1} = 1
σ1(M)

. �

Věta 2.10. (Rouchého věta pro polynomy) Necht’ R(z) a S(z) jsou polynomy, Γ
jednoduchá uzavřená křivka v C. Je-li

|R(z)| > |S(z)| pro každé z ∈ Γ, (2.9)

potom R(z) a R(z) + S(z) maj́ı stejný počet nulových bod̊u uvnitř Γ.

Věta 2.11. Mějme polynom

P (z) = p0 + p1z + p2z
2 + . . .+ pnz

n =

= pn(z − a1)
m1(z − a2)

m2 . . . (z − ar)
mr , (2.10)

kde pro k = 1, 2, . . . , r jsou ak kořeny polynomu P (z) a mk jejich násobnosti. Necht’
Q(z) = q0+ q1z+ q2z

2+ . . .+ qnz
n, kde qi = pi+ εi, pro i = 1, 2, . . . , n, a Dk = {z ∈

C : |z− ak| < rk}, kde 0 < rk < min{|ak − aj|} a ak, aj jsou r̊uzné kořeny polynomu
P (z). Potom existuje ε > 0 takové, že |εi| < ε (pro i = 1, 2, . . . , n) implikuje, že
polynom Q(z) má právě mk nulových bod̊u uvnitř Dk.
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Důkaz. Pro množinu Dk , {z ∈ C : |z − ak| < rk} označme ∂Dk jej́ı hranici. ∂Dk

je kompaktńı množina v C, na ńıž polynom P (z) neńı nulový. Následně tak bude
existovat č́ıslo δk > 0 takové, že i |P (z)| ≥ δk > 0 pro z ∈ ∂Dk. Dále uvažujme
Q(z)− P (z) , R(z) = ε0 + ε1z + . . .+ εnz

n. Pro z ∈ ∂Dk je

|R(z)| = |ε0 + ε1z + . . .+ εnz
n| ≤ |ε0|+ |ε1||z|+ . . .+ |εn||zn| ≤

≤ |ε0|+ |ε1|(|z − ak|+ |ak|) + . . .+ |εn|(|z − ak|+ |ak|)n ≤
≤ |ε0|+ |ε1|(rk + |ak|) + . . .+ |εn|(rk + |ak|)n ≤

≤ ε+ ε(rk + |ak|) + . . .+ ε(rk + |ak|)n ≤ ε
n∑

j=0

(rk + |ak|)j.

Pro Mk ,
∑n

j=0(rk + |ak|)j je |R(z)| ≤ εMk. Zvolme ε < δk
Mk

, Mk > 0, ε > 0, ε =

ε(rk). Potom
|Q(z)− P (z)| = |R(z)| ≤ εMk < δk ≤ |P (z)|,

tj. |Q(z) − P (z)| < |P (z)|. Podle věty 2.10, kde uvažujeme R(z) = P (z), S(z) =
P (z) − Q(z) a Γ = ∂Dk, dostaneme, že polynom Q(z) má v Dk přesně mk kořen̊u
(právě tolik jako polynom P (z)). Neboli, jestliže se koeficienty polynomu změńı
o perturbace velikosti nejvýše ε, posunou se př́ıslušné kořeny perturbovaného poly-
nomu do vzdálenosti ne v́ıce než rk od p̊uvodńıch kořen̊u ak. �

Důsledek 2.1. Předchoźı věta ř́ıká, že kořeny polynomu záviśı spojitě na jeho koefi-
cientech. Protože vlastńı č́ısla matice jsou podle definice 2.5 kořeny jej́ıho charakte-
ristického polynomu a koeficienty tohoto polynomu jsou spojité funkce prvk̊u matice,
záviśı vlastńı č́ısla matice spojitě na jej́ıch prvćıch.

2.4 Numerická analýza a výpočet vlastńıch č́ısel

matice

Vlastńı a singulárńı č́ısla matic muśıme poč́ıtat iteračńımi metodami. Uvažujme pro
jednoduchost př́ıpad, kdy matice A má n lineárně nezávislých vlastńıch vektor̊u
v1, v2, . . . , vn odpov́ıdaj́ıćıch vlastńım č́ısl̊um λ1, λ2, . . . , λn. Potom je matice A di-
agonalizovatelná, tj. L = V −1AV , kde V = [v1, . . . , vn] a L = diag{λ1, . . . , λn}.
Následuj́ıćı věta pro tento př́ıpad uvád́ı, že problém výpočtu vlastńıch č́ısel vede
obecně na špatně podmı́něnou úlohu.

Věta 2.12. (Bauer – Fike) Je-li µ vlastńı č́ıslo matice A+∆ ∈ Cn×n a L = V −1AV ,
kde L = diag{λ1, . . . , λn}, potom mini |λi − µ| ≤ κ(V )∥∆∥, kde κ(V ) = ∥V −1∥∥V ∥.
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Důkaz. Je-li µ vlastńı č́ıslo matice A+∆ a x př́ıslušný vlastńı vektor, potom

(A+∆)x = µx

(µI − A)x = ∆x

(µI − V DV −1)x = ∆x

V (µI −D)V −1x = ∆x.

Č́ıslo µ neńı vlastńım č́ıslem matice A, tedy

V −1x = (µI −D)−1V −1∆(V V −1)x

V −1x = (µI −D)−1(V −1∆V )V −1x

∥V −1x∥ = ∥(µI −D)−1(V −1∆V )V −1x∥
1 ≤ ∥(µI −D)−1∥∥V −1∥∥∆∥∥V ∥

a pro indukovanou normu

1 ≤ max
i

1

|µ− λi|
κ(V )∥∆∥

min
i

|µ− λi| ≤ κ(V )∥∆∥.

�

Je-li matice symetrická, jsou vlastńı vektory př́ıslušej́ıćı r̊uzným vlastńım č́ısl̊um
ortogonálńı a vlastńı vektory násobných vlastńıch č́ısel lze ortogonalizovat. Pro sy-
metrickou matici tak existuje ortogonálńı matice V , pro kterou je κ(V ) = 1 a úloha
na vlastńı č́ısla symetrických matic (i singulárńıch č́ısel) vede na dobře podmı́něnou
úlohu.

Některé numerické metody pro výpočet vlastńıch č́ısel využ́ıvaj́ı podobnostńı
transformace a vztahu (2.1), př́ıpadně se napřed převád́ı p̊uvodńı matice těmito
transformacemi na tvar vhodněǰśı pro výpočet. Uvažujme, že podobnostńı transfor-
maci aplikujeme na matici zat́ıženou chybami ∆, tedy (A +∆) a X−1(A +∆)X =
X−1AX +X−1∆X = B, potom

∥X−1∆X∥ ≤ κ(X)∥∆∥

a vlastńı č́ısla matice B by se pro velké κ(X) velmi lǐsila od vlastńıch č́ısel ma-
tice A. Proto se použ́ıvaj́ı pro podobnostńı transformace unitárńı matice, tj. X ∈
Cn×n, X∗X = XX∗ = I, resp. ortogonálńı X ∈ Rn×n, XTX = XXT = I.

Nyńı uvedeme bez d̊ukazu několik známých vět pro rozklady matic. Jejich d̊ukazy
lze nalézt např. v [30].

Věta 2.13. (Schurova) Pro libovolnou matici A ∈ Cn×n existuje unitárńı matice
U ∈ Cn×n tak, že matice T = U∗AU bude horńı trojúhelńıková.
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Na diagonále matice T potom nalezneme vlastńı č́ısla matice A, která mohou
být pro obecnou reálnou matici reálná i komplexńı. Protože s komplexńımi č́ısly se
pracuje obt́ıžněji, můžeme uvažovat následuj́ıćı větu, která dává rozklad na reálné
matice.

Věta 2.14. (Schurova věta pro reálné matice) Pro matici A ∈ Rn×n existuj́ı reálná
ortogonálńı matice U a reálná kvazi-trojúhelńıková matice T takové, že plat́ı T =
UTAU .

Jednou z často použ́ıvaných metod pro výpočet úplného problému vlastńıch č́ısel
obecné matice (neř́ıdké, nevelké dimenze) je QR algoritmus.

Věta 2.15. Necht’ matice A ∈ Rn×n je regulárńı. Potom existuj́ı ortogonálńı matice
Q ∈ Rn×n a horńı trojúhelńıková matice R ∈ Rn×n takové, že A = QR.

Algoritmus 2.1. QR algoritmus

Vstup: matice A ∈ Rn×n

A0 = A
for k = 1, 2, . . .

a) spočti QR rozklad matice Ak−1, tj. Ak−1 = QkRk

b) sestav matici Ak = RkQk

end

Výstup: matice Ak

Podle definice 2.6 je libovolná matice v k-té iteraci podobná p̊uvodńı matici A,

Ak = RkQk = (QT
kQk)RkQk = QT

k (QkRk)Qk = QT
kAkQk =

= QT
kRk−1Qk−1Qk = QT

k (Q
T
k−1Qk−1)Rk−1Qk−1Qk =

= QT
kQ

T
k−1Ak−2Qk−1Qk = . . . = QT

kQ
T
k−1 . . . Q

T
1AQ1 . . . Qk−1Qk.

Matice Ak se pro dostatečně velká k bĺıž́ı horńı (kvazi-)trojúhelńıkové matici,
vlastńı č́ısla diagonálńıch blok̊u matice Ak jsou potom aproximacemi vlastńıch č́ısel
matice A.

Pro urychleńı QR algoritmu se matice A napřed převád́ı na horńı Hessenberger̊uv
tvar, např. pomoćı Householderových reflex́ı či Givensových rotaćı [9]. Jiné možné
urychleńı se provád́ı pomoćı tzv. shift̊u (posun̊u). Nav́ıc je vhodné pozorovat velikosti
poddiagonálńıch prvk̊u, a pokud by byly nulové, rozpadne se daná úloha na dva
podproblémy. Podrobněǰśı výklad je uveden v [9, 29].
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Algoritmus 2.2. QR algoritmus s posuny

Vstup: matice A0 ∈ Rn×n, (matice v horńım Hessenbergerově tvaru źıskaná podob-
nostńımi transformacemi z matice A)

A1 = A0

for k = 1, 2, . . .
a) urči posun µk (např. prvek ann matice Ak−1)
b) spočti QR rozklad matice Ak − µkI, tj. Ak − µkI = QkRk

c) Ak+1 = RkQk + µkI
d) if an+1,n = 0 then pokračuj na podproblémech end if

end for

Výstup: matice Ak

Výpočet singulárńıch č́ısel bude dle vztahu (2.3) dobře podmı́něnou úlohou. Jed-
nou z možnost́ı by bylo aplikovat QR algoritmus na matici A∗A a poč́ıtat jej́ı vlastńı
č́ısla. Tento př́ıstup se ale nepouž́ıvá, nebot’ formovat součin A∗A neńı vhodné. Po-
kud by byla matice A špatně podmı́něná, bylo by κ(A∗A) = κ(A)2 velké a malá
singulárńı č́ısla bychom mohli obdržet značně nepřesná.

Singulárńı č́ısla lze źıskat s relativńı přesnost́ı odpov́ıdaj́ıćı strojové přesnosti.
K jejich určeńı se matice A nejprve převád́ı na bidiagonálńı tvar (např. Householde-
rovými reflexemi) a následně se implicitńım QR algoritmem nuluj́ı mimodiagonálńı
prvky.

2.4.1 Numerický výpočet vlastńıch č́ısel Hamiltonovy ma-
tice

Při výpočtu vlastńıch č́ısel Hamiltonovy matice je d̊uležité využ́ıt jej́ı speciálńı struk-
tury a vlastnost́ı. Kdybychom použili např́ıklad QR algoritmus, vlivem konečné arit-
metiky bychom tyto vlastnosti ztratili.

V ńıže uvedených kapitolách uvád́ıme, že při výpočtu jednoho kritéria robust-
nosti je potřeba rozhodnout, zda má odpov́ıdaj́ıćı Hamiltonova matice ryze imagi-
nárńı vlastńı č́ısla. Proto je dobré využ́ıt metody, které budou zachovávat např́ıklad
symetrii vlastńıch č́ısel. Zaokrouhlovaćı chyby potom zp̊usob́ı, že ryze imaginárńı
č́ısla se budou posouvat po imaginárńı ose. Nastiňme si nyńı metodu pro výpočet
vlastńıch č́ısel Hamiltonovy matice, kterou navrhli Benner a Kressner v [2].

Pro zachováńı struktury by měly podobnostńı transformace být provedeny mati-

cemi symplektickými

(
tj. UTJU = J, kde J =

[
0 In

−In 0

])
a ortogonálńımi(

tj. UTU = UUT = I
)
.
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Věta 2.16. ([1]) Necht’ H ∈ R2n×2n je Hamiltonova matice, potom existuj́ı ortogo-
nálńı symplektické matice U, V ∈ R2n×2n takové, že

UTHV =

[
R1,1 R1,2

0 R2,2

]
, (2.11)

kde Ri,j ∈ Rn×n (pro i, j ∈ {1, 2}) a matice R1,1 je horńı trojúhelńıková a R2,2 dolńı
Hessenbergerova.

Tvrzeńı 2.1. ([1]) Necht’ H ∈ R2n×2n je Hamiltonova matice, potom existuj́ı orto-
gonálńı symplektické matice U, V ∈ R2n×2n takové, že

UTH2U =

[
−R1,1R

T
2,2 R1,1R

T
1,2 −R1,2R

T
1,1

0 −R2,2R
T
1,1

]
, (2.12)

kde Ri,j ∈ Rn×n (pro i, j ∈ {1, 2}) a matice R1,1 je horńı trojúhelńıková a R2,2 dolńı
Hessenbergerova.

Důkaz. Podle věty 2.16 existuj́ı ortogonálńı symplektické matice U, V takové, že
plat́ı (2.11). Dále plat́ı UTU = I, V TV = I, UTJU = J a V TJV = J , potom
JHTJ = J a následně

UTH2U = UTHHU = UTHV V THU = UTHV V TJHTJU =

= UTHV V TV JV THTUJUTU = (UTHV )J(V THTU)J =

= (UTHV )J(UTHV )TJ =

=

[
R1,1 R1,2

0 R2,2

] [
0 In

−In 0

] [
RT

1,1 0
RT

1,2 RT
2,2

] [
0 In

−In 0

]
=

=

[
−R1,2 R1,1

−R2,2 0

] [
0 RT

1,1

−RT
2,2 RT

1,2

]
=

[
−R1,1R

T
2,2 R1,1R

T
1,2 −R1,2R

T
1,1

0 −R2,2R
T
1,1

]
.

�

Matice −R1,1R
T
2,2 je horńı Hessenbergerova matice, jej́ı vlastńı č́ısla jsou mocniny

vlastńıch č́ısel Hamiltonovy matice H. K jejich výpočtu můžeme použ́ıt periodický
QR algoritmus.

Algoritmus 2.3. Výpočet vlastńıch č́ısel Hamiltonovy matice

Vstup: H Hamiltonova matice

a) urči ortogonálńı symplektické matice U, V , aby UTHV =

[
R1,1 R1,2

0 R2,2

]
,

(věta 2.16)
b) periodickým QR algoritmem aplikovaným na −R1,1R

T
2,2 spočti vlastńı č́ısla

li, i = 1, . . . , n
c) vypočti vlastńı č́ısla Hamiltonovy matice λi =

√
li, λn+i = −

√
li, pro i =

1, . . . , n.

Výstup: λi, pro i = 1, . . . , 2n.
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2.5 Metody pro hledáńı optima

Při hledáńı zpětných vazeb (resp. odpov́ıdaj́ıćıch parametr̊u) takových, že uzavřený
systém bude mı́t nejlepš́ı požadované vlastnosti, budeme potřebovat numerické op-
timalizačńı metody pro jednorozměrné i v́ıcerozměrné funkce. Přehledný výklad op-
timalizačńıch metod je uveden v [10, 12].

Definice 2.10. Bod x∗ ∈ Rn se nazývá bodem lokálńıho minima funkce
f(x) : Rn → R, pokud existuje ε > 0 tak, že

f(x) ≥ f(x∗), pro ∀x ∈ U(x∗, ε),

kde U(x∗, ε) = {x ∈ Rn : 0 ≤ ∥x− x∗∥ < ε}.

Definice 2.11. Bod x∗ ∈ Rn je bodem globálńıho minima funkce f(x) : Rn → R,
jestliže

f(x∗) ≤ f(x), pro ∀x ∈ Rn.

Definice 2.12. Funkce f(x) : R → R se nazývá kvazikonvexńı funkćı na intervalu
⟨a, b⟩, když pro libovolné body x, y ∈ ⟨a, b⟩ a pro každé α ∈ (0, 1) plat́ı, že:

f(αx+ (1− α)y) ≤ max{f(x), f(y)}.

Definice 2.13. Funkce f(x) : R → R je unimodálńı funkćı na intervalu ⟨a, b⟩, když
existuje c ∈ (a, b) takové, že f na intervalu ⟨a, c⟩ klesá a na intervalu ⟨c, b⟩ roste.

Věta 2.17. Necht’ je funkce f(x) : R → R unimodálńı funkce v intervalu ⟨a, b⟩ a
nabývá svého minima v x∗ ∈ ⟨a, b⟩. Potom pro x, y ∈ ⟨a, b⟩, x < y plat́ı, že

- jestlǐze f(x) < f(y), potom x∗ < y,
- jestlǐze f(x) > f(y), potom x∗ > x,
- jestlǐze f(x) = f(y), potom x < x∗ < y.

2.5.1 Metoda zlatého řezu

V př́ıpadě jednorozměrné optimalizace unimodálńı funkce můžeme hledat minimum
pomoćı metody zlatého řezu. Minimum unimodálńı funkce je př́ımo jej́ım globálńım
minimem.

Uvažujme interval ⟨a, b⟩. Metoda vycháźı ze tř́ı bod̊u, řekněme a, b, d, rozmı́stě-
ných tak, aby a < d < b a poměr velikosti celého invervalu ku větš́ı části byl stejný
jako poměr velikosti větš́ı části ku menš́ı části aktuálńıho intervalu. K těmto bod̊um
se konstruuje čtvrtý bod c a podle funkčńıch hodnot a věty 2.17 se vyb́ırá trojice
bod̊u pro daľśı iteraci.
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Pro interval ⟨a, b⟩ vyb́ıráme d, aby

b− a

d− a
=
d− a

b− d
= γ

γ =
d− a

b− d
=
b− a

d− a
=

(d− a) + (b− d)

d− a
= 1 +

b− d

d− a
= 1 +

1

γ

γ = 1 +
1

γ

γ2 − γ − 1 = 0

γ1,2 =
1±

√
5

2
.

Hodnota γ = 1+
√
5

2
se nazývá zlatý řez, odtud také název metody.

Daľśı bod c chceme umı́stit tak, aby poměr délek z̊ustal zachován, at’ vybereme
jako daľśı trojici body a, c, d nebo c, d, b. Proto

c− a

d− c
=
d− a

c− a
=
b− c

b− d
=
b− d

d− c
= γ a

c− a = γ(d− c) = b− d

c = a+ b− d.

Délky interval̊u obou uvažovaných trojic jsou shodné, (c− a = b− d).

Algoritmus 2.4. Metoda zlatého řezu

Vstup: tol (tolerance) > 0, κ = 2
1+

√
5
, a0 < b0, d0 = (b0−a0)κ+a0, c0 = a0+ b0−d0,

k = 0

while bk − ak > tol
if f(dk) > f(ck) then ak+1 = ak, bk+1 = dk, dk+1 = ck, ck+1 = ak+1 +
bk+1 − dk+1

else if f(dk) < f(ck) then ak+1 = ck, bk+1 = bk, ck+1 = dk, dk+1 =
ak+1 + bk+1 − ck+1

else ak+1 = ck, bk+1 = dk, dk+1 = (bk+1 − ak+1)κ + ak+1, ck+1 = ak+1 +
bk+1 − dk+1

end if
k = k + 1

end while

Výstup: f(xk), kde xk =
ak+1+bk+1

2

Dále nás bude zaj́ımat nalezeńı optima nelineárńıch funkćı v́ıce proměnných,
které budou reprezentovány vybranými kritérii robustnosti uvedenými v následuj́ı-
ćıch kapitolách. V [7] navrhuj́ı pro hledáńı extrémů těchto funkćı např́ıklad metodu
BFGS.
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2.5.2 Line search metody

Mějme funkci f(x) : Rn → R a hledejme minx∈Rn f(x). Předpokládáme, že v k-té
iteraci máme pro xk daný směr poklesu hk. Chceme-li se z bodu xk dostat do nového
bodu xk+1 = xk + thk, potřebujeme určit velikost kroku t ve směru hk.

Označme g(t) = f(xk + thk), potom

g′(t) = ∇f(xk + thk)hk. (2.13)

Délku kroku chceme volit tak, abychom zajistili dostatečný, ale vhodný pokles.
Dostaneme dvě podmı́nky, které budeme cht́ıt splnit současně. Prvńı podmı́nka po-
žaduje, aby byl pokles funkčńıch hodnot následných iteraćı úměrný velikosti kroku
i g′(0). Zabraňuje použit́ı př́ılǐs velkých krok̊u, tedy těch, pro které je g(t) − g(0)
mnohem větš́ı než c1g

′(0), kde c1 ∈ (0, 1). Tato podmı́nka je nazývána Armijovo
pravidlo,

g(t) ≤ g(0) + c1tg
′(0). (2.14)

Protože podmı́nka (2.14) neurčuje, kdy je krok př́ılǐs malý, přidává se druhá pod-
mı́nka. Pokud je hodnota g′(t) velká záporná, může hodnota funkce f v tomto směru
značně poklesnout a nemuśıme volit malé kroky. Hodnota g′(0) je záporná, vynáso-
beńım konstantou c2 ∈ (c1, 1) ji zvětš́ıme. Pokud požadujeme, aby g′(t) > c2g

′(0),
vylouč́ıme malé kroky, protože v okoĺı t = 0 bude mı́t g′(t) podobnou hodnotu.

Celkem tak źıskáme následuj́ıćıho Wolfeho podmı́nky,

g(t) ≤ g(0) + c1tg
′(0) (2.15)

g′(t) > c2g
′(0), (2.16)

kde 0 < c1 < c2 < 1. Velikost kroku t potom voĺıme takovou, aby vyhovovala
Wolfeho podmı́nkám.

2.5.3 Kvazi-Newtonovské metody, metoda BFGS

Kvazi-Newtonovské metody patř́ı mezi gradientńı metody numerické optimalizace.
Uvažujme úlohu hledáńı minima funkce f(x). Vyjdeme-li z nějakého bodu xk, chceme
naj́ıt bod xk+1, pro který bude platit, že f(xk+1) ≤ f(xk). Protože máme k dispo-
zici obecně v́ıce směr̊u, snaž́ıme se vybrat nejvhodněǰśı směr, ze kterého bychom
měli pokračovat. T́ım by mohl být směr odpov́ıdaj́ıćı zápornému gradientu, protože
funkce f(x) zde dosahuje největš́ıho spádu.
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Pro hlednáńı minima se použ́ıvá iteračńı předpis gradientńıch metod

xk+1 = xk − αkgk,

kde αk určuje velikost kroku a gradient gk směr poklesu.

Kvazi-Newtonovské metody spadaj́ı jednak mezi metodu největš́ıho spádu (zá-
kladńı gradientńı metodu) a také mezi Newtonovu metodu pro hledáńı řešeńı neli-
neárńıch rovnic (resp. soustav).

Z metody největš́ıho spádu, u ńıž je

xk+1 = xk +
gTk gk
gTkHgk

gk,

kde H je Hessova matice (matice druhých derivaćı), chceme využ́ıt vlastnosti kon-
vergence.

Podle Newtonovy metody, kde uvažujeme

xk+1 = xk +H−1
k gk, (2.17)

resp. jej́ı modifikace
xk+1 = xk + αkH

−1
k gk,

pracuj́ı s Hessovou matićı Hk.

Kvazi-Newtonovské metody jsou založeny na aproximaci inverze Hessovy matice
(Bk). Potom vztah (2.17) přejde na

xk+1 = xk −Bkgk.

Aproximace Bk je konstruována tak, aby dobře odpov́ıdala matici H−1
k , jej́ı výpo-

čet nebyl náročný a využ́ıval znalost́ı (vypočtených matic a vektor̊u) z předchoźıch
iteraćı. T́ım se značně odlǐsuj́ı od klasické Newtonovy metody.

Uvažujme nejprve aproximaci př́ımo Hessovy matice Hk

gk+1 − gk = Hk+1(xk+1 − xk).

Označme yk = gk+1 − gk a sk = xk+1 − xk, potom Hk+1sk = yk. Chceme, aby matice
Hk+1 byla symetrická, pozitivně definitńı, splňovala rovnost Hk+1sk = yk a nav́ıc
byla v normě nejbĺıž matici Hk.

Věta 2.18. ([10]) Necht’ H ∈ Rn×n, y = Hs, yT s > 0 a Hk ∈ Rn×n je daná matice,
potom plat́ı

min
H

∥H −Hk∥ = ∥H̄ −Hk∥,

kde

H̄ = Hk +
(y −Hks)

T sT

sT s
.
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Nyńı můžeme odvodit formuli pro výpočet aproximace Hessovy matice Hk+1.
Uvažujme Choleského rozklad matic Hk = LLT z předchoźı iterace a Hk+1 = JJT .
Požadujeme, aby byl splněn vztah JJT s = y a bĺızkost Hk+1 k Hk.

Označme v = JT s, potom

J = L+
(y − Lv)vT

vTv
. (2.18)

Úpravami źıskáme

v = LT s+
v(y − Lv)T s

vTv
(2.19)

v = LT s+
v(yT s− vTLT s)

vTv

a pro w = yT s−vTLT s
vT v

bude LT s = (1 − w)v. Chceme źıskat vztah pro v, označme
p = 1

1−w
, potom v = pLT s. Dosazeńım do (2.19) dostaneme

pLT s = LT s+
pLT s(y − LpLT s)T s

(pLT s)T (pLT s)

pLT s = p
yT s

p2sTLLT s
LT s

p2 =
yT s

sTLLT s
=

yT s

sTHks
.

Pokud bude yT s > 0, můžeme vyjádřit

v =

√
yT s

sTHks
LT s. (2.20)

Tuto úpravu můžeme provést d́ıky (2.13) a (2.16). Dosazeńım (2.20) a (2.18) do
Hk+1 = JJT źıskáme

Hk+1 = LLT +
yyT

vTv
− LvvTLT

vTv
. (2.21)

Výrazy s vektorem v můžeme dále vyjádřit

vTv = yT s, (2.22)

vvT =
yT s

sTHks
LT ssTL. (2.23)

Nakonec ze vztah̊u (2.21), (2.20), (2.22) obdrž́ıme formuli pro aproximaci Hessovy
matice Hk+1

Hk+1 = Hk +
yyT

yT s
− Hkss

THk

sTHks
. (2.24)
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V metodě BFGS (Broydenově-Fletcherově-Goldfarbově-Shannoově
kvazi-Newtonovské metodě) nás zaj́ımá tvar aproximace inverze Hessovy matice. Tu
źıskáme ze vztahu (2.24) pomoćı Shermanovy-Morrisonovy-Woodburyho formule.

Věta 2.19. (Sherman–Morrison–Woodbury) Je-li M ∈ Rn×n nesingulárńı matice a
u, v ∈ Rn a N =M + uvT , potom

N−1 =M−1 +
M−1uvTM−1

1 + vTM−1u
.

Aplikujme tedy nyńı větu 2.19 na matici Hk+1

H−1
k+1 =

[
Hk +

yyT

yT s

]−1

+

[
Hk +

yyT

yT s

]−1
HssTH
sTHs

[
Hk +

yyT

yT s

]−1

1−
sTH

[
Hk+

yyT

yT s

]−1

Hs

sTHs

=

= H−1 − H−1yyTH−1

yT s+ yTH−1y
+

[
H−1 − H−1yyTH−1

yT s+yTH−1y

]
HssTH
sTHs

[
H−1 − H−1yyTH−1

yT s+yTH−1y

]
1−

sTH

[
H−1− H−1yyTH−1

yT s+yTH−1y

]
Hs

sTHs

,

(2.25)

Po úpravě źıskáme formuli pro aproximaci inverze Hessovy matice Bk+1

Bk+1 =
(
I − syT

yT s

)
Bk

(
I − ysT

yT s

)
+
ssT

yT s
. (2.26)

Uvedené požadavky na konstrukci aproximace inverze Hessovy matice Bk+1 jsou
tedy splněny. Źıskáme ji s využit́ım předchoźıch iteraćı, a sice modifikaćı matice Bk

(aproximace z předchoźı iterace) maticemi o hodnosti jedna.

Algoritmus 2.5. Hledáńı optima – metoda BFGS

Vstup: tol > 0 (tolerance), B0 = I, x0 ∈ Rn, g0 = g(x0), k = 0

while ∥gk∥ > tol
a) vypočti tk = −Bkgk
b) urči αk (podle Wolfeho podmı́nek (2.15), (2.16))
c) xk+1 = xk + αktk
d) sk = xk+1 − xk
e) spočti gk+1

f) yk = gk+1 − gk
g) vypočti Bk+1 (podle (2.26))
h) k = k + 1

end while

Výstup: f(xk), xk
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2.6 Metody pro řešeńı nelineárńıch rovnic

Uvažujme soustavu nelineárńıch rovnic f(x) = 0, f(x) : Rn → Rm. Při řešeńı
této soustavy můžeme využ́ıt př́ıstupy pro řešeńı problému minimalizace metodou
nelineárńıch nejmenš́ıch čtverc̊u.

Chceme minimalizovat ∥f(x)∥, pro x ∈ Rn, resp. naj́ıt

xopt = argmin
x

{F (x)},

kde F (x) = 1
2
∥f(x)∥2 = 1

2
fT (x)f(x).

Mezi metody, které se použ́ıvaj́ı při řešeńı tohoto problému, patř́ı např́ıklad
Gaussova-Newtonova metoda a Levenbergova-Marquardtova metoda. Vlastnostem
uvedených metod se věnuj́ı např́ıklad v [18, 33].

Uvažujme Taylor̊uv rozvoj funkce f v bodě x+ h

f(x+ h) = f(x) + J(x)h+O(∥h∥2),

kde J představuje Jacobián, tj. matici prvńıch parciálńıch derivaćı.

Uvažované metody využ́ıvaj́ı lineárńı aproximaci funkce f(x)

l(h) , f(x) + J(x)h,

tedy f(x+ h) ≈ l(h). Potom

F (x+ h) =
1

2
fT (x+ h)f(x+ h) ≈ 1

2
lT (h)l(h) =

=
1

2
(f(x) + J(x)h)T (f(x) + J(x)h) =

=
1

2
fT (x)f(x) + hTJT (x)f(x) +

1

2
hTJT (x)J(x)h =

= F (x) + hTJT (x)f(x) +
1

2
hTJT (x)J(x)h , L(h)

Gaussova-Newtonova metoda využ́ıvá iteračńı formuli

xk+1 = xk + αkh
GN
k ,

kde αk je velikost kroku, kterou źıskáme metodou line search, nebo nastav́ıme pev-
nou, a hGN

k představuje krok v k-té iteraci. Krok hGN
k splňuje

hGN
k = argmin{L(h)}.
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Gradient funkce L(h) je ∇L(h) = JT (x)f + JT (x)J(x)h a matice druhých derivaćı,
tj. Hessián, ∇2L(h) = JTJ . Matice ∇2L(h) je symetrická, a pokud matice J bude
mı́t plnou hodnost, bude pozitivně definitńı a L(h) bude mı́t jediné minimum.

Potom

∇L(h) = JTf + JTJh = 0

JTJh = −JTf (2.27)

a hGN je řešeńım rovnice (2.27).

Z Gaussovy-Newtonovy metody vycháźı Levenbergova-Marquardtova metoda.
Ta modifikuje aproximaci Hessiánu o diagonálńı matici s parametrem µ ≥ 0.
Levenbergova-Marquardtova metoda (formulovaná s volbou kroku odobně jako trust
region) řeš́ı úlohu

min
1

2
∥f + Jh∥2, s omezeńım, že ∥h∥2 ≤ µ. (2.28)

Krok Levenbergovy-Marquardtovy metody hLM je dán řešeńım

hLMk = argmin{L(h) + 1

2
µhTh},

kde člen 1
2
µhTh představuje penalizaci omezuj́ıćı podmı́nky ve (2.28), která penali-

zuje velké kroky. Potom

L(h) = F (x) + hTJT (x)f(x) +
1

2
hTJT (x)J(x)h+

1

2
µhTh

∇L(h) = JTf + JTJh+ µh = 0

a krok hLM je řešeńım rovnice

(JTJ + µI)h = −JTf (2.29)

Parametr µ zásadně ovlivňuje i daľśı postup metody. Protože má platit (2.28),
máme již dané omezeńı na velikost poklesu, proto zde už neuvažujeme line search
metodu. V pr̊uběhu metody měńıme hodnotu µ podle velikosti hodnoty

ρ =
F (xk)− F (xk + hLM)

L(0)− L(hLM)
, (2.30)

přičemž F (xk) − F (xk + hLM) představuje aktuálńı změnu v dané iteraci a L(0) −
L(hLM) předpokládanou změnu. Pro hodnoty ρ ≈ 1 parametr µ zmenš́ıme, pro
ρ bĺızko nule zvětš́ıme a jinak ponecháme stejný. Stručný nástin Levenbergovy-
Marquardtovy metody uvád́ı následuj́ıćı algoritmus.
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Př́ıpravná kapitola Metody pro řešeńı nelineárńıch rovnic

Algoritmus 2.6. Levenbergova-Marquardtova metoda [18]

Vstup: µ0, x0, H0 = JT (x0)J(x0), g(x0) = JT (x0)f , k = 0

while ∥gk∥ > ε
a) vyřeš (Hk + µI)hLMk = −gk
b) xk+1 = xk + hLMk
c) vypočti ρ = F (xk)−F (xk+1)

L(0)−L(hLM
k )

d) if ρ > 0
Hk+1 = JT (xk+1)J(xk+1), gk+1 = JT (xk+1)f(xk+1)
µ = µmax{1

3
, 1− (2ρ− 1)3}, ν = 2

else µ = µν, ν = 2ν
end if

e) k = k + 1
end while

Výstup: xk+1, f(xk+1)
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3 Přǐrazeńı Jordanovy formy zpětnou
vazbou

Dynamické chováńı autonomńıho systému je dáno vlastńımi č́ısly matice dynamiky.
Chceme-li změnit jeho vlastnosti, např. z nestabilńıho systému udělat stabilńı, nebo
z pomalého systému rychlý, zavedeme zpětnou vazbu. Podle toho, jaké hodnoty
můžeme měřit, rozlǐsujeme stavovou a výstupńı zpětnou vazbu. V této kapitole si
nejprve připomeneme výsledky praćı [23, 16, 25]. Dále uvedeme nový algoritmus
na výpočet parametrické matice př́ıslušné k Jordanově formě, kterou využ́ıváme při
výpočtech stavové i výstupńı zpětné vazby.

Mějme model spojitého systému

ẋ(t) = Ax(t) +Bu(t) (3.1)

y(t) = Cx(t),

kde A ∈ Rn×n je matice dynamiky systému, B ∈ Rn×m vstupńı matice (matice
buzeńı), C ∈ Rp×n výstupńı matice, vektor x(t) ∈ Rn je stav systému, vektor u(t) ∈
Rm vstup systému a vektor y(t) ∈ Rp výstup systému.

3.1 Stavová zpětná vazba

Zaved’me stavovou zpětnou vazbu

u(t) = Fx(t), (3.2)

kde F ∈ Rm×n.

Definujme množinu všech stavových zpětných vazeb

Fs(A,B,L) ,
{
F ∈ Rm×n : (A+BF ) ∼

[
L ∗
0 ∗

]}
, (3.3)

kde L ∈ Rs×s, s ≤ n je daná reálná Jordanova forma a symboly ∗ označuj́ı libovolné
reálné matice. Jetliže s = n hovoř́ıme o úplném přǐrazeńı, pokud s < n, jedná se
o neúplné přǐrazeńı.

O nutné a postačuj́ıćı podmı́nce pro existenci stavové zpětné vazby pro př́ıpad,
že s = n, hovoř́ı Rosenbrockova věta. Rozš́ı̌reńı pro obecný př́ıpad s < n lze nalézt
v [23].
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Věta 3.1. (Rosenbrock) Necht’ µ(A,B) = {µi}mi=1 jsou indexy řiditelnosti dvojice
(A,B) a ν(L) = {νi}ki=1 jsou stupně všech nekonstantńıch polynom̊u matice L. Potom
množina Fn(A,B,L) je neprázdná právě tehdy, jestlǐze k ≤ m a pro všechna j =
1, . . . , k plat́ı

∑j
i=1(νi − µi) ≥ 0.

Uvažujme pro lepš́ı názornost zat́ım pouze úplné přǐrazeńı. Ve vztahu (3.3) po-
žadujeme potom př́ımo, aby (A + BF ) ∼ L. Muśı tak existovat regulárńı matice
X ∈ Rn×n taková, že

A+BF = XLX−1.

Po úpravě dostaneme Sylvestrovu rovnici

AX −XL+BFX = 0. (3.4)

Označme FX = H, kde H ∈ Rm×n je parametrická matice. Rovnice (3.4) přejde do
tvaru

AX −XL+BH = 0. (3.5)

Řešeńı X(H) Sylvestrovy rovnice (3.5) záviśı na prvćıch matice H. Bude-li platit, že
dvojice (A,B) je řiditelná, Fn(A,B,L) ̸= ∅ a Λ(A)∩Λ(L) = ∅, potom bude matice
X(H) pro skoro každou matici H regulárńı. Stavovou zpětnou vazbu, která systému
(A,B) přǐrad́ı požadovanou Jordanovu formu L, můžeme potom vyjádřit ve tvaru
F (H) = HX−1(H).

Následuj́ıćı věta poskytuje redundantńı explicitńı parametrizaci množiny
Fs(A,B,L), obecně pro s ≤ n.

Věta 3.2. Necht’ Λ(A) ∩ Λ(L) = ∅ a Fs(A,B,L) ̸= ∅. Potom plat́ı následuj́ıćı
tvrzeńı:

(i) Řešeńı X(H) rovnice (3.5) má plnou hodnost pro skoro všechny matice
H ∈ Rm×s.

(ii) Libovolnou matici F ∈ Fs(A,B,L) lze vyjádřit ve tvaru

F = φ(H,F0) , H[XT (H)X(H)]−1XT (H) + F0 (3.6)

kde H ∈ Hs , {H ∈ Rm×s : det[X(H)] ̸= 0}, X(H) je řešeńım rovnice (3.5)
a pro F0 ∈ Rm×n plat́ı, že F0X(H) = 0. Je-li s = n, potom F0 = 0. Nao-
pak, za uvedených předpoklad̊u, matice φ(H,F0) dána vztahem (3.6) patř́ı do
Fs(A,B,L).

Parametrizace pomoćı matice H ∈ Rm×s je redundantńı, tedy dává přebytečný
počet parametr̊u (ms), který by se zejména při následné numerické optimalizaci stal
velmi nežádoućım. Proto je užitečné přej́ıt k minimálńı parametrizaci, č́ımž se počet
parametr̊u výrazně sńıž́ı.
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Budeme-li opět uvažovat úplné přǐrazeńı a vrát́ıme se ke vztahu (3.4), vid́ıme, že
regulárńı matice X neńı určena jednoznačně. Uvažujme X1, X2, (X1 ̸= X2), potom
dostaneme A+BF = X1LX

−1
1 a A+BF = X2LX

−1
2 a

X1LX
−1
1 = X2LX

−1
2 .

Jednoduchou úpravou źıskáme

X−1
2 X1L = LX−1

2 X1.

Označme X−1
2 X1 = Z, potom ZL = LZ a matice Z představuje regulárńı matici

zaměnitelnou s matićı L. Množinu všech nesingulárńıch matic zaměnitelných s matićı
L budeme značit Z(L).

Následuj́ıćı tvrzeńı nám pomohou při zavedeńı parametrické matice př́ıslušné
k matici L, která bude mı́t minimálńı počet parametr̊u.

Lemma 3.1. Necht’ Λ(A) ∩ Λ(L) = ∅. Potom plat́ı následuj́ıćı tvrzeńı:

(i) Jestlǐze H1 = H2Z, Z ∈ Z(L) a F01 = F02, potom φ(H1, F01) = φ(H2, F02).
(ii) Pokud φ(H1, F01) = φ(H2, F02) , F a A + BF je podobná matici M =

diag{L, S}, L ∈ Rs×s, S ∈ R(n−s)×(n−s), Λ(L) ∩ Λ(S) = ∅, potom H1 = H2Z,
Z ∈ Z(L) a F01 = F02.

Lemma 3.2. Necht’ Q(α) ∈ Rm×s je parametrická matice odpov́ıdaj́ıćı matici L ∈
Rs×s, potom skoro každá matice H ∈ Rm×s m̊uže být jednoznačně vyjádřena ve tvaru

H = Q(α)Z, (3.7)

kde Z ∈ Z(L).

Navažme opět na úplné přǐrazeńı a Sylvestrovu rovnici (3.5). Podle předchoźıch
lemmat můžeme psát

AX −XL+BH = 0,

AX −XL+BH̄Z = 0,

AX −XL+BQ(α) = 0. (3.8)

Řešeńı rovnice (3.8) potom již záviśı na parametru α. Stavovou zpětnou vazbu źıs-
káme jako F (α) = Q(α)X−1(α).

Následuj́ıćı věta uvád́ı explicitńı parametrizaci stavových zpětných vazeb pomoćı
minimálńıho počtu návrhových parametr̊u.
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Věta 3.3. Necht’ Fs(A,B,L) ̸= ∅, Λ(A) ∩ Λ(L) = ∅ a ν1 ≥ ν2 ≥ . . . ≥ νk jsou
stupně nekonstantńıch invariantńıch polynom̊u matice L, necht’ Q(α), α ∈ Rγ je
parametrická matice odpov́ıdaj́ıćı matici L a X(α) jednoznačné řešeńı maticové rov-
nice

AX −XL+BQ(α) = 0. (3.9)

Nav́ıc, necht’ pro F0 ∈ Rm×n plat́ı F0X(α) = 0,

ψ(α, F0) = [ψi,j(α, F0)] , Q(α)[XT (α)X(α)]−1XT (α) + F0, (3.10)

kde α ∈ A , {α ∈ Rγ : rank[X(α)] = s}. Potom plat́ı následuj́ıćı tvrzeńı:

(i) rank[X(α)] = s pro skoro všechna α ∈ Rγ.
(ii) Existuje hustá podmnožina F ′

s množiny Fs(A,B,L) taková, že libovolná ma-
tice F ∈ F ′

s m̊uže výt vyjádřena ve tvaru F = ψ(α, F0), kde α ∈ A a F0

splňuje podmı́nku F0X(α) = 0. Naopak, libovolná matice ve tvaru (3.10) patř́ı
do množiny Fs(A,B,L).

(iii) Počet q všech parametr̊u v parametrizaci (3.10) (γ parametr̊u v α a m(n− s)
parametr̊u v F0) je dán

q = mn− ν1 − 3ν2 − . . .− (2k − 1)νk.

Podle věty 3.3 jsme schopni naj́ıt explicitńı parametrizaci množiny všech stavo-
vých zpětných vazeb pomoćı minimálńıho počtu parametr̊u. Při úplném přǐrazeńı
máme γ volných parametr̊u z matice Q(α) a při neúplném přibyde nav́ıc m(n − s)
parametr̊u. Tyto parametry mohou sloužit k tomu, abychom ze všech př́ıpustných
vazeb vybrali tu nejlepš́ı.

Parametrická matice př́ıslušej́ıćı matici L je d̊uležitým nástrojem při výpočtu
zpětných vazeb. Algoritmy uvedené v [16] uvád́ı postup výpočtu explicitńı parame-
trizace množiny všech stavových zpětných vazeb a rovněž algoritmus pro výpočet
parametrické matice Q(α). Ten však vyžaduje i konstrukci zaměnitelné matice Z.
Následuj́ıćı algoritmus popisuje nový zp̊usob pro sestaveńı této parametrické matice,
bez nutnosti vytvářeńı zaměnitelné matice.
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Algoritmus 3.1. Výpočet parametrické matice Q(α)

vstup: L = diag{L1
1, L

2
1, . . . , L

l1
1 |L1

2, L
2
2, . . . , L

l2
2 | . . . |L1

k, L
2
k, . . . , L

lk
k } ∈ Rs×s,

Lj
i − reálné Jordanovy bloky velikosti nj

i odpov́ıdaj́ıćı λj ∈ Λ(L),

nj
1 ≥ nj

2 ≥ . . . ≥ nj
k ≥ 0, ∀j ∈ {1, 2, . . . , l = l1},

νi = Σli
j=1n

j
i , i = 1, 2, . . . , k, m počet vstup̊u (1),

výstup: Q(α)

1) přǐrad’ 0 do všech prvk̊u Q(α)
2) přǐrad’ 1 následuj́ıćım prvk̊um Q(α) (pro zajǐstěńı pozorovatelnosti (Q(α), L)

pro libovolný parametrický vektor α ∈ Rγ)

(1, 1), (1, n1
1 + 1), . . . , (1,Σl1−1

i=1 n
i
1 + 1);

(2, ν1 + 1), (2, ν1 + n1
2 + 1), . . . , (2, ν1 + Σl1−1

i=1 n
i
2 + 1);

. . .

(k,Σk−1
i=1 νi + 1), (k,Σk−1

i=1 νi + n1
k + 1), . . . , (k,Σk−1

i=1 νi + Σlk−1
i=1 n

i
k + 1);

3) přǐrad’ volné parametry do následuj́ıćıch prvk̊u matice Q(α)

(j, 1), (j, 2), . . . , (j, n1
1 − n1

j);

(j, n1
1 + 1), (j, n1

1 + 2), . . . , (j, n1
1 + n2

1 − n2
j);

. . .

(j,Σl1−1
i=1 n

i
1 + 1), (j,Σl1−1

i=1 n
i
1 + 2), . . . , (j,Σl1−1

i=1 n
i
1 + nl1

1 + nl1
j );

pro j = 2, 3, . . . , k;

(j, ν1 + 1), (j, ν1 + 2), . . . , (j, ν1 + n1
2 − n1

j);

(j, ν1 + n1
2 + 1), (j, ν1 + n1

2 + 2), . . . , (j, ν1 + n1
2 + n2

2 − n2
j);

. . .

(j, ν1 + Σl2−1
i=1 n

i
2 + 1), (j, ν1 + Σl2−1

i=1 n
i
2 + 2), . . . , (j, ν1 + Σl2−1

i=1 n
i
2 + nl2

2 + nl2
j );

pro j = 3, 4, . . . , k;

(k,Σk−2
i=1 νi + 1), (k,Σk−2

i=1 νi + 2), . . . , (k,Σk−2
i=1 νi + n1

k−1 − n1
k);

(k,Σk−2
i=1 νi + n1

k−1 + 1), (k,Σk−2
i=1 νi + n1

k−1 + 2), . . . , (k,Σk−2
i=1 νi + n2

k−1 − n2
k);

. . .

(k,Σk−2
i=1 νi + Σ

lk−1−1
i=1 ni

k−1 + 1), (k,Σk−2
i=1 νi + Σ

lk−1−1
i=1 ni

k−1 + 2), . . . ,

. . . (k,Σk−2
i=1 νi + Σ

lk−1−1
i=1 ni

k−1 + n
lk−1

k−1 − n
lk−1

k );

a (i, j), pro i = k + 1, k + 2, . . . ,m; j = 1, 2, . . . , s.
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Př́ıklad 3.1. Necht’ matice B ∈ Rn×m a m = 3. Budeme cht́ıt přǐradit následuj́ıćı
Jordanovy bloky,

L1 =

[
−2 1
0 −2

]
, L2 =

[
−3 1
0 −3

]
, L3 =

[
−2 1
0 −2

]
,

L4 =
[
−3

]
, L5 =

[
−2

]
,

tedy
L = diag{L1, L2, L3, L4, L5}.

Nastiňme si, jak umı́stit parametry α do matice Q(α) ∈ R3×8.

Blok̊um L1, L3, L5 př́ısluš́ı vlastńı č́ıslo −2. Velikost největš́ıho bloku je n1 = 2,
velikost druhého největš́ıho, tj. L3, je také n3 = 2, proto v druhém řádku k vlastńımu
č́ıslu −2, tedy na pozićıch Q2,1, Q2,2 nebude žádný parametr, n1 − n3 = 0. Velikost
třet́ıho největš́ıho bloku L5 pro vlastńı č́ıslo −2 je n5 = 1, tedy v třet́ım řádku bude
n1 − n5 = 1 parametr v prvku Q3,1 a n3 − n5 = 1 parametr na pozici Q3,5.

Vlastńımu č́ıslu −3 odpov́ıdaj́ı bloky L2 a L4, největš́ı je L2, jeho velikost je
n2 = 2 a druhý největš́ı je L4, pro něj je n4 = 1. V druhém řádku tak bude n2−n4 = 1
parametr na pozici Q2,3. Nakonec, protože třet́ı blok, který by měl vlastńı č́ıslo −3,
již neńı, bude od pozice Q3,2 následovat n2 − 0 = 2 parametr̊u a od Q3,7 potom
n4 − 0 = 1 parametr α. Celkem bude α ∈ R6 a matice Q(α) bude mı́t tvar

Q(α) =

 1 0 1 0 0 0 0 0
0 0 α1 0 1 0 1 0
α2 0 α3 α4 α5 0 α6 1

 .
Př́ıklad 3.2. Uvažujme B ∈ Rn×m, kdem = 3. Budeme přǐrazovat Jordanovy bloky
uvedené v následuj́ıćı matici L,

L = diag




−1 1 1 0
−1 −1 0 1
0 0 −1 1
0 0 −1 −1

 , [ −1 1
0 −1

]
,

[
−1 1
−1 −1

]
,
[
−1

] .

Potom parametrická matice bude následuj́ıćı

Q(α) =

 1 0 0 0 1 0 0 0 0
α1 α2 0 0 α3 0 1 0 1
α4 α5 α6 α7 α8 α9 α10 α11 α12

 .
Př́ıklad 3.3. Mějme systém (A,B) daný maticemi

A =


1 0 1 3 0
0 1 1 2 1
1 0 1 3 3
2 2 0 2 1
0 1 2 2 3

 , B =


1 0
0 0
0 0
0 1
0 0

 .
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Chceme nalézt matici F ∈ F4, která přǐrad́ı systému (A,B) Jordanovu formu

L = diag

{[
−1 1
0 −1

]
,
[
−2

]
,
[
−1

]}
.

Jedná se tedy o neúplné přǐrazeńı, (s < n). Explicitńı tvar matice stavové zpětné
vazby je

F =

[
r1 −1

2
81α1−31α2−187−27α2α1−6r1α1−52r1α2+26r1+12α1r1α2

−8α1−13α2+20+7α2α1

r2 −1
2
−6r2α1−52r2α2+26r2+12α1r2α2−103α1−289α2+293+107α2α1

−8α1−13α2+20+7α2α1

170α1r1α2+363α2α1−202r1α1−465α1−309α2+1023−182r1α2+406r1
4(−8α1−13α2+20+7α2α1)

327α2α1−202r2α1+170α1r2α2−393α1+406r2+663−182r2α2−201α2

4(−8α1−13α2+20+7α2α1)

216α1r1α2+459α2α1−270r1α1−675α1−325α2+1517−208r1α2+554r1
6(−8α1−13α2+20+7α2α1)

−267α1+247α2+277+183α2α1−270r2α1+216α1r2α2+554r2−208r2α2

6(−8α1−13α2+20+7α2α1)

−1278r1α1+1098α1r1α2+2546r1−1222r1α2+6173−2835α1+2349α2α1−2131α2

12(−8α1−13α2+20+7α2α1)
−1278r2α1+1098α1r2α2+2546r2−1222r2α2+4453+2241α2α1−1679α2−2619α1

12(−8α1−13α2+20+7α2α1)

]
,

kde α1 ̸= 13α2−20
−8+7α2

.

Návrhové parametry jsou α1, α2 (z matice Q(α)) a r1, r2 (vzniklé následkem
neúplného přǐrazeńı). Všechny tyto volné parametry můžeme využ́ıt k následné op-
timalizaci vlastnost́ı matice dynamiky uzavřeného systému, či regulátoru.

3.2 Výstupńı zpětná vazba

Pokud nemáme k dispozici všechny složky stavového vektoru, ale jen některé z nich
nebo jejich lineárńı kombinace, stává se problém přǐrazeńı Jordanovy formy daleko
obt́ıžněǰśı. Přǐrazeńı Jordanovy formy (stejně jako přǐrazeńı pól̊u) výstupńı zpětnou
vazbou spadá do tř́ıdy NP-těžkých problémů.

Pro systém (3.1) zavedeme výstupńı zpětnou vazbu

u(t) = Ky(t), (3.11)

kde K ∈ Rm×p.

Dále označme množinu všech výstupńıch zpětných vazeb

Ks(A,B,L) ,
{
K ∈ Rm×p : (A+BK) ∼

[
L ∗
0 ∗

]}
, (3.12)
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kde L ∈ Rs×s, s ≤ n, je daná reálná Jordanova forma a symboly ∗ označuj́ı libovolné
reálné matice. Jestliže s = n hovoř́ıme o úplném přǐrazeńı, pokud s < n, jedná se
o neúplné přǐrazeńı.

V práci [16] jsou uvedeny tři př́ıstupy k nalezeńı výstupńı zpětné vazby. Kv̊uli
následné optimalizaci vlastnost́ı systému (3.1) se budeme soustředit na př́ıstup, který
převád́ı problém nalezeńı výstupńı zpětné vazby K ∈ Ks na úlohu nalezeńı stavové
zpětné vazby F ∈ Fs (jiného ekvivalentńıho systému) takové, že F má m(n − p)
nulových prvk̊u.

Uvažujme systém (3.1) a definujme následuj́ıćı transformaci

z = Tx =

[
C
D

]
x, (3.13)

kde matice D ∈ R(n−p)×n je volena tak, aby matice T =

[
C
D

]
byla regulárńı.

Odvod’me ekvivalentńı systém (Ā, B̄, C̄) pro vektor z,

ż = T ẋ = TAx+ TBu = TAT−1z + TBu

y = CT−1z. (3.14)

Protože matici T jsme volili regulárńı, můžeme uvažovat T−1. Plat́ı TT−1 = I, tj.[
C
D

]
T−1 = I, a potom je CT−1 =

[
Ip 0

]
. Vztah (3.14) můžeme dále upravit

ż = T ẋ = TAx+ TBu = TAT−1z + TBu

y = CT−1z =
[
Ip 0

]
z.

Následně obdrž́ıme systém (Ā, B̄, C̄)

ż = Āz + B̄u (3.15)

y = C̄z,

kde Ā = TAT−1, B̄ = TB, C̄ =
[
Ip 0

]
, Ip ∈ Rp×p.

Pro systém (3.15) máme

u = Ky

u = KC̄z

u = Fz, pro F = KC̄.
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Přiřazeńı Jordanovy formy zpětnou vazbou Výstupńı zpětná vazba

Poznámka 3.1. Naznačme souvislost mezi systémy

Ā+ B̄F ∼ L

TAT−1 + TBF ∼ L. (3.16)

Pro (3.16) tedy existuje regulárńı matice X taková, že

X−1(TAT−1 + TBF )X = L.

Úpravami źıskáme

X−1TAT−1X +X−1TBFX = L

AT−1X − T−1XL+BFX = 0.

Pro F = KCT−1 (tj. F = KC̄) a P = T−1X máme dále

AP − PL+BKCP = 0

P−1(A+BKC)P = L, neboli

A+BKC ∼ L.

Pokud tedy nalezneme F ∈ Fs takovou, že pro F =
[
F1 F2

]
, kde F1 ∈ Rm×p

a F2 ∈ Rm×(n−p), pro ńıž bude

F2 = 0, (3.17)

můžeme využ́ıt vztah̊u

F = KC̄ = K
[
Ip 0

]
=
[
K 0

]
a

F =
[
F1 0

]
a źıskáme, že výstupńı zpětnou vazbu K můžeme vyjádřit jako K = F1.

Výhodou tohoto př́ıstupu je převod na výpočet stavové zpětné vazby. Naopak
obt́ıž zde vzniká právě při nulováńı daných prvk̊u, tj. prvk̊u na pozićıch fi,j pro
i = p+ 1, p+ 2, . . . , n a j = 1, . . . ,m.

Př́ıklad 3.4. Uvažujme systém (A,B,C), kde

A =


1 1 0 0
0 0 0 1
0 1 1 0
1 0 1 1

 , B =


0 0
0 0
1 0
0 1

 , C =

 1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 1 0

 .
Chceme navrhnout výstupńı zpětnou vazbu K ∈ K4, která systému (A,B,C) bude
přǐrazovat Jordanovu formu

L = diag

{[
−2 1
0 −2

]
,
[
−1

]
,
[
−4

]}
.
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Přiřazeńı Jordanovy formy zpětnou vazbou Výstupńı zpětná vazba

Podle uvedeného postupu dostaneme matici F (α1, α2, α3, α4), pro kterou bude
F2 = 0 pro

α3 =
1

2

350α4 + 49 + 300α4α1 − 417α1

450α4 − 357α1 + 29
,

α2 = − 1

540

−3213α2
1 + 2985α4α1 + 1545α1 − 98− 1295α4

5α4 − 1
.

Potom explicitńı tvar výstupńı zpětné vazby je

K =

[
3(−1083α1+60α4α1+211+730α4)

(3α4−1)(5α4−1)
3(150α4−357α1+89)

−5α4−3α1+1+15α4α1

−2(−12834α1+675α4α1+2548+8425α4)
50α4−153α1+41

−49

−12
49−500α4+1350α4α1−117α1

50α4−153α1+41

]
,

kde α1 ̸= 1
5
, α4 ̸= 1

3
, α1 ̸= 153

50
α4 − 41

50
.

Volné parametry α1, α4 mohou být voleny na základě r̊uzných kritéríı, jak budeme
uvažovat dále.
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4 Robustnost uzavřeného systému

Podle předchoźı kapitoly umı́me explicitně vypoč́ıtat stavovou zpětnou vazbu pro
systém (3.1). Źıskaný uzavřený systém je stabilńı pro libovolnou stavovou zpětnou
vazbu z množiny Fs(A,B,L). V matici stavové zpětné vazby se vyskytuj́ı návrhové
parametry. Dı́ky těmto parametr̊um můžeme zvolit matici F ∈ Fs(A,B,L) tak, aby
uzavřený systém byl v nějakém smyslu nejlepš́ı.

Prvky matice dynamiky otevřeného systému jsou určeny hodnotami veličin reál-
ného modelu. U mechanických soustav např́ıklad hmotnosti, délky, tuhosti pružin,
u elektrických soustav např́ıklad hodnoty odpor̊u, indukčnost́ı apod. Tyto hodnoty
ovšem neznáme přesně. Proto chceme, aby i při perturbaci všech prvk̊u matice dyna-
miky z̊ustal uzavřený systém stabilńı. V tomto př́ıpadě hovoř́ıme o robustńı stabilitě
sytému.

Podobně můžeme uvažovat perturbace ve zpětné vazbě. Často je totiž možné
realizovat př́ıslušný regulátor pouze na malý počet platných cifer. Pokud takový
regulátor užijeme ke stabilizaci systému, budeme opět cht́ıt, aby uzavřený systém
byl stabilńı. T́ımto požadujeme, aby regulátor nebyl fragilńı (křehký).

Uvažujme systém (A, B) a vypočtěme pro něj stavovou zpětnou vazbu. Matice
uzavřeného systému Ac bude Ac = A+BF . Od uzavřeného systému požadujeme, aby
z̊ustal stabilńı i při určitých změnách, perturbaćıch, v prvćıch uvažovaných matic.
Perturbačńı matici budeme označovat ∆.

Pro robustńı stabilitu systému chceme, aby matice

(A+∆) +BF = (A+BF ) + ∆ = Ac +∆

z̊ustala stabilńı.

Pro zabráněńı fragilitě (křehkosti) požadujeme, aby systém

A+B(F +∆) = (A+BF ) +B∆ = Ac +B∆

z̊ustal stabilńı.

Obdobně mějme systém (A,B,C) a spočtěme pro něj výstupńı zpětnou vazbu.
Matice uzavřeného systému je potom Ac = A+BKC.

Pro robustńı systém chceme naj́ıt co nejlepš́ı matici K, aby matice

(A+∆) +BKC = (A+BKC) + ∆ = Ac +∆

z̊ustala stabilńı.
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Robustnost uzavřeného systému Kritéria robustnosti

Pro zabráněńı fragilitě systému při perturbaćıch ve výstupńı zpětné vazbě požadu-
jeme, aby matice

A+B(K +∆)C = (A+BKC) +B∆C = Ac +B∆C

z̊ustala stabilńı.

4.1 Kritéria robustnosti

V následuj́ıćıch podkapitolách si uvedeme významná kritéria robustnosti pro uza-
vřený systém se stavovou a výstupńı zpětnou vazbou, jejich vlastnosti a metody pro
výpočet. Kritéríım robustnosti se věnuj́ı např́ıklad v praćıch [3, 13, 21, 28]. Nejprve
si nyńı nast́ıńıme význam těchto kritéríı na obecné stabilńı matici X ∈ Cn×n.

Jelikož uvažujeme, že X je stabilńı matice, lež́ı prvky jej́ıho spektra Λ(X) v ote-
vřené levé polorovině komplexńı roviny. Při posuzováńı, jak je daná matice bĺızko
nestabilńı matici, by prvńım přirozeným kritériem mohlo být to, jak je vlastńı č́ıslo,
které se nacháźı nejv́ıce vpravo, daleko od imaginárńı osy, č́ımž dospějeme k tzv.
spektrálńı abscisse, označované α(X),

α(X) = max{Re z : z ∈ Λ(X)}.

Takové kritérium by ale nebylo př́ılǐs rozumné, protože α(X) je velice citlivá na změny
v prvćıch matice. Převážně tedy chceme vědět, zda matice zat́ıžena jistými pertu-
rbacemi z̊ustane stabilńı, resp. které perturbace v prvćıch matice již vedou k jej́ı
nestabilitě. Vezměme si matici perturbaćı ∆ ∈ Cn×n, ∥∆∥2 < ε, kterou přič́ıtáme
k X. Pokud všechny body spektra matice X + ∆ z̊ustanou v levé polorovině kom-
plexńı roviny, můžeme tyto perturbace v X povolit a matice X z̊ustane stabilńı.
T́ımto přejdeme od spektra X k tzv. komplexńımu ε-pseudospektru

ΛC
ε (X) = {z : z ∈ Λ(X +∆) pro ∆ ∈ Cn×n, ∥∆∥2 ≤ ε}.

Prvek této množiny, jehož reálná část je nejbĺıže imaginárńı ose, by vedl na daľśı
kritérium, tzv. ε-pseudospektrálńı abscissu αε(X):

αε(X) = max{Re z : z ∈ Λε(X)}.

Pokud bychom povolili pouze reálné perturbace, tj. ∆ ∈ Rn×n, dospěli bychom
k reálnému ε-pseudospektru

ΛR
ε (X) = {z : z ∈ Λ(X +∆) pro ∆ ∈ Rn×n, ∥∆∥2 ≤ ε}.

Pro zjǐstěńı, jak daleko je matice od nestability, by bylo vhodné určit velikost per-
turbaćı ε, pro kterou by nějaký bod množiny Λε(X) ležel na imaginárńı ose. To nás
vede k velice významnému kritériu – poloměru stability:

rF = inf{∥∆∥ : ∆ ∈ F n×n a X +∆ je nestabilńı},
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Robustnost uzavřeného systému Kritéria robustnosti

kde pro F = C źıskáme komplexńı a pro F = R reálný poloměr stability.

V praktických př́ıkladech nás zaj́ımaj́ı převážně reálné perturbace, ale rR(X) je
výpočetně mnohem složitěǰśı. Komplexńı poloměr stability má však také sv̊uj vý-
znam. Nejenže dává dolńı odhad pro reálný poloměr stability, ale také např. souviśı
s ε-pseudospektrálńı abscissou v tom smyslu, že

rC(X) ≤ ε⇔ αε(X) ≥ 0.

Př́ıklad 4.1. Ukažme si význam jednotlivých kritéríı robustńı stability na matici

X =


4.0000 2.1017 14.7288 −28.1017
4.0000 −1.4237 5.7966 −11.5763
7.0000 1.6780 19.5254 −40.6780
5.0000 1.1017 13.7288 −28.1017

 .
Na obrázku 4.1a a 4.1b je vykreslené komplexńı a reálné pseudospektrum. Hod-
noty jednotlivých hladin jsou uvedené pro lepš́ı názornost v logaritmickém měř́ıtku
(o základu 10).
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(a) Komplexńı pseudospektrum.
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(b) Reálné pseudospektrum.

Obrázek 4.1: Vykresleńı pseudospekter.

Spektrum matice X je Λ(X) = {−1 + j,−1 − j,−2,−2}, spektrálńı abscissa je
α(X) = −1. Vypočtená hodnota komplexńıho poloměru stability je 0.0404. Rovněž
u komplexńıho pseudospektra vid́ıme, že hladina s hodnotou přibližně 1.394 v logarit-
mickém měř́ıtku, tj. 0.0404, se jako prvńı dotýká imaginárńı osy. ε-pseudospektrálńı
abscissa pro tuto hodnotu ε je nula a body, v nichž dosahuje svého maxima jsou
z = ±0.8589j.

Reálný poloměr stability je přibližně 0.0602. Rovněž na pseudospektru vid́ıme, že
hladina s hodnotou přibližně 1.2201 v logaritmickém měř́ıtku, tj. 0.0602, se dotýká
imaginárńı osy.

37



Robustnost uzavřeného systému Poloměr stability

4.2 Poloměr stability

Jedńım z kritéríı pro posouzeńı robustnosti či fragility systému je poloměr stability.
Rozeznáváme poloměr stability komplexńı (rC) a reálný (rR). K źıskáńı robustńıho
systému či málo fragilńıho regulátoru se snaž́ıme naj́ıt takové ř́ızeńı, aby výsledný
systém měl maximálńı poloměr stability. Pokud budeme uvažovat robustnost sys-
tému, jedná se o poloměr stability, pokud nás bude zaj́ımat fragilita regulátoru,
budeme hovořit o strukturovaném poloměru stability.

4.2.1 Komplexńı poloměr stability

Uvažujme stabilńı matici X ∈ Rn×m, n ≤ m a rank(X) = n. Komplexńı poloměr
stability nám dává informaci o tom, jak daleko je matice X od nejbližš́ı nestabilńı
matice.

Podobný problém představuje známá věta o aproximaci matice matićı nižš́ı hod-
nosti, kde zkoumáme vzdálenost matice X a nejbližš́ı matice dané hodnosti k ̸= n.
Libovolnou matici můžeme podle (2.2) rozložit na X =

∑n
i=1 σi(X)ui(X)v∗i (X),

neboli na součet nezávislých matic hodnosti jedna. Nejbĺıže se k matici X přibĺı-
ž́ıme, budeme-li vhodně koṕırovat tuto jej́ı strukturu. Uvažujme tak matici Xaprox =∑k

i=1 σi(X)ui(X)v∗i (X) s hodnost́ı k. Vzdálenost mezi X a Xaprox bude odpov́ıdat
největš́ımu singlárńımu č́ıslu matice (X −Xaprox), tedy σk+1(X). Např́ıklad vzdále-
nosti mezi matićı X a nejbližš́ı matićı nižš́ı hodnosti k = n− 1 pak bude odpov́ıdat
velikost nejmenš́ıho singulárńıho č́ısla σn(X).

Mezi stabilńı matićı a nejbližš́ımi nestabilńımi maticemi můžeme očekávat ob-
dobný vztah. Matice, které budou destabilizovat matici X budou dány opět singu-
lárńımi vektory a vzdálenost bude určena singulárńım č́ıslem nějaké vhodné matice.
Ta bude záviset na volbě stabilńı oblasti, resp. jej́ı hranici. Protože nás opět za-
j́ımá vzdálenost k nejbližš́ı nestabilńı matici, budeme vyb́ırat minimálńı hodnotu
singulárńıho č́ısla vhodné matice mezi všemi maticemi danými zvolenou oblast́ı.

Definice 4.1. Komplexńı poloměr stability matice dynamiky uzavřeného systému
(Ac, B, C), Ac ∈ Rn×n, B ∈ Rn×m, C ∈ Rp×n je

rC(Ac) = inf{∥∆∥ : ∆ ∈ Cn×n a Ac +∆ je nestabilńı}.
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Matice Ac představuje matici uzavřeného systému zpětnou vazbou, který je již
stabilńı. Pro stavovou zpětnou vazbu by bylo

Ac = A+BF, (4.1)

pro výstupńı bychom měli

Ac = A+BKC. (4.2)

Poznámka 4.1. V daľśım textu budeme matićı Ac označovat stabilńı matici danou
bud’ vztahem (4.1), nebo (4.2).

Pro dosažeńı systému, který nebude fragilńı uvažujeme následuj́ıćı modifikaci.

Definice 4.2. Strukturovaný komplexńı poloměr stability systému (Ac, B, C) defi-
nujeme jako

rC(Ac, B, C) , inf{∥∆∥ : ∆ ∈ Cm×p a Ac +B∆C je nestabilńı}, (4.3)

kde Ac ∈ Rn×n, B ∈ Rn×m, C ∈ Rp×n.

Systém (A, B, C) bude nestabilńı, pokud některé z vlastńıch č́ısel matice dyna-
miky A bude ležet v pravé polorovině komplexńı roviny. Př́ıpadně o systému (A, B,
C) řekneme, že je na mezi stability, pokud některá vlastńı č́ısla matice dynamiky
budou ležet na imaginárńı ose a ostatńı v otevřené levé polorovině. Obecně uvažujme
oblast Cg, pro ńıž je systém stabilńı, potom tedy bude nestabilńı pro R2\Cg , Cb,
tedy již i pro vlastńı č́ısla na ∂Cg.

Věta 4.1.

rC(Ac, B, C) =

= inf{∥∆∥ : ∆ ∈ Cm×p,Λ(Ac +B∆C) ∩ ∂Cg ̸= ∅} (4.4a)

= inf
s∈∂Cg

inf
∆
{∥∆∥ : ∆ ∈ Cm×p, det(sI − Ac −B∆C) = 0} (4.4b)

= inf
s∈∂Cg

inf
∆
{∥∆∥ : ∆ ∈ Cm×p, det[I −∆C(sI − Ac)

−1B] = 0} (4.4c)

= { sup
s∈∂Cg

σ1[C(sI − Ac)
−1B]}−1 (4.4d)

Důkaz. Komplexńı poloměr stability (strukturovaný) jsme definovali jako inf{∥∆∥ :
∆ ∈ Cm×p, Ac + B∆C je nestabilńı}. Matice Ac + B∆C je nestabilńı, jestliže jej́ı
vlastńı č́ısla nenálež́ı do množiny Cg. Ze spojitosti vlastńıch č́ısel matice v závislos-
tech na perturbaćıch na vstupech (podle věty 2.10) plyne, že vlastńı č́ısla přecházej́ıćı
z množiny Cg do množiny Cb muśı ležet právě na ∂Cg. Proto lze požadavek Ac+B∆C
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je nestabilńı matice nahradit požadavkem, aby Ac+B∆C měla vlastńı č́ısla na ∂Cg.
T́ım jsme źıskali vztah (4.4a).

Nyńı ukažme odvozeńı vztahu (4.4b). Vyjděme z (4.4a) a necht’ s ∈ ∂Cg. Po-
tom s bude vlastńım č́ıslem matice Ac + B∆C a det(sI − Ac − B∆C) = 0. Tento
vztah budeme postupně upravovat, přičemž k předposledńı rovnosti dojdeme podle
věty 2.5.

det(sI − Ac −B∆C) = det[(sI − Ac)(I − (sI − Ac)
−1B∆C)] =

= det(sI − Ac) det[I − (sI − Ac)
−1B∆C] =

= det(sI − Ac) det[I −∆C(sI − Ac)
−1B] = 0.

O matici Ac předpokládáme, že je stabilńı, proto det(sI −Ac) ̸= 0. Potom bude ale

det[I −∆C(sI − Ac)
−1B] = 0. (4.5)

T́ım jsme źıskali předpis (4.4c).

Důkaz vztahu (4.4d) budeme provádět ověřeńım obou nerovnost́ı
rC ≥ {sups∈∂Cg

σ1[C(sI −Ac)
−1B]}−1 a rC ≤ {sups∈∂Cg

σ1[C(sI −Ac)
−1B]}−1. Uva-

žujme nejprve prvńı nerovnost. Podle vztahu (4.4a) zvolme s ∈ ∂Cg∩Λ(Ac+B∆C).
Potom existuje x takové, že

(Ac +B∆C)x = sx.

Roznásobeńım dostaneme

Acx+B∆Cx = sx. (4.6)

Protože matice dynamiky uzavřeného systému je stabilńı, muśı být s /∈ Λ(Ac), tedy
Acx ̸= sx, B∆Cx ̸= o a Cx ̸= o. Označme y = Cx a upravujme rovnost (4.6).

(Ac +B∆C)x = sx,

Acx+B∆y = sx,

B∆y = (sI − Ac)x,

(sI − Ac)
−1B∆y = x, /C,

C(sI − Ac)
−1B∆y = Cx,

C(sI − Ac)
−1B∆y = y.

Necht’ G(s) , C(sI − Ac)
−1B, potom G(s)∆y = y a

∥y∥ = ∥G(s)∆y∥ ≤ ∥G(s)∥∥∆∥∥y∥,
1 ≤ ∥G(s)∥∥∆∥,

1

∥G(s)∥
≤ ∥∆∥.
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Protože dané vztahy plat́ı pro libovolné s ∈ Λ(Ac +B∆C) ∩ ∂Cg źıskáme, že

∥∆∥ ≥ 1

{sups∈∂Cg
σ1[C(sI − Ac)−1B]}−1

a

rC ≥ 1

{sups∈∂Cg
σ1[C(sI − Ac)−1B]}−1

.

Naopak, označme opět G(s) , C(sI − Ac)
−1B a necht’ suprema ∥G(s)∥ je pro

s ∈ ∂Cg dosaženo v s0. Předpokládejme nyńı m ≥ p (pro m < p bychom postupovali
analogicky). Singulárńı rozklad matice G(s0) (při rank[G(s0)] = r) bude

G(s0) =
r∑

j=1

sjujv
∗
j ,

kde sj jsou singulárńı č́ısla, uj levé singulárńı vektory a vj pravé singulárńı vektory.
Definujme ∆̄ = 1

s1
v1u

∗
1. Uprav́ıme výraz G(s0)∆̄u1 s využ́ıt́ım unitarity singulárńıch

vektor̊u (v∗j vi = 0 pro j ̸= i a v∗j vj = 1)

G(s0)∆̄u1 =
r∑

j=1

sjujv
∗
j

1

s1
v1u

∗
1u1 =

r∑
j=1

sj
1

s1
ujv

∗
j v1 =

= s1
1

s1
u1v

∗
1v1 + s2

1

s1
u2v

∗
2v1 + . . .+ sr

1

s1
urv

∗
rv1 = u1.

Potom

G(s0)∆̄u1 = u1,

C(s0I − Ac)
−1B∆̄u1 = u1, /B∆̄

B∆̄C(s0I − Ac)
−1B∆̄u1 = B∆̄u1,

B∆̄C(s0I − Ac)
−1B∆̄u1 = (s0I − Ac)(s0I − Ac)

−1B∆̄u1,

(B∆̄C + A)(s0I − Ac)
−1B∆̄u1 = s0(s0I − Ac)

−1B∆̄u1,

(A+B∆̄C)[(s0I − Ac)
−1B∆̄u1] = s0[(s0I − Ac)

−1B∆̄u1],

pro z = (s0I − Ac)
−1B∆̄u1 máme

(A+B∆̄C)z = s0z.

Mezi vlastńı č́ısla matice A+B∆̄C patř́ı s0. Celkem je tak s0 ∈ Λ(Ac+B∆̄C)∩∂Cg.
Podle (4.4a) a protože σ1[C(s0I−Ac)

−1B] ≤ sups∈∂Cg
σ1[C(sI−Ac)

−1B] dostaneme

rC = inf{∥∆∥ : ∆ ∈ Cm×p,Λ(Ac +B∆C) ∩ ∂Cg ̸= ∅} ≤

≤ ∥∆̄∥ =
1

s1
=

1

σ1[C(s0I − Ac)−1B]
≤ 1

sups∈∂Cg
σ1[C(sI − Ac)−1B]

.

�

Vztah (4.4d), který ukazuje, že rC lze vyjádřit pomoćı singulárńıho č́ısla matice
C(sI − Ac)

−1B, se nejv́ıce hod́ı při výpočtech.
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Poznámka 4.2. Při odvozováńı rovnosti (4.4d) ve větě 4.1 můžeme využ́ıt vztahu
mezi singulárńımi č́ısly a hodnost́ı matic (věta 2.9). Plat́ı

inf{∥∆∥ : ∆ ∈ Cm×p, det[I −∆C(sI − Ac)
−1B = 0}.

Podle věty 2.5 je det[I − ∆C(sI − Ac)
−1B] = det[I − C(sI − Ac)

−1B∆] a podle
věty 2.9 pro M = C(sI − Ac)

−1B budeme mı́t

rC(Ac, B, C) = inf
s∈∂Cg

inf
∆
{∥∆∥ : ∆ ∈ Cm×p, det[I −∆C(sI − Ac)

−1 −B] = 0} =

= inf
s∈∂Cg

1

σ1[C(sI − Ac)−1B]
=

1

sups∈∂Cg
σ1[C(sI − Ac)−1B]

.

Pokud B = C = In bude mı́t vztah (4.4d) tvar

rC(Ac) =
1

sups∈∂Cg
σ1[(sI − Ac)−1]

= inf
s∈∂Cg

σ1[(sI − Ac)
−1] = inf

s∈∂Cg

σmin[(Ac − sI)].

Věta 4.2. Necht’ Cg = {s ∈ C : Re(s) < 0} a B = C = In, potom
rC(Ac) ≤ σmin(Ac).

Důkaz. Necht’ se pro nějaké sopt ∈ ∂Cg = {s ∈ C : Re(s) = 0} nabývá optima.
Potom pro libovolné s ∈ ∂Cg, tedy i pro s = 0, budeme mı́t

rC(Ac) = σmin[(Ac − soptI)] ≤ σmin(Ac).

�

Věta 4.3. Necht’ Cg = {s ∈ C : Re(s) < 0}, potom

rC = { sup
ω∈⟨0,ωmax⟩

σ1[C(jωI − Ac)
−1B]}−1, (4.7)

kde ω ∈ R a |ωmax| ≤ σ1(Ac) +
σ1(C)σ1(B)

σ1(CA−1
c B)

.

Důkaz. Necht’ Cg = {s ∈ C : Re(s) < 0}, potom ∂Cg = {jω ∈ C : ω ∈ R}.
Vztah (4.7) plyne př́ımo ze vztahu (4.4d). Podle (4.4a) je matice jωI− (Ac+B∆C)
singulárńı. Následně podle věty 2.8 (proM = jωI, kde pro ω ̸= 0 jeM nesingulárńı)
a protože ∥(jωI)−1∥−1 = |ω| plat́ı, že |ω| ≤ ∥Ac+B∆C∥. Daľśımi úpravami źıskáme

|ω| ≤ ∥Ac +B∆C∥ ≤ ∥Ac∥+ ∥B∆C∥ ≤ ∥Ac∥+ ∥B∥∥∆∥∥C∥.

Dále pro ∥∆opt∥ (matici z věty 4.1, pro ńıž ve vztahu (4.4a) źıskáme hodnotu rC) a
s = jω podle (4.4d) plat́ı, že

∥∆opt∥ ≤ 1

σ1[C(jωI − Ac)−1]
≤ 1

σ1(CA−1
c B)

.

42
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Celkem s využit́ım věty 2.6 dostaneme

|ωmax| ≤ σ1(Ac) +
σ1(B)σ1(C)

σ1(CA−1
c B)

.

�

Pro výpočet komplexńıho poloměru stability potřebujeme umět spoč́ıtat (4.4d).
Jak jsme uvedli, zaj́ımá nás př́ıpad, že ∂Cg je imaginárńı osa, tedy ve vztahu (4.4d) je
s = jω, kde ω ∈ R. Výsledné kritérium – komplexńı strukturovaný poloměr stability
(resp. pro B = C = In komplexńı poloměr stability matice dynamiky uzavřeného
systému) – bude mı́t tvar

rC(Ac, B, C) =
1

supω∈R σ1[C(jωI − Ac)−1B]
. (4.8)

Pro praktické postupy muśıme nejprve zvolit nějaký interval ⟨a, b⟩, na kterém se
budeme pohybovat. Podle věty 4.3 a můžeme volit interval ⟨0, ωmax⟩, kde ωmax je ur-
čeno ve větě 4.3. Nyńı si uved’me metody, pomoćı nichž můžeme vypoč́ıtat hodnotu
komplexńıho poloměru stability.

Jednou z možnost́ı je použit́ı hrubé śıly a na podintervalech celkového intervalu
aplikovat optimalizačńı metody. Vhodněǰśı metody pro výpočet (4.4d) potom navrhli
Byers a Boyd s Balakrishnanem.

Byersova metoda bisekce

Byers v [8] navrhl metodu bisekce pro př́ıpad, že B = C = In. V [5] Boyd a
Balakrishnan rozš́ı̌rili tuto metodu pro obecný stabilńı systém (Ac, B, C). Byer-
sova metoda bisekce, podobně jako metoda bisekce pro hledáńı kořen̊u rovnice,
vycháźı z počátečńıho intervalu a v každé iteraci modifikuje jednu z jeho meźı
podle rozhodovaćıho kritéria. Jedná se o efektivněǰśı metodu, než ty, které vyč́ıs-
luj́ı σ1[C(jωI −Ac)

−1B] pro ω ∈ R a hledaj́ı maximum optimalizačńımi metodami.
Je založena na vztahu mezi singulárńımi č́ısly matice v (4.8) pro ω ∈ R a imagi-
nárńımi vlastńımi č́ısly př́ıslušné Hamiltonovy matice, který uvád́ı následuj́ıćı dvě
věty.

Pro daný systém (Ac, B, C) a γ ∈ R zavedeme matici

Mγ =

[
Ac 0
0 −AT

c

]
+

[
B 0
0 −CT

] [
0 γI
γI 0

]−1 [
C 0
0 BT

]
=

=

[
Ac

1
γ
BBT

− 1
γ
CTC −AT

c

]
. (4.9)

Matice Mγ je podle věty 2.4 Hamiltonova.
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Věta 4.4. Předpokládejme, že matice Ac nemá imaginárńı vlastńı č́ısla, γ > 0 a
ω0 ∈ R. Potom γ je singulárńı č́ıslo matice C(jω0I − Ac)

−1B právě tehdy, když
Mγ − jω0I je singulárńı.

Důkaz. Ukažme platnost implikace zleva doprava. Matice Ac nemá imaginárńı
vlastńı č́ısla, tedy pro imaginárńı č́ıslo s = jω, kde ω ∈ R, můžeme uvažovat výraz
(jωI−Ac)

−1. Necht’ γ je singulárńım č́ıslem matice C(jω0I−Ac)
−1B, potom necht’

u, v jsou př́ıslušné singulárńı vektory, u ̸= 0, v ̸= 0.

C(jω0I − Ac)
−1Bu = γv[

C(jω0I − Ac)
−1B

]∗
v = γu,

C(jω0I − Ac)
−1Bu = γv

BT (jω0I − Ac)
−∗CTv = γu,

C(jω0I − Ac)
−1Bu = γv

BT (−jω0I − AT
c )

−1CTv = γu,

označme r = (jω0I − Ac)
−1Bu a s = (−jω0I − AT

c )
−1CTv, tj.

Cr = γv a BT s = γu

u =
1

γ
BT s a v =

1

γ
Cr.

Potom [
u
v

]
=

[
0 1

γ
1
γ

0

] [
r
s

]
,[

u
v

]
=

[
0 1

γ
1
γ

0

] [
C 0
0 BT

] [
r
s

]
,[

u
v

]
=

[
0 γI
γI 0

]−1 [
C 0
0 BT

] [
r
s

]
, (4.10)[

u
v

]
̸=

[
0
0

]
, proto i

[
r
s

]
̸=
[
0
0

]
.

Pokračujme dále od vztahu pro r a s:

r = (jω0I − Ac)
−1Bu

s = (−jω0I − AT
c )

−1CTv,

(jω0I − Ac)r = Bu

(−jω0I − AT
c )s = CTv,

44
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jω0r − Acr = Bu

−jω0s− AT
c s = CTv,

Celkem[
jω0I 0
0 jω0I

] [
r
s

]
+

[
−Ac 0
0 AT

c

] [
r
s

]
=

[
B 0
0 −CT

] [
u
v

]
.

Dosazeńım vztahu (4.10) źıskáme[
jω0I 0
0 jω0I

] [
r
s

]
+

[
−Ac 0
0 AT

c

] [
r
s

]
=[

B 0
0 −CT

] [
0 γI
γI 0

]−1 [
C 0
0 BT

] [
r
s

]
,

[
Ac 0
0 −AT

c

] [
r
s

]
+

[
B 0
0 −CT

] [
0 γI
γI 0

]−1 [
C 0
0 BT

] [
r
s

]
= jω0

[
r
s

]
,{[

Ac 0
0 −AT

c

]
+

[
B 0
0 −CT

] [
0 γI
γI 0

]−1 [
C 0
0 BT

]}[
r
s

]
= jω0

[
r
s

]
,

a protože

Mγ =

[
Ac 0
0 −AT

c

]
+

[
B 0
0 −CT

] [
0 γI
γI 0

]−1 [
C 0
0 BT

]
je

Mγ

[
r
s

]
= jω0

[
r
s

]

a tedy jω0 je vlastńım č́ıslem matice Mγ a

[
r
s

]
př́ıslušný vlastńı vektor.

Při d̊ukazu opačné implikace postupujeme analogicky. �

Z věty 4.4 plyne následuj́ıćı věta, která nám dává rozhodovaćı kritérium, zda
máme přenastavit dolńı, nebo horńı mez.

Věta 4.5. ([5]) Necht’ Ac je stabilńı, γ > 0. Potom supω∈R σ1[C(jωI−Ac)
−1B] ≥ γ

právě tehdy, když Mγ má imaginárńı vlastńı č́ıslo.

Důkaz. Necht’ Mγ má alespoň jedno imaginárńı č́ıslo, tj. ∃jω̄, ω̄ ∈ R : (Mγ − jω̄I)
je singulárńı. Podle věty 4.4 σi[C(jω̄I − Ac)

−1B] = γ, potom supω∈R σ1[C(jωI −
Ac)

−1B] ≥ γ. Naopak necht’ supω∈R σ1[C(jωI − Ac)
−1B] ≥ γ. Protože σ1[C(jωI −
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Ac)
−1B] je spojitou funkćı v ω, existuje ω̄ : σ1[C(jω̄I −Ac)

−1B] = γ. Potom (Mγ −
jω̄I) je singulárńı a Mγ má imaginárńı vlastńı č́ıslo. �

Podmı́nku, zda Mγ nemá imaginárńı vlastńı č́ısla, neńı nutné ověřovat jejich
př́ımým výpočtem. Vlastńı č́ısla matice Mγ nemůžeme přesně spoč́ıtat v konečném
počtu krok̊u. Proto je lepš́ı využ́ıt vlastnost́ı Hamiltonových matic.

Označme charakteristický polynom maticeMγ jako r(s), tj. r(s) = det(sI−Mγ).
ProtožeMγ je Hamiltonova matice, má podle věty 2.3 vlastńı č́ısla symetrická podle
imaginárńı osy.

Potom můžeme rozepsat charakteristický polynom r(s) následovně

r(s) = rn(s− λ1)(s+ λ1)(s− λ2)(s+ λ2) . . . (s− λn)(s+ λn) =

= rn(s
2 − λ21)(s

2 − λ22) . . . (s
2 − λ2n). (4.11)

Charakteristický polynom matice Mγ je polynomem v proměnné s2, lze tak zavést
polynom p(−s2).

Věta 4.6. MaticeMγ má imaginárńı vlastńı č́ıslo právě tehdy, když polynom p(−s2)
má reálné nezáporné kořeny.

Důkaz. Plyne bezprostředně ze vztahu (4.11), definujeme-li p(−s2) = rn(−1)−n(s2+
λ21) · · · (s2 + λ2n). �

Poznámka 4.3. V článku [5] je k určeńı, zda Mγ má imaginárńı vlastńı č́ıslo, vy-
už́ıvána Sturmova posloupnost polynomů źıskaných opakovanou aplikaćı Euklidova
algoritmu. Nejprve se děĺı charakteristický polynom jeho derivaćı a poté vždy před-
choźı dělitel polynomem vzniklým jako zbytek po děleńı. Následně se využije toho,
že polynom p(−s2) nemá reálné nezáporné kořeny, když v0 = v∞, kde v0 udává počet
změn znamének polynomů ve Sturmově posloupnosti pro 0 a v∞ témuž pro ∞.

Při numerickém výpočtu děleńı polynomů však může docházet k nestabilitě a
výsledky bychom źıskávali nepřesné. Proto v této práci navážeme při rozhodováńı
o vlastńıch č́ıslech Mγ na větu 4.6. Uvažujme, že polynom má reálné kořeny. Po-
kud budeme předpokládat malé nepřesnosti ve vstupńıch datech a reálné kořeny
budou od sebe dostatečně vzdálené, bude se měnit nejprve jejich poloha na reálné
ose. Dvě reálná vlastńı č́ısla se k sobě budou přibližovat po reálné ose, až dosáhnou
stejného bodu, odchýĺı se do imaginárńı části komplexńı roviny a stanou se kom-
plexně sdruženými vlastńımi č́ısly. Pro velmi bĺızké kořeny může samozřejmě i pro
malé perturbace nastat posun do imaginárńı části. Protože ale nepotřebujeme spo-
č́ıtat přesné hodnoty kořen̊u, ale jen určit, zda jsou některé z nich reálné, budeme
se spoléhat na uvedený př́ıstup.

46
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Algoritmus 4.1. Výpočet komplexńıho poloměru – Byersova metoda bis-
ekce, modifikovaná verze

Vstup: Ac, (B, C), γl, γu, tol (tolerance)

while γu + γl > 2tolγl
a) γ = γu+γl

2

b) sestav Mγ (4.9)
c) sestav modifikovaný charakteristický polynom p(−s2) ((4.11), např.

Leverier̊uv-Faddějev̊uv algoritmus ([23]))
d) vypočti kořeny pi polynomu p(−s2) (např. převodem na výpočet vlastńıch

č́ısel companion matice ([11]))
f) if maxi{Re(pi)} > 0 then (tj. Mγ má imaginárńı vlastńı č́ıslo)

γl = γ
else

γu = γ
end

end

Výstup: rC = γ−1

Př́ıklad 4.2. Pro matici X z př́ıkladu 4.1 a startovaćı interval ⟨10.1235, 80.9878⟩
znázorňuj́ı obrázky 4.2a a 4.2b několik prvńıch iteraćı metody bisekce, γLk označuje
dolńı odhad v k-té iteraci, γUk označuje horńı odhad v k-té iteraci.

Podobně, jak znázorňuje obrázek 4.3, bychom viděli i na pseudospektru, které
hladiny při iteraćıch voĺıme.

(a) (b)

Obrázek 4.2: Byersova metoda bisekce, (a) několik prvńıch iteraćı, (b) detailńı výřez.
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Obrázek 4.3: Metoda bisekce – pseudospektrum.

Boydova-Balakrishnanova metoda

Metoda v [4] navržená Boydem a Balakrishnanem využ́ıvá toho, že algoritmem pro
výpočet vlastńıch č́ısel Hamiltonovy matice (podkapitola 2.4.1) můžeme vypoč́ıtat
imaginárńı vlastńı č́ısla matice Mγ (4.9). Řekněme tedy, že vypočteme požadovaná
jω1, . . . , jωr. T́ım se dostaneme na imaginárńı osu a potom již muśıme jen určit zp̊u-
sob, jak se po ńı pohybovat, abychom nalezli supω∈R σ1[C(jωI−Ac)

−1B]. Označujme
dále opět matici G(jω) , C(jωI − Ac)

−1B.

Dı́ky symetrii okolo reálné osy se můžeme pro ω soustředit jen na interval ⟨0,∞),
resp. podle věty 4.3 jen na ⟨0, ωmax⟩. V souvislosti s definićı pseudospektra 4.5,
pokud najdeme hladinu h1, která prot́ıná v několika bodech imaginárńı osu, chceme
v daľśım kroku naj́ıt hladinu h2 (s větš́ı hodnotou než h1), až bychom postupně
dospěli k hladině hk, pro kterou bude v bodě ω (odpov́ıdaj́ıćı vlastńımu č́ıslu jω,
resp. −ω pro vlastńı č́ıslo −jω) imaginárńı osa jej́ı tečnou.

Nejprve potřebujeme odhad γ0 ≤ supω∈R σ1[G(jω)]. Pro toto γ0 bude mı́t Mγ

obecně několik ryze imaginárńıch vlastńıch č́ısel jωl takových, že hodnota nějakého
singulárńıho č́ısla matice G(jωl) je rovna γ0.

Jedna z metod, jak vybrat správné intervaly, vycháźı z následuj́ıćı úvahy a vede
na Boyd̊uv Balakrishnan̊uv algoritmus.

Pozorováńı 4.1. Pro γk, (kde k je př́ıslušná iterace), je γ2kI −G∗(jωl)G(jωl) pozi-
tivně semidefinitńı matice právě tehdy, když σ1[G(jωl)] = γk.

Důkaz. Nejprve vezměme σ2
1[G(jωl)] = γ2k = λ1[G

∗(jωl)G(jωl)], potom λ1[γ
2
kI −

G∗(jωl)G(jωl)] ≥ 0, pro každé i = 1, . . . , r. Naopak uvažujme, že γ2kI−G∗(jωl)G(jωl)
je pozitivně semidefinitńı a že σm[G(jωl)] = γk pro nějaké m > 1 a σm[G(jωl)] ̸=
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σ1[G(jωl)]. Potom, protože σ1 > σm, je λ1[γ
2
kI − G∗(jωl)G(jωl)] < 0, což vede

ke sporu s pozitivńı semidefinitnost́ı. �

Protože nás zaj́ımaj́ı σ1[G(jω)], plyne z předchoźıho pozorováńı, že z vypočte-
ných ryze imaginárńıch vlastńıch č́ısel (jω1, . . . , jωr) vyřad́ıme ta jωl, pro která
γ2kI − G∗(jωl)G(jωl) neńı pozitivně semidefinitńı matićı. Pro zbylá jωl, . . . jωp ur-
čuj́ı hodnoty ωl, . . . , ωp body, v nichž křivka σ1[G(jω)] bude prot́ınat př́ımku γ = γk.
Dále zbývá určit, které hodnoty ω určuj́ı meze interval̊u pro daľśı iteraci.

Pozorováńı 4.2. Pro ωl, ωm ∈ {ω1, ω2, . . . , ωp} taková, že ωl < ωr má matice
γ2kI − G∗ [j 1

2
(ωl + ωm)

]
G
[
j 1
2
(ωl + ωm)

]
záporné vlastńı č́ıslo, právě když

σ1[G
(
j 1
2
(ωl + ωm)

)
]) > γk.

Pozorováńı 4.2 nám pomáhá určit, v jakých intervalech bude

ωopt = argmax
ω∈R

σ1[C(jωI − Ac)
−1B].

Tyto intervaly budou (ωl, ωm), pro které je splněno, že σ1[G(j
1
2
(ωl + ωm))] > γk.

Hodnotu max
{
σ1
[
G
(
j ωl+ωm

2

)]}
budeme v této práci volit za γk+1. V [4] voĺı za

hodnotu γk+1 největš́ı singulárńı č́ıslo v jω̄, kde ω̄ je střed největš́ıho intervalu.

Pr̊uběh jedné iterace algoritmu je znázorněn na obrázku 4.4. Hodnota γk v iteraci

ω

γ

ω1 ω1,2 ω2 ω3 ω3,4 ω4ω2,3

Obrázek 4.4: Boydova-Balakrishnanova metoda, volba interval̊u na základě definit-
nosti matice.

k prot́ıná křivku σ1[G(jω)] v bodech ω1, ω2, ω3, ω4. V bodech ω = ω1,2, ω = ω3,4 má
matice γ2kI − G∗(jω)G(jω) záporné vlastńı č́ıslo, bod ω2,3 vylouč́ıme. Za γk+1 pro
daľśı iteraci voĺıme hodnotu σ1[G(jω1,2)].
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Algoritmus 4.2. Výpočet komplexńıho poloměru – Boydova - Balakrishna-
nova metoda

Vstup: Ac, (B, C), γ0, tol (tolerance), k = 0

a) pro γ = γk sestav Mγ (podle vztahu (4.9))
b) vypočti ryze imaginárńı vlastńı č́ısla jωi maticeMγ: ΛI(Mγ) (algoritmus 2.3),

pokud ΛI(Mγ) = ∅, pokračuj na krok g)
c) z množiny ΛI(Mγ) odeber ta vlastńı č́ısla, pro něž je matice

γ2kI − G∗(jωi)G(jωi) pozitivně definitńı, pokud odebereme všechna, jdi na
g)

d) urči všechna ωs =
ωi+ωi+1

2
(kde jωi ∈ ΛI(Mγ)), pro která γ

2
kI−G∗(jωs)G(jωs)

má záporné vlastńı č́ıslo
e) γk+1 = maxs σ1[G(jωs)], kde ωs jsou body z kroku d)
f) k = k + 1, pokračuj na krok a)
g) γk+1 = γk, konec

Výstup: rC = γ−1
k+1

V [4] je ukázáno, že konvergence této metody je vždy alespoň kvadratická.

Jiná metoda nalezeńı správných interval̊u pro daľśı iteraci vycháźı z [17] a [26]
a jej́ı princip je následuj́ıćı. Seřad’me sestupně imaginárńı části př́ıslušných ryze
imaginárńıch vlastńıch č́ısel matice Mγ

ω1 > ω2 > ω3 > . . . ωr.

Opět chceme zjistit, jakému σi[G(jωm)] vlastńı č́ıslo jωm nálež́ı. Uvažujme obecně
křivku γk = σi[G(jω)], ω ∈ R, která v okoĺı bodu ωm odpov́ıdá některému σi[G(jωm)].
V bodě ω1 bude křivka γk klesat.

Abychom zjistili, které křivce σi[G(jωm)] odpov́ıdaj́ı daľśı body ωm, kde m > 1,
zaj́ımá nás, zda je křivka γ v tomto bodě rostoućı, či klesaj́ıćı. To můžeme zjistit
podle derivace ∂γ

∂ω
(ωm).

Vzhledem k tomu, že ωm jsme źıskali jako vlastńı č́ıslaMγ, je ω závislé na hodnotě
γ. Potom lze hledanou derivaci vyjádřit jako

∂γ

∂ω
(ωm) =

(
−j ∂λ

∂γ
(γk)

)−1

, (4.12)

pro λm = jωm, přičemž ∂λ
∂γ
(γk) lze podle [27] vyjádřit následovně

∂λm
∂γ

(γk) = u∗m
∂Mγ

∂γ
(γk, Ac, B, C)vm, (4.13)

kde vm je normalizovaný vlastńı vektor odpov́ıdaj́ıćı vlastńımu č́ıslu λm, u
∗
m je jeho

levý vlastńı vektor matice Mγ.
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Vı́me, že v bodě ω1 bude ∂γ
∂ω
(ω1) záporná. Pokud by v ω2 byla derivace kladná,

vyplyne ze spojitosti singulárńıch č́ısel a jejich vzájemného uspořádáńı, že ω2 př́ı-
sluš́ı křivce σ1[G(jω)]. Pokud by ale v ω2 byla derivace záporná, muśı ω2 odpov́ıdat
σ2[G(jω)]. Analogicky bychom postupovali dále pro daľśı body ωm. Dále vypozo-
rujeme, že pokud znaménka ve dvou po sobě jdoućıch ω jsou r̊uzná, budou náležet
témuž σi[G(jω)].

Označme nyńı sm = sgn ∂γ
∂ω
(ωm) znaménko derivace v ωm, pro m = 1, 2, . . . , r a

cm pro m = 1, 2, . . . , r pořad́ı singulárńıho č́ısla, tj. cm = 1 určuje křivku σ1. Potom
v́ıme, že cr = 1, a dál postupujeme podle následuj́ıćıch pravidel:

- je-li sm+1 < 0 a sm < 0, potom cm = cm+1 + 1,

- je-li sm+1 < 0 a sm > 0, potom cm = cm+1,

- je-li sm+1 > 0 a sm < 0, potom cm = cm+1,

- je-li sm+1 > 0 a sm > 0, potom cm = cm+1 − 1. (4.14)

Takto bychom vybrali všechna ωm, pro něž je cm = 1, a źıskali bychom př́ıslušné
intervaly (ωr−1, ωr), (ωr−3, ωr−2), . . ., které odpov́ıdaj́ı největš́ımu singulárńımu č́ıslu
σ1[G(jω)]. Obrázek 4.5 ukazuje, jak podle pravidel (4.14) źıskáme požadovaná ωi.

Poznámka 4.4. Kladné znaménko u ω1, tj. s1 > 0, by znamenalo, že dolńı mez
daného intervalu by byla v bodě −ω1, a protože jsme na intervalu ⟨0, ωmax⟩, volili
bychom interval ⟨0, ω1).

+++ + +

- - - - -

ω

γ

σ1(jω)

σ2(jω)

σ3(jω)

Obrázek 4.5: Volba interval̊u na základě znaménka derivace, Sreedhar̊uv př́ıstup.
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Algoritmus 4.3. Výpočet komplexńıho poloměru – Sreedhar̊uv př́ıstup
Vstup: Ac, (B, C), γ0, tol (tolerance), k = 0

a) pro γ = γk sestav Mγ (podle vztahu (4.9))
b) vypočti ryze imaginárńı vlastńı č́ısla jωi matice Mγ: ΛI(Mγ) (algoritmus 2.3),

pokud ΛI(Mγ) = ∅, pokračuj na krok h)
c) vypočti si, pro i = 1, . . . , r
d) urči ωi, pro něž ci = 1 a sestav intervaly, pokud je délka největš́ıho intervalu

menš́ı než tol, pokračuj na h)
e) spočti středy ωp interval̊u z předchoźıho bodu
f) γk+1 = maxp{σ1[G(jωp)]}
g) k = k + 1
h) γk+1 = γk, konec

Výstup: rC = γ−1
k+1

Komplexńı (strukturovaný) poloměr stability můžeme tak poč́ıtat pomoćı al-
goritmů 4.1, 4.2, 4.3. Algoritmem 4.1 můžeme poměrně snadno (s malým počtem
vyč́ıslováńı hodnot) vypoč́ıtat přibližnou hodnotu rC. Algoritmy 4.2, 4.3 jsou potom
vhodné pro přesněǰśı výpočty, nav́ıc jsou i rychleji konvergentńı a nevyžaduj́ı velký
počet iteraćı. V ukázkových př́ıkladech v této práci je komplexńı (strukturovaný)
poloměr stability poč́ıtán pomoćı algoritmu 4.3.

4.2.2 Reálný poloměr stability

Jak již bylo řečeno, reálný poloměr stability můžeme definovat obdobně jako kom-
plexńı, jen uvažujeme pouze reálné perturbace.

Definice 4.3. Reálný poloměr stability matice dynamiky uzavřeného systému
(Ac, B, C), Ac ∈ Rn×n, B ∈ Rn×m, C ∈ Rp×n je

rR(Ac) = inf{∥∆∥ : ∆ ∈ Rn×n a Ac +∆ je nestabilńı}.

Matice Ac je opět matićı dynamiky uzavřeného systému zpětnou vazbou, který
je již stabilńı. Pro stavovou zpětnou vazbu bychom měli Ac = A+BF , pro výstupńı
Ac = A+BKC.

Pro posuzováńı fragility regulátoru vezměme opět následuj́ıćı modifikaci.

Definice 4.4. Strukturovaný reálný poloměr stability systému (Ac, B, C),
Ac ∈ Rn×n, B ∈ Rn×m, C ∈ Rp×n

rR(Ac, B, C) , inf{∥∆∥ : ∆ ∈ Rm×p a Ac +B∆C je nestabilńı}. (4.15)
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Obdobně jako u věty 4.1 bychom také mohli zavést vztahy pro reálný poloměr
stability, s výjimkou bodu (4.4d), který zde neplat́ı.

Věta 4.7.

rR(Ac, B, C) =

= inf{∥∆∥ : ∆ ∈ Rm×p,Λ(Ac +B∆C) ∩ ∂Cg ̸= ∅}
= inf

s∈∂Cg

inf
∆
{∥∆∥ : ∆ ∈ Rm×p, det(sI − Ac −B∆C) = 0}

= inf
s∈∂Cg

inf
∆
{∥∆∥ : ∆ ∈ Rm×p, det[I −∆C(sI − Ac)

−1B] = 0}.

Výpočetńı tvar pro rR nalezli Qui, Bernhardsson, Rantzer a spol. a jeho d̊ukaz
je uveden v [22]. Zde ho pro stručnost vypoušt́ıme.

Věta 4.8. ([22])

rR(Ac, B, C) =
[
max
s∈∂Cg

µR[C(sI − Ac)
−1B]

]−1

, (4.16)

kde

µR[C(sI − Ac)
−1B] =

= inf
γ∈(0,1⟩

σ2

([
Re C(sI − Ac)

−1B −γIm C(sI − Ac)
−1B

1
γ
Im C(sI − Ac)

−1B Re C(sI − Ac)
−1B

])
.

Věta 4.9. ([22])

Funkce σ2

([
Re C(sI − Ac)

−1B −γIm C(sI − Ac)
−1B

1
γ
Im C(sI − Ac)

−1B Re C(sI − Ac)
−1B

])
je kvazikonvexńı.

Kvazikonvexńı funkce má konvexńı množinu řešeńı a jej́ı lokálńı minimum bude
tedy i globálńım minimem. Hodnotu µR[C(sI − Ac)

−1B] můžeme tak určit snadno
např́ıklad metodou zlatého řezu (nebo také metodou bisekce apod.).

Opět nás bude zaj́ımat př́ıpad, kdy ∂Cg = {s ∈ C : Re(s) = 0}, tj. {jω ∈ C, ω ∈
R}. Vztah (4.16) přejde do tvaru

rR(Ac, B, C) =
[
max
ω∈R

µR[C(jωI − Ac)
−1B]

]−1

, (4.17)

kde

µR[C(jωI − Ac)
−1B] =

= inf
γ∈(0,1⟩

σ2

([
Re C(jωI − Ac)

−1B −γIm C(jωI − Ac)
−1B

1
γ
Im C(jωI − Ac)

−1B Re C(jωI − Ac)
−1B

])
. (4.18)
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Dı́ky symetrii můžeme uvažovat jen ω ∈ ⟨0,∞). Při výpočtu se však muśıme
omezit na nějaký konečný interval ⟨0, ωmax⟩. V [32] bylo dokázáno, že ωmax lze volit

(analogicky jako u komplexńıho poloměru stability ve větě 4.3) za σ1(Ac)+
σ1(C)σ1(B)

σ1(CA−1
c B)

.

Věta 4.10. ([32])

rR(Ac, B, C) =
[

max
ω∈⟨0,ωmax⟩

µR[C(jωI − Ac)
−1B]

]−1

, (4.19)

kde ωmax = σ1(Ac) +
σ1(C)σ1(B)

σ1(CA−1
c B)

.

Nyńı bychom již mohli uvažovat naivńı algoritmus pro výpočet rR(Ac, B, C).

Algoritmus 4.4. Výpočet reálného poloměru – naivńı př́ıstup

Vstup: Ac, (B, C)

a) rozděl interval ⟨0, ωmax⟩ na podintervaly ⟨ωi, ωi+1⟩
b) na každém intervalu ⟨ωi, ωi+1⟩ nalezni maximum ξi z hodnot µR[C(jωI −

Ac)
−1B] (např. metodou zlatého řezu, (algoritmus 2.4))

c) vyber ξ∗ = maxi ξ
∗
i

Výstup: rR = (ξ∗)−1

Označme G(jω) = C(jωI − Ac)
−1B, potom vztah (4.18) přejde na

µR[G(jω)] = inf
γ∈(0,1⟩

σ2

([
Re G(jω) −γIm G(jω)
1
γ
Im G(jω) Re G(jω)

])
.

Přestože µR[G(jω)] můžeme spoč́ıtat pro unimodálńı funkci pomoćı metody zlatého
řezu, stále je obt́ıžné nalézt supω∈⟨0,ωmax⟩ µR[G(jω)].

V [26] se k výpočtu (4.17) využ́ıvá, stejně jako v předchoźım odstavci, vztah mezi
singulárńımi č́ısly a vlastńımi č́ısly odpov́ıdaj́ıćı Hamiltonovy matice.

Označme

P̃ (γ,G(jω)) ,
[

Re G(jω) −γIm G(jω)
1
γ
Im G(jω) Re G(jω)

]
.

Lemma 4.1.

P̃ (γ,G(jω)) ∼
[

Re G(jω) jγIm G(jω)
j 1
γ
Im G(jω) Re G(jω)

]
.

Důkaz.[
I 0
0 jI

] [
Re G(jω) −γIm G(jω)
1
γ
Im G(jω) Re G(jω)

] [
I 0
0 jI

]
=

=

[
Re G(jω) jγIm G(jω)
j 1
γ
Im G(jω) Re G(jω)

]
.
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Protože

[
I 0
0 jI

] [
I 0
0 −jI

]
=

[
I 0
0 I

]
, jsou př́ıslušné matice podle definice 2.6

podobné. �

Necht’ nyńı P (γ,G(jω)) =

[
Re G(jω) jγIm G(jω)
j 1
γ
Im G(jω) Re G(jω)

]
.

Lemma 4.2.

P (γ,G(jω)) = Tγ

[
G 0
0 Ḡ

]
Tγ,

kde Tγ =

[
I 0
0 γ−1I

]
1√
2

[
I I
I −I

] [
I 0
0 γI

]
.

Důkaz.[
I 0
0 γ−1I

]
1√
2

[
I I
I −I

] [
I 0
0 γI

] [
G 0
0 Ḡ

]
[
I 0
0 γ−1I

]
1√
2

[
I I
I −I

] [
I 0
0 γI

]
=

=

[
I 0
0 γ−1I

]
1√
2

[
I I
I −I

] [
G 0
0 Ḡ

]
1√
2

[
I I
I −I

] [
I 0
0 γI

]
=

=

[
I 0
0 γ−1I

]
1

2

[
G+ Ḡ G− Ḡ
G− Ḡ G+ Ḡ

] [
I 0
0 γI

]
=

=

[
I 0
0 γ−1I

] [
Re (G) Im (G)
Im (G) Re (G)

] [
I 0
0 γI

]
=

[
Re G(jω) jγIm G(jω)
j 1
γ
Im G(jω) Re G(jω)

]
.

�

Uvedená lemmata nám pomohou při d̊ukazu následuj́ıćı věty.

Věta 4.11. ([26]) Necht’ γ ∈ (0, 1⟩ a ξ > 0. Potom pro ω ∈ R, je ξ singulárńı č́ıslo
matice P (γ,G(jω)) právě, když jω je vlastńım č́ıslem matice

H(ξ, Ãc, B̃γ, C̃γ) =

[
Ãc

1
ξ
B̃γB̃γ

T

−1
ξ
C̃γ

T
C̃γ −ÃT

c

]
,

kde Ãc =

[
Ac 0
0 −Ac

]
, B̃γ = 1√

2

[
B γB

−γ−1B B

]
, C̃γ = 1√

2

[
C γC

γ−1C −C

]
.
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Důkaz. MaticeH(ξ, Ãc, B̃γ, C̃γ) je Hamiltonova matice sestavená z matic Ãc, B̃γ, C̃γ.
S využit́ım věty 2.16 stač́ı ukázat, že P (γ,G(jω)) = C̃γ(jωI − Ãc)

−1B̃γ.

P (γ,G(jω)) = Tγ

[
G 0
0 Ḡ

]
Tγ =

=
1√
2

[
I γI

γ−1I −I

] [
C(jωI − Ac)

−1B 0
0 C(−jωI − Ac)

−1B

]
1√
2

[
I γI

γ−1I −I

]
=

=
1√
2

[
I γI

γ−1I −I

] [
C 0
0 C

] [
(jωI − Ac)

−1 0
0 (jωI + Ac)

−1

]
[
B 0
0 −B

]
1√
2

[
I γI

γ−1I −I

]
=

=
1√
2

[
C γC

γ−1C −C

] [
jωI − Ac 0

0 jωI + Ac

]−1
1√
2

[
B γB

−γ−1B B

]
=

= C̃γ(jωI − Ãc)
−1B̃γ.

�

Podle věty 4.11 můžeme postupovat analogicky jako u komplexńıho poloměru
stability, jen s t́ım rozd́ılem, že zde muśıme nav́ıc zohlednit parametr γ a zaj́ımá nás
druhé největš́ı singulárńı č́ıslo.

Uvažujme k-tou iteraci a označme ξk = infγ∈(0,1⟩ σ2[P (γ,G(jωk))], tj. ξk =
σ2[P (γ

∗
k, G(jωk))].

Lemma 4.3. Necht’ pro pevné ω̂ ∈ R∗
0 je ξ = σ2[P (γ̂

∗, G(jω̂))], potom pro každé
ω ∈ ⟨0,∞) je σ2[P (γ̂

∗, G(jω))] ≥ infγ∈(0,1⟩ σ2[P (γ,G(jω))].

Důkaz. Plyne př́ımo ze vztahu (4.18) a vlastnosti infima. �

Pro dané ωk spočteme ξk a γ∗k. Vhodné intervaly pro daľśı iteraci můžeme opět
určit výpočtem ryze imaginárńıch vlastńıch č́ısel matice H(ξk, Ãc, B̃γ, C̃γ) a urče-
ńım těch ω̃, která př́ısluš́ı druhému největš́ımu singulárńımu č́ıslu, např́ıklad pomoćı
znaménka derivace odpov́ıdaj́ıćı křivky v bodě ω̃.

Algoritmus 4.5. Výpočet reálného poloměru – Sreedharova metoda [26]

Vstup: Ac, (B, C), ω0, ξ0, Ω0 = ⟨0, ωmax⟩, tol (tolerance), k = 0

a) pro ωk+1 spočti ξk+1 = infγ∈(0,1⟩ σ2[P (γ,G(jωk+1))] a nalezni γ∗k+1

b) je-li ξk+1 > ξk vyber ξk+1, jinak ξk+1 = ξk
c) vypočti ryze imaginárńı vlastńı č́ısla jω matice H(ξk+1, Ãc, B̃γ∗

k+1
, C̃γ∗

k+1
), po-

kud žádná nejsou, pokračuj na j)
d) pro každé ω z předchoźıho bodu urči si a ci podle (4.14)
e) vyber ωi, pro něž je ci = 2, pokud žádné neńı, jdi na j)
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f) urči Ω̂k+1 = (ωr, ωr−1)∪(ωr−2, ωr−3)∪. . ., pokud je délka největš́ıho intervalu
menš́ı než tol, pokračuj na j)

g) nastav Ωk+1 = Ω̂k+1 ∪ Ωk

h) vyber ωk+1 jako střed největš́ıho intervalu v Ωk+1

i) k = k + 1
j) ξk+1 = ξk, konec

Výstup: rR = ξ−1
k+1

Př́ıklad 4.3. Pro matice

A =


79.0000 20.0000 −30.0000 −20.0000

−41.0000 −12.0000 17.0000 13.0000
167.0000 40.0000 −60.0000 −38.0000
33.5000 9.0000 −14.5000 −11.0000

 ,

B =


0.2190 0.9347
0.0470 0.3835
0.6789 0.5194
0.6793 0.8310

 , C =

[
0.0346 0.5297 0.0077 0.0668
0.0535 0.6711 0.3834 0.4175

]

a startovaćı interval S0 = ⟨0, 216.8366⟩ znázorňuje obrázek 4.6a princip metody
pro výpočet reálného strukturovaného poloměru stability, kde ξk označuje odhad
hodnoty reálného poloměru v k-té iteraci. Křivka σ2[P (γ

∗, G(jω))] představuje pro
optimálńı γ∗ křivku, pro ńıž se nabývá přibližně v bodě ω = 1.37675 optima.
Křivky σ2[P (γ

∗
k , G(jω))] jsou horńımi aproximacemi σ2[P (γ

∗, G(jω))] v k-tých ite-
raćı. Odtud je rovněž vidět, že Ωk+1 ⊂ Ωk. Na obrázku 4.6b je znározněna křivka
σ2[P (γ

∗
6 , G(jω))] v posledńı iteraci. Hodnota reálného strukturovaného poloměru

stability vycháźı rR = 0.514144. Tabulka 4.1 ukazuje, jak se měńı hodnoty v jednot-
livých iteraćıch.

Iterace ωk γ∗k ξk

1 0 0.999999 0.931699
2 0 0.136582 0.931699
3 10.65244 0.227994 1.177244
4 1.310585 0.205987 1.919030
5 1.375544 0.227033 1.944970
6 1.376751 0.227043 1.944979

Tabulka 4.1: Hodnoty v jednotlivých iteraćı při výpočtu reálného strukturovaného
poloměru.
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(a) (b)

Obrázek 4.6: Sreedharova metoda, (a) pr̊uběh druhých singulárńıch č́ısel v závislosti
na ω, (b) druhé singulárńı č́ıslo v posledńı iteraci.

4.3 Pseudospektrum

Spektrum matice Ac tvoř́ı podle definice 2.5 body s ∈ C, pro něž je det(sI−Ac) = 0,
neboli body, ve kterých neńı definován výraz (sI − Ac)

−1, (lze jej dodefinovat jako
∞). Pseudospektrum matice Ac budou pak tvořit body, v nichž je č́ıslo ∥(sI−Ac)

−1∥
konečné, ale řekněme velmi velké. Zaměř́ıme-li se opět na perturbace v prvćıch ma-
tice a povoĺıme perturbace omezené v normě, budou do pseudospektra matice Ac

př́ıslušet vlastńı č́ısla té perturbované matice.

4.3.1 Komplexńı pseudospektrum

Definice 4.5. Necht’ Ac ∈ Rn×n, ε > 0, potom

ΛC
ε (Ac) = {s ∈ C : s ∈ Λ(Ac +∆) pro ∆ ∈ Cn×n, ∥∆∥2 < ε} (4.20)

je ε-pseudospektrum matice Ac.

Opět můžeme uvažovat perturbace v prvćıch regulátoru, což zobecněńım (4.20)
vede k definici strukturovaného pseudospektra.

Definice 4.6. Necht’ Ac ∈ Rn×n, B ∈ Rn×m, C ∈ Rp×n, ε > 0, potom

ΛC
ε (Ac, B, C) = {s ∈ C : s ∈ Λ(Ac +B∆C) pro ∆ ∈ Cm×p, ∥∆∥2 < ε} (4.21)

je strukturované ε-pseudospektrum systému (Ac, B, C).

58
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Věta 4.12.

ΛC
ε (Ac, B, C) =

{
s ∈ C : σ1(C(sI − Ac)

−1B) >
1

ε

}
. (4.22)

Důkaz. Podle definice 4.6 je s ∈ ΛC
ε (Ac, B, C), když s ∈ Λ(Ac + B∆C), kde

∥∆∥2 < ε}. To znamená, že det(sI − (Ac + B∆C)) = 0. Podle (4.5) je det(I −
∆C(sI − Ac)

−1B) = 0, tedy 1 ∈ Λ(∆C(sI − Ac)
−1B) a [∆C(sI − Ac)

−1B]v = v,
pro v ∈ Cn, kde ∥v∥2 = 1. S využit́ım těchto vztah̊u źıskáme dohromady následuj́ıćı

1 = ∥v∥ = ∥∆C(sI − Ac)
−1B∥ ≤ ∥∆∥∥C(sI − Ac)

−1B∥
1

∥∆∥
≤ ∥C(sI − Ac)

−1B∥

a protože ∥∆∥ < ε

1

ε
<

1

∥∆∥
≤ ∥∆C(sI − Ac)

−1B∥,

1

ε
< σ1[∆C(sI − Ac)

−1B].

�
Poznámka 4.5. Pro př́ıpad B = In, C = In lze (4.22) vyjádřit jako

ΛC
ε (Ac) = {s ∈ C : σmin(sI − Ac) ≤ ε}. (4.23)

Při výpočtu hodnot pro znázorněńı pseudospekra matice Ac můžeme vycházet
ze vztahu (4.22) nebo (4.23). V komplexńı rovině si vygenerujeme śıt’ bod̊u (ν × ν)
a v každém tomto bodě bychom potřebovali spoč́ıtat hledané singulárńı č́ıslo. Vý-
počet klasického pseudospektra bychom mohli urychlit, aplikujeme-li na matici Ac

Schur̊uv rozklad a nahrad́ıme ji unitárně ekvivalentńı horńı (kvazi-)trojúhelńıkovou
matićı. Hodnoty singulárńıch č́ısel budou stejné, ale počet potřebných operaćı se
sńıž́ı. U výpočtu strukturovaného pseudospektra však nelze využ́ıt stejného zjedno-
dušeńı jako u klasického a muśıme se zde zat́ım spokojit s př́ımou metodou výpočtu
hodnoty ze vztahu (4.22) v každém bodě mř́ıžky a následném vykresleńım vrstevnic.

Algoritmus 4.6. Komplexńı pseudospektrum

Vstup: Ac ∈ Rn×n, (B,C), (meze xmin, xmax, ymin, ymax),
(pokud B = C = I, nahrad’ Ac horńı (kvazi-) trojúhelńıkovou matićı T z Schurova
rozkladu (dle věty 2.14))

a) vygeneruj mř́ıžku ν × ν
b) spočti σ1[C(sI − Ac)

−1B] pro každý bod s mř́ıžky ν × ν
c) vykresli vrstevnice pro ε

Výstup: komplexńı pseudospektrum ΛC
ε
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4.3.2 Reálné pseudospektrum

Pro reálné perturbace źıskáme reálné pseudospektrum.

Definice 4.7. Necht’ Ac ∈ Rn×n, ε > 0, potom

ΛR
ε (Ac) = {s ∈ C : s ∈ Λ(Ac +∆) pro ∆ ∈ Rn×n, ∥∆∥2 < ε} (4.24)

je ε-pseudospektrum matice Ac.

Při perturbaćıch v prvćıch regulátoru zavedeme strukturované reálné pseudo-
spektrum.

Definice 4.8. Necht’ Ac ∈ Rn×n, B ∈ Rn×m, C ∈ Rp×n, ε > 0, potom

ΛR
ε (Ac, B, C) = {s ∈ C : s ∈ Λ(Ac +B∆C) pro ∆ ∈ Rm×p, ∥∆∥2 < ε} (4.25)

je strukturované reálné ε-pseudospektrum systému (Ac, B, C).

Podle výpočetńıho vztahu (4.8) můžeme poč́ıtat i reálné pseudospektrum.

Věta 4.13. ([14])

ΛR
ε (Ac, B, C) =

{
s ∈ C : µR[C(sI − Ac)

−1B] >
1

ε

}
. (4.26)

Algoritmus 4.7. Reálné pseudospektrum

Vstup: Ac ∈ Rn×n, (B,C), (meze xmin, xmax, ymin, ymax)
(pokud B = C = In, nahrad’ Ac horńı (kvazi-)trojúhelńıkovou matićı T z Schurova
rozkladu dle věty 2.14)

a) vygeneruj mř́ıžku ν × ν
b) spočti µR[C(sI − Ac)

−1B] pro každý bod s mř́ıžky ν × ν
c) vykresli vrstevnice pro ε

Výstup: reálné pseudospektrum ΛR
ε
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4.4 H∞ norma

Uvažujme model systému

ẋ = Ax+B2w +B1u (4.27)

z = C2x

y = C1x,

kde A, x maj́ı stejný význam jako u (3.1), vektor w ∈ Rm představuje poruchy
nebo testovaćı signály p̊usob́ıćı na systém, u ∈ Rm je vstup, ř́ızeńı systému, vektor
z ∈ Rp ř́ızená proměnná (vyjadřuje kvalitu toho, čeho chceme dosáhnout) a y ∈ Rp

je výstupńı proměnná.

Pro matici uzavřeného systému Ac = A+B1KC1 zavád́ıme přenos systému z w
na z jako G(s) = C2(sI −Ac)

−1B2. Zobrazeńı z prostoru matic přenosu G(s) do R+

definované

∥G(s)∥H∞ = sup
s∈∂Cg

σ1(G(s)) (4.28)

nazýváme H∞ normou. Někdy se norma přenosu znač́ı ∥G∥H∞ , kde H∞ je Hardyho
prostor [20].

My se budeme opět soustředit na př́ıpad, že ∂Cg je imaginárńı osa, potom bude

∥G(jω)∥H∞ = sup
ω∈R

σ1(G(jω)). (4.29)

Norma H∞ udává, jaký vliv maj́ı poruchy w na ř́ızenou veličinu z. Protože by
tento vliv měl být co nejmenš́ı, chceme dosáhnout minimálńı H∞ normy.

Podle vztahu (4.29) je patrné, že výpočet lze provádět stejnými metodami 4.1,
4.2, 4.3 jako u strukturovaného komplexńıho poloměru stability, pro vhodně zvolené
matice (Ac, B, C), konkrétně (Ac, B2, C2).

Pro systémy s jedńım vstupem a výstupem přejde tvar (4.29) na

∥G∥H∞ = sup
ω∈R

|G(jω)|.

V amplitudové frekvenčńı charakteristice, která vyjadřuje závislost |G(jω)| na frek-
venci ω, tomu odpov́ıdá bod s největš́ı amplitudou Gmax pro frekvenci ωmax, tedy
∥G∥H∞ = Gmax.
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Př́ıklad 4.4. Mějme systém (A,B1, C1, B2, C2) s jedńım vstupem a jedńım výstu-
pem daný maticemi

A =

 −2 0 1
2 −2 −3
3 1 1

 , B1 =

 1
0
0

 , C1 =
[
1 0 1

]
,

B2 =

 0
1
0

 , C2 =
[
0 1 0

]
.

Pro tento systém neobdrž́ıme žádné parametry v matici Q(α). Volný parametr bu-
deme tedy uvažovat v Jordanově bloku L. Chceme naj́ıt výstupńı zpětnou vazbu,
která přǐrad́ı uzavřenému systému A+B1KC1 vlastńı č́ıslo −λ.

Výstupńı zpětná vazba bude mı́t tvar

K =
[
−λ3−3λ2+6

λ2−4λ+9

]
.

Na obrázku 4.7 je znázorněn pr̊uběh frekvenčńı charakteristiky G(jω) pro r̊uzné
hodnoty přǐrazovaného vlastńıho č́ısla. Podle tohoto obrázku bychom si vybrali při-
řazeńı vlastńıho č́ısla λ = 5.5, pro které bychom dostali ze všech uvedených možnost́ı
minimálńı hodnotu (4.29).
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Obrázek 4.7: Bodeho logaritmická amplitudová a fázová frekvenčńı charakteristika.
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4.5 Ostatńı uvažované funkce

4.5.1 Lokace vlastńıch č́ısel

V př́ıpadě neúplného přǐrazeńı (s < n) přǐrazujeme jen některá vlastńı č́ısla v Jor-
danově bloćıch. Ostatńı vlastńı č́ısla budou potom záviset na parametrech. Protože
chceme p̊uvodńı systém stabilizovat, požadujeme, aby i pro ostatńı vlastńı č́ısla pla-
tilo Re (λ) < 0.

Rovněž můžeme cht́ıt, aby všechna vlastńı č́ısla ležela nalevo od vhodné př́ımky,
tj. Re(λ) ≤ kP , nebo aby Re(λ) ≥ kL a systém tak nebyl př́ılǐs rychlý. Také mů-

žeme cht́ıt potlačit kmitavost systému a umı́stit vlastńı č́ısla tak, aby Im(λ)
Re(λ)

≤ kK .
Podle těchto omezeńı požadujeme, aby se ostatńı vlastńı č́ısla, která jsme nepřǐradili,
nacházela v nějaké uzavřené oblasti κ zobrazené na obrázku 4.8 .

Obrázek 4.8: Umı́stěńı vlastńıch č́ısel.

Zaved’me si funkce

fP = max
i

{Re(λi)},

fL = min
i
{Re(λi)},

fK = max
i

{
Im(λi)

Re(λi)

}
.

K předchoźım funkćım tak lze přidat následuj́ıćı optimalizačńı (účelovou) funkci

fl = pK max{0, fK − kK}+ pP max{0, fP − kP}+ pL max{0, kL − fL}, (4.30)

kde hodnoty pK , pP , pL představuj́ı penalizace.
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Pokud budou vlastńı č́ısla ležet v požadované oblasti, bude hodnota funkce fl
nulová. V př́ıpadě, že se vlastńı č́ısla budou nacházet vně κ, bude se hodnota funkce
fl zvětšovat s rostoućı vzdálenost́ı od hranice oblasti.

4.5.2 Regulátor s omezenou strukturou

V teorii ř́ızeńı se použ́ıvá také regulátor, který přǐrazuje danou Jordanovu formu
a má zvolenou strukturu nenulových prvk̊u. Prvky matice zpětné vazby jsou raci-
onálńımi funkcemi v návrhových parametrech α. Od některých prvk̊u tak můžeme
požadovat, aby byly nulové.

Potom můžeme minimalizovat funkci∑
[i,j]∈NF

pki,j |fi,j|,

kde fi,j je prvek matice zpětné vazby na pozici i, j, množina NF obsahuje vybrané
prvky k vynulováńı a pki,j odpov́ıdaj́ıćı penalizace. Ta by měla být volena velmi
velká. Následná kontrola, zda je vypočtená zpětná vazba správná, může být ověřena
nastaveńım zvolených prvk̊u napevno na nulu a spočteńım vlastńıch č́ısel matice
uzavřeného systému. Jestli budou bĺızko přǐrazovaným vlastńım č́ısl̊um, źıskali jsme
zpětnou vazbu s omezenou strukturou.
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5 Návrh robustńıho přǐrazeńı Jordanovy
formy

Pro daný systém budeme navrhovat stavovou či výstupńı zpětnou vazbu tak, abychom
optimalizovali vlastnosti matice dynamiky uzavřeného systému, nebo vlastnosti př́ı-
slušného regulátoru. Optimalizaci budeme provádět vzhledem k parametr̊um α para-
metrické matice Q(α) z věty 3.3. Pokud nav́ıc nebudeme požadovat přǐrazeńı Jorda-
novy formy s pevnými (konkrétńımi) vlastńımi č́ısly, ale jen jej́ı stukturu s volnými
prvky, źıskáme daľśı parametry (označované q), které lze také optimalizovat. Daľśı
volné parametry (označované r) obdrž́ıme v př́ıpadě neúplného přǐrazeńı (věta 3.3).

Podle toho, zda budeme požadovat, aby výsledný systém byl co nejv́ıce robustńı
ve stabilitě, nebo regulátor co nejméně fragilńı, budeme řešit následuj́ıćı problémy.

Problém 5.1. Robustnost uzavřeného systému

Pro daný systém (A,B), resp. (A,B,C), nalezněte stavovou zpětnou vazbu
F ∈ Rm×n, resp. výstupńı zpětnou vazbu K ∈ Rm×p, takovou, aby výsledný uza-
vřený systém byl stabilńı a aby

- ř́ızený systém měl maximálńı komplexńı poloměr stability anebo

- ř́ızený systém měl maximálńı reálný poloměr stability anebo

- ř́ızený systém měl minimálńı H∞ normu (v př́ıpadě, že jsou zadány matice
B2, C2 jako v (4.27)) anebo

- zvolené prvky matice zpětné vazby byly nulové anebo

- vlastńı č́ısla matice dynamiky uzavřeného systému ležela v předepsané oblasti
(pokud máme volné prvky v bloćıch Jordanovy formy nebo uvažujeme neúplné
přǐrazeńı).

Problém 5.2. Fragilita zpětné vazby

Pro daný systém (A,B), resp. (A,B,C), nalezněte stavovou zpětnou vazbu
F ∈ Rm×n, resp. výstupńı zpětnou vazbu K ∈ Rm×p, takovou, aby výsledný uza-
vřený systém byl stabilńı a aby

- ř́ızený systém měl maximálńı strukturovaný komplexńı poloměr stability anebo

- ř́ızený systém měl maximálńı strukturovaný reálný poloměr stability anebo
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- ř́ızený systém měl minimálńı H∞ normu (v př́ıpadě, že jsou zadány matice
B2, C2 jako v (4.27)) anebo

- zvolené prvky matice zpětné vazby byly nulové anebo

- vlastńı č́ısla matice dynamiky uzavřeného systému ležela v předepsané oblasti
(pokud máme volné prvky v bloćıch Jordanovy formy anebo uvažujeme neú-
plné přǐrazeńı).

Poznámka 5.1. V př́ıpadě, že maximalizujeme (strukturovaný) komplexńı poloměr
stability, řeš́ıme úlohu

max
[α,q,r]

rC(A,B,C) = max
[α,q,r]

1

maxω∈⟨0,ωmax⟩ σ1[C(jωI − Ac)−1B]
=

= min
[α,q,r]

max
ω∈⟨0,ωmax⟩

σ1[C(jωI − Ac)
−1B].

Poznámka 5.2. V př́ıpadě, že maximalizujeme (strukturovaný) reálný poloměr sta-
bility, řeš́ıme úlohu

max
[α,q,r]

rR(A,B,C) = max
[α,q,r]

1

maxω∈⟨0,ωmax⟩ µR[C(jωI − Ac)−1B]
=

= min
[α,q,r]

max
ω∈⟨0,ωmax⟩

µR[C(jωI − Ac)
−1B],

kde µR[C(jωI − Ac)
−1B] je určeno podle (4.18).

Poznámka 5.3. Ke každé funkci, kterou optimalizujeme, můžeme přidat vedleǰśı
podmı́nky. Jako vedleǰśı podmı́nky v této práci uvažujeme, aby

- hodnota (strukturovaného) komplexńıho poloměru byla alespoň zadaná hod-
nota bc, tj. rC ≥ bc,

- hodnota (strukturovaného) reálného poloměru byla alespoň br, tj. rR ≥ br,

- hodnota H∞ normy byla nejvýš bh, tj. fh ≤ bh.

Výsledná úloha může mı́t potom následuj́ıćı podobu.

min
[α,q,r]

max{p1frC , p2frR , p3fh, p4fl, p5fz},

kde funkce frC je převrácená hodnota (strukturovaného) komplexńıho poloměru sta-
bility, frR je převrácená hodnota (strukturovaného) reálného poloměru stability, fh je
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H∞ norma systému (Ac, B2, C2), fl funkce umı́st’uj́ıćı vlastńı č́ısla do dané oblasti
a fz funkce s hodnotami prvk̊u matice zpětné vazby, které chceme vynulovat, a pi,
pro i = 1, . . . , 5 jsou př́ıslušné penalizace.

Obdobně s omezeńım tak můžeme např́ıklad uvažovat úlohu

min
[α,q,r]

max{p1frC , p2fl}, za podmı́nky fh ≤ 1

2
.

Algoritmus 5.1. Nalezeńı robustńı zpětné vazby

Vstup: systém A, B, (C), přǐrazované Jordanovy bloky, optimalizované funkce fi
pro i = 1, . . . v, penalizace pi pro i = 1, . . . v, omezeńı – funkce vedleǰśıch podmı́nek
a jim odpov́ıdaj́ıćı mezńı hodnota, počátečńı vektor x0 ([α0, q0, r0]),

a) vypočti hodnoty funkćı fi a omezeńı gij
b) sestav {p1f1, . . . , pvfv}
c) vypočti minx max{pifi}{pifi}

Výstup: xopt ([αopt, qopt, ropt]), funkčńı hodnoty fi(xopt), zpětná vazba

Poznámka 5.4. Pokud budeme řešit úlohu

min
x∈Rn

f(x) (5.1a)

s omezeńım, že gi(x) ≤ 0, pro i = 1, . . . ,m, (5.1b)

převedeme ji na úlohu

min
x∈Rn

{
f(x) +

m∑
i=1

ϕi(νi, gi)

}
, (5.2)

kde pro i = 1, . . . ,m představuje ϕi(νi, gi) penalizačńı funkci pro funkci gi(x) a νi je
vhodná pokuta. Funkce ϕi(νi, gi) je volena tak, aby při nesplněńı nerovnosti (5.1b)
měla pokuta velký vliv a jinak funkce f(x) nebyla v̊ubec pokutována.

Pokud je vedleǰśı funkce komplexńı (strukturovaný) poloměr stability rC, tj.
rC ≥ bc, neboli frC = 1

rC
≤ 1

bc
, voĺıme

ϕ(ν, rC) = ν

(
max

{
0, frC −

1

bc

})4

.

Obdobnou penalizaci voĺıme i v př́ıpadě reálného (strukturovaného) poloměru
stability rR, kdy pro rR ≥ br, neboli pro frR = 1

rR
≤ 1

br
, voĺıme

ϕ(ν, rR) = ν

(
max

{
0, frR −

1

br

})4

.

67
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Necht’ je vedleǰśı funkćı norma H∞, tj. fh a požadujeme, aby fh ≤ bh. Potom
budeme uvažovat

ϕ(ν, fh) = max{0, ν efh−bh −ν}.

5.1 Přǐrazeńı stavovou zpětnou vazbou

Při hledáńı stavové zpětné vazby takové, aby hodnoty kriteriálńı funkce pro uzavřený
systém byly co možná nejlepš́ı, můžeme využ́ıvat zejména větu 3.3 a vztah (3.10).
Ty nám dávaj́ı explicitńı parametrizaci množiny Fs pomoćı návrhového parametru
α. V každé iteraci si tak můžeme pro př́ıslušný vektor vypoč́ıtat matici F i hodnoty
zadaných funkćı.

Algoritmus 5.2. Robustńı přǐrazeńı Jordanovy formy stavovou zpětnou
vazbou

Vstup: systém A, B, přǐrazované Jordanovy bloky, optimalizované funkce fi, pro
i = 1, . . . v, penalizace pi, pro i = 1, . . . v, omezeńı – funkce vedleǰśıch podmı́nek a
jejich mezńı hodnota, počátečńı vektor x0 ([α0, q0, r0]),

a) vypočti hodnoty funkćı fi a omezeńı gij (vypočti F podle (3.10) a hodnoty
funkćı z kapitoly 4.1)

b) minx max{pifi}{pifi(x)} (pomoćı optimalizačńı metody BFGS (alg. 2.5))

Výstup: xopt ([αopt, qopt, ropt]), funkčńı hodnoty fi(xopt), stavová zpětná vazba

Př́ıklad 5.1. Pro systém (A,B) a Jordanovu formu L z př́ıkladu 3.3, kde jsme
přǐrazovali bloky [

−1 1
0 −1

]
,
[
−2

]
,
[
−1

]
,

navrhněme stavovou zpětnou vazbu F ∈ F4(A,B,L) takovou, aby výsledný uza-
vřený systém byl stabilńı a aby ř́ızený systém měl maximálńı strukturovaný reálný
poloměr stability.

Protože se jedná o neúplné přǐrazeńı, muśıme zde zajistit, aby všechna vlastńı
č́ısla uzavřeného systému ležela v otevřené levé polorovině komplexńı roviny. Mů-
žeme si nav́ıc vybrat oblast (jako na obrázku 4.8), kam budeme cht́ıt umı́stit zbylé
neurčené vlastńı č́ıslo. V tomto př́ıpadě budeme tedy minimalizovat jednak funkci fl
a jednak převrácenou hodnotu strukturovaného reálného poloměru stability fr. T́ım
se snaž́ıme źıskat co nejlepš́ı regulátor.
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Budeme řešit úlohu

min
[α,r]

max{p1frR(Ac,B)([α, r]), p2fl([α, r])}, (5.3)

kde Ac = A+BF , F je matićı stavové zpětné vazby.

Zvolme si p1 = 1, p2 = 105 a fl = 105 max{0, fP + 1}+ 105max{0,−10− fL}. a po-
čátečńı vektor [10,−8, 2,−4]. V pr̊uběhu optimalizace je nejdř́ıve v několika prvńıch
iteraćıch uzavřený systém nestabilńı a strukturovaný reálný poloměr stability neńı
definován, minimalizuje se tak hodnota funkce fl. Poté, co se vlastńı č́ısla dosta-
nou do požadované oblasti, je funkce fl nulová a minimalizuje se funkce frR . Takto
postupně dospějeme k hodnotě rR = 1.0281 a výsledné spektrum matice dynamiky
uzavřeného systému bude Λ(A + BFopt) = {−2,−1,−1,−1, −9.9987}. Neurčené
vlastńı č́ıslo se tedy přǐradilo do bodu −9.9987 a daný systém je stabilńı. Matice
zpětné vazby má tvar

Fopt =

[
−2.2221 4.1685 −0.1873 −0.0494 −0.5127
−4.6940 −4.1302 −17.7996 −20.7766 −36.6222

]
.

Př́ıklad 5.2. Pro systém (A,B) nav́ıjećıho ústroj́ı [23] daný maticemi

A =


−1 0 −1 1
0 −1 0 1

−1 1 0 0
0 0 1 1

 , B =


1 0
0 0
0 1
0 0

 ,
navrhněme stavovou zpětnou vazbu F ∈ F4(A,B,L) takovou, aby výsledný uza-
vřený systém byl stabilńı a aby matice dynamiky uzavřeného systému měla maxi-
málńı komplexńı poloměr stability.

Pro stabilizaci systému (A,B) přǐrazujme čtyřnásobný pól −q, pro q ∈ (0,∞).
Jordanova forma bude mı́t následuj́ıćı podobu

−q 1 0 0
0 −q 1 0
0 0 −q 1
0 0 0 −q

 . (5.4)

Jedná se o úplné přǐrazeńı a nav́ıc zde máme volný parametr odpov́ıdaj́ıćı vlast-
ńımu č́ıslu. Jednak chceme zajistit, aby všechna vlastńı č́ısla uzavřeného systému
ležela v otevřené levé polorovině komplexńı roviny, jednak si můžeme určit oblast
(jako na obrázku 4.8), odkud budeme volný parametr q uvažovat.

Chceme tedy minimalizovat funkci frC (převrácená hodnota komplexńıho polo-
měru stability) a rovněž funkci fl, aby vlastńı č́ıslo náleželo oblasti κ.
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Budeme řešit úlohu

min
[α,q]

max{frC(Ac)([α, q]), fl([α, q])}. (5.5)

Zvolme si fl = 10max{0, fP + 1}+ 10max{0,−30− fL}, fP = −1, fL = −30.

Hodnota lokálńıho minima uvažované funkce i pr̊uběh optimalizace budou samo-
zřejmě záležet na volbě počátečńıho vektoru x0. Ukažme si v následuj́ıćı tabulce 5.1
výsledky pro r̊uzná x0. Ve všech př́ıpadech je hodnota funkce fl nulová, pohybujeme

x0 rC(Ac) xopt
Počet
iteraćı

[-5, -3, 1, 2, 5] 0.6245 [-0.4012,-3.8235,4.7934,-4.0401,3.4930] 244
[3, 2, 1, 8, 5] 0.6244 [-0.4009,3.3361,5.1997,9.6984,3.4928] 363
[2, -1, 4, -3, 2] 0.5923 [66.4465,214.4580,401.4178,-420.4438,3.4304] 304
[2, 6, -1, -3, 3.4] 0.6241 [-2.8709,1.0830,0.9015,4.9269,3.4337] 276
[4, 1, 3, 3, 9] 0.6255 [16.8448,15.0064,18.2195,23.1024,3.8749] 536

Tabulka 5.1: Výsledky optimalizace komplexńıho poloměru stability.

se ve stabilńı oblasti a zároveň i ve zvolené oblasti κ. Z výsledk̊u źıskáváme zaj́ımavé
pozorováńı. Hodnota q, pro kterou dostáváme lokálńı optima komplexńıho poloměru
stability, se pohybuje okolo 3.8. Pro stabilizaci bychom si tedy vybrali vlastńı č́ıslo
Jordanova bloku (5.4) přibližně −3.87. Pro úplnost uved’me některou výslednou
stavovou zpětnou vazbu. Např́ıklad pro posledńı řádek tabulky 5.1 dostaneme

Fopt =

[
−7.0056 7.4632 −0.4718 −15.4568
−17.3237 8.7696 −7.4940 −58.0636

]
.

Výsledky jsou sice pro některé počátečńı vektory odlǐsné, ale to jsme očekávali,
źıskáváme totiž lokálńı minima. Složitost problému je zde dána jeho větš́ı dimenźı
a také t́ım, že přǐrazujeme jedno čtyřnásobné vlastńı č́ıslo. Na obrázku 5.1 jsou
znázorněna pseudospektra matice dynamiky uzavřeného systému Ac = A + BFopt,
pro uvedenou stavovou zpětnou vazbu Fopt. Hodnota reálného poloměru stability
pro tuto matici Ac je rR(Ac) = 0.6383.

5.2 Přǐrazeńı výstupńı zpětnou vazbou

Robustńı přǐrazeńı Jordanovy formy výstupńı zpětnou vazbou je mnohem těžš́ım
problémem než přǐrazeńı stavovou zpětnou vazbou. Při výpočtu výstupńı zpětné
vazby sestavujeme podle odstavce 3.2 matici stavové zpětné vazby a následně pro-
vád́ıme nulováńı prvk̊u. Potom ale nev́ıme, jaká je efektivńı dimenze návrhového
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Obrázek 5.1: Komplexńı a reálné pseudospektrum matice dynamiky uzavřeného sys-
tému A+BF .

vektoru α, protože při řešeńı soustavy nelineárńıch rovnic (3.17) se některé para-
metry stanou pevně závislými na ostatńıch (některé z̊ustanou volné) a volnost ve
vektoru α se sńıž́ı.

Označme nyńı F stavovou zpětnou vazbu, kterou dostaneme po transformaci (3.13)
a α návrhový vektor v matici Q(α) z věty 3.3. Požadujeme, aby v matici F bylo
posledńıch n − p sloupc̊u nulových, tj. podle (3.17) F2 = 0. Označme M ⊂ Rγ

množinu všech vektor̊u α, které jsou řešeńım rovnice F2 = 0, tj.

M = {α ∈ Rγ : F2(α) = 0}.

Matice výstupńı zpětné vazby K potom tedy existuje jen pro α ∈ M. Hlavńım
problémem při numerickém výpočtu je, že o množině M nemáme dopředu potřebné
informace. Neznáme jej́ı předpis, ani efektivńı dimenzi návrhového vektoru α, a
při následné optimalizaci pomoćı klasických metod se můžeme dostat snadno do
značných obt́ıž́ı, když jako bod do daľśı iterace obdrž́ıme bod α /∈ M.

Pomoćı symbolických výpočt̊u popsaných v [16] se ukazuje, že množina M je
nějaká varieta (podle definice 2.8) v prostoru Rγ, resp. sjednoceńı variet. Ve většině
př́ıpad̊u bude množina M nekonečná a skoro všude spojitá. Tato vlastnost je velice
d̊uležitá. Pokud se nacháźıme v bodě α na varietě M, v́ıme, že v nějakém jeho okoĺı
U(α) bude existovat daľśı bod ᾱ př́ıslušej́ıćı také této množině. V některých př́ıpa-
dech se může samozřejmě stát, že množinuM bude tvořit konečný počet izolovaných
bod̊u, ale v takovém př́ıpadě nemá smysl provádět optimalizaci vybraných kritéríı.
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5.2.1 Návrh algoritmu

Problému robustńı stabilizace výstupńı zpětnou vazbou se současnou optimalizaćı
kriteriálńıch funkćı je v současné době věnována velká pozornost. V práci [19] řeš́ı
autoři problém návrhu regulátoru, který minimalizuje H∞ normu matice přenosu, za
předpokladu, že regulátor je stabilizuj́ıćı. Optimalizované proměnné jsou zde př́ımo
prvky matice zpětné vazby, je jich tedy tolik, jaký je rozměr matice. Obdobný př́ı-
stup je uveden i v článku [7]. Pokud však optimalizujeme hodnotuH∞ normy pomoćı
všech prvk̊u v matici výstupńı zpětné vazby, nemáme zaručeno, že v každé iteraci
bude H∞ norma definována, protože regulátor nemuśı být při změně svých prvk̊u
stabilizuj́ıćı. Aby uvedená situace nenastala, využ́ıvá se v [19] při optimalizaci ved-
leǰśı podmı́nka omezuj́ıćı hodnotu spektrálńı abscissy při změně prvk̊u regulátoru.

V námi navrhovaném algoritmu přǐrazeńı Jordanovy formy výstupńı zpětnou
vazbou využ́ıváme k optimalizaci kriteriálńıch funkćı minimálńı počet parametr̊u
(α ∈ Q(α)). Dimenze návrhového parametru tak může být výrazně nižš́ı, než kdy-
bychom uvažovali všechny prvky regulátoru. Zároveň, pokud nalezneme stabilizuj́ıćı
výstupńı zpětnou vazbuK, budeme cht́ıt zajistit, aby všechny zpětné vazby v daľśıch
iteraćıch byly stabilizuj́ıćı a nedostali bychom se do oblasti, kde nejsou kriteriálńı
funkce definovány.

Uvedený algoritmus je stavěn tak, aby byl jednoduchý a nav́ıc nezávislý na volbě
(počtu) kriteriálńıch funkćı, resp. uměl řešit problémy 5.1 a 5.2. Výsledné hodnoty
budou odpov́ıdat lokálńımu optimu. Nyńı si nast́ıńıme, jak můžeme postupovat při
řešeńı problémů 5.1 a 5.2.

Úlohu pro nalezeńı nejlepš́ıho vektoru αopt ∈ M takového, že hodnota kriteriálńı
funkce bude minimálńı, rozděĺıme do dvou krok̊u.

V prvńım kroku hledáme nejprve počátečńı bod pro optimalizaci, tedy takový
bod, pro nějž je F2 = 0. Jedná se o samostatný úkol, kde např. pomoćı Levenbergovy-
Marquardtovy metody (viz odstavec 2.6) hledáme řešeńı soustavy nelineárńıch rov-
nic.

V druhém kroku následně startujeme optimalizaci z výsledného bodu α z prvńıho
kroku. Úkolem je naj́ıt daľśı body na varietě M bĺızké výchoźımu bodu (s menš́ı
funkčńı hodnotou).

Uvažujme, že vycháźıme z bodu αk na varietě M. Chceme zajistit, aby daľśı
vybraný bod αk+1 splňoval F2(αk+1) = 0 a byl od αk ve vzdálenosti h. Uvedený
požadavek na vzdálenost můžeme analogicky formulovat tak, že bod αk+1 bude ležet
na γ-rozměrné sféře Bγ(αk, h) se středem v bodě αk a o poloměru h, tj.

Bγ(αk, h) = {α ∈ Rγ : ∥α− αk∥ = h}.
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Takových bod̊u bude obecně nekonečně mnoho. Následuj́ıćı bod αk+1 chceme
tedy celkově určit tak, aby náležel do pr̊uniku Bγ(αk, h) a M. Označme

P = Bγ(αk, h) ∩M.

Pro lepš́ı názornost předpokládejme nyńı na chv́ıli nekonečně malý krok h. Body,
které nálež́ı varietě M, budou pro tento př́ıpad zároveň ležet na tečné nadrovině
T variety M určené v bodě αk. Libovolný bod na tečné nadrovině T lze vyjádřit
lineárńı kombinaćı jej́ıch bázových vektor̊u. Počet bázových vektor̊u určuje dimenzi
tečné nadroviny a shoduje se s lokálńı dimenźı variety M. Dimenzi variety M však
neznáme, v́ıme jen, že dimM ≤ γ. Protože báźı lze vygenerovat všechny body
nadroviny T , lze pomoćı ńı též vygenerovat i hledané body množiny P . Těchto bod̊u
bude opět obecně nekonečně mnoho. Z tohoto d̊uvodu budeme hledat bázové vektory,
jejichž počet je konečný. Bázové vektory si zvoĺıme takové, aby jejich počátečńım
bodem byl bod αk a koncové body ležely v pr̊uniku (označme jej R) tečné nadroviny
a γ-rozměrné sféry, tedy

R = Bγ(αk, h) ∩ T .

Nav́ıc si pro následné snazš́ı určeńı bázových vektor̊u vybereme ortogonálńı bázi.

Každý bázový vektor vi je určen bodem αk a αi
k+1. Prvńı bod α1

k+1 źıskáme
jako libovolný bod z R. Daľśı bod α2

k+1 vyb́ıráme opět z množiny R, ale nav́ıc nově
uvažujeme, že vektory v1, v2 jsou kolmé. Bod α2

k+1 (α2
k+1 − αk = v2) muśı tedy

splňovat přidanou rovnici

vT1 v2 = 0. (5.6)

Pro źıskáńı daľśıch bod̊u αi
k+1 bychom postupovali analogicky. Stále bychom poža-

dovali, aby daľśı bázový vektor vi byl kolmý na všechny předchoźı vi−1, vi−2, . . . , v1.
Vektor̊u vi a jejich odpov́ıdaj́ıćıch bod̊u αi

k+1 bude tolik, kolik je dimenze tečné
nadroviny Tn.

Ve všech źıskaných bodech α1
k+1, α

2
k+1, . . . potom spočteme hodnotu kriteriálńı

funkce I a pro daľśı iteraci vybereme bod αk+1, v němž funkce nabývá nejmenš́ı
hodnoty, tj.

αk+1 = argmin
i
I(αi

k+1).

Při optimalizaci samozřejmě nelze uvažovat nekonečně malé kroky h. Zvolme
tedy krok h o libovolné velikosti. V takovém př́ıpadě již neplat́ı analogie s tečnou
nadrovinou a nelze hovořit ani o jej́ı bázi a neńı tak ani možné vygenerovat všechna
řešeńı.

Přesto však můžeme postupovat obdobně, jen nalezené vektory neodpov́ıdaj́ı bázi
tečné nadroviny, ale představuj́ı vhodné ortogonálńı vektory si, které jsou určeny
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body αk a αi
k+1. Bod α1

k+1 urč́ıme řešeńım soustavy o rovnićıch ∥α − αk∥ = h a
F (α) = 0, tedy α1

k+1 ∈ P . Pro daľśı body αi
k+1 budeme k těmto rovnićım přidávat

podmı́nku, aby nový vektor si byl kolmý na všechny předchoźı vektory,

sTi sj = 0 pro j = i− 1, i− 2, . . . , 1.

Daľśım významným problémem této metody je volba kroku h. V řadě optima-
lizačńıch metod v́ıcerozměrné optimalizace se provád́ı pro zjǐstěńı velikosti kroku h
jednorozměrná optimalizace. Ta zde ale neńı možná, protože nemáme zaručené, že
body generované při jednorozměrné optimalizaci budou ležet na varietě M.

Krok h voĺıme v prvńı iteraci pevný, v daľśıch iteraćıch jej můžeme modifikovat.
V naš́ı práci jsme si vybrali úpravu kroku podle relativńı změny funkčńı hodnoty.
Označme si fz = f(αk)−f(αk+1)

f(αk)
, (uvažujeme minimalizačńı úlohu, f(αk+1) < f(αk)).

Pokud fz < 0.1, předpokládáme, že se funkce pomalu měńı, funkčńı hodnoty klesaj́ı
pomalu a můžeme si dovolit krok h zvětšit (např. zdvojnásobit). Jestliže fz > 0.5,
očekáváme, že se př́ıslušná funkce měńı př́ılǐs rychle, proto zmenš́ıme krok (např. na
polovinu). Speciálńım př́ıpadem bude, když f(αk+1) > f(αk). Potom nenalezneme
lepš́ı řešeńı, než současné, proto z̊ustaneme v aktuálńım bodě αk+1 = αk a krok také
zmenš́ıme.

Poznámka 5.5. Kdybychom v popsaném návrhu algoritmu uvažovali př́ıpad, že
γ = 3 a množina M je dvoudimenzionálńı varieta ve tř́ırozměrném prostoru. Po-
tom Bγ = B3 bude představovat sféru. V pr̊uniku R bude ležet nekonečně mnoho
bod̊u, které budou tvořit kružnici. Bázové vektory tečné nadroviny nalezneme dva.
Uvedený př́ıpad je nast́ıněn na obrázku 5.2.

Obrázek 5.2: Ukázka pr̊uniku sféry s tečnou nadrovinou a varietou (γ = 3).

Poznámka 5.6. Ve speciálńıch př́ıpadech, když M bude jednorozměrná varieta,
bude R i P tvořen pouze dvěma body. Bázový vektor v, a stejně tak směr s, nalez-
neme potom jeden. Tento př́ıpad je pro γ = 2 znározněn na obrázku 5.3.
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Obrázek 5.3: Ukázka pr̊uniku sféry s tečnou nadrovinou a varietou (γ = 2).

Poznámka 5.7. V př́ıpadě neúplného přǐrazeńı Jordanovy formy výstupńı zpětnou
vazbou je vhodněǰśı nejprve lokalizovat všechna vlastńı č́ısla do nějaké vybrané sta-
bilńı oblasti a teprve z vypočteného bodu z této fáze provádět optimalizaci daľśıch
zadaných funkćı.

Poznámka 5.8. Navržený algoritmus samozřejmě neńı ideálńı. Poskytuje jen heu-
ristický př́ıstup pro nalezeńı lepš́ıch výstupńıch zpětných vazeb. Jeho nevýhodou
je, že nemuśı naj́ıt řešeńı hned prvńıho bodu a následnou optimalizaci nelze prová-
dět. Přesto se ukazuje, že v řadě př́ıpad̊u po několika iteraćıch nalezne řešeńı, které
můžeme považovat za lokálńı optimum, a odpov́ıdaj́ıćı výstupńı zpětnou vazbu K.

Poznámka 5.9. Budeme-li řešit úlohu, u které se dimenze návrhového parametru
výrazně sńıž́ı, bude obt́ıžné naj́ıt řešeńı prvńıho kroku. Následná optimalizace by ale
byla snazš́ı a rychleǰśı.

Algoritmus 5.3. Robustńı přǐrazeńı Jordanovy formy výstupńı zpětnou
vazbou

Vstup: systém A, B, C, přǐrazované Jordanovy bloky, optimalizované funkce fi pro
i = 1, . . . v, penalizace pi pro i = 1, . . . v, omezeńı – funkce vedleǰśıch podmı́nek a
mezńı hodnota, počátečńı vektor x0 ([α0, q0, r0]),

a) nalezni bod x1 ∈ M (řešeńım soustavy F2(x) = 0, (3.17))
b) nalezni body x1k+1, x

2
k+1, . . . , x

t
k+1

c) vypočti hodnotu kriteriálńı funkce I(x) = maxi=1...,v{pifi(x)} pro každý bod
xik+1

d) zvol xk+1 jako bod s nejmenš́ı funkčńı hodnotou vypočtenou v bodech
x1k+1, x

2
k+1, . . . , x

t
k+1, tj. xk+1 = argmini

{
I(xik+1)

}
Výstup: xopt ([αopt, qopt, ropt]), funkčńı hodnoty fi(xopt), výstupńı zpětná vazba
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Př́ıklad 5.3. Mějme matice (A,B,C) a Jordanovu formu L jako v př́ıkladu (3.4).
Přǐrazujeme tedy bloky [

−2 1
0 −2

]
,
[
−1

]
,
[
−4

]
,

jedná se o úplné přǐrazeńı.

Navrhněme nyńı výstupńı zpětnou vazbu K ∈ Kn(A,B,L), takovou, aby vý-
sledný uzavřený systém byl stabilńı a aby měl maximálńı komplexńı poloměr stabi-
lity. Počátečńı bod x0 voĺıme [4, 3, 5,−1]. Budeme tak minimalizovat funkci frC .

V prvńı fázi navrhovaného algoritmu źıskáme bod

x1 = [4.2656188, 0.3544547, 6.4121276, 4.2082775].

V druhé fázi startujeme z bodu x1, daľśı postup ukazuje tabulka 5.2. Hodnoty jsou
uvedeny zaokrouhlené na sedm desetinných mı́st.

Č́ıslo Vektor x,
Funkčńı hodnota

iterace Vektor s

1
[4.2656185, 0.3544545, 6.4121261, 4.2082774],

7.6337828
[-0.0593660, 0.0169701, 0.00559406, -0.0784562]

2
[4.2062525, 0.3714246, 6.41772017, 4.1298212],

7.4099339
[-0.0597700, 0.0164305, 0.0057432, -0.0782593]

3
[4.1464825, 0.3878551, 6.4234633, 4.0515619],

6.9722570
[-0.1207478, 0.0311837, 0.0119292, -0.1559013]

4
[4.0257347, 0.4190388, 6.4353926, 3.8956606],

6.1381316
[-0.2463425, 0.0552541, 0.0255342, -0.3092092]

5
[3.7793922, 0.4742930, 6.4609268, 3.5864515],

5.3611800
[-0.2527817, 0.0449938, 0.0274931, -0.3054846]

6
[3.5266105, 0.5192868, 6.4884199, 3.2809669],

5.2363395
[ -0.2591059, 0.0338538, 0.0292667, -0.3014320]

7
[3.2675047, 0.5531406, 6.5176866, 2.9795349],

5.2154617
[-0.0813019, -0.0951753, -0.7900397, -0.0130007]

...
...

...

26
[2.5245300, 0.2516529, 3.8169277, 2.4292345],

5.1089384
[ -0.0075191, -0.0087083, -0.0486560, -0.0004718]

27
[2.5170109, 0.2429446, 3.7682717, 2.4287627],

5.1081366
[-0.0076335, -0.0088570, -0.0486110, -0.0004168]

Tabulka 5.2: Pr̊uběh druhé fáze algoritmu 5.3.
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Hodnota komplexńıho poloměru stability je přibližně rC = 1
5.108

= 0.196. Pr̊uběh
komplexńıho poloměru stability znázorňuje orázek 5.4.

Obrázek 5.4: Komplexńı poloměr stability pro př́ıklad 5.3.

Poznámka 5.10. Matice stavové i výstupńı zpětné vazby můžeme symbolicky vypo-
č́ıtat v explicitńım tvaru pomoćı knihovny JordanFormAssignment1 sestavené v soft-
waru Maple 13, vytvořené v rámci práce [16]. Pokud bychom si zpětnou vazbu takto
vypočetli, prováděla by se následná optimalizace vzhledem k volným parametr̊um
α v matici F (α), či K(α). Potom by se zpětné vazby nemusely poč́ıtat numericky
v každé iteraci, což by bylo výhodné zejména u výstupńı zpětné vazby. Optimalizo-
vat bychom mohli samozřejmě i parametry q zastupuj́ıćı vlastńı č́ısla a r źıskané při
neúplném přǐrazeńı. Oproti tomu, při velkém řádu systému a větš́ıho počtu návrho-
vých parametr̊u α je výpočet racionálńıch polynomiálńıch rovnic při symbolickém
př́ıstupu nesmı́rně složitý a je lepš́ı využ́ıt numerický výpočet.

1Knihovna JordanFormAssignment pro software Maple 13 je volně dostupná na internetové
adrese control.zcu.cz/˜schlegel/JFA.zip
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6 Vytvořený Toolbox v Matlabu

Součást́ı práce je vytvořeńı knihovny v softwaru Matlab realizuj́ıćı uvedené navržené
algoritmy.

Algoritmy jsou implementovány ve stylu toolboxu, s názvem
Jordan_form_assignment_opt, který lze do Matlabu přidat importováńım složky
JORDAN_FORM_ASSIGNMENT_OPT včetně všech podsložek (pomoćı menu File → Set

Path).

Implementace je rozdělena do čtyř část́ı:

- UTIL

- STATE_FEEDBACK

- OUTPUT_FEEDBACK

- GUI.

Do složky UTIL jsou zařazeny funkce společné oběma optimalizačńım problémům
5.1, 5.2 a ostatńı základńı funkce. Mezi ně patř́ı výpočet stavové a výstupńı zpětné
vazby pro úplné i neúplné přǐrazeńı (podle kapitoly 3), algoritmy výpočtu kritéríı
robustnosti (dle kapitoly 4) a ostatńı pomocné funkce (např́ıklad metoda zlatého
řezu). Dále jsou zde uvedeny funkce pro výpočet, resp. vykresleńı, komplexńıho a
reálného pseudospektra matice systému.

Modul STATE_FEEDBACK zahrnuje funkce k nalezeńı optimálńı stavové zpětné
vazby vzhledem k požadovaným kritéríım (podle algoritmu 5.2).

Složka OUTPUT_FEEDBACK obsahuje funkce pro hledáńı nejlepš́ı výstupńı zpětné
vazby. Při optimalizaci se využ́ıvá algoritmus navžený v podkapitole 5.2.1, jehož
implementace je uvedena také v tomto modulu.

Ve složce GUI je umı́stěno vytvořené uživatelské rozhrańı, které umožňuje poho-
dlněǰśı použ́ıváńı sestavených funkćı. Uživatelské rozhrańı znázorňuje obrázek 6.1.

Využ́ıváme-li rozhrańı, je nejprve nutné určit, zda budeme přǐrazovat stavovou,
nebo výstupńı zpětnou vazbu, a také jestli budeme optimalizovat vlastnosti uzavře-
ného systému vzhledem k jeho robustńı stabilitě, nebo fragilitě zpětné vazby. Dále
je potřeba zadat matice systému, přǐrazované Jordanovy bloky, kriteriálńı funkce a
př́ıpadně jejich omezeńı. Také můžeme zadat hodnotu počátečńıho bodu pro optima-
lizaci, pokud ji neurč́ıme, vygeneruje se náhodný bod. Jednotlivé kritériálńı funkce
je možné penalizovat.
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Obrázek 6.1: Grafické uživatelské rozhrańı s vyplněnými vstupńımi daty.

Grafické rozhrańı dále umožňuje stabilizovat a optimalizovat vlastnosti současně
v́ıce systémů, např́ıklad, kdybychom měli systém s parametry, které by mohly na-
bývat za určitých podmı́nek r̊uzných hodnot, a jejich stavový popis by se tak lǐsil.
Potom mohou být tedy r̊uzné jednak matice systému, rovněž tak kriteriálńı funkce,
ale Jordanovy bloky přǐrazujeme všem systémům stejné.

Dále v uživatelském rozhrańı poskytujeme možnost výpočtu základńıch funkćı
(komplexńıho a reálného poloměru) a vykresleńı komplexńıho a reálného pseudo-
spektra pro výsledný uzavřený systém.

Všechny vstupy v rozhrańı lze zadávat č́ıselně i pomoćı proměnných z pracovńı
plochy Matlabu. Výstupy (optimálńı bod, funkčńı hodnoty a matice zpětné vazby) se
jednak zobraźı v panelu pro výsledky a rovněž se ulož́ı do pracovńı plochy Matlabu
(do proměnných x_opt_m, fval_m, feedback_matrix_m).

Uživatelské rozhrańı se spoušt́ı př́ıkazem jordan_form_assignment z pracovńı
plochy Matlabu. Obrázek 6.2 znázorňuje vyplněné vstupńı hodnoty v uživatelském
rozhrańı. Na obrázku 6.3 je ukázáno zadáváńı matic systému a Jordanových blok̊u.
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Obrázek 6.2: Př́ıklad vyplněného grafického uživatelského rozhrańı.

Obrázek 6.3: Ukázka zadáváńı vstupńıch matic (Set matrices) a Jordanových
blok̊u (Set Jordan blocks).
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Uved’me si nyńı př́ıklady voláńı základńıch funkćı toolboxu bez uživatelského
rozhrańı.

Jednou z možnost́ı, jak zadat matice systému, je definovat matice v samostatné
struktuře – struct(’A’,A,’B’,B,’C’,C,’B2’,B2,’C2’,C2), kde A,B,C předsta-
vuj́ı matice z (3.1) a B2, C2 odpov́ıdaj́ı matićım podle (4.27).

Daľśı možnost́ı je využit́ı formátu ss, definovaném v Toolboxu Control System,
potom např́ıklad bude – ss(A,Bi,Co,0,’InputGroup’, struct(’U1’, [1,2],

’U2’, [3]), ’OutputGroup’, struct(’Z1’,[1],’Z2’, [2,3])), č́ımž specifiku-
jeme, že matice B bude tvořena prvńım a druhým sloupcem a B2 třet́ım sloupcem
vstupńı matice Bi a matice C potom prvńım a C2 druhým a třet́ım řádkem matice
Co.

Jordanovy bloky se zadávaj́ı ve formě cell, např́ıklad

- jordan_blocks = cell(1,n)

- jordan_blocks{1,1}=[-3,1;0,-3],...,jordan_blocks{1,n}=[-2].

Zadávané matice mohou obsahovat nadefinované symbolické proměnné určené k op-
timalizaci.

Kriteriálńı funkce jsou dány vektorem znak̊u, např́ıklad

- crit_functions = [’c’,’r’,’h’,’l’,’z’],

kde c odpov́ıdá komplexńımu poloměru stability, r reálnému, h normě H∞ (pro
kterou muśıme zadat matice B2, C2), l funkci umı́st’uj́ıćı vlastńı č́ısla uzavřeného
systému do dané oblasti, z nulováńı vybraných prvk̊u.

Při zadáńı funkce l je nutné určit meze a př́ıpadně definovat penalizaci. Tyto
hodnoty můžeme umı́stit do př́ıdavné struktury nastaveńı, kterou lze přidat k hlav-
ńım optimalizačńım funkćım. Jako př́ıklad uved’me

- options_fun = struct(’kappa_vec’,[-1, -15, 2],...

’kappa_penalize’,[1000, 1000, 10]),

kde v kappa_vec jsou hodnoty (jak uvád́ı podkapitola 4.5.1) po řadě – pravá mez
(př́ımka Re(λ) = −1), levá mez (př́ımka Re(λ) = −15) a směrnice př́ımky, tj.
Im(λ) = 2Re(λ), a v kappa_penalize jsou př́ıslušné penalizace.

V př́ıpadě zadáńı znaku z se voĺı, které prvky se maj́ı nulovat. Do pomocné nepo-
vinné struktury nastaveńı (options_fun) potom přidáme pole s názvem
zero_elements a pozice prvk̊u a př́ıpadně pole weight s vektorem požadovaných
vah. Např́ıklad při nulováńı prvku na pozici [2,1] a váhu 10000 budeme mı́t
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- options_fun = struct(’zero_elements’,{[2,1]},’weight’,[10000]).

Komplexńı poloměr stability je implicitně poč́ıtán podle algoritmu 4.3. Pokud
by si uživatel chtěl zvolit jinou metodu, lze si jej v uživatelském rozhrańı vybrat
v nab́ıdce algoritmů uložené pod tlač́ıtkem Set constraints. Z pracovńı plochy
Matlabu by mı́sto ’c’ (či ’c1’), čemuž př́ısluš́ı algoritmus 4.3, zadal ’c2’ pro
algoritmus 4.2, ’c3’ pro 4.1 a př́ıpadně ’c4’ pro naivńı verzi algoritmu k výpočtu
komplexńıho poloměru stability. Obdobně pro výpočet reálného poloměru stability
implicitně už́ıváme algoritmus 4.5 a pro 4.4 bychom museli specifikovat ’r2’.

Nyńı uved’me ještě obrázky 6.4a a 6.4b, kde vyb́ıráme funkce pro výpočet a
nastavujeme př́ıpadná omezeńı.

(a) (b)

Obrázek 6.4: Ukázka zadáváńı vedleǰśıch omezeńı u komplexńıho (a) a reálného (b)
poloměru stability.

V př́ıpadě, že hledáme stavovou zpětnou vazbu, která systému (A,B) přǐrad́ı
Jordanovy bloky, aby hodnoty kriteriálńıch funkćı pro matici dynamiky uzavřeného
systému byly optimálńı, může mı́t př́ıkaz k zavoláńı odpov́ıdaj́ıćı funkce následuj́ıćı
obecnou podobu

- state_feedback_R_opt(vstupnı́_systém(y),...

názvy_kriteriálnı́ch_funkcı́, Jordanovy_bloky,...

počátečnı́_bod, nastavenı́).

Pokud bychom požadovali málo fragilńı regulátor, potom

- state_feedback_F_opt(vstupnı́_systém(y),...

názvy_kriteriálnı́ch_funkcı́, Jordanovy_bloky,...

počátečnı́_bod, nastavenı́).
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Uvažujme pro lepš́ı názornost konkrétńı př́ıklad, u něhož bude počátečńı bod

x0 = [1, 2, 3, 4], systém (A, B), Jordanovy bloky

[
−2 1
0 −2

]
,
[
−1

]
a požadu-

jeme maximálńı reálný poloměr stability matice uzavřeného systému. Optimalizaci
bychom spustili př́ıkazem

- [x_opt, func, feedback] = ...

state_feedback_R_opt(struct(’A’,A,’B’,B),[’r’],...

{[-2,1;0,-2],[-1]},[1,2,3,4]).

Obdobně, pokud hledáme vhodnou výstupńı zpětnou vazbu, přǐrazuj́ıćı systému
(A,B,C) Jordanovy bloky, takovou, aby hodnoty kriteriálńıch funkćı pro matici
dynamiky uzavřeného systému byly optimálńı, budeme použ́ıvat př́ıkaz

- output_feedback_R_opt(vstupnı́_systém(y),...

názvy_kriteriálnı́ch_funkcı́, Jordanovy_bloky,...

počátečnı́_bod, nastavenı́).

Pro výběr co nejméně fragilńıho systému bychom volali

- output_feedback_F_opt(vstupnı́_systém(y),...

názvy_kriteriálnı́ch_funkcı́, Jordanovy_bloky,...

počátečnı́_bod, nastavenı́).

Důležitými funkcemi jsou potom také vykresleńı komplexńıho, či reálného pseu-
dospektra, které můžeme volat následuj́ıćım stylem

- psesp_c(struct(’A’,A+BF)) (pro komplexńı pseudospektrum matice dyna-
miky uzavřeného systému ve smyslu definice 4.5)

- psesp_c(struct(’A’,A+BKC,’B’,B,’C’,C), [-4,1,-6,6]) (pro strukturo-
vané komplexńı pseudospektrum podle definice 4.6 se zadanými mezemi pro
vykreslováńı)

- psesp_r(struct(’A’,A+BF)) (pro reálné pseudospektrum podle definice 4.7)
- psesp_r(struct(’A’,A+BKC,’B’,B,’C’,C), [-4,1,-6,6]) (reálné pseudo-
spektrum ve smyslu definice 4.8 se zadanými mezemi).
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Př́ıklad 6.1. Ukažme si strukturu voláńı optimalizačńı funkce z pracovńı plochy
Matlabu na př́ıkladě. Hledáme lokálně optimálńı stavovou zpětnou vazbu, aby vý-
sledný uzavřený systém měl maximálńı reálný poloměr stability.

>> A = [0, 0, 0, 1, 0, 0; 0, 0, 0, 0, 1, 0; 0, 0, 0, 0, 0, 1;...

-1, 1, 0, 0, 0, 0; 1, -2, 1, 0, 0, 0; 0, 1, -1, 0, 0, 0];

>> B = [0, 0; 0, 0; 0, 0; 1, 0; 0, 0; 0, -1];

>> jordan_blocks = cell(1,3);

>> jordan_blocks{1,1}=[-2, 1; 0, -2];

>> jordan_blocks{1,2}=[-3, 1; 0, -3];

>> jordan_blocks{1,3}=[-2, 1; 0, -2];

>> system_matrix = struct(’A’, A, ’B’, B);

>> crit_functions = [’r’];

>> x0 = [-5, -3];

>> [x_opt, fval_opt, F_opt] = ...

state_feedback_R_opt(system_matrix, crit_functions,...

jordan_blocks, x0)

>> psesp_r(struct(’A’, A + B*F_opt))

Př́ıklad 6.2. Daľśı př́ıklad uvád́ı kód pro optimalizaci výstupńı zpětné vazby K ta-
kové, aby matice zpětné vazby byla co nejméně křehká, maximalizujeme komplexńı
poloměr stability. Ukážeme si dále voláńı výpočtu parametrické matice Q(α) a vy-
kresleńı komplexńıho strukturovaného pseudospektra matice uzavřeného systému v
daných meźıch.

>> A = [1, 1, 0, 0; 0, 0, 0, 1; 0, 1, 1, 0; 1, 0, 1, 1];

>> B = [0, 0; 0, 0; 1, 0; 0, 1];

>> C = [1, 0, 0, 0; 0, 1, 0, 0; 0, 0, 1, 0];

>> jordan_blocks = cell(1,3);

>> jordan_blocks{1,1} = [-2, 1; 0, -2];

>> jordan_blocks{1,2} = [-4];

>> jordan_blocks{1,3} = [-1];

>> system_matrix = struct(’A’, A, ’B’, B, ’C’, C);

>> x0 = [1, -2, -3, 1]

>> [x_opt, fval_opt, K_opt] = ...

output_feedback_F_opt(system_matrix, [’c’], jordan_blocks, x0)

>> Q = matrixQ(B, jordan_blocks);

>> psesp_c(struct(’A’, A + B*K_opt*C, ’B’, B, ’C’, C), [-6, 0, -3, 3])
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Př́ıklad 6.3. Nyńı naznač́ıme optimalizaci stavové zpětné vazby pro př́ıpad neúpl-
ného přǐrazeńı s lokaćı vlastńıch č́ısel do vymezené oblasti. Budeme maximalizovat
hodnotu komplexńıho poloměru poč́ıtaného algoritmem 4.2.

>> A = [1, 0, 1, 3, 0; 0, 1, 1, 2, 1; 1, 0, 1, 3, 3;...

2, 2, 0, 2, 1; 0, 1, 2, 2, 3];

>> B = [1, 0; 0, 0; 0, 0; 0, 1; 0, 0];

>> jordan_blocks = cell(1,3);

>> jordan_blocks{1,1} = [-1, 1; 0, -1];

>> jordan_blocks{1,2} = [-2];

>> jordan_blocks{1,3} = [-1];

>> system_matrix = struct(’A’, A, ’B’, B);

>> x0 = [1, 3, 5, -3, -8, 3];

>> options_fun = struct(’kappa_vec’, [-1/2, -10, 0],...

’kappa_penalize’, [10000, 10000, 0]);

>> [x_opt, fval_opt, F_opt] = ...

state_feedback_R_opt(system_matrix, [’c2’, ’l’],...

jordan_blocks, x0, options_fun)
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7 Př́ıklady

Navržené metody a algoritmy aplikujeme nyńı na několik reálných př́ıklad̊u. Při
odvozováńı stavového popisu systému budeme využ́ıvat Lagrangeovu metodu [24],
ve které sestavujeme Lagrangeovy rovnice

d

dt

(
δL

δq̇i

)
−
(
δL

δqi

)
= Qi, 1 ≤ i ≤ n, (7.1)

kde L = T − V je tzv. Lagrangián, T kinetická energie soustavy, V potenciálńı
energie, qi představuj́ı zobecněné souřadnice a Qi zobecněné śıly.

7.1 Tř́ıhmotový systém

Př́ıklad 7.1. Uvažujme tř́ıhmotový systém se dvěma pružinami a se dvěma vstupy,
jak ukazuje obrázek 7.1

Obrázek 7.1: Tř́ıhmotový systém.

Pro hodnoty m1 = m2 = m3 = 1 a k1 = k2 = 1, źıskáme následuj́ıćı stavový popis

A =


0 0 0 1 0 0
0 0 0 0 1 0
0 0 0 0 0 1

−1 1 0 0 0 0
1 −2 1 0 0 0
0 1 −1 0 0 0

, B =


0 0
0 0
0 0
1 0
0 0
0 −1

.

Chceme-li přǐradit Jordanovu formu

L = diag

{[
−2 1
0 −2

]
,

[
−3 1
0 −3

]
,

[
−2 1
0 −2

]}
,

parametrická matice Q(α) bude

Q(α) =

[
1 0 1 0 0 0
0 0 α1 α2 1 0

]
.
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Pro náš systém dostaneme explicitńı parametrizaci množiny Fn(A,B,L) danou
dvěma parametry. Jej́ı předpis je dán následovně

F =

[
62α2

1−925α1−1890α2+863

−25(1−2α1+α2
1)

23α2
1+800α1+540α2−823

−25(1−2α1+α2
1)

788α2
1−775α1−13+1890α2

25(−1+α1)2
823α2

1−800α1+540α2−23

−25(1−2α1+α2
1)

13α2
1+775α1+1890α2−788

25(−1+α1)2
197α2

1−700α1−540α2+503

−50(1−2α1+α2
1)

863α2
1−925α1+1890α2+62

25(1−2α1+α2
1)

3(101α2
1−100α1+180α2−1)

50(1−2α1+α2
1)

31α2
1+1000α1+3780α2−1031

25(1−2α1+α2
1)

3(−101+α2
1+180α2+100α1)

50(1−2α1+α2
1)

1031α2
1−1000α1−31+3780α2

25(1−2α1+α2
1)

503α2
1−700α1+540α2+197

50(1−2α1+α2
1)

]
,

kde α1 ̸= 1.

Volné parametry α1, α2 chceme zvolit tak, aby uzavřený systém měl maximálńı
komplexńı poloměr stability. Pomoćı uvedených algoritmů zjist́ıme, že se optima
nabývá pro parametry α1 = −1 a α2 = 0 a jeho hodnota je rC = 0.38028. Obrázek 7.2
ukazuje pr̊uběh komplexńıho poloměru stability rc v závislosti na α1 a α2.
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Obrázek 7.2: Komplexńı poloměr stability pro př́ıklad 7.1.

7.2 Model robotu jednonožky - systém 10. řádu

Robot jednonožky se skládá ze základńı svislé části (nožky) a tř́ı ramen, která mezi
sebou sv́ıraj́ı úhel 120◦. Kolmo na každé rameno je připevněn akčńı člen v podobě
voice coil aktuátoru. Model robotu znázorňuje obrázek 7.3. Vzhledem k symetrii
konstrukce robotu se jeho těžǐstě v klidovém stavu nacháźı ve vertikálńı ose ro-
botu. Posuny pohyblivých část́ı aktuátor̊u vychylujeme těžǐstě robotu, abychom jej
ustabilizovali v požadované poloze.
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(a)

(b)

Obrázek 7.3: Model robotu jednonožky.

Za stavové veličiny si vezmeme úhel φ rotace kolem osy z a jeho derivaci φ̇, úhel
ψ rotace kolem osy x a jeho derivaci ψ̇, dále polohy δA, δB a δC hmot magnet̊u mz

a jejich derivace δ̇A, δ̇B a δ̇C. Vstupy systému budou odpov́ıdat silám FA, FB a FC.
Protože budeme moci měřit jen φ, ψ, φ̇ a ψ̇, budeme navrhovat výstupńı zpětnou
vazbu.

Zvoĺıme si následuj́ıćı hodnoty veličin modelu: l = 0.209 m, lT = 0.076 m,
rr = 0.2176 m, d0 = 0.035 m, mk = 0.166 kg, mz = 0.0475 kg, mc = 0.0165 kg,
g = 9.81 ms−2, k = 20 kgs−2. Vzhledem k velkému řádu systému i velkému počtu
návrhových parametr̊u nebudeme uvádět symbolický stavový popis nebo následně
všechny výstupy źıskané při optimalizaci.

Úkolem je naj́ıt vhodnou výstupńı zpětnou vazbu, která robot po vychýleńı z rov-
novážné polohy ustabilizuje v horńı vzpř́ımené poloze.
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Pro uvedené hodnoty veličin dostaneme následuj́ıćı stavový popis:

A =



0 0 0 0 0 1 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 1 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 1 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 1 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0 1

−1745
4

38
5

38
5

1434
253

108
11 −463

21
96
193

96
193 0 0

38
5 −1745

4
38
5

1434
253 −108

11
96
193 −463

21
96
193 0 0

38
5

38
5 −1745

4 −1417
125 0 96

193
96
193 −463

21 0 0

−871
8 −871

8
871
4

4852
77 0 −57

8 −57
8

57
4 0 0

−1320
7

1320
7 0 0 4852

77 −543
44

543
44 0 0 0



B =



0 0 0

0 0 0

0 0 0

0 0 0

0 0 0

− 96
193

− 96
193

463
21

− 96
193

463
21

− 96
193

463
21

− 96
193

− 96
193

−57
4

57
8

57
8

0 −543
44

543
44



, C =


0 0 0 0 1 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 1
0 0 0 1 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 1 0

.

Vlastńı č́ısla matice dynamiky otevřeného systému jsou

Λ(A) = {−10.5263± 17.6139j,−11.1854± 17.5464j,−11.1854± 17.5464j,

− 7.5738,−7.5738, 7.3996, 7.3996}.

Jedná se tedy o nestabilńı systém (dva jeho póly jsou kladné). Budeme cht́ıt daný sys-
tém stabilizovat výstupńı zpětnou vazbou – všechna vlastńı č́ısla přesunout do levé
otevřené poloroviny komplexńı roviny.
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Uvažujme, že budeme přǐrazovat Jordanovy bloky

L1 =

[
−3 1
0 −3

]
, L2 =

[
−3 1
0 −3

]
,

jedná se tedy o neúplné přǐrazeńı. Výsledný systém je 10. řádu, se třemi vstupy a
čtyřmi výstupy. Pro dané Jordanovy bloky źıskáme př́ıslušnou parametrickou matici

Q(α) =

 1 0 0 0
0 0 1 0
α1 α2 α3 α4

 .
Protože je jedná o neúplné přǐrazeńı, obdrž́ıme daľśıch m(n − s) = 3(10 − 4) = 18
návrhových parametr̊u. Celkem tak budeme mı́t návrhový vektor [α, q] ∈ R22.

Za kritériálńı funkci si zvolme reálný poloměr stability, který budeme maximali-
zovat za účelem nalezeńı vhodné výstupńı zpětné vazby. Výsledky pro r̊uzně volené
počátečńı vektory uvád́ı tabulka 7.1. Na obrázćıch 7.4 a 7.5 jsou pro výsledky prvńıho

rR(Ac) počet iteraćı

1. 0.3947 48
2. 0.3901 21
3. 0.3935 25
4. 0.3905 34
5. 0.3940 24

Tabulka 7.1: Hodnoty reálného poloměru stability pro r̊uzné počátečńı vektory.

a druhého řádku tabulky 7.1 znázorněny pr̊uběh poklesu funkčńı hodnoty (převrá-
cené hodnoty reálného poloměru stability) a pr̊uběh velikosti kroku v závislosti na
iteraćıch.
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Obrázek 7.4: Pr̊uběh funkčńı hodnoty (a) a velikosti kroku (b) v závislosti na aktu-
álńı iteraci, řádek 1 tabulky 7.1.
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Obrázek 7.5: Pr̊uběh funkčńı hodnoty (a) a velikosti kroku (b) v závislosti na aktu-
álńı iteraci, řádek 2 tabulky 7.1.

Hodnota reálného poloměru stability pro uvedený model nám tak vycháźı při-
bližně 0.3947. Při výpočtu prvńıho řádku tabulky 7.1, u něhož je hodnota reálného
poloměru největš́ı, vycháźıme z počátečńıho vektoru

x0 = [−7.8798, 16.3969,−2.9954, 0.3695,−12.8467, 6.9088,−2.4908,

18.3542, 19.7248, 8.7715, 13.9481, 12.5950,−6.0301, 4.6822,−1.9249,

− 12.6968, 3.5055,−1.0625,−15.1864, 11.8541,−10.2447,−18.0192].

Výsledný vektor a matice výstupńı zpětné vazby jsou

xopt = [−7.0422, 13.4466,−5.2929, 9.5530, 2.4957, 2.1219,−5.0479,

1.3106, 2.2039, 7.7473, 2.1890,−5.6561, 4.0578,−3.3312, 4.5424,

− 3.3030,−5.2395, 3.3640, 1.2940, 3.4037,−6.6476,−5.0170],

Kopt =

 −0.3497 0.5989 12.4505 2.3336
10.7487 2.0759 −6.7724 −0.2246

−11.4480 −0.8781 −6.7724 −0.2246

 . (7.2)

Vlastńı č́ısla matice dynamiky uzavřeného systému A+BKoptC jsou přibližně hod-
noty

Λ(A+BKoptC) = {−10.5263± 17.6139j,−45.8489,−45.8489,−7.1490,−7.1490,

− 3.0000,−3.0000,−3.0000,−3.0000}.

Následuj́ıćı obrázky 7.6, 7.7 znázorňuj́ı pr̊uběh stabilizace nejprve při vychýleńı
5◦ okolo osy x a −4◦ okolo osy z pro uvedené vypočtené výstupńı hodnoty, daľśı
potom vychýleńı 5◦ okolo osy x a 5◦ okolo osy z pro porovnáńı. Na obrázku 7.8 jsou
vykreslena pseudospektra matice A+BKoptC, kde Kopt je matice (7.2)
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Obrázek 7.6: Pr̊uběh stabilizace modelu robotu jednonožky pro vychýleńı 5◦ okolo
osy x a −4◦ okolo osy z.
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Obrázek 7.7: Pr̊uběh stabilizace modelu robotu jednonožky pro vychýleńı 5◦ okolo
osy x a 5◦ okolo osy z.
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Obrázek 7.8: Reálné a komplexńı pseudospektrum matice dynamiky uzavřeného sys-
tému.
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7.3 Model robotu jednonožky - zjednodušeńı

Uvažujme zjednodušený model robotu jednonožky podle obrázku 7.9. Nebudeme-li
uvažovat hmotymz źıskáme model 4. řádu. Protože opět budeme moci měřit veličiny
φ, φ̇, ψ, ψ̇, máme k dispozici celý stav a budeme navrhovat stavovou zpětnou vazbu.

Obrázek 7.9: Model robotu jednonožky – zjednodušeńı.

Pro uvažované obecné veličiny źıskáme matice stavového popisu systému robotu
ve tvaru

A =


0 0 1 0

0 0 0 1
a1 0 0 0

0 a2 0 0

 , B =


0 0 0

0 0 0

0 b1 b2
b3 b4 b5

 ,

kde

a1 =
72 gh3m2 + 24Mghl2m+ 12Mglmr2 + 36 ghm2r2 + 24Mgh2lm+ 8M2gl3

2(12Ml2mr2 + 36m2h2r2 + 24Ml2mh2 + 36m2h4 + 4M2l4 + 9m2r4)
,

a2 =
36 ghm2r2 + 8M2gl3 + 24Mghl2m+ 12Mglmr2 + 72 gh3m2 + 24Mgh2lm

2(12Ml2mr2 + 36m2h2r2 + 24Ml2mh2 + 36m2h4 + 4M2l4 + 9m2r4)
,

b1 =
−6

√
6h3m+ 3

√
6mr3 − 2M

√
6hl2 + 2M

√
6l2r + 6

√
6h2mr − 3

√
6hmr2

2(12Ml2mr2 + 36m2h2r2 + 24Ml2mh2 + 36m2h4 + 4M2l4 + 9m2r4)
,
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b2 =
6
√
6h3m− 3

√
6mr3 + 2M

√
6hl2 − 2M

√
6l2r − 6

√
6h2mr + 3

√
6hmr2

2(12Ml2mr2 + 36m2h2r2 + 24Ml2mh2 + 36m2h4 + 4M2l4 + 9m2r4)
,

b3 =
4Ml2h

√
2− 4Ml2r

√
2− 12mh2r

√
2 + 6mr2h

√
2− 6mr3

√
2 + 12mh3

√
2

2(12Ml2mr2 + 36m2h2r2 + 24Ml2mh2 + 36m2h4 + 4M2l4 + 9m2r4)
,

b4 =
3mr3

√
2− 6mh3

√
2− 2Ml2h

√
2 + 2Ml2r

√
2 + 6mh2r

√
2− 3mr2h

√
2

2(12Ml2mr2 + 36m2h2r2 + 24Ml2mh2 + 36m2h4 + 4M2l4 + 9m2r4)
,

b5 =
3mr3

√
2− 6mh3

√
2− 2Ml2h

√
2 + 2Ml2r

√
2 + 6mh2r

√
2− 3mr2h

√
2

2(12Ml2mr2 + 36m2h2r2 + 24Ml2mh2 + 36m2h4 + 4M2l4 + 9m2r4)
.

Vlastńı č́ısla matice dynamiky otevřeného systému jsou přibližně hodnoty

Λ(A) = {7.62334, 7.62334,−7.62334,−7.62334}.

Parametry modelu si zvolme (obdobně jako u př́ıkladu robotu jednonožky 10.
řádu) podle obrázku 7.9, tj. g = 9.81 ms−2, m = 0.064 kg, M = 0.166 kg, l =
0.076 m, h = 0.04 m, r = 0.15 m. Pro uvedený systém budeme navrhovat stavovou
zpětnou vazbu, abychom optimalizovali vybrané vlastnosti systému. Postupně si
uvedeme několik r̊uzných přǐrazeńı Jordanových blok̊u. Nyńı si zvolme Jordanovy
bloky

L1 =

[
−p 1
0 −p

]
, L2 =

[
−p 1
0 −p

]
, (7.3)

nejprve s konkrétńı hodnotou p = 10 a maximalizujme komplexńı poloměr stability.

Při řešeńı uvedeného problému vycháźı stále konstantńı hodnota (pro libovolné
parametry návrhového vektoru α) komplexńıho poloměru stability, rC(A + BF ) =
0.7157, (tj. funkčńı hodnota při minimalizaci 1.3973).

Analogicky bychom pro zkoumaný systém (A,B) a pevně zvolené libovolné č́ıslo
p dospěli rovněž ke stejné hodnotě. Potom bude komplexńı poloměr stability pro
všechny zpětné vazby totožný, (pro všechny parametry α dostaneme stejné ohod-
noceńı). K tomuto závěru bychom dospěli i pro př́ıpad kritéria v podobě reálného
poloměru stability. Nav́ıc hodnota komplexńıho a reálného poloměru zde pro každé
pevné p vyjdou stejné. Abychom mohli vybrat zpětnou vazbu s lepš́ımi vlastnostmi
než některé ostatńı, přidáme daľśı parametr – vlastńı č́ıslo p.

V takovém př́ıpadě budeme řešit úlohu

min
[α,p]

max{frC , fl},

kde funkce fl je přidána za účelem lokace č́ısla p do požadované oblasti a zajǐstěńı
stability uzavřeného systému.
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Źıskáme očekávané výsledky, podle kterých se převrácená hodnota komplexńıho
poloměru zmenšuje s větš́ı vzdálenost́ı vlastńıho č́ısla od imaginárńı osy. Potom
pro oblast vymezenou př́ımkami Re(λ) = −20 a Re(λ) = −1, počátečńı vektor
x0 = [−2,−5, 1, 1, 6] dostaneme rC(A+BFopt) = 0.9950 a

xopt = [−2.00, −5.00, 1.00, 1.00, 19.99],

Fopt =

 −272.03117 150.33702 −14.04278 7.52061
−283.67099 130.17625 −15.05948 5.75963
−260.39134 130.17625 −13.02608 5.75963

 .
Jak vid́ıme, parametry α z parametrické matice Q(α) se neměńı (skutečně nemaj́ı
na hodnotu poloměru vliv). Měńı se tak jen hodnota vlastńıho č́ısla. Protože pře-
vrácená hodnota komplexńıho poloměru klesá se vzdálenost́ı od imaginárńı osy, pa-
rametr pro vlastńı č́ıslo se tak bude pohybovat kolem hranice oblasti, kterou jsme
si zvolili. Opět zde tak klesá význam optimalizace. Závislost převrácené hodnoty
komplexńıho poloměru stability na volbě č́ısla p znázorňuje obrázek 7.10.

5 10 15 20 25
1

1.5

2

2.5

p

[r
C

(A
+

B
F

)]
−

1

prubeh prevrácené hodnoty komplexního polomeru

Obrázek 7.10: Převrácená hodnota komplexńıho poloměru stability.

Jako daľśı možnost uvažujme nyńı jeden přǐrazovaný Jordan̊uv blok se čtyřná-
sobným vlastńım č́ıslem

L =


−p 1 0 0
0 −p 1 0
0 0 −p 1
0 0 0 −p

 . (7.4)

Vybereme si hodnotu p = 6 (pro tu je v předchoźı části př́ıkladu již dostatečně
malá hodnota [rC(A + BF )]−1). Z několika (přibližně třiceti) náhodně vygenero-
vaných počátečńıch podmı́nek jsme źıskali nejlepš́ı hodnotu komplexńıho poloměru
stability rC(A+BFopt) = 0.9486, kde

Fopt =

 0.7590 −1.6346 0.1337 −0.3712
−1.5823 −5.8761 −0.1540 −0.9318
3.1507 −5.7770 0.4384 −0.8987

 . (7.5)
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Výsledný optimálńı vektor je

xopt = [−2.9272,−3.0844, 1.9252, 1.0065, 1.1244, 0.0977,−1.9152,−2.1059].

Budeme-li optimalizovat reálný poloměr stability, źıskáme opět stejnou hod-
notu jako u komplexńıho poloměru stability, tj. rR(A + BFopt) = rC(A + BFopt).
Obrázky 7.11 znázorňuj́ı pseudospektra matice dynamiky uzavřeného systému A +
BFopt.
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Obrázek 7.11: Komplexńı a reálné pseudospektrum matice A + BFopt, kde Fopt je
matice (7.5).
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8 Závěr

Práce pojednává o problému robustńıho přǐrazeńı Jordanovy formy stavovou a vý-
stupńı zpětnou vazbou. Při výběru nejlepš́ı matice zpětné vazby, která systému při-
řazuje Jordanovu formu, využ́ıváme optimalizace zejména komplexńıho a reálného
poloměru stability.

Jednou z výhod našeho př́ıstupu a zároveň z př́ınos̊u práce je využit́ı minimálńı
parametrizace všech zpětných vazeb přǐrazuj́ıćıch požadovanou Jordanovu formu.
Optimalizace se tak nemuśı provádět vzhledem ke všem prvk̊um matice zpětné vazby,
ale vystač́ıme s mnohem méně parametry, což je při následné numerické optimalizaci
velice výhodné. Dále kromě komplexńıho poloměru stability, který je uvažován také
v práci HIFOO, přidáváme daľśı kriteriálńı funkce. Z praktických d̊uvod̊u použ́ıváme
též reálný poloměr stability a také umožňujeme navrhovat regulátory s omezenou
stukturou. V př́ıpadě neúplného přǐrazeńı, kdy přǐrazujeme jen některá vlastńı č́ısla
v Jordanově bloćıch, bude poloha ostatńıch vlastńıch č́ısel záviset na daľśıch volných
parametrech. Poněvadž nemáme zaručeno, že se budou nacházet v otevřené poloro-
vině levé komplexńı roviny, zařazujeme dodatečně požadavek na stabilitu uzavřeného
systému. Hlavńı nové výsledky této práce jsou:

• Nový algoritmus pro výpočet parametrické matice Q(α), ve kterém si při kon-
strukci jej́ı struktury vystač́ıme se znalost́ı geometrické násobnosti vlastńıch
č́ısel a velikost́ı jednotlivých blok̊u, a nemuśıme př́ımo vytvářet pomocnou za-
měnitelnou matici.

• Sestaveńı algoritmu pro nalezeńı stavové zpětné vazby, která přǐrazuje sys-
tému požadovanou Jordanovu formu a představuje lokálně optimálńı stavovou
zpětnou vazbu na základě vybraných kritéríı robustnosti.

• Nový numerický algoritmus pro výpočet lokálně optimálńı výstupńı zpětné
vazby podle výše uvedených kritéríı. Navržený algoritmus nalezne lokálńı mi-
nimum a lze jej pro naše účely považovat za dostatečný. Doba potřebná k vý-
počtu je však v některých př́ıpadech velká. V daľśı práci se pokuśıme navržený
algoritmus upravit za účelem sńıžeńı jeho časové náročnosti. Rovněž bychom
mohli vylepšit volbu velikosti kroku.

• Nástroj v programovém systému Matlab pro robustńı přǐrazeńı Jordanovy
formy stavovou a výstupńı zpětnou vazbou, ve kterém jsou implementovány
výše uváděné algoritmy. Součást́ı implementace je také uživatelské rozhrańı
pro př́ıjemněǰśı ovládáńı vytvořených programů.

Navržené algoritmy byly testovány na řadě př́ıklad̊u, včetně reálných úloh. Pomoćı
těchto algoritmů se nám podařilo např́ıklad stabilizovat praktický př́ıklad modelu
robotu jednonožky.
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[10] DOSTÁL, Zdeněk; BEREMLIJSKI, Petr. Metody optimalizace. Plzeň, 2011.
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